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本 书 是 介绍 离散 数学 理论 和 方法 的 经 典 教 材 ， 已 经 成 为 采用 率 最 高 的 离散 数学 教材 ， 被 美国 众多 名 校 用 做 
教材 ， 获 得 了 极 大 的 成 功 。 本 书 中 文 版 也 已 被 国内 大 学 广泛 采用 为 教材 。 作 者 参考 教师 和 学 生 的 反馈 ， 并 结合 
自身 对 教育 的 洞察 ， 在 第 7 版 中 做 了 大 量 的 改进 ， 使 其 成 为 更 有 效 的 教学 工具 。 本 书 可 作为 1 ~ 2 个 学 期 的 离散 
数学 课程 教材 ， 适 用 于 数学 、 计 算 机 科学 、 计 算 机 工程 、 信 息 技 术 等 专业 的 学 生 。 


本 书 特 点 

@ 实例 : 书 中 有 800 多 不 实例 ， 用 于 阐明 概念 ， 联 系 不 同 内 容 ， 引 入 各 种 应 用 。 

@ 应用， 书 中 叙述 的 应 用 展示 了 离散 数学 在 解决 现实 中 问题 时 的 使 用 价值 ， 涉 及 的 应 用 领域 包括 计算 机 科 
学 、 数 据 网 络 、 心理 学 、 化 学 、 工 程 学 、 语 言 学 、 生 物 学 、 商 业 和 因特网 等 。 

@ 算法 : 离散 数学 的 结论 常常 要 用 算法 来 表示 ， 因 此 本 书 每 一 章 都 介绍 了 一 些 关 键 算法 。 

全 历史 资料 : 本 书 对 许多 主题 的 最 做 子 简 要 介绍 ， 并 以 脚注 的 形式 给 出 了 83 位 对 离散 数学 做 出 过 重要 贡 
献 的 数学 家 和 计算 机 科学 家 的 简短 传记 。 

@ 关键 术语 和 结论 : 每 一 章 后 面 都 列 出 了 本 章 的 关键 术语 和 结论 。 

多 练习 -复习 题 和 补充 练习 二 书 中 有 4000 多 道 难 度 各 异 的 练习 ;可 以 满足 不 同 层次 学 生 的 学 习 需 求 a 同 
时 ， 每 章 最 后 都 有 一 组 复习 题 和 丰富 多 样 的 补充 练习 。 

@ 计算 机 课题 每 一 章 后 面 还 有 一 组 计算 机 课题 ， 大 约 有 150 个 这 样 的 题目 ， 把 学 生 已 经 学 到 的 计算 和 离散 
数学 的 内 容 结 合 在 一 起 

@ 计算 和 探索 : 每 一 章 的 结论 部 分 都 有 一 组 计算 和 探索 性 问题 ， 为 学 生 提供 了 通过 计算 发 现 新 事实 或 新 思 
想 的 机 会 。 

多 写作 课题 ， 每 一 章 后 面 都 有 一 组 应 该 书面 完成 的 课题 。 要 完成 这 类 课题 ， 学 生 需 要 查阅 参考 文献 ， 把 数 
学 概念 和 书面 写作 的 过 程 结合 在 一 起 ， 以 帮助 学 生 研究 和 思考 正文 中 没有 深入 探讨 的 思想 ,便于 其 未 来 
的 学 习 和 研究 。 
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文艺 复兴 以 降 ， 源远流长 的 科学 精神 和 逐步 形成 的 学 术 规 范 ， 使 西方 国家 在 自然 科学 的 各 个 领 
域 取得 了 垄断 性 的 优势 ; 也 正 是 这 样 的 传统 ， 使 美国 在 信息 技术 发 展 的 六 十 多 年 间 名 家 辈出 、 独 领 
风骚 。 在 商业 化 的 进程 中 ， 美 国 的 产业 界 与 教育 界 越 来 越 紧密 地 结合 ， 计 算 机 学 科 中 的 许多 泰山 北 
斗 同 时 身 处 科研 和 教学 的 最 前 线 ， 由 此 而 产生 的 经 典 科学 著作 ， 不仅 壁 划 了 研究 的 范畴 ， 还 揭示 了 
学 术 的 源 变 ， 既 遵循 学 术 规 范 ， 又 自 有 学 者 个 性 ， 其 价值 并 不 会 因 年 月 的 流逝 而 减退 。 

近年 ， 在 全 球 信息 化 大 潮 的 推动 下 ， 我国 的 计算 机 产业 发 展 迅 猛 ， 对 专业 人 才 的 需求 日 益 迫 切 。 
这 对 计算 机 教育 界 和 出 版 界 都 既是 机 遇 ， 也 是 挑战 ; 而 专业 教材 的 建设 在 教育 战略 上 显得 举足轻重 。 
在 我 国信 息 技 术 发 展 时 间 较 短 、 从 业 人 员 较 少 的 现状 下 ,美国 等 发 达 国 家 在 其 计算 机 科学 发 展 的 几 
十 年 间 积淀 的 经 典 教材 仍 有 许多 值得 借鉴 之 处 。 因 此 ， 引 进 一 批 国外 优秀 计算 机 教材 将 对 我 国 计 算 
机 教育 事业 的 发 展 起 积极 的 推动 作用 ， 也 是 与 世界 接轨 、 建 设 真正 的 世界 一 流 大 学 的 必由之路 。 

机 械 工 业 出 版 社 华章 图 文 信息 有 限 公司 较 早 意 识 到 “出 版 要 为 教育 服务 "。 自 1998 年 开始 ,我们 
就 将 工作 重点 放 在 了 六 选 、 移 译 国外 优秀 教材 上 。 经 过 多 年 的 不 懈 努 力 ， 我 们 与 Pearson,，McGraw 
一 Hill，Elsevier，MIT，John Wiley & Sons，Cengage 等 世界 著名 出 版 公司 建立 了 良好 的 合作 关系 ， 
从 他 们 现 有 的 数 百 种 教材 中 王选 出 Andrew S. Tanenbaum，,，Bjarne Stroustrup, Brain W. Kernighan, 
Dennis Ritchie, Jim Gray, Afred V. Aho, John E. Hopcroft, Jeffrey D. Ullman, Abraham Silberschatz, 
William Stallings，Donald E. Knuth, John L. Hennessy,，Larry L. Peterson 等 大 师 名 家 的 一 批 经 典 作 
品 ， 以 “计算 机 科学 丛书" 为 总 称 出 版 ， 供 读者 学 习 、 研 究 及 珍藏 。 大 理 石 纹理 的 封面 ， 也 正体 现 了 
这 套 从 书 的 品位 和 格调 。 

“计算 机 科学 丛书” 的 出 版 工作 得 到 了 国内 外 学 者 的 瞻 力 襄 助 ， 国 内 的 专家 不 仅 提 供 了 中 表 的 选 
题 指导 ， 还 不 秤 劳苦 地 担任 了 翻译 和 审 校 的 工作 ; 而 原 书 的 作者 也 相当 关注 其 作品 在 中 国 的 传播 ， 
有 的 还 专程 为 其 书 的 中 译本 作 序 。 迄 今 ,“ 计 算 机 科学 丛书 "已 经 出 版 了 近 两 百 个 品种 ， 这 些 书籍 在 
读者 中 树立 了 良好 的 口碑 ， 并 被 许多 高 校 采 用 为 正式 教材 和 参考 书籍 。 其 影印 版 “经 典 原版 书库 " 作 
为 姊妹 篇 也 被 越 来 越 多 实施 双语 教学 的 学 校 所 采用 。 

权威 的 作者 、 经 典 的 教材 、 一 流 的 译 者 、 严 格 的 审 校 、 精 细 的 编辑 ， 这 些 因 素 使 我 们 的 图 书 有 
了 质量 的 保证 。 随 着 计算 机 科学 与 技术 专业 学 科 建 设 的 不 断 完善 和 教材 改革 的 逐渐 深化 ， 教 育 界 对 
国外 计算 机 教材 的 需求 和 应 用 都 将 步 人 一 个 新 的 阶段 ， 我 们 的 目标 是 尽善尽美 ,而 反馈 的 意见 正 是 
我 们 达到 这 一 终极 目标 的 重要 帮助 。 华 章 公司 欢迎 老师 和 读者 对 我 们 的 工作 提出 建议 或 给 予 指正 ， 
我 们 的 联系 方法 如 下 : 


华章 网 站 : www. hzbook. com 
电子 邮件 : hzjsj@hzbook. com 
联系 电话 : (010)88379604 
联系 地 址 : 北京 市 西城 区 百 万 庄 南 街 1 号 华章 教育 

邮政 编码 : 100037 华章 科技 图 书 出 版 中 心 
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离散 数学 一 直 被 [EEE & ACM 确定 为 计算 机 专业 最 核心 的 课程 (最 新 版 CC2005) ， 也 是 《中 国 计 
算 机 科学 与 技术 学 科教 程 2002》 中 界定 的 计算 机 科学 与 技术 专业 的 核心 基础 课程 。 当 你 学 习 离 散 数 
学 时 ， 你 会 发 现 离散 数学 为 许多 计算 机 专业 课程 提供 理论 基础 ， 尤 其 是 为 大 多 数 计算 机 算法 提供 
基础 。 

本 书 清晰 地 介绍 了 离散 数学 中 的 概念 和 技术 ， 并 向 读者 展示 其 相关 性 和 实用 性 ， 给 计算 机 科学 
专业 的 学 生 将 来 的 学 习 提 供 一 切 必 需 的 数学 基础 。 

本 书 的 优秀 之 处 不 仅 在 于 作者 对 离散 数学 知识 点 精心 编排 ， 而 且 其 行文 流畅 、 通 俗 易 懂 ， 拥 有 
大 量 有 趣 而 实用 的 例子 ， 推 荐 读物 吸引 读者 广泛 的 好 奇 心 ， 丰 富 的 练习 帮助 读者 掌握 离散 数学 的 概 
念 和 技巧 。 本 书 最 大 的 优势 在 于 它 的 配套 网 站 中 给 出 了 一 系列 丰富 的 课外 资源 ， 既 可 以 辅助 教师 根 
据 实际 情况 安排 教学 活动 ; 又 能 够 帮助 学 生 评 估 自 身 学 习 状 况 ， 学 习 撰写 证 明 并 避免 常见 错误 ， 从 
各 个 方面 提高 学 生 学 习 和 解决 问题 的 能 力 ， 引 领 学 生 探索 离散 数学 的 新 应 用 。 

本 书 的 另 一 个 特色 是 以 脚注 形式 给 出 的 历史 资料 ， 让 读者 了 解 许 多 数学 知识 的 来 龙 去 脉 以 及 数 
学 家 所 做 出 的 贡献 ， 这 可 以 极 大 提高 读者 学 习 离 散 数 学 的 兴趣 ， 有 助 于 读者 了 解 其 发 展 历程 。 

本 书 译 自 Kenneth H. Rosen 所 著 的 《Discrete Mathematics and Its Applications ，Seventh Edition》。 这 
本 书 在 北美 及 全 球 有 超过 600 多 所 大 学 采用 ， 在 中 国 也 已 经 被 多 所 大 学 采纳 作为 计算 机 系 的 离散 数 
学 教材 。 作 者 一 直 根 据 广大 教师 和 学 生 的 反馈 意见 不 断 完 善 这 本 书 ， 使 其 能 适应 计算 机 科学 及 应 用 
的 发 展 。 自 出 版 以 来 这 本 书 在 北美 发 行 超过 350 000 册 ， 同 时 这 本 书 也 已 经 被 翻译 成 法 文 、 希 腊 文 、 
中 文 、 越 南 文 和 韩文 等 。 因 此 ， 本 书 是 一 本 不 俗 的 教科 书 。 

如 果 你 有 幸 读 到 本 书 ， 那 恭喜 你 了 。 你 可 以 参考 作者 的 建议 或 按 自己 的 兴趣 阅读 本 书 ， 我 相信 
你 一 定 能 从 本 书 中 获 益 菲 浅 。 

本 书 第 7 版 做 了 重大 修订 ， 翻 译 工作 是 在 第 6 版 译 稿 的 基础 上 进行 的 。 感 谢 第 6 版 的 译 者 囊 崇 
义 、 届 婉 玲 、 张 桂 芸 。 第 7 版 翻译 分 工 如 下 : 作者 简介 、 前 言 、 配 套 网 站 、 致 学 生 ， 以 及 第 1 章 至 
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本 书 是 根据 我 多 年 讲授 离散 数学 的 经 验 和 兴趣 写成 的 。 对 学 生 而 言 ， 我 的 目的 是 为 他 们 提供 准 
确 且 可 读 性 很 强 的 教材 ， 清 晰 地 介绍 并 展示 离散 数学 中 的 概念 和 技术 。 我 的 目标 是 向 爱 怀疑 的 学 生 
们 展示 离散 数学 的 相关 性 和 实用 性 ， 希 望 为 学 习 计 算 机 科学 的 学 生 提供 一 切 必需 的 数学 基础 ， 也 希 
望 学 数学 的 学 生理 解 重要 的 数学 概念 ， 以 及 为 什么 这 些 概念 对 应 用 来 说 很 重要 ， 最 重要 的 是 希望 本 
书 既 能 达到 这 些 目标 ， 又 不 含 太 多 的 水 分 。 

对 教师 而 言 ， 我 的 目的 是 要 利用 数学 中 行 之 有 效 的 教学 技术 来 设计 一 个 灵活 而 全 面 的 教学 工具 ， 
希望 为 教师 提供 能 够 以 最 适合 特定 学 生 特 点 的 方式 高 效 地 教授 离散 数学 的 教材 。 希 望 本 书 能 够 达到 
这 些 目标 。 

我 为 本 教材 在 过 去 所 取得 的 巨大 成 功 而 感到 非常 欣慰 。 根 据 北美 600 多 所 学 校 以 及 全 球 各 地 许 
多 大 学 成 功 采用 了 本 书 的 大 批 师 生 的 反馈 和 建议 ， 此 次 第 7 版 进行 了 许多 改进 。 

本 教材 是 为 一 至 两 个 学 期 的 离散 数学 人 门 课 程 而 设计 的 ， 适 用 于 数学 、 计 算 机 科学 和 工程 等 各 
类 专业 的 学 生 。 虽 然 唯一 的 先 修 课程 要 求 是 大 学 代数 ， 但 是 要 想 真 正 学 好 离散 数学 还 需要 掌握 更 多 
的 数学 知识 。 


离散 数学 课程 的 目标 

离散 数学 课程 有 多 个 目标 。 学 生 不 仅 要 学 会 一 些 特定 的 数学 知识 并 知道 怎样 应 用 ， 更 重要 的 是 ， 
这 样 一 门 课 应 培养 学 生 的 数学 逻辑 思维 。 为 此 ， 本 教材 特别 强调 数学 推理 以 及 用 不 同 的 方法 解 题 。 
本 书 中 五 个 重要 主题 交织 在 一 起 : 数学 推理 、 组 合 分 析 、 离 散 结构 、 算 法 思维 、 应 用 与 建 模 。 成 功 
的 离散 数学 课程 应 该 努力 使 这 五 个 主题 相互 融合 、 平 衡 。 

1. 数学 推理 : 学 生 必须 理解 数学 推理 ， 以 便 阅 读 、 领 会 并 构造 数学 论证 。 本 书 以 数理 逻辑 开 
篇 ， 在 后 面 证 明 方 法 的 讨论 中 ， 数 理 逻 辑 是 基础 。 本 书 描述 了 构造 证 明 的 方法 与 技巧 。 本 书 特别 强 
调 数学 归纳 法 ， 不 仅 给 出 了 这 种 证 明 的 许多 不 同类 型 的 实例 ， 还 详细 地 解释 了 数学 归纳 法 为 什么 是 
有 效 的 证 明 技 术 。 

2. 组 合 分 析 : 一 个 重要 的 解 题 技巧 就 是 计数 或 枚 举 对 象 。 本 书 中 ， 对 枚 举 的 讨论 从 计数 的 基本 
技术 着 手 ， 重 点 是 用 组 合 分 析 方 法 来 解决 计数 问题 并 分 析 算 法 ， 而 不 是 简单 地 应 用 公式 。 

3. 离散 结构 : 离散 数学 课程 应 该 教会 学 生 如 何 处 理 离 散 结 构 ， 即 表示 离散 对 象 以 及 对 象 之 间 关 
系 的 抽象 数学 结构 。 离 散 结构 包 括 集合 、 置 换 、 关 系 、 图 、 树 和 有 限 状 态 机 等 。 

4. 算法 思维 : 有 些 问 题 可 以 通过 详细 说 明 其 算法 来 求解 。 在 清楚 地 描述 算法 后 ， 就 可 以 构造 一 
个 计算 机 程序 来 实现 它 。 这 一 过 程 中 涉及 的 数学 部 分 包括 算法 的 详细 说 明 、 正 确 性 验证 以 及 执行 算 
法 所 需要 的 计算 机 内 存 和 时 间 的 分 析 等 ， 这 些 内 容 在 本 书 中 均 有 介绍 。 算 法 是 用 英语 “和 一 种 易于 
理解 的 伪 代 码 来 描述 的 。 

5, 应 用 与 建 模 : 离散 数学 几乎 在 每 个 可 以 想象 到 的 研究 领域 中 都 有 应 用 ， 本 书 介 绍 了 其 在 计算 
机 科学 和 数据 网 络 中 的 许多 应 用 ， 还 介绍 了 在 其 他 各 种 领域 中 的 应 用 ， 如 化 学 、 植 物 学 、 动 物 学 、 
语言 学 、 地 理学 、 商 业 以 及 因特网 等 。 这 些 均 是 离散 数学 的 实际 而 又 重要 的 应 用 ， 而 不 是 编造 的 。 








日 ” 译 著 中 采用 汉语 。 一 一 译 者 注 
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用 离散 数学 来 建 模 是 十 分 重要 的 问题 求解 技巧 ， 本 书 中 的 一 些 练习 让 学 生 有 机 会 通过 自己 构造 模型 
掌握 这 一 技巧 。 


第 7 版 中 的 变更 

虽然 第 6 版 已 经 是 一 本 非常 有 效 的 教材 ， 但 许多 教师 (包括 长 期 使 用 者 ) 还 是 提出 了 使 本 书 更 有 
效 的 修改 要 求 。 我 伦 了 大 量 的 时 间 和 精力 来 满足 这 些 要 求 ， 想 方 设法 使 这 本 书 做 得 更 好 。 

第 7 版 是 一 个 重大 的 修订 版 ， 其 变更 基于 40 多 位 正式 评阅 人 、 学 生 和 教师 的 反馈 以 及 作者 的 见 
解 。 新 版 本 改善 了 主题 的 组 织 结构 ， 使 本 书 成 为 一 个 更 加 有 效 的 教学 工具 。 人 到 辑 、 算 法 、 数 论 和 图 
论 方面 的 内 容 有 许多 实质 性 的 增强 ， 使 本 书 更 加 灵活 和 全 面 。 第 7 版 中 所 做 的 大 量变 更 能 帮助 学 生 
更 容易 地 掌握 这 些 内 容 。 增 加 了 额外 的 解释 和 例子 以 便 阐述 那些 学 生 经 常 感到 有 困难 的 内 容 。 新 增 
了 一 些 常规 的 和 富有 挑战 性 的 习题 。 还 增加 了 一 些 与 因特网 、 计 算 机 科学 以 及 数学 生物 学 等 密切 相 
关 的 应 用 。 配 套 网 站 得 易于 广泛 的 开发 活动 ， 现 在 所 提供 的 工具 使 学 生 可 以 用 来 掌握 关键 概念 并 探 
索 离 散 数学 世界 ， 正 在 开发 中 的 许多 新 工具 也 将 在 本 书 出 版 后 的 来 年 发 布 。 

我 希望 教师 仔细 阅读 这 本 新 版 以 发 现 如 何 来 满足 他 们 的 需求 。 尽 管 要 列 出 本 版 所 有 变更 是 不 切 
实际 的 ， 但 基于 一 些 关 键 变更 及 其 所 带 来 的 好 处 给 出 一 个 简要 的 列表 或 许 是 有 益 的 。 

更 灵活 的 组 织 结构 

。 命题 逻辑 的 应 用 分 出 专门 的 小 节 ， 其 中 简要 介绍 了 逻辑 电路 。 

。 递 推 关 系 在 第 2 章 论 述 。 

。 扩展 了 可 数 性 讨论 并 在 第 2 章 中 有 专门 的 一 节 。 

。 用 独立 的 章节 论述 算法 (第 3 章 ) 以 及 数论 和 密码 学 (第 4 章 )， 并 增加 了 内 容 。 

。 采用 了 更 多 二 级 、 三 级 标题 以 便 将 章节 划分 成 较 小 的 有 紧密 联系 的 部 分 。 

便于 学 习 的 工具 

。 有 些 难 度 的 讨论 和 证 明 已 经 在 页 边 用 布尔 巴 基 著 名 的 “危险 弯 道 ”符号 警示 。 

。 新 的 页 边 注解 给 出 一 些 链接 ， 增 加 一 些 有 趣 的 注解 ， 并 为 学 生 提 供 一 些 忠 告 。 

。 在 证 明 以 及 阐述 中 引入 更 多 的 细节 和 解释 ， 以 帮助 学 生 更 容易 地 阅读 本 书 。 

。 在 对 许多 原 有 练习 做 了 一 些 改进 的 同时 ， 增 加 了 更 多 新 的 练习 ， 包 括 常规 练习 以 及 富有 挑战 

性 的 练习 。 

增强 了 逻辑 、 集 合 和 证 明 所 涵盖 的 内 容 

。 可 满足 性 问题 有 了 更 深入 的 阐述 ， 并 论述 了 以 可 满足 性 建 模 的 数 独 (Sudoku) 问 题 。 

。 利用 希 尔 伯 特 大 饭店 来 解释 不 可 数 性 。 

。 贯穿 全 书 的 证 明 通 过 细 化 步骤 及 其 背后 的 原因 使 之 更 加 易于 理解 。 

。 增加 了 一 个 数学 归纳 法 的 证 明 模 板 。 

。 在 数学 归纳 法 证 明 中 显 式 地 注 明 了 应 用 归纳 假设 的 步骤 。 

算法 

。 本 书 中 使 用 的 伪 代 码 已 经 做 了 更 新 。 

。 算法 范 型 做 了 显 式 的 扩充 ， 提 供 了 包括 蛮 力 算法 、 贪 禁 算 法 以 及 动态 规划 等 内 容 。 

。 增加 了 对 数 、 寡 以 及 指数 函数 大 O 估计 的 判别 规则 。 

数论 和 密码 学 

。 扩展 了 所 涵盖 的 内 容 使 得 教师 在 课程 中 可 以 只 选择 一 小 部 分 或 更 多 的 数论 内 容 。 

。 mod 函数 和 同 余 之 间 的 关系 做 了 更 全 面 的 解释 。 

。 对 埃 拉 托 斯 特 尼 ( Eratosthenes) 筛 法 的 介绍 在 本 书 中 有 所 提前 。 

。 线性 同 余 式 以 及 模 的 逆 有 了 更 深入 的 阐述 。 
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。 深入 讨论 了 数论 应 用 ， 包 括 校 验 码 和 散 列 函数 。 

。 新 一 节 的 密码 学 集成 了 原先 的 内 容 ， 并 引入 了 密码 系统 的 概念 。 

。 涵盖 了 密码 协议 内 容 ， 包 括 数 字 签 名 和 密 钥 共享 。 

图 论 

。 增加 了 结构 归纳 法 在 图 论 中 的 应 用 。 

。 更 多 地 关注 社交 网 络 的 概念 。 

。 增加 了 在 生物 科学 中 的 应 用 ， 还 有 图 同 构 和 平面 性 方面 很 有 意思 的 应 用 。 

。 增加 了 二 分 图 的 匹配 问题 ， 包 括 Hall 定理 及 其 证 明 。 

。 增加 了 顶点 连通 性 、 边 连通 性 以 及 连通 性 ， 使 读者 对 图 的 连通 性 有 更 深入 的 理解 。 

充实 的 内 容 

。 对 许多 传记 做 了 扩充 和 更 新 ， 同 时 新 增 了 贝尔 曼 、 贝 祖 * 比 安 内 梅 、 卡 尔 达 诺 、 卡 塔 兰 、 柯 
克 斯 、 库 克 、 狄 拉克 、 霍 尔 、 希 尔 伯 特 、 欧 尔 和 陶 哲 轩 的 传记 。 

。 全 书 历史 资料 也 有 所 增加 。 

。 大 量 最 新 发 现 也 做 了 相应 更 新 。 

扩展 的 媒体 

。 努力 为 本 书 开 发 有 价值 的 网 站 资源 。 

。 在 配套 网 站 上 为 本 书 主要 内 容 提供 了 额外 的 练习 。 

。 开发 了 一 些 交互 式 算 法 ,以 及 一 些 探索 主题 并 可 用 于 课堂 教学 的 工具 。 

。 2012 年 秋季 新 上 线 一 个 辅助 工具 一 一 虚拟 离散 数学 导师 ， 可 以 帮助 学 生 解 决 学 习 离散 数学 中 
的 困难 。 

。 2012 年 秋季 新 上 线 的 作业 提交 系统 ， 可 用 来 提供 自动 化 的 作业 ， 包括 数值 型 和 概念 型 的 
练习 。 

。 针对 关键 概念 的 学 生 评 估 模 块 。 

。 开发 了 供 教 师 使 用 的 PowerPoint 幻灯 片 。 

。 开发 了 补充 的 《探索 离散 数学 》， 为 配合 本 书 利用 Maple™ 或 Mathematica™ 提 供 广 泛 的 支持 。 

。 提供 了 一 组 广泛 的 外 部 Web 链接 。 


本 书 特色 

易 理 解 性 : 本 书 对 于 初学 者 来 说 已 被 实践 证 明 是 易 读 易 懂 的 。 绝 大 部 分 内 容 不 需要 读者 具备 比 
大 学 代数 更 多 的 数学 预备 知识 。 需 要 额外 帮助 的 学 生 可 以 在 配套 网 站 找到 相应 工具 将 数学 水 平 提升 
到 本 书 的 水 准 。 本 书 中 少数 几 个 需要 参考 微 积分 的 地 方 也 已 显 式 注 明 。 大 多 数学 生 应 该 很 容易 理解 
书 中 用 来 表示 算法 的 伪 代 码 ， 无 论 他 们 是 否 正式 学 过 程序 设计 语言 。 本 书 不 要 求 正规 计算 机 科学 方 
面 的 预备 知识 。 

每 章 都 是 从 易于 理解 和 领会 的 水 平 开 始 。 一 旦 详细 介绍 了 基本 数学 概念 ， 就 会 给 出 稍 难 一 些 的 
内 容 以 及 在 其 他 研究 领域 中 的 应 用 。 

灵活 性 : 本 书 为 能 灵活 使 用 做 了 精心 设计 。 各 章 对 其 前 面 内 容 的 依赖 程度 都 降 到 最 低 。 每 章 分 
成 长 度 大 致 相等 的 若干 节 ， 每 节 又 根据 内 容 划分 成 若干 小 节 以 方便 教学 。 教 师 可 以 根据 这 些 分 块 灵 
活 地 安排 讲课 进度 。 

写作 风格 : 本 书 的 写作 风格 是 直接 而 又 实用 的 。 使 用 准确 的 数学 语言 ， 但 没有 采用 过 多 的 形式 
化 与 抽象 。 在 数学 命题 中 的 记号 和 词语 表达 之 间 做 了 精心 的 平衡 。 

数学 严谨 性 和 准确 性 : 本 书 中 所 有 定义 和 定理 的 陈述 都 十 分 仔细 ， 这 样 学 生 可 以 欣赏 语言 的 准 
确 性 和 数学 所 需 的 严谨 性 。 证 明 则 先是 动机 再 缓慢 展开 ， 每 一 步 都 经 过 了 详细 论证 。 证 明 中 用 到 的 
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公理 及 其 所 导出 的 基本 性 质 在 附录 中 均 有 显 式 描 述 ， 这 呈现 给 学 生 一 个 清晰 的 概念 ， 即 在 一 个 证 明 
中 他 们 能 够 作 何 种 假设 。 本 书 解释 并 大 量 使 用 了 递归 定义 。 

实例 : 超过 800 多 个 例子 用 来 阐述 概念 、 建 立 不 同 主题 之 间 的 关联 ， 并 介绍 应 用 。 在 大 部 分 例 
子 中 ， 首 先 提 出 问题 ， 然 后 再 以 适量 的 细节 给 出 其 解 。 

应 用 : 本 书 中 所 含 的 应 用 展示 了 离散 数学 在 解决 现实 世界 中 的 问题 时 的 实用 性 。 本 书包 含 的 应 
用 涉及 广泛 的 领域 ， 包 括 计算 机 科学 、 数 据 网 络 、 心 理学 、 化 学 、 工 程 学 、 语 言 学 、 生 物 学 、 商 业 
和 因特网 。 

算法 : 离散 数学 的 结论 常常 要 用 算法 来 表述 ， 因 此 本 书 每 章 都 介绍 一 些 关键 算法 。 这 些 算 法 采 
用 文字 叙述 ， 同 时 也 采用 一 种 易于 理解 的 结构 化 伪 代 码 来 描述 。 伪 代码 的 描述 和 说 明 在 附录 C 中 给 
出 。 简 要 分 析 了 书 中 所 有 算法 的 计算 复杂 性 。 

历史 资料 : 本 书 对 许多 主题 的 背景 做 了 简要 介绍 。83 位 数学 家 和 计算 机 科学 家 的 简短 传记 以 脚 
注 的 形式 给 出 。 这 些 传记 介绍 了 他 们 的 生活 、 事 业 ， 以 及 对 离散 数学 做 出 过 重要 贡献 的 科学 家 的 成 
就 ， 同 时 配 有 他 们 的 照片 (如 果 有 的 话 )。 

此 外 ， 脚 注 还 包含 了 大 量 历史 资料 ， 作 为 本 书 正 文中 历史 资料 的 补充 。 我 们 做 了 大 量 努 力 ， 使 
得 本 书 能 够 反映 最 新 的 发 现 。 

关键 术语 和 结论 : 每 章 最 后 列 出 关键 术语 和 结论 。 关 键 术 语 只 列 出 学 生 必须 掌握 的 那些 ,而 非 
该 章 中 定义 的 每 个 术语 。 

练习 : 书 中 包含 4000 多 个 练习 题 ， 涉 及 大 量 不 同类 型 的 问题 。 不 仅 提 供 了 足够 多 的 简单 练习 用 
于 培养 基本 技能 ， 还 提供 了 大 量 的 中 等 难度 的 练习 和 许多 具有 挑战 性 的 练习 。 练 习 的 叙述 清晰 而 无 
歧义 ， 并 按 难 易 程度 进行 了 分 级 。 练 习 还 包含 一 些 特殊 的 讨论 来 展开 正文 中 没有 涉及 的 新 概念 ， 使 
得 学 生 能 够 通过 自己 的 工作 来 发 现 新 的 想法 。 

那些 比 平 均 难 度 稍 难 的 练习 用 单个 星 号 * 标记 ， 而 那些 相当 有 挑战 性 的 练习 则 用 两 个 星 号 ** 标 
记 。 需 要 用 微 积分 来 求解 的 练习 也 明确 指出 。 而 那些 其 结果 要 在 正文 中 用 到 的 练习 则 会 明确 地 用 指 
向 右 侧 的 手 形 符号 FS 来 标识 。 本 书 最 后 给 出 了 所 有 奇数 编号 练习 的 答案 或 解 题 纲要 。 解 答 通常 包含 
那些 大 多 数 步 又 写 得 很 清楚 的 证 明 。 

复习 题 : 每 章 最 后 都 有 一 组 复习 题 。 设 计 这 些 问 题 是 为 了 帮助 学 生 重 点 学 习 该 章 最 重要 的 概念 
和 技术 。 要 回答 这 些 问题 ， 学 生 必 须 写 出 较 长 的 答案 ,而 不 是 仅 做 一 些 计 算 或 一 个 简 答 。 

补充 练习 : 每 章 后 面 都 有 一 组 丰富 而 多 样 的 补充 练习 。 这 些 练习 通常 比 每 节 后 的 练习 难度 更 大 
些 。 补 充 练习 强化 该 章 中 的 概念 ， 并 把 不 同 主题 更 有 效 地 综合 起 来 。 

计算 机 课题 : 每 章 后 面 还 有 一 组 计算 机 课题 。 大 约 150 个 计算 机 课题 将 学 生 在 计算 和 离散 数学 
中 所 学 到 的 内 容 联系 起 来 。 对 于 那些 从 数学 角度 或 程序 设计 角度 来 看 其 难度 超过 平均 水 平 的 计算 机 
课题 用 一 个 星 号 * 标记 ， 而 那些 非常 具有 挑战 性 的 则 用 两 个 星 号 **x 标记 。 

计算 和 探索 : 每 章 的 最 后 都 有 一 组 计算 和 探索 性 的 问题 。 完 成 这 些 练习 (大 约 有 120 题 ) 需 要 借 
助 于 现 有 的 软件 工具 ， 如 学 生 或 教师 自己 编写 的 程序 ,或 Maple™ 或 Mathematica™ 这 样 的 数学 计算 
软件 包 。 大 部 分 这 些 练习 为 学 生 提 供 了 通过 计算 来 发 现 一 些 新 事实 或 想法 的 机 会 (其 中 的 一 些 练习 在 
配套 的 在 线 练习 册 《 探 索 离散 数学 中 也 有 讨论 )。 

写作 课题 : 每 章 后 面 都 有 一 组 写作 课题 。 要 完成 这 类 课题 学 生 需 要 参考 数学 文献 。 有 些 课题 本 
质 上 是 关于 历史 的 ,需要 学 生 查 找 原始 资料 。 有 些 课题 则 是 通 往 新 内 容 和 新 思想 的 途径 。 所 有 此 类 
练习 是 要 向 学 生 展 示 正 文中 没有 深入 探讨 的 想法 。 这 些 课题 把 数学 概念 和 写作 过 程 结合 起 来 ， 以 帮 
助 学 生 面 对 未 来 可 能 的 研究 领域 (在 线 版 或 印刷 版 的 《学 生 解 题 指 南 ) 中 可 以 找到 为 这 些 课题 准备 的 参 
考 文献 )。 

附录 : 本 书 有 3 个 附录 。 附 录 A 介绍 实数 和 正 整 数 的 公理 ， 并 解释 如 何 利 用 这 些 公理 直接 证 明 
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事实 。 附 录 B 介绍 指数 函数 和 对 数 函 数 ， 复 习 在 课程 中 常用 的 一 些 基 本 内 容 。 附 录 C 则 介绍 正文 中 
用 来 描述 算法 的 伪 代 码 。 

推荐 读物 : 在 附录 后 还 提供 了 一 组 针对 全 书 及 各 章 的 推荐 读物 。 这 些 推 荐 读物 包括 难度 不 超过 
本 书 的 书籍 、 更 难 些 的 书籍 、 阐 述 性 的 文章 ， 以 及 发 表 离 散 数学 新 发 现 的 原始 文章 。 其 中 一 些 是 多 
年 前 出 版 的 经 典 读物 ， 而 另 一 些 是 在 最 近 几 年 内 才 出 版 的 。 


怎样 使 用 本 书 
本 书 经 过 精心 写作 和 编排 ， 适 用 于 不 同 层次 以 及 有 不 同 重点 的 离散 数学 课程 。 下 表 列 出 了 核心 

章节 和 可 选 章节 。 为 大 学 二 年 级 学 生 开设 一 学 期 的 离散 数学 人 门 课程 可 以 以 本 书 核心 章节 为 基础 ， 

其 他 章节 可 由 教师 取舍 。 两 学 期 的 人 门 课程 可 以 在 核心 章节 上 外 加 所 有 可 选 的 数学 章节 。 强 调 计算 

机 科学 的 课程 则 可 以 涵盖 部 分 或 全 部 可 选 的 计算 机 科学 章节 。 教 师 可 以 在 本 书 网 站 上 的 《教师 资源 手 

册 》 中 找到 广泛 的 离散 数学 课程 教学 大 纲 样本 ， 以 及 针对 本 书 章节 的 教学 建议 。 

| 核心 章节 | 可 选 的 计算 机 科学 章节 | 


1. 1 一 1.8( 视 需要 ) 
.1 一 2. 4、2. 6( 视 需要 ) 


可 选 的 数学 章节 
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11.2、11. 3 
12. 1 一 12. 4 
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使 用 本 书 的 教师 可 以 选用 或 略 去 每 节 最 后 有 挑战 性 的 例题 及 练习 来 调整 其 课程 的 难度 。 这 里 的 
各 章 依 赖 图 展示 的 是 强 依 赖 性 。 星 号 表示 该 章 的 部 分 相关 小 节 是 学 习 后 续 章节 必需 的 。 弱 依赖 关系 
省 略 了 。 更 多 详细 信息 可 以 在 《教师 资源 手册 》 中 找到 。 
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辅助 资料 

《学 生 解 题 指南 》: 这 本 可 以 单独 购买 的 学 生 手 册 包 含 了 所 有 奇数 编号 练习 的 完整 解答 。 这 些 解 
答 解 释 了 为 什么 要 用 某 种 特定 的 方法 以 及 为 什么 这 个 方法 管用 。 对 于 有 些 练习 ， 还 给 出 了 一 两 种 其 
他 可 能 的 解法 以 说 明 一 个 问题 可 以 由 多 种 不 同方 法 来 求解 。 本 指南 给 出 了 为 每 章 后 面 的 写作 课题 推 
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荐 的 参考 文献 ， 还 包含 撰写 证 明 指 南 、 离 散 数学 学 习 中 学 生 常 犯错 误 的 一 般 性 描述 ， 以 及 为 每 章 提 
供 的 考试 样 例 及 解答 以 帮助 学 生 准 备考 试 。 

(ISBN-10 : 0-07-735350-1) (ISBN-13 : 978-0-07-735350-6) 

《教师 资源 手册 》: 本 手册 在 网 站 上 有 提供 ， 教 师 也 可 以 申请 印刷 版 的 。 手 册 包 含 书 中 所 有 偶数 
编号 练习 的 完整 解答 。 给 出 了 如 何 讲授 本 书 每 章 内 容 的 建议 ， 包 括 每 节 中 应 强调 的 重点 以 及 如 何 组 
织 内 容 。 手 册 还 为 每 章 提供 了 考试 样 例 以 及 一 个 可 供 选 择 的 包含 1500 多 道 考试 题目 的 试题 库 。 对 于 
所 有 考试 样 例 及 试题 库 中 的 题目 都 给 出 了 解答 。 最 后 ， 还 给 出 了 针对 不 同 的 侧重 点 以 及 学 生 能 力 水 
平 的 课程 教学 大 纲 样 本 。 

(ISBN-10 : 0-07-735349-8) (ISBN-13 : 978-0-07-735349-0) 
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配套 网 站 | 
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为 本 书 配套 的 内 容 广 泛 的 网 站 针对 第 7 版 进行 了 大 量 扩 充 。 该 网 站 可 通过 www. mhhe. com / 
rosen 访问 。 主 页 展示 的 是 信息 中 心 ， 同 时 包含 学 生 区 和 教师 区 的 登录 链接 。 每 一 部 分 的 主要 特点 


如 下 。 


信息 中 心 

信息 中 心 含有 本 书 的 基本 信息 ， 包 括 展开 的 目录 (包括 小 节 标 题 )、 前 言 、 辅 助 资料 的 描述 ， 以 
及 一 个 样 章 。 还 有 一 个 链接 可 以 用 来 提交 关于 本 书 的 错误 报告 或 其 他 反馈 信息 。 
学 生 区 

学 生 区 包含 丰富 的 资源 供 学 生 使 用 ， 包 括 下 列 与 本 书 紧 密 相关 的 资源 (在 书 中 用 相应 图 标 加 以 


标记 ) : 


额外 例题 : 你 可 以 在 该 网 站 找到 大 量 额 外 的 例题 ， 涵 盖 本 书 所 有 章节 。 这 些 例题 主要 集中 在 
学 生 经 常 要 求 额 外 资料 的 领域 。 虽 然 大 部 分 例题 只 是 扩充 了 基本 概念 ， 但 这 里 也 能 找到 一 些 
非常 具有 挑战 性 的 例题 。 

交互 式 演示 小 程序 : 这 些小 程序 使 得 你 能 以 交互 方式 探索 重要 算法 是 如 何 工作 的 ， 并 且 通 过 
链接 到 例题 和 练习 直接 与 本 书 内 容 相关 联 。 同 时 提供 了 关于 如 何 利用 和 应 用 这 些小 程序 的 
资源 。 

自我 评估 : 这 些 交 互 式 指南 帮助 你 评估 你 对 14 个 关键 概念 的 理解 程度 ,评估 系统 提供 一 个 
问题 库 ， 其 中 每 个 问题 包括 一 段 简 短 教程 和 一 个 多 选 题 。 如 果 你 选择 了 一 个 错误 答案 ， 系 统 
会 提供 建议 帮助 你 理解 错 在 哪里 。 利 用 这 些 自我 评估 ， 你 应 该 能 诊断 出 学 习 中 的 问题 并 找到 
合适 的 帮助 。 

网 络 资 源 指 南 : 该 指南 提供 了 数 百 个 带 有 注释 的 外 部 网 站 链接 ， 涉及 历史 及 传记 信息 、 恋 题 
及 问题 、 讨 论 、 小 程序 、 程 序 以 及 其 他 。 这 些 链接 可 以 通过 本 书 的 页 码 来 查找 。 


除 此 之 外 ， 学 生 区 其 他 资源 还 包括 : 


探索 离散 数学 : 这 些 辅助 资料 能 帮助 利用 计算 机 代数 系统 来 进行 离散 数学 中 很 广泛 的 一 类 计 
算 。 每 章 都 给 出 计算 机 代数 系统 中 相关 函数 的 描述 以 及 如 何 使 用 、 执 行 离 散 数 学 中 计算 的 程 
序 、 例 题 ， 以 及 可 以 利用 计算 机 代数 系统 来 完成 的 练习 。 有 两 个 版 本 可 供 使 用 : 《探索 离散 
数学 Maple™ 版 》) 和 《探索 离散 数学 Mathematica 版 》。 

离散 数学 应 用 : 这 个 辅助 资料 包含 24 章 ( 每 章 都 有 独立 的 一 组 练习 题 ) ， 给 出 了 各 种 有 趣 而 
又 重要 的 应 用 ， 涉 及 离散 数学 中 三 个 领域 : 离散 结构 、 组 合 学 和 图 论 。 这 些 应 用 对 于 补充 本 
书 或 自主 学 习 都 是 很 理想 的 资料 。 

撰写 证 明 指 南 : 该 指南 为 撰写 证 明 提 供 一 些 帮 助 ， 撰 写 证 明 是 许多 学 生 都 觉得 很 难 掌握 的 一 
种 技巧 。 从 课程 刚 开 始 以 及 当 需 要 写 证 明之 后 定期 阅读 本 指南 ， 你 会 发 觉 你 撰写 证 明 的 能 力 
提高 了 。( 在 《学 生 解 题 指南 ) 中 也 有 提供 。) 

离散 数学 中 的 常见 错误 : 该 指南 包括 一 个 详细 列表 ， 列 举 了 离散 数学 中 学 生 经 常 误解 以 及 很 
容易 犯 的 各 类 错误 。 你 最 好 时 常 复习 该 列表 ， 这 有 助 于 避免 这 些 常见 的 陷阱 。( 在 《学 生 解 题 
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指南 ?中 也 有 提供 。) 

写作 课题 的 建议 : 该 指南 为 本 书 中 的 写作 课题 提供 非常 有 益 的 提示 和 建议 ， 包 括 有 助 于 研究 
的 书籍 和 文章 的 广泛 的 参考 文献 ， 以 印刷 版 或 在 线 版 提供 的 各 种 资源 的 讨论 、 在 图 书馆 里 做 
研究 的 一 些 技巧 和 如 何 更 好 写作 的 建议 。( 在 《学 生 解 题 指南 ) 中 也 有 提供 。) 
虚拟 离散 数学 导师 : 这 个 全 面 的 辅助 工具 能 够 为 学 生 从 低级 课程 转向 离散 数学 时 提供 有 价值 
的 帮助 。 我 们 通过 对 学 生 在 使 用 本 书 学 习 离 散 数 学 过 程 中 所 犯 的 错误 进行 分 析 之 后 设计 了 这 
个 工具 。 学 生 关注 的 许多 问题 都 能 在 这 里 找到 答案 ,同时 能 够 通过 这 个 工具 克服 许多 障碍 。 
“虚拟 离散 数学 导师 ”将 会 在 2012 年 秋季 上 线 。 





教师 区 
这 里 可 以 访问 学 生 区 的 所 有 资源 以 及 为 教师 准备 的 资源 : 


教学 大 岗 样本 : 给 出 的 详细 课程 大 纲 为 有 不 同 侧重 点 、 不 同学 生 背 景 和 能 力 水 平 的 课程 提供 
建议 。 

教学 建议 : 包含 给 教师 的 详细 教学 建议 ， 包 括 全 书 章节 概况 、 每 小 节 详 细 注 解 ， 以 及 关于 练 
习 的 评论 。 

可 打印 试题 : 以 TeX 格式 和 Word 格式 提供 每 章 可 打印 试题 ,并且 教师 可 以 自行 定制 。 
讲义 幻灯 片 以 及 图 表 : 一 组 完整 的 涵盖 全 部 章节 的 PowerPoint 幻灯 片 可 供 教师 使 用 。 此 外 ， 
本 书 所 有 图 和 表格 的 图 片 资 料 也 以 PowerPoint 幻灯 片 方 式 给 出 。 

作业 提交 系统 : 一 个 开发 中 并 计划 于 2012 年 秋季 上 线 的 全 面 的 作业 提交 系统 将 会 提供 与 本 
书 直 接 相关 的 问题 集 ， 这 样 学 生 就 能 够 在 线 做 作业 了 。 而 且 ， 他 们 也 可 以 在 指导 模式 下 使 用 
该 系统 。 该 系统 能 够 自动 给 作业 评分 ， 并 将 这 些 形式 自由 的 学 生 作 业 信 息 提交 给 教师 做 进 一 
步 分 析 。 系 统 还 将 提供 课程 管理 模块 允许 教师 创建 作业 、 自 动 分 配 和 评估 作业 、 小 测验 ， 以 
及 从 与 本 书 直接 相关 的 试题 库 中 抽取 考试 题 ， 创 建 并 编辑 他 们 自己 的 测试 题 ， 管 理 课程 公告 
和 提交 作业 截止 时 间 ， 并 跟踪 学 生 进 展 。 


致 学 生 | 
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什么 是 离散 数学 ? 离散 数学 是 数学 中 研究 离散 对 象 的 部 分 。( 这 里 “离散 "意味 着 由 不 同 的 或 不 
相连 的 元 素 组 成 。) 可 利用 离散 数学 来 求解 的 问题 包括 : 

。 在 计算 机 系统 中 ， 有 多 少 种 方式 可 以 选择 一 个 合法 口令 ? 

。 赢得 乐 透 彩 的 概率 是 多 少 ? 

。 网 络 上 两 台 计 算 机 之 间 是 否 存在 通路 ? 

。 怎样 鉴别 垃圾 Email 消息 ? 

。 怎样 加 密 消息 使 得 只 有 预期 收 件 人 才能 够 阅读 它 ? 

， 在 交通 系统 中 两 个 城市 之 间 的 最 短路 径 是 什么 ? 

。 怎样 把 整数 按 递增 顺序 排列 ? 

。 完成 上 述 排序 需要 多 少 步 ? 

。 如 何 证 明 一 个 排序 算法 能 正确 地 排序 ? 

。 怎样 设计 两 个 整数 相 加 的 电路 ? 

。 存在 多 少 合法 的 因特网 地 址 ? 
你 将 学 习 解 决 诸如 以 上 问题 时 需要 用 到 的 离散 结构 和 技术 。 

更 一 般 地 ， 每 当 需 要 对 对 象 进行 计数 时 ， 需 要 研究 两 个 有 限 ( 或 可 数 ) 集 合 之 间 的 关系 时 ， 需 要 
分 析 涉及 有 限 步骤 的 过 程 时 ， 就 会 用 到 离散 数学 。 离 散 数学 的 重要 性 不 断 增长 的 一 个 关键 原因 是 信 
息 在 计算 机 器 中 是 以 离散 方式 存储 和 处 理 的 。 

为 什么 要 学 离散 数学 ? 学 习 离 散 数学 有 许多 重要 理由 。 首 先 ， 通 过 这 个 课程 可 以 培养 你 的 数学 
素质 ， 即 你 理解 和 构造 数学 论证 的 能 力 。 没 有 这 些 技巧 ， 你 在 学 习 数 学 科学 时 不 可 能 走 得 太 远 。 

其 次 ， 离 散 数学 是 学 习 数学 科学 中 所 有 高 级 课程 的 必由之路 。 离 散 数学 为 许多 计算 机 科学 课程 
提供 数学 基础 ， 这 些 课程 包括 数据 结构 、 算 法 、 数 据 库 理论 、 自 动机 理论 、 形 式 语言 、 编 译 理论 、 
计算 机 安全 以 及 操作 系统 。 学 生 会 发 现 当 他 们 没有 从 离散 数学 课程 获取 适当 的 数学 基础 时 ， 要 学 习 
这 些 课 程 会 感到 非常 困难 。 有 一 个 学 生 给 我 发 送 电子 邮件 说 ， 在 她 选修 的 每 门 计 算 机 科学 课程 中 都 
用 到 了 本 书 的 知识 。 

以 离散 数学 中 研究 的 内 容 为 基础 的 数学 课程 包括 逻辑 、 集 合 论 、 数 论 、 线 性 代数 、 抽 象 代数 、 
组 合 学 、 图 论 及 概率 论 (其 离散 部 分 ) 。 

此 外 ， 离 散 数学 还 包含 在 运筹 学 (包括 许多 离散 优化 技术 )、 化 学 、 工 程 学 以 及 生物 学 等 领域 问 
题 求解 所 必需 的 数学 基础 。 在 本 书 中 我 们 将 学 习 上 述 领域 中 的 一 些 应 用 。 

许多 学 生 都 感到 他 们 的 离散 数学 人 门 课程 比 以 前 选修 过 的 课程 更 具 挑 战 性 。 理 由 就 是 本 课程 主 
要 目标 是 教授 数学 推理 和 问题 求解 ， 而 不 是 一 些 零散 技巧 的 集合 。 本 书 练习 的 设计 就 反映 了 这 个 目 
标 。 虽 然 本 书 中 的 大 量 练习 与 例题 所 阐述 的 类 似 , 但 还 是 有 相当 比例 的 练习 需要 创造 性 思维 。 这 是 
有 意 设计 的 。 本 书 中 讨论 的 内 容 提供 了 求解 这 些 练 习 所 需 的 工具 ,但 你 的 任务 是 用 你 自己 的 创造 性 
成 功 地 使 用 这 些 工 具 。 本 课程 的 另 一 个 主要 目标 是 学 习 如 何 解 决 那些 可 能 与 你 以 前 遇 到 过 的 不 一 样 
的 问题 。 遗 憾 的 是 ， 只 学 会 求解 一 些 特 殊 类 型 的 练习 还 不 足以 保证 成 功 培 养 在 后 继 课程 及 职业 生涯 
中 所 需 的 问题 求解 技能 。 本 书 论述 众多 不 同 的 主题 ， 但 离散 数学 是 一 个 极为 多 样 化 又 涉及 广泛 的 研 
究 领 域 。 作 者 的 目标 之 一 是 帮助 你 培养 为 将 来 掌握 事业 中 需要 的 其 他 知识 所 必需 的 技能 。 
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练习 : 我 想 就 你 如 何 更 好 地 学 习 离 散 数学 (以 及 数学 和 计算 机 科学 中 的 其 他 科目 ) 给 出 一 些 忠告 。 
积极 做 练习 让 你 收获 最 大 ， 我 建议 你 尽 可 能 地 多 做 练习 。 在 完成 老师 布置 的 练习 后 ， 我 鼓励 你 做 更 
多 的 练习 ， 如 本 书 每 节 后 面 的 练习 和 每 章 后 面 的 补充 练习 。( 注 意 练习 前 面 的 分 级 标记 。) 

练习 标记 含义 


无 标记 常规 练习 

x 稍 难 的 练习 

其 富有 挑战 性 的 练习 

[ee | 练习 中 包含 了 正文 中 会 用 到 的 结论 ( 表 1 显示 这 些 练习 在 哪里 会 用 到 ) 
(需要 用 到 微 积 分 ) 练习 求解 时 需要 用 到 极限 或 微 积分 中 的 概念 


做 练习 的 最 好 方法 是 首先 尝试 自己 解 题 ， 然 后 再 查阅 书后 的 答案 。 注 意 书 中 提供 的 所 有 奇数 编 
号 练习 的 答案 只 是 答案 而 已 ， 并 不 是 完整 的 解答 。 特 别 地 ， 这 些 答案 中 省 略 了 获得 解 所 需 的 推导 过 
程 。 单 独 提供 的 《学 生 解 题 指 南 》 则 提供 了 本 书 中 所 有 奇数 编号 练习 的 完整 解答 。 当 你 在 试图 求解 奇 
数 编号 练习 的 过 程 中 遇 到 困难 时 ， 才 建议 你 查阅 《学 生 解 题 指南 》 并 就 如 何 求解 该 题 寻 找 一 些 指导 。 
你 越 是 尝试 自己 解 题 而 非 被 动 查阅 或 照抄 解答 ， 你 学 到 的 就 越 多 。 出 版 商 有 意 不 提供 偶数 编号 练习 
的 答案 和 解答 。 如 果 你 在 解 这 些 练习 时 遇 到 困难 ， 就 请 教 你 的 老师 。 

网 络 资源 : 强烈 鼓励 你 利用 网 络 上 的 更 多 资产， 特别 是 本 书 配套 网 站 www. mhhe. com /rosen 上 
的 那些 资源 。 你 会 发 现 以 下 资源 : 为 洽 清 关键 概念 而 设计 的 许多 额外 例子 ， 稀 量 你 对 核心 主题 理解 
程度 的 自我 评估 ， 探 索 关键 算法 和 其 他 概念 的 交互 演示 小 程序 ， 包含 有 与 离散 数学 世界 相关 的 广泛 
精 选 的 外 部 网 站 链接 的 网 络 资源 指南 ， 关 于 撰写 证 明 以 及 避免 离散 数学 中 常见 错误 的 新 增 说 明 ， 关 
于 重要 应 用 的 深度 讨论 ， 以 及 利用 Maple™ 软 件 探 索 离 散 数学 中 计算 问题 的 指南 。 在 本 书 中 有 些 地 
方 ， 当 有 其 他 在 线 资 源 可 用 时 ,会 在 页 边 用 特定 图 标 标识 。2012 年 秋季 后 ,你 还 会 发 现 “ 虚 拟 离散 
数学 导师 ”， 这 是 一 个 能 提供 更 多 支持 以 帮助 你 从 低级 课程 转向 离散 数学 的 在 线 资 源 。 该 教程 基于 对 
其 他 使 用 本 书 的 学 生 曾 经 犯 过 的 错误 的 分 析 设 计 而 成 ， 从 而 应 该 会 帮助 你 解答 许多 问题 并 纠正 你 可 
能 犯 的 错误 。 关 于 这 些 以 及 其 他 在 线 资源 的 详细 人 信息， 参见 前 面 的 配套 网 站 说 明 。 

表 1 手 形 图 标 以 及 什么 地 方 会 用 到 
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基础 : 逻辑 和 证 明 





逻辑 规则 给 出 数学 语句 的 准确 含义 。 例 如 ， 这 些 规则 有 助 于 我 们 理解 下 列 语句 及 其 推理 : 
“存在 一 个 整数 ， 它 不 是 两 个 整数 的 平方 和 ”， 以 及 “对 每 个 正 整数 n， 小 于 等 于 nn 的 正 整 数 之 和 
是 zz 十 1)/22"。 逻 辑 是 所 有 数学 推理 的 基础 ， 也 是 所 有 自动 推理 的 基础 。 对 计算 机 的 设计 、 系 
统 规范 说 明 、 人 工 知 能、 计算 机 程序 设计 、 程 序 设 计 语 言 以 及 计算 机 科学 的 其 他 许多 研究 领 
域 ， 逻 辑 都 有 实际 的 应 用 。 

为 了 理解 数学 ， 我 们 必须 理解 正确 的 数学 论证 ( 即 证 明 ) 是 由 什么 组 成 的 。 只 要 证 明 一 个 数 
学 语句 是 真 的 ， 我 们 就 称 之 为 一 个 定理 。 关 于 一 个 主题 的 定理 的 集合 就 组 成 我 们 对 这 个 主题 的 
认 知 。 为 了 学 习 一 个 数学 主题 ， 我 们 需要 积极 地 构造 关于 此 主题 的 数学 论证 ， 而 不 仅仅 是 阅读 
论述 。 此 外 ， 了 解 一 个 定理 的 证 明 通 常 就 有 可 能 通过 细小 的 改动 来 获得 适应 新 情境 的 结论 。 

每 个 人 都 知道 证 明 在 数学 中 的 重要 性 ， 但 许多 人 对 于 证 明 在 计算 机 科学 中 的 重要 程度 感到 
惊讶 。 事 实 上 ， 证 明 常 常用 于 验证 计算 机 程序 对 所 有 可 能 的 输入 值 产生 正确 输出 值 ， 用 于 揭示 
算法 总 是 产生 正确 结果 ， 用 于 建立 一 个 系统 的 安全 性 ， 以 及 用 于 创造 人 工 智 能 系统 。 并 且 ， 自 
动 推理 系统 已 经 被 创造 出 来 ， 让 计算 机 自己 来 构造 证 明 。 

本 章 将 解释 一 个 正确 的 数学 论证 是 如 何 组 成 的 ， 并 介绍 构造 论证 的 工具 。 我 们 将 开发 一 系 
列 不 同 的 证 明 方 法 以 证 明 许多 不 同类 型 的 结论 。 在 介绍 了 多 种 不 同 证 明 方法 后 ， 我 们 将 介绍 一 
些 构 造 证 明 的 策略 。 我 们 还 将 介绍 猜想 的 概念 ， 并 通过 研究 猜想 来 解释 数学 发 展 的 过 程 。 


1.1 命题 逻辑 


1.1.1 引言 

逻辑 规则 给 出 数学 语句 的 准确 含义 ， 这 些 规则 用 来 区 分 有 效 和 无 效 的 数学 论证 。 由 于 本 书 
的 一 个 主要 目的 是 教会 读者 如 何 理解 和 如 何 构造 正确 的 数学 论证 ， 所 以 我 们 从 介绍 逻辑 开始 离 
散 数 学 的 学 习 。 

逻辑 不 仅 对 理解 数学 推理 十 分 重要 ， 而 且 在 计算 机 科学 中 有 许多 应 用 。 这 些 逻 辑 规则 用 于 
计算 机 电路 设计 、 计 算 机 程序 构造 、 程 序 正确 性 证 明 以 及 许多 其 他 方面 。 而 且 ， 已 经 开发 了 一 
些 软 件 系 统 用 于 自动 构造 某 些 (但 不 是 全 部 ) 类 型 的 证 明 。 在 随后 的 几 章 中 将 逐一 讨论 这 些 
应 用 。 


1.1.2 命题 
我 们 首先 介绍 逻辑 的 基本 构件 一 一 命题 。 命 题 是 一 个 陈述 语句 ( 即 陈述 事实 的 语句 )， 它 或 
真 或 假 ， 但 不 能 既 真 又 假 。 
例 1 下 面 的 陈述 句 均 为 命题 。 
1. 华盛顿 特区 是 美利坚 合众国 的 首都 。 
2. 多 伦 多 是 加 拿 大 的 首都 。 
[市 2 
2 十 2 一 3 
命题 1 和 3 为 真 ， 命题 2 和 4 为 假 。 S| 
例 2 给 出 了 不 是 命题 的 若干 语句 。 


fa 
fpr 














例 2 考虑 下 述 语句 。 

1. 几 点 了 ? 

2. 仔细 读 这 个 。 

3 奖章 二 六 5 

4. ZX 十 y 二 z。 

语句 1 和 2 不 是 命题 ， 因 为 它们 不 是 陈述 语句 。 语 句 3 和 4 不 是 命题 ， 因 为 它们 既 不 为 
真 ， 也 不 为 假 。 注意， 如 果 我 们 给 语句 3 和 4 中 的 变量 赋值 ， 那 么 语句 3 和 4 可 以 变 成 命题 。 
1.4 节 还 将 讨论 把 这 一 类 语句 改 成 命题 的 其 他 方法 。 | 

我 们 用 字母 来 表示 命题 变 元 ， 它 是 代表 命题 的 变量 ， 就 像 用 字母 表示 数值 变量 那样 。 习 惯 
上 用 字母 p，g，r，s，… 表 示 命 题 。 如 果 一 个 命题 是 真 命题 ， 它 的 真 值 为 真 ， 用 表示; 如 果 
它 是 假 命题 ， 其 真 值 为 假 ， 用 下 表示 。 

涉及 命题 的 逻辑 领域 称 为 命题 演算 或 命题 逻辑 。 它 最 初 是 2300 多 年 前 由 古 希 腊 哲 学 家 亚 
里 士 多 德 系统 地 创建 的 。 

| 现在 我 们 转 而 关注 从 已 有 命题 产生 新 命题 的 方法 。 这 些 方法 由 英国 数学 家 布尔 在 他 的 题 为 

《The Laws of Thought》( 思 维 定律 ) 的 书 中 讨论 过 。 许 多 数学 陈述 都 是 由 一 个 或 多 个 命题 组 合 而 
来 。 称 为 复合 命题 的 新 命题 是 由 已 知 命题 用 逻辑 运算 符 组 合 而 来 。 

令 力 为 一 命题 ， 则 力 的 否定 记 作 门廊 ( 也 可 记 作 瑟 ) ， 指 

“不 是 pp 所 指 的 情形 。” 

命题 了 4p 读 作 “ 非 p”。p 的 否定 (1p) 的 真 值 和 pp 的 真 值 相反 。 

例 3 找 出 命题 

“Michael 的 PC 运行 Linux” 


mse 的 否定 ， 并 用 中 文 表示 。 
解 ” 否 定 为 


“并 非 Michael 的 PC 运行 Linux” 





亚 里 士 多 德 (Aristotle， 公 元 前 384 一 公元 前 322) ” 生 于 希腊 北部 的 斯 塔 基 和 尔 地 
区 。 他 的 父亲 是 马其顿 国王 的 宫廷 侍 医 。 亚 里 士 多 德 年 幼 时 父亲 去 世 ， 因 而 没 能 子 承 
父 业 。 当 他 的 母亲 也 去 世 后 ， 年 轻 的 亚 里 士 多 德 就 成 了 孤儿 。 他 的 监护 人 抚养 他 长 
大 ， 并 教授 他 诗歌 、 修 辞 艺术 和 和 希腊 语 。 在 亚 里 土 多 德 17 岁 时 ， 监 护 人 将 他 送 到 雅 
典 进一步 深造 。 此 后 20 年 里 亚 里 士 多 德 在 雅典 柏拉图 学 院 跟 柏拉图 学 习 并 进行 自己 
的 学 术 研 究 。 当 柏拉图 于 公元 前 347 年 去 世 时 ， 亚 里 士 多 德 没有 被 选中 继承 师 钵 ， 因 
为 他 的 哲学 思想 与 柏拉图 有 很 大 的 分 歧 。 相 反 ， 亚 里 士 多 德 来 到 Hermeas 国王 的 宫 
廷 ， 在 那里 供职 三 年 并 与 国王 的 侄女 结婚 。 当 波斯 人 打败 Hermeas 国王 后 ， 他 前 往 米 蒂 利 尼 ， 受 马其顿 
国王 腓 力 二 世 的 聘请 ， 担 任 太 子 亚 历 山大 (就 是 后 来 著名 的 亚历山大 大 帝 ) 的 老师 。 亚 里 士 多 德 教授 了 亚 
历 山大 五 年 ， 在 腓 力 二 世 逝 世 后 ， 亚 里 士 多 德 重 返 雅典 并 创建 了 自己 的 “如 克 昂 ”学 园 。 

亚 里 士 多 德 的 追随 者 通常 称 为 “ 道 愧 派 ”， 意 思 是 巡游 讲学 ， 因 为 亚 里 士 多 德 经 常 在 花园 中 边 散步 边 
讨论 哲学 问题 。 亚 里 士 多 德 在 “ 吕 克 帅 ? 学 园 讲 学 长 达 13 年 ， 他 早上 给 优秀 学 生 讲课 ， 晚 上 则 给 广大 听众 
演讲 。 当 亚历山大 大 帝 于 公元 前 323 年 去 世 后 ， 那 里 立刻 掀起 了 反 亚 历 山大 的 狂潮 ， 致 使 亚 里 士 多 德 被 
冠 以 莫须有 的 不 敬 神 罪名 。 亚 里 士 多 德 逃 亡 到 加 而 西 斯 避难 。 他 在 加 而 西 斯 生活 了 一 年 ， 于 公元 前 322 
年 死 于 胃病 。 

亚 里 士 多 德 的 著作 主要 分 为 三 类 : 供 普通 大 众 阅 读 的 文集 、 科 学 事实 的 汇编 集 以 及 系统 的 论辩 文集 。 
系统 的 论辩 文集 涉及 逻辑 学 、 哲 学 、 心 理学 、 物 理学 和 自然 历史 。 亚 里 士 多 德 的 著作 由 一 个 学 生 保存 并 
隐藏 在 一 个 拱 顶 中 ， 大 约 200 年 后 一 个 富裕 的 书 藏 家 发 现 了 它 。 这 些 著作 被 带 到 罗马 ， 那 里 学 者 们 研究 
并 发 行 新 版 本 以 流传 后 世 。 

















也 可 以 更 简单 地 表达 为 
“Michael 的 PC 并 不 运行 Linux” 本 
例 4 找 出 命题 
“Vandana 的 智能 手机 内 存 至 少 有 32GB” 
的 否定 并 用 中 文 表示 。 
解 ” 否 定 为 
“并 非 Vandana 的 智能 手机 内 存 至 少 有 32GB” 
否定 也 可 以 表达 为 
“Vandana 的 智能 手机 内 存 不 是 至 少 有 32GB” 
或 者 可 以 更 简单 地 表达 为 
“Vandana 的 智能 手机 内 存 少 于 32GB” 本 

表 1 是 命题 p 及 其 否定 的 真 值 表 。 此 表 列 出 命题 p 的 两 种 可 能 真 - 表 1 命题 之 否定 的 真 值 表 
值 。 每 一 行 显示 对 应 于 p 的 真 值 时 ~p 的 真 值 。 4 

命题 的 否定 也 可 以 看 做 否定 运算 符 作 用 在 命题 上 的 结果 。 否 定 运 工 F 
算 符 从 一 个 已 知 命题 构造 出 一 个 新 命题 。 现 在 我 们 将 引入 从 两 个 或 多 F T 
个 已 知 命题 构造 新 命题 的 逻辑 运算 符 。 这 些 逻辑 运算 符 也 称 为 联 
结 词 。 

令 p 和 9g 为 命题 。p、q 的 合 取 即 命题 “p 并 且 g”， 记 作 p 人 g。 当 pp 和 gq 都 是 真 
时 ，pA 人 g 命 题 为 真 ， 否则 为 假 。 

表 2 展示 了 pAgq 的 真 值 表 。 此 表 每 一 行 对 应 p 和 g 真 值 的 4 种 可 能 组 合 之 一 。4 行 分 别 对 
应 真 值 对 TT、TF、FT 和 FF， 其 中 第 一 个 真 值 是 p 的 真 值 ， 第 二 个 真 值 是 g 的 真 值 。 

注意 在 逻辑 合 取 中 ， 有 了 时候 用 到 “但 是 ”一 词 ， 而 非 “ 并 且 ” 一 词 。 比 如 ， 语句“ 阳光 灿烂 ， 
但 是 在 下 雨 ”" 是 “阳光 灿烂 并 且 在 下 雨 ” 一 句 的 另 一 种 说 法 。( 在 自然 语言 中 ,“ 并 且 ” 和 “但 是 ”在 
意思 上 有 微妙 的 不 同 ， 这 里 我 们 不 关心 这 个 细微 差别 。) 

例 5 找 出 命题 如 和 4 的 合 取 ， 其 中 p 为 命题 “Rebecca 的 PC 至 少 有 16 GB 空闲 磁盘 空 
间 ”，g 为 命题 “Rebecca 的 PC 处 理 器 的 速度 大 于 1 GHz”。 

解 ” 这 两 个 命题 的 合 取 pq 是 命题 “Rebecca 的 PC 至 少 有 16 GB 空闲 磁盘 空间 ， 并 且 
Rebecca 的 PC 处 理 器 的 速度 大 于 1 GHz”。 这 个 合 取 可 以 更 简单 地 表示 成 “Rebecca 的 PC 至 少 
有 16 GB 空闲 磁盘 空间 ， 并 且 其 处 理 器 的 速度 大 于 1 GHz”。 这 一 命题 要 为 真 ， 两 个 给 定 的 条 
件 都 必须 为 真 。 当 其 中 一 个 或 两 个 条 件 为 假 时 ， 它 就 是 假 命 题 。 S| 

令 pP 和 g 为 命题 。p 和 gq 的 析 取 即 命题 “p 或 g”， 记 作 pVq。 当 pp 和 9g 均 为 假 时 ， 
合 取 命题 pV g 为 假 ， 否 则 为 真 。 

表 3 展示 了 pVg 的 真 值 表 。 


表 2 两 命题 合 取 的 真 值 表 表 3 两 命题 析 取 的 真 值 表 


pAg 





be Pt 者 
2 门 中 门 | 司 
可 中 | 


在 析 取 中 使 用 的 联结 词 或 (or) 对 应 于 词 或 在 自然 语言 中 所 使 用 的 两 种 情况 之 一 ， 即 兼 或 
(inclusive or) 。 析 取 式 为 真 ， 只 要 两 命题 之 一 为 真 或 两 者 均 为 真 即 可 。 例 如 ， 下 面 这 句 话 中 用 





到 的 就 是 兼 或 : 

“选修 过 微 积 分 或 计算 机 科学 的 学 生 可 以 选修 本 课程 。” 
这 里 指 的 是 ， 选 修 过 微 积 分 和 计算 机 科学 两 门 课 的 学 生 ， 以 及 只 选修 过 其 中 一 门 课 的 学 生 都 可 
以 选修 本 课程 。 另 一 方面 ， 当 我 们 说 

“学 过 微 积 分 或 学 过 计算 机 科学 ， 但 不 是 两 者 都 学 过 的 学 生 ， 可 以 选修 本 课程 。” 
的 时 候 使 用 的 是 异 或 (exclusive or) 。 这 里 的 意思 是 既 学 过 微 积分 ， 又 学 过 计算 机 科学 的 学 生 不 
能 选修 本 课程 。 只 有 那些 恰好 在 这 两 门 课 中 选修 过 一 门 的 学 生 可 以 选修 本 课程 。 

同样 ， 如 果 和 餐馆 的 菜单 上 写 着 “开胃 菜 : 汤 或 沙拉 ”， 则 一 般 都 表示 顾客 可 以 选择 汤 ， 也 可 
以 选择 沙拉 ， 但 不 是 既 要 汤 又 要 沙拉 。 因 此 ， 这 里 是 “ 异 或 "而 不 是 “ 兼 或 ”。 

例 6 如 果 p 和 4g 就 是 例 5 中 的 两 个 命题 ,它们 的 析 取 是 什么 ? 


ames ls 解 pp 和 9g 的 析 取 pVg 是 命题 : 
“Rebecca 的 PC 至 少 有 16 GB 空闲 磁盘 空间 ， 或 者 Rebecca 的 PC 处 理 器 的 速度 大 于 
1 (Hae™ 


当 Rebecca 的 PC 至 少 有 16 GB 空闲 磁盘 空间 时 、 当 Rebecca 的 PC 处 理 器 的 速度 大 于 
1 GHz 时 、 当 两 个 条 件 都 为 真 时 ， 该 命题 均 为 真 。 当 两 个 条 件 同时 为 假 时 ， 即 当 Rebecca 的 PC 
少 于 16 GB 空闲 磁盘 空间 时 ， 并 且 其 处 理 器 的 速度 小 于 等 于 GHz 时 ， 此 命题 为 假 。 4 

前 面 已 经 说 过 ， 在 析 取 中 使 用 的 联结 词 或 对 应 于 自然 语言 中 或 的 两 种 情形 之 一 ， 即 可 兼 得 
的 。 这 样 ， 当 析 取 中 的 两 个 命题 之 中 至 少 有 一 个 为 真 时 ， 析 取 为 真 。 有 时 我 们 也 按 不 可 兼 得 的 
方式 使 用 或 。 当 用 蜡 或 来 联结 命题 p 和 g 时 ， 就 得 到 命题 “p 或 ga( 但 非 两 者 )”。 这 一 命题 当 p 
为 真 且 gq 为 假 时 为 真 ， 并且 当 pp 为 假 且 4g 为 真 时 也 为 真 ， 而 当 p 和 9 两 者 均 为 假 或 均 为 真 时 ， 
这 一 命题 为 假 。 

ER 今 2 和 d 为 命题 。p 和 g 的 异 或 ( 记 作 pg) 是 这 样 一 个 命题 : 当 力 和 4d 中 恰好 只 
有 一 个 为 真 时 命题 为 真 ， 否 则 为 假 。 

两 个 命题 异 或 的 真 值 表 如 表 4 所 示 。 
1.1.3 条 件 语句 

下 面 讨论 其 他 几 个 重要 的 命题 合成 方式 。 

令 pp 和 g 为 命题 。 条 件 语句 p>g 是 命题 “如 果 pp， 则 g”。 当 轧 为 真 而 gq 为 假 时 ， 
条 件 语句 p>g 为 假 ， 否 则 为 真 。 在 条 件 语句 p>g 中 ，p 称 为 假设 (前 件 、 前 提 )，g 称 为 结论 
(后 件 )。 


ns ss 





乔治 .布尔 (George Boole，1815 一 1864) 是 皮 匠 的 儿子 ，1815 年 11 月 生 于 英 格 
兰 的 林肯 郡 。 由 于 家 境 贫 寒 , 布尔 不 得 不 在 协助 养家 的 同时 为 自己 能 受 教育 而 奋斗 。 
不 管 怎么 说 ， 他 成 为 19 世纪 最 重要 的 数学 家 之 一 。 尽 管 他 考虑 过 以 牧师 为 业 ， 但 最 
终 还 是 决定 从 教 ， 并 且 不 久 就 开办 了 自己 的 学 校 。 在 备课 的 时 候 ， 布 尔 不 满意 当时 的 
数学 课本 ， 便 决定 阅读 伟大 数学 家 的 著作 。 在 阅读 伟大 的 法 国 数学 家 拉 格 朗 日 的 论文 
时 ， 布 尔 在 变 分 法 方面 有 所 发 现 。 变 分 法 是 数学 分 析 的 一 个 分 支 ， 它 通过 优化 某 些 参 
数 来 寻求 曲线 和 曲面 。 

1848 年 ， 布 尔 出 版 了 《数理 逻辑 分 析 》(The Mathematical Analysis of Logic) 一 书 ， 这 是 他 对 符号 逻 
辑 诸 多 贡献 中 的 第 一 次 。1849 年 ， 他 被 任命 为 位 于 爱尔兰 科 克 的 皇后 学 院 数 学 教授 。1854 年 ， 他 出 版 
了 他 最 著名 的 著作 《思维 定律 (The Laws of Thongh) 。 在 这 本 书 中 布尔 引入 了 现在 以 他 的 名 字 命 名 的 布 
尔 代 数 。 布 尔 撰 写 了 关于 微分 方程 和 差分 方程 的 教科 书 ， 在 英国 这 些 教科 书 一 直 沿 用 到 19 世纪 末 。 布 
尔 在 1855 年 结婚 ， 他 的 妻子 是 皇后 学 院 一 位 希腊 文教 授 的 侄女 。1864 年 布尔 死 于 肺炎 ， 这 是 由 于 在 
一 次 暴风 雨中 尽管 已 经 被 淋 透 了 ， 但 他 仍 坚 持 上 课 而 引起 的 。 
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语句 p>g 称 为 条 件 语句 ， 因 为 p>q 可 以 断定 在 条 件 p 成 立 的 时 候 g 为 真 。 条 件 语 句 也 称 
为 蕴含 。 
条 件 语句 p>9q 的 真 值 表 如 表 5 所 示 。 注 意 ， 当 p 和 4g 都 为 真 ， 以 及 当 p 为 假 (与 9 的 真 值 
无 关 ) 时 ,语句 如 ~9 为 真 。 : 
表 4 两 命题 异 或 的 真 值 表 表 5 和 条件 命题 p 一 9 的 真 值 表 
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由 于 条 件 语 句 在 数学 推理 中 具有 很 重要 的 作用 ， 所 以 表达 pq 的 术语 也 很 多 。 即 使 不 是 
全 部 ， 你 也 会 碰 到 下 面 几 个 常用 的 条 件 语句 的 表述 方式 : 


“如 果 p， 则 gq” “zp 蕴含 g” 

“如 果 p，g” “q 仅 当 p” 

“pp 是 g 的 充分 条 件 ” “g 的 充分 条 件 是 p” 

“g 如 果 p” “gq 每 当 p” 

“gqg 当 p” “g 是 p 的 必要 条 件 ” 

“zp 的 必要 条 件 是 gq” “g 由 pp 得 出 ” 

“g 除非 加 

为 了 便于 理解 条 件 语句 的 真 值 表 ， 可 以 将 条 件 语句 想象 为 义务 或 合同 。 例 如 ， 许 多 政治 家 
在 竞选 时 都 许诺 : 


“如 果 我 当选 了 ， 那 么 我 将 会 减 税 。” 

如 果 这 个 政治 家 当选 了 ， 选 民 将 期 望 他 能 减 税 。 再 者 ， 如 果 这 个 政治 家 没有 当选 ， 那 么 选 
民 就 无 法 指望 他 能 减 税 ， 尽 管 这 个 人 也 许 有 足够 的 影响 力 可 令 当权 者 减 税 。 只 有 在 该 政治 家 当 
选 但 却 没 有 减 税 的 情况 下 ， 选 民 才 能 说 政治 家 违背 了 竞选 诺言 。 这 种 情形 对 应 于 在 pg 中 
为 真 但 9 为 假 的 情况 。 

类 似 地 ， 考 虑 教授 可 能 做 出 的 如 下 陈述 : 

“如 果 你 在 期 末 考 试 得 了 满分 ， 那 么 你 的 成 绩 将 被 评定 为 A。” 

如 果 你 设法 在 期 末 考 试 中 得 满分 ， 那么 你 可 以 期 望 得 到 A。 如 果 你 没 得 到 满分 ， 那么 你 是 
否 能 得 到 A 将 取决 于 其 他 因素 。 然 而 ， 如 果 你 得 到 满分 ， 但 教授 没有 给 你 A， 你 会 有 受骗 的 
感觉 。 

条 件 语句 pg 的 众多 表达 方式 中 有 两 个 最 容易 引起 混淆 的 是 :“p 仅 当 q” 和 “g 除非 4p”。 
因此 ， 这 里 提供 一 些 消除 混淆 的 建议 。 

请 记 住 “p 仅 当 g” 表 达 了 与 “如 果 p， 则 gq” 同 样 的 意思 ， 注 意 %p 仅 当 g” 说 的 是 当 9 不 为 真 
时 不 能 为 真 。 也 就 是 说 ， 如 果 pp 为 真 但 g 为 假 ， 则 这 个 语句 为 假 。 当 p 为 假 时 ，g 可 以 为 真 
也 可 以 为 假 ， 因 为 语句 并 没有 谈 及 q 的 真 值 。 要 小 心 不 要 用 “gq 仅 当 pp” 来 表达 p 一 gq， 因 为 这 是 
错误 的 。 要 明白 这 一 点 ,请 注意 当 p 和 9g 取 不 同 的 真 值 时 , “gq 仅 当 p” 和 p>q 的 真 值 是 不 
同 的 。 

请 记 住 “g 除非 4p” 表 达 了 和 p>q 条 件 语句 一 样 的 意思 ， 注 意 “q 除非 4p” 的 意思 是 如 果 - 1p 
是 假 的 ， 则 g 必 是 真 的 。 也 就 是 说 ， 当 p 为 真 ， 而 9 为 假 时 ， 语 句 "9 除非 4p” 是 假 的 ， 否 则 是 
真 的 。 因 此 ,，“g 除非 4p” 与 p>q 总 是 具有 相同 的 真 值 。 

例 7 说 明了 条 件 语句 与 中 文 语句 之 间 的 转换 。 
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例 7 邻 p 为 语句 “Maria 学 习 离 散 数学 ”，9 为 语句 “Maria 会 找到 好 工作 ”。 用 中 文 表达 语 
名 p>g。 
解 ”从 条 件 语句 的 定义 ， 我 们 得 知 ， 当 p 为 语句 “Maria 学 习 离 散 数学 ”，g 为 语句 “Maria 
会 找到 好 工作 ”时 ，z->~d 代表 了 语句 | 
“如 果 Maria 学 习 离 散 数学 ， 那 么 她 会 找到 好 工作 。” 
还 有 许多 其 他 表述 方法 来 表达 这 个 条 件 语 句 。 其 中 最 自然 的 表述 有 : 
“ 当 Maria 学 习 离 散 数 学 时 ， 她 会 找到 一 份 好 工作 。” 
“Maria 想 要 得 到 一 份 好 工作 ， 她 只 要 学 习 离 散 数 学 就 足够 了 。?” 
以 及 
“Maria 会 找到 一 份 好 工作 ， 除 非 她 不 学 习 离 散 数学 。” a 
注意 我 们 定义 条 件 语句 的 方法 比 其 汉语 陈述 更 加 通用 。 比 如 ， 在 例 7 中 的 条 件 语句 以 及 
语句 
“如 果 今 日 天 晴 ， 那 么 我 们 就 去 海滩 。” 
都 是 日 常 语言 中 的 语句 ， 其 中 假设 和 结论 之 间 都 有 一 定 的 联系 。 而且， 第 一 个 语句 是 真 的 ， 除 
非 Maria 学 习 离 散 数 学 但 没有 找到 好 工作 ; 而 第 二 个 语句 是 真 的 ， 除 非 今日 的 确 天 晴 但 我 们 没 
有 去 海滩 。 另 一 方面 ， 语 句 
“如 果 Juan 有 智能 手机 ， 那 么 2 十 3 二 5。” 
总 是 成 立 的 ， 因 为 它 的 结论 是 真 的 (这 时 假设 部 分 的 真 值 无 关 紧 要 )。 条 件 语句 
“如 果 Juan 有 智能 手机 ， 那 么 2 十 3 二 6。” 
是 真 的 ， 如 果 Juan 没有 智能 手机 ， 即 使 2 十 3==6 为 假 。 在 自然 语言 中 ， 我 们 不 会 使 用 最 后 这 
两 个 条 件 语句 (除非 偶尔 有 意 讽刺 一 下 ) ， 因 为 其 中 的 假设 和 结论 之 间 没 有 什么 联系 。 在 数学 推 
理 中 我 们 考虑 的 条 件 语句 比 语 言 中 使 用 的 要 广泛 一 些 。 条 件 语句 作为 一 个 数学 概念 不 依赖 于 假 
设 和 结论 之 间 的 因果 关系 。 我 们 关于 条 件 语句 的 定义 规定 了 它 的 真 值 ， 而 这 一 定义 不 是 以 语言 
的 用 法 为 基础 的 。 命 题 语言 是 一 种 人 工 语言 ， 这 里 为 了 便于 使 用 和 记忆 ， 才 将 其 类 比 于 语言 
用 法 。 
许多 程序 设计 语言 中 使 用 的 if-then 结构 与 还 辑 中 使 用 的 不 同 。 大 部 分 程序 设计 语言 中 都 
有 证 如 then S 这 样 的 语句 ， 其 中 p 是 命题 而 S 是 一 个 程序 段 ( 待 执行 的 一 条 或 多 条 语句 ) 。 当 程 
序 的 运行 遇 到 这 样 一 条 语句 时 ， 如 果 p 为 真 ， 就 执行 S; 但 如 果 p 为 假 ， 则 S 不 执行 。 如 例 8 
所 示 。 
例 8 如果 执行 语句 
if 2 十 2 二 4 then xz :一 Z 十 1 
之 前 变量 z=0， 执 行 语句 之 后 z 的 值 是 什么 ? (符号 :一 代表 赋值 ， 语 句 z :二 zx 十 1 表示 将 zx 十 1 


的 值 赋 给 zx。) 
解 ” 因 为 2 十 2 一 4 为 真 ， 所 以 赋值 语句 x :=zx 十 1 被 执行 。 因 此 ， 在 执行 此 语句 之 后 ，z 
的 值 是 '0 十 1 一 1。 - 通 


逆 命 题 、 逆 否 命题 与 反 命题 ”由 条 件 语句 p>g 可 以 构成 一 些 新 的 条 件 语 句 。 特 别 是 三 个 
常见 的 相关 条 件 语句 还 拥有 特殊 的 名 称 。 命 题 9 妃 称 为 如 ~~4 的 逆 命 题 ， 而 pg 的 逆 否 命题 
是 命题 4gq>-p。 命 题 4p 一 719 称 为 p 一 q 的 反 命题 。 我 们 发 现 ， 三 个 由 p>q 衍生 的 条 件 语句 
中 ， 只 有 北 否 命题 总 是 和 p>q 具有 相同 的 真 值 。 

我 们 首先 证 明 条 件 命题 p>g 的 逆 否 命题 4g->p 总 是 和 pp 一 g 具 有 相同 的 真 值 。 为 此 ， 请 
注意 只 有 当 -p 为 假 且 -9 为 真 ， 也 就 是 p 为 真 且 gq 为 假 时 ， 该 逆 否 命题 为 假 。 现 在 我 们 来 证 
明 , 对 p 和 g 的 所 有 可 能 的 真 值 ， 逆 命题 ag>p 和 反 命 题 4g~p 与 pq 都 不 具有 相同 的 真 值 。 
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注意 ， 当 p 为 真 q 为 假 时 ， 原 命题 为 假 ， 而 逆 命 题 和 反 命题 都 是 真 的 。 
当 两 个 复合 命题 总 是 具有 相同 真 值 时 ， 我 们 称 它 们 是 等 价 的 。 因 此 一 个 条 件 语句 与 它 的 道 
否 命题 是 等 价 的 。 条 件 语句 的 逆 与 反 也 是 等 价 的 ， 读 者 可 以 验证 这 一 点 ， 但 它们 都 不 与 原 条 件 
语句 等 价 (我 们 将 在 1. 3 节 研 究 等 价 命题 ) 。 请 注意 一 个 最 常见 的 逻辑 错误 是 假设 条 件 语句 的 逆 
或 反 等 价 于 这 个 条 件 语句 。 
我 们 在 例 9 中 解释 条 件 语句 的 使 用 。 
例 9 找 出 如 下 语句 的 逆 否 命题 、 逆 命题 和 反 命 题 : 
“每 当下 十 时 ， 主 队 就 能 获胜 。” 
解 ” 因 为 “q 每 当 p” 是 表达 语句 p>q 的 一 种 方式 ， 原 始 语句 可 以 改写 为 : ie 
“如 果 下 雨 ， 那 么 主队 就 能 获胜 。” 
因此 ， 这 个 条 件 语句 的 北 否 命题 是 
“如 果 主 队 没 有 获胜 ， 那 么 没有 下 雨 .” 
道 命 题 是 
“如 果 主 队 获胜 ， 那 么 下 十 了 。?” 
反 命 题 是 
“如 果 没 有 下 雨 ， 那 么 主队 没有 获胜 。” 
其 中 只 有 逆 否 命题 等 价 于 原始 语句 。 4 
双 条 件 语句 下 面 我 们 介绍 另外 一 种 命题 复合 方式 来 表达 两 个 命题 具有 相同 真 值 。 
FE 今 pP 和 4a 为 命题 。 双 条 件 语句 p>g 是 命题 “p 当 且 仅 当 g”。 当 pp 和 g 有 同样 的 真 
值 时 ， 双 条 件 语 名 为 真 ， 否 则 为 假 。 双 条 件 语 句 也 称 为 双向 蕴含 。 
pq 的 真 值 表 如 表 6 所 示 。 注 意 ， 当 条 件 语句 
pq 和 g 王 p 均 为 真 时 ,语句 pe>d 为 真 ， 否 则 为 
假 。 这 就 是 为 什么 我 们 用 “ 当 且 仅 当 ?来 表示 这 一 逻 
辑 联结 词 ， 并 且 符 号 的 写法 就 是 把 符号 所 和 一 结合 
起 来 。 一 般 还 有 一 些 其 他 方式 来 表达 p>g: 
“p 是 g 的 充分 必要 条 件 ” 
“如 果 p 那么 gq， 反 之 亦 然 ” 
“p 当 且 仪 当 g”。 
双 条 件 语句 的 最 后 一 种 表示 方式 可 以 用 缩写 符号 “iff” 代 替 “ 当 且 仅 当 ”(if and only if)。 注 意 ， 
pq 与 (p 习 q) 人 (gq 习 p) 有 完全 相同 的 真 值 。 
例 10 令 z 为 语句 “你 可 以 搭乘 该 航班 ”， 令 gq 为 语句 “你 买 机 票 了 ”。 则 p<>9g 为 语句 
“你 可 以 搭乘 该 航班 当 且 仅 当 你 买 机 票 了 。” 
此 语句 为 真 ， 如 果 p 和 9g 均 为 真 或 均 为 假 ， 也 就 是 说 ， 如 果 你 买 机 票 了 就 能 搭乘 该 航班 ， 或 者 se 加 
如 果 你 没 买 机 票 就 不 能 搭乘 该 航班 。 此 命题 为 假 ， 当 妨 和 q 有 相反 真 值 时 ， 也 就 是 说 ， 当 你 没 
买 机 票 但 却 能 搭乘 该 航班 时 (比如 你 获得 一 次 免费 旅行 ) 或 当 你 买 了 机 票 却 不 能 搭乘 该 航班 时 
(比如 航空 公司 拒绝 你 登 机 ) 。 4 
双 条 件 的 隐 式 使 用 ”你 应 该 意识 到 在 自然 语言 中 双 条 件 并 不 总 是 显 式 地 使 用 。 特 别 是 在 自 
然 语言 中 很 少 使 用 双 条 件 中 的 “ 当 且 仅 当 ”结构 。 通 常用 “如 果 ， 那 么 ”或 “ 仅 当 ”结构 来 表示 双 药 
含 。“ 当 且 仅 当 ” 的 另 一 部 分 则 是 隐 舍 的 。 也 就 是 逆 命 题 是 蕴含 的 而 没有 明说 出 来 。 例 如 ， 考 虑 
这 个 自然 语言 的 语句 “如 果 你 吃 完 饭 了 ， 则 可 以 吃 餐 后 甜点 ”。 其 真正 含义 是 “你 可 以 吃 餐 后 甜 
点 当 且 仅 当 你 吃 完 饭 ”。 后 面 这 个 语句 在 逻辑 上 等 价 于 两 个 语句 “如果 你 吃 完 饭 ， 那 么 你 可 以 吃 
甜点 ”和 “ 仅 当 你 吃 完了 饭 ， 你 才能 吃 甜 点 ”。 由 于 自然 语言 的 这 种 不 精确 性 ， 所 以 我 们 需要 对 
自然 语言 中 的 条 件 语句 是 否 隐 含 它 的 逆 做 出 假设 。 因 为 数学 和 逻辑 注重 精确 ， 所 以 我 们 总 是 区 


表 6 双 条 件 语句 p*>4d 的 真 值 表 
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分 条 件 语句 pg 和 双 条 件 语句 p>g。 


1.1.4 复合 命题 的 真 值 表 

我 们 已 经 介绍 了 否定 以 及 四 个 重要 的 逻辑 联结 词 一 一 合 取 、 析 取 、 条 件 、 双 条 件 。 我 们 可 
以 用 这 些 联结 词 来 构造 含有 一 些 命题 变 元 的 结构 复杂 的 复合 命题 。 我 们 可 以 用 真 值 表 来 决定 这 
些 复合 命题 的 真 值 ， 如 例 11 所 示 。 采 用 单独 的 列 来 找 出 在 这 个 复合 命题 构造 过 程 中 出 现 的 每 
个 复合 表达 式 的 真 值 。 对 应 于 命题 变 元 真 值 的 每 种 组 合 ， 复 合 命题 的 真 值 位 于 表 中 最 后 一 列 。 

例 11 构造 复合 命题 (pV -9) 一 (pA gq) 的 真 值 表 。 

解 ” 因 为 真 值 表 涉 及 两 个 命题 变 元 p 和 gg， 所 以 此 表 有 四 行 ， 每 行 对 应 一 对 真 值 TT、TF、 
FT 和 FF。 前 两 列 分 别 表示 p 和 9g 的 真 值 。 第 三 列 为 ?9 的 真 值 ， 用 于 计算 第 4 列 中 pV -7.9 的 
真 值 。 第 5 列 给 出 pq 的 真 值 。 最 后 ，(pV 9) 一 (pA 人 9) 的 真 值 在 最 后 一 列 。 最 终 的 真 值 表 
如 表 7 所 示 。 4 


表 7 复合 命题 (pV-9) 习 (p 人 9) 的 真 值 表 





1.1.5 逻辑 运算 符 的 优先 级 

现在 ， 我 们 可 以 用 所 定义 的 否定 运算 符 和 逻辑 运算 符 来 构造 复合 命题 。 我 们 通常 使 用 括号 
来 规定 复合 命题 中 的 逻辑 运算 符 的 作用 顺序 。 例 如 ，(pV g) 人 (号) 是 pVg 和 -7 的 合 取 。 然 
而 ， 为 了 减少 括号 的 数量 ， 我 们 规定 否定 运算 符 先 于 所 有 其 他 逻辑 运算 符 。 这 意味 着 ] 丸 人 9 是 
-Jp 和 9 的 合 取 ， 即 (za) 人 Ac， 而 不 是 如 和 9 的 合 取 的 否定 ， 即 (pA gq)。 

另 一 个 常用 的 优先 级 规则 是 合 取 运算 符 优先 于 析 取 运算 表 8 逻辑 运算 符 的 优先 级 
符 ， 因 此 pAqVr 意味 着 (pgq)Vr， 而 不 是 pA (gqV7)。 
因为 这 个 规则 不 太 好 记 ， 所 以 我 们 将 继续 使 用 括号 使 析 取 运 
算 符 和 合 取 运算 符 的 作用 顺序 看 起 来 很 明了 。 

最 后 ,一 个 已 被 接受 的 规则 是 条 件 运算 符 和 双 条 件 运算 
符 的 优先 级 低 于 合 取 和 析 取 运算 符 。 因 此 ，pV gr 等同 于 
(pV 9)- 一 r。 当 涉及 条 件 运算 符 和 双 条 件 运 算 符 的 作用 顺序 
时 ， 我 们 也 将 使 用 括号 ， 尽 管 条 件 运 算 的 优先 级 高 于 双 条 件 
运算 。 表 8 展示 逻辑 运算 符 0、A、V 、 一 和 全 的 优先 级 。 


1.1.6 逻辑 运算 和 位 运算 





计算 机 用 位 表示 信息 。 位 是 一 个 具有 两 个 可 能 值 的 符号 ， 即 0 和 1。 位 一 词 的 含义 来 自 二 
进 制 数 字 (binary digit)， 因 为 0 和 1 是 数 的 二 进 制 表 示 中 用 到 的 数字 。1946 年 ， 著 名 的 统计 学 
家 约翰 “图 基 (John Tukey) 引 人 了 这 一 术语 。 一 位 可 以 用 于 表示 真 值 ， 因 为 只 有 两 个 真 值 ， 即 
真 与 假 。 习 惯 上 ， 我们 用 1 表示 真 ， 用 0 表示 假 。 即 ，1 表示 T( 真 );，0 表示 F( 假 )。 如 果 一 个 
变量 的 值 或 为 真 或 为 假 ， 则 此 变量 就 称 为 布尔 变量 。 于 是 一 个 布尔 变量 可 以 用 一 位 表示 。 
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计算 机 的 位 运算 对 应 于 逻辑 联结 词 。 只 要 在 运算 符 人 、V 和 外 的 真 值 表 中 用 1 代替 工 用 
0 代替 下 ， 就 能 得 到 表 9 所 示 对 应 的 位 运算 表 。 我 们 还 会 用 符号 OR、AND 和 XOR 表示 运算 符 
V 、A 人 和 四 ， 许 多 程序 设计 语言 正 是 这 样 表示 的 。 

信息 一 般 用 位 串 ( 即 由 0 和 1 构成 的 序列 ) 表 示 。 这 时 ， 对 位 串 的 运算 即 可 用 来 处 理 
信息 。 


表 9 位 运算 符 OR、AND 和 XOR 的 真 值 表 





位 串 是 0 位 或 多 位 的 序列 。 位 串 的 长 度 就 是 它 所 含 位 的 数目 。 

例 12 101010011 是 一 个 长 度 为 9 的 位 串 。 本 

我 们 可 以 把 位 运算 扩展 到 位 串 上 。 我 们 定义 两 个 长 度 相同 的 位 串 的 按 位 OR、 按 位 AND 和 
按 位 XOR 分 别 为 这 样 的 位 串 ， 其 中 每 位 均 由 两 个 位 串 的 相应 位 经 由 OR、AND 和 XOR 运算 而 
得 。 我 们 分 别 用 符号 V 、 人 A 人 和 人 @ 四 表示 按 位 OR、 按 位 AND 和 按 位 XOR 运算 。 我 们 用 例 13 来 解 
释 位 串 的 按 位 运算 。 

例 13 求 位 串 01 1011 0110 和 11 0001 1101 的 按 位 OR、 按 位 AND 和 按 位 XOR( 为 了 方便 
阅读 ， 此 处 及 全 书 位 串 将 按 四 位 分 组 ) 。 

解 这 两 个 位 串 的 按 位 OR、 按 位 AND 和 按 位 XOR 分 别 由 对 应 位 的 OR、AND 和 XOR 
得 到 ， 其 结果 是 


me 





约翰 ， 怀 尔 德 ， 图 基 (John Wilder Tukey，1915 一 2000) 图 基 生 于 马萨诸塞 州 新 
贝 德 福 德 ， 是 个 独生子 。 他 的 双亲 都 是 教师 ， 他 们 认为 家 庭 教育 最 适合 开发 他 的 潜 
力 。 他 的 正规 教育 从 布朗 大 学 开始 ， 主 修 数学 和 化 学 。 他 在 布朗 大 学 获得 化 学 硕士 学 
位 ， 接 着 在 普林斯顿 大 学 继续 深造 ， 研 究 领 域 也 从 化 学 转向 数学 。1939 年 ， 由 于 他 在 
拓扑 学 方面 的 工作 ， 他 获得 普林斯顿 大 学 博士 学 位 ， 同 时 被 任命 为 普林斯顿 大 学 数学 
讲师 。 随 着 第 二 次 世界 大 战 的 爆发 ， 他 加 入 了 火力 控制 研究 办 公 室 (Fire Control 
Research Office) ， 开 始 了 统计 学 方面 的 工作 。 图 基 发 现 统计 研究 很 合 他 的 口味 ， 并 以 
他 的 技能 给 多 位 最 有 影响 的 统计 学 家 留 下 了 深刻 印象 。1945 年 ， 随 着 战争 的 结束 ， 图 基 回 到 普林斯顿 大 
学 数学 系 担任 统计 学 教授 ， 并 在 AT&T 贝尔 实验 室 兼 职 。 图 基于 1966 年 创立 了 普林斯顿 大 学 统计 学 系 
并 担任 该 系 首 任 主任 。 图 基 在 统计 学 的 许多 领域 做 出 了 重要 贡献 ， 包 括 方 差分 析 、 时 间 序 列 的 谱 评估 、 
关于 单 次 试验 所 得 一 组 参数 值 的 推断 以 及 统计 学 原理 。 不 过 ， 他 最 著名 的 工作 是 他 与 库 雷 (J. W. Cooley) 
共同 发 明 的 快速 傅 里 叶 变 换 。 除 了 在 统计 学 领域 的 贡献 外 ， 图 基 还 是 一 位 语言 大 师 ， 术 语 位 (bit) 和 软件 
(software) 的 创造 就 是 他 的 贡献 。 

图 基 服 务 于 总 统 科 学 顾问 委员 会 ， 贡 献 其 见解 和 专业 知识 。 他 曾 担任 过 多 个 重要 的 委员 会 主席 ， 涉 
及 环境 、 教 育 以 及 化 学 与 健康 。 他 还 服务 于 与 核 裁军 相关 的 委员 会 。 图 基 得 过 许多 奖项 ， 包 括 国家 科学 
奖章 。 

历史 注解 ”曾经 有 过 别 的 词 来 称呼 二 进 制 数字 ， 例 如 binit 和 bigit， 但 从 来 没有 被 广泛 地 接受 。 采 用 
bit 一 词 可 能 是 因为 它 作 为 英语 常用 词 所 具有 的 含义 。 要 了 解 图 基 选 用 bit 一 词 的 缘由 ， 请 参见 人 《Annals of 
the History of Computing》1984 年 4 月刊。 
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01 1011 0110 

11 0001 1101 

11 1011 1111 按 位 OR 
01 0001 0100 按 位 AND 


练习 


1. 


10 1010 1011 按 位 XOR 本 
下 列 哪 些 语句 是 命题 ? 这 些 是 命题 的 语句 的 真 值 是 什么 ? 
a2) 波士顿 是 马萨诸塞 州 首府 。 b) 迈 阿 密 是 佛罗里达 州 首府 。 
ec)2 十 3 一 5。 d)5 十 7 一 10。 
e)z 十 2 一 11。 人 回答 这 个 问题 。 
. 下 列 哪些 是 命题 ? 这 些 命题 的 真 值 是 什么 ? 
a) 别 过 去 。 b) 几 点 了 ? 
c) 在 缅 因 州 没有 黑 苑 蝇 。 d)4 十 zx 一 5。 
e) 月 亮 是 由 绿色 的 奶 酷 构 成 的 。 们 2" 过 100。 
.下列 各 命题 的 否定 是 什么 ? 
a) Mei 有 一 台 MP3 播放 器 。 b) 新 泽 西 没有 污染 。 
G2 十 1 一 3。 d) 缅 因 州 的 夏天 又 热 又 晒 。 
.下列 各 命题 的 否定 是 什么 ? 
a)Jennifer 和 Teja 是 朋友 。 b) 面 包 师 说 的 一 打 有 13 个 。 
c)Abby 每 天 发 送 100 多 条 文本 信息 。 d)121 是 一 个 完全 平方 数 。 
. 下 列 各 命题 的 否定 是 什么 ? 


a) Steve 的 笔记 本 电脑 有 大 于 100GB 的 空闲 磁盘 空间 。 
b)Zach 阻止 来 自 Jennifer 的 邮件 和 短信 。 
c)7。11。13 王 999 。 

d)Diane 周 日 骑 自 行车 骑 了 100 英里 。 


. 假设 智能 手机 A 有 256MB RAM 和 32GB ROM， 并 且 其 照相 机 的 分 辩 率 是 8MP; 智能 手机 B 有 


288MB RAM 和 64GB ROM， 并且 其 照相 机 的 分 辩 率 是 4MP; 而 智能 手机 C 有 128MB RAM 和 32GB 
ROM， 并 且 其 照相 机 的 分 辩 率 是 5MP。 试 判定 下 面 每 个 命题 的 真 值 。 

a) 智 能 手机 B 的 RAM 是 三 款 手 机 中 最 多 的 。 

b) 智 能 手机 C 比 智能 手机 B 具有 更 多 的 ROM 或 者 更 高 分 辩 率 的 相机 。 

c) 智 能 手机 B 比 智能 手机 A 具有 更 多 的 RAM、 更 多 的 ROM 和 更 高 分 辩 率 的 相机 。 

d) 如 果 智能 手机 B 比 智 能 手机 C 具有 更 多 的 RAM 和 更 多 的 ROM， 则 它 也 具有 更 高 分 辨 率 的 相机 。 
e@) 智 能 手机 A 比 智能 手机 B 具 有 更 多 的 RAM 当 且 仅 当 智能 手机 B 比 智能 手机 A 具有 更 多 的 RAM。 


. 假设 在 最 近 的 财 年 期 间 ，Acme 计算 机 公司 的 年 收入 是 1380 亿美 元 且 其 净利 润 是 80 亿美 元 ，Nadir 软 


件 公司 的 年 收入 是 870 亿美 元 且 净 利润 是 50 亿美 元 ，Quixote 媒体 的 年 收入 是 1110 亿美 元 且 净 利润 
是 130 亿美 元 。 试 判断 有 关 最 近 财 年 的 每 个 命题 的 真 值 。 

a) Quixote 媒体 的 年 收入 最 多 。 

b) Nadir 软件 公司 的 净利 润 最 少 并 且 Acme 计算 机 公司 的 年 收入 最 多 。 

c)Acme 计算 机 公司 的 净利 润 最 多 或 者 Quixote 媒体 的 净利 润 最 多 。 

d) 如果 Quixote 媒体 的 净利 润 最 少 ， 则 Acme 计算 机 公司 的 年 收入 最 多 。 

e) Nadir 软件 公司 的 净利 润 最 少 当 且 仅 当 Acme 计算 机 公司 的 年 收入 最 多 。 


. 令 pP、g 为 如 下 命题 : 


力 : 本 周 我 买 了 一 张 彩 票 。 
gq: 我 赢得 了 百 万 美元 大 奖 。 
试用 汉语 表达 下 列 各 命题 。 
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11. 


3) 力 bpVa c) 力 一 9 


d) 妃 人 2 e) 力 *>9 f)- p>719 
8pA7g hapV (pAg) 
. 令 pp 和 4g 分 别 表示 命题 “在 新 泽 西 海岸 游泳 是 允许 的 "和 “在 海岸 附近 发 现 过 效 鱼 ”。 试 用 汉语 表达 下 列 
每 个 复合 命题 。 
a)-g bpAg pVg 
d) p79 eq>p -p>79 
g)P< > 下 q hpA (pV719) 
10. 令 p 和 9g 分 别 表示 命题 “选举 已 经 有 了 结果 ”和 “选票 已 经 计数 完毕 ”。 试 用 汉语 表达 下 列 各 命题 。 
2)7p b)pVa -pAg 
d)gq>p eq™>71p fp—>-9 
g) 力 <>9 h)-~gqV ("pA 9g) 
令 力 、9 为 如 下 命题 : 
p: 气温 在 零度 以 下 。 
qa: 正在 下 雪 。 
用 p、g 和 逻辑 联结 词 ( 包 括 和 否定 ) 写 出 下 列 各 命题 : 
a) 气 温 在 零度 以 下 且 正 下 着 雪 。 


pb) 气温 在 零度 以 下 ， 但 没有 下 雪 。 


”气温 不 在 零度 以 下 ， 并 且 没 有 下 雪 。 


12. 


13. 


14. 


d) 也 许 正 下 着 雪 ， 也 许 在 零度 以 下 (也 许 两 者 兼 有 )。 

e) 如 果 气 温 在 零度 以 下 ， 则 也 下 着 雪 。 

人 也 许 气温 在 零度 以 下 ， 也 许 下 着 雪 ; 但 如 果 在 零度 以 下 ， 就 没有 下 雪 。 
g) 气 温 在 零度 以 下 是 下 雪 的 充分 必要 条 件 。 

令 p、g 和 7 为 如 下 命题 : 

p: 你 得 流感 了 。 

gq: 你 错过 了 期 终 考 试 。 


r: 这 门 课 你 及 格 了 。 

将 下 列 各 命题 用 汉语 表示 : 

a) 力 一 9 b) 一 ge>7 C)qg>-7 

DpVaVr e) (p>-7)V (g—>-7) (pAg)V mgA7) 


令 p、9 为 如 下 命题 : 

pp: 你 的 车 速 超 过 每 小 时 65 英里 (1 英里 = 二 1.6 公里 )。 

q: 你 接 到 一 张 超速 罚单 。 

用 p、g 和 逻辑 联结 词 ( 包 括 和 否定 ) 写 出 下 列 命题 ; 

a) 你 的 车 速 没 有 超过 每 小 时 65 英里 。 

b) 你 的 车 速 超 过 每 小 时 65 英里 ， 但 没 接 到 超速 罚单 。 

c) 如 果 你 的 车 速 超过 每 小 时 65 英里 ， 你 将 接 到 一 张 超速 罚单 。 
d) 如 果 你 的 车 速 不 超过 每 小 时 65 英里 ， 你 就 不 会 接 到 超速 罚单 。 
e) 车 速 超过 每 小 时 65 英里 足以 接 到 超速 罚单 。 

人 你 接 到 一 张 超速 罚单 ， 但 你 的 车 速 没 超过 每 小 时 65 英里 。 
g) 只 要 你 接 到 一 张 超速 罚单 ， 你 的 车 速 就 超过 每 小 时 65 英里 。 
令 p、q、r 为 如 下 命题 : 

p: 你 的 期 末 考 试 得 了 A。 

q: 你 做 了 本 书 每 一 道 练习 。 

r: 这 门 课 你 得 了 A。 

用 p、g、r 和 逻辑 联结 词 ( 包 括 和 否定 ) 写 出 下 列 命题 : 


14， 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


12 第 1 章 





a) 这 门 课 你 得 了 A， 但 你 并 没 做 本 书 的 每 道 练习 。 

b) 你 的 期 末 考 试 得 了 A， 你 做 了 本 书 的 每 一 道 练习 ， 并 且 这 门 课 你 得 了 A。 

c) 想 在 这 门 课 得 A， 你 必须 在 期 末 考 试 得 A。 

中 ) 你 的 期 末 考 试 得 了 A， 你 没有 做 本 书 的 每 道 练习 ; 然而 这 门 课 你 还 是 得 了 A。 

e) 期 末 考 试 得 A 并 且 做 本 书 的 每 道 练习 ， 足 以 使 你 这 门 课 得 A。 

人 这 门 课 得 A 当 且 仅 当 你 做 本 书 的 每 道 练习 或 期 末 考 试 得 A。 

令 p、g、r 为 如 下 命题 : 

轧 : 在 这 个 地 区 发 现 过 灰 熊 。 

q: 在 乡间 小 路 上 徒步 旅行 是 安全 的 。 

r: 乡间 小 路 两 劳 的 草莓 成 熟 了 。 

用 p、gq、r 和 逻辑 联结 词 ( 包 括 和 否定 ) 写 出 下 列 命题 : 

a) 乡 间 小 路 两 旁 的 草莓 成 熟 了 ， 但 在 这 个 地 区 没有 发 现 过 灰 熊 。 

pb) 在 这 个 地 区 没有 发 现 过 灰 驴 ， 且 在 乡间 小 路 上 徒步 旅行 是 安全 的 ， 但 乡间 小 路 两 旁 的 草莓 成 熟 了 。 

c) 如 果 乡 间 小 路 两 旁 的 草莓 成 熟 了 ， 徒 步 旅行 是 安全 的 当 且 仅 当 在 这 个 地 区 没有 发 现 过 灰 熊 。 

d) 在 乡间 小 路 上 徒步 旅行 是 不 安全 的 ， 但 在 这 个 地 区 没有 发 现 过 灰 驴 且 小 路 两 旁 的 草莓 成 熟 了 。 

e) 为 了 使 在 乡间 小 路 上 旅行 很 安全 ， 其 必要 但 非 充 分 条 件 是 乡间 小 路 两 旁 的 草莓 没有 成 熟 且 在 这 个 
地 区 没有 发 现 过 灰 熊 。 

人 ?无 论 何 时 在 这 个 地 区 发 现 过 灰 熊 且 乡 间 小 路 两 旁 的 草莓 成 熟 了 ， 在 乡间 小 路 上 徒步 旅行 就 不 安全 。 

判断 下 列 这 些 双 条 件 语句 是 真是 假 ; 


a)2 十 2 一 4 当 且 仅 当 1 十 1 一 2。 b)1 十 1 三 2 当 且 仅 当 2 十 3 一 4。 
ec)1 十 1 一 3 当 且 仅 当 猴子 会 飞 。 d)0>1 当 且 仅 当 2 之 1。 

判断 下 列 各 条 件 语句 是 真是 假 : 

a) 如 果 1 十 1 二 2， 则 2 十 2 一 5。 b) 如 果 1 十 1 二 3， 则 2 十 2==4。 
©) 如 果 1 十 1 二 3， 则 2 十 2 二 5。 d) 如 果 猴 子 会 飞 ， 那 么 1 十 1 一 3。 
判断 下 列 各 条 件 语 句 是 真 还 是 假 : 

a) 如 果 1 十 1 二 3， 那 么 独 角 兽 存在 。 b) 如 果 1 十 1 二 3， 狗 就 能 飞 。 
c) 如 果 1 十 1 二 2， 狗 就 能 飞 。 d) 如 果 2 十 2 二 4， 则 1 十 2 二 3。 


下 列 各 语句 ， 判 断 其 中 想 表 达 的 是 兼 或 还 是 异 或 ， 说 明理 由 。 
a) 晚餐 有 咖啡 或 者 茶 。 

口令 必须 至 少 包含 3 个 数字 或 至 少 8 个 字符 长 。 

ec) 这 门 课程 的 先 修 课 程 是 数论 课程 或 者 密码 课程 。 

d) 你 可 以 用 美元 或 者 欧元 支付 。 

对 下 列 各 语句 ， 判 断 其 中 想 表达 的 是 兼 或 还 是 异 或 ， 说 明理 由 。 

a) 要 求 有 C 十 十 或 Java 的 经 验 。 

b) 午 餐 包 括 汤 或 沙拉 。 

e) 你 必须 持 护照 或 选民 登记 卡 才能 人 境 。 

d) 出 版 或 销毁 。 

对 下 列 各 语句 ， 说 一 说 如 果 其 中 的 联结 词 是 兼 或 ( 即 析 取 ) 与 异 或 时 的 含义 。 你 认为 语句 想 表 示 的 是 
哪个 或 ? 

a) 要 选修 离散 数学 课 ， 你 必须 已 经 选修 了 微 积分 或 一 门 计算 机 科学 的 课程 。 

b) 当 你 从 Acme 汽车 公司 购买 一 部 新 车 时 ， 你 就 能 得 到 2000 美元 现金 折扣 或 2% 的 汽车 贷款 。 

ec 两 人 套餐 包括 A 栏 中 的 两 道 菜 或 B 栏 中 的 三 道 菜 。 

dd) 如果 下 雪 超 过 两 英尺 或 寒 风 指数 低 于 一 100， 学 校 就 停课 。 

把 下 列 语句 写成 “< 如 果 p， 则 g” 的 形式 。[ 提 示 ; 参考 本 节 列 出 的 条 件 语句 的 常用 表达 方式 。] 

a) 要 想 晋升 ， 帮 老板 洗车 是 很 有 必要 的 。 

b) 吹 南 风 预示 着 春天 要 来 了 。 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 
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ce) 保修 单 有 效 的 充分 条 件 是 你 的 计算 机 购买 时 间 不 超过 一 年 。 
d) Willy 只 要 行 骗 就 会 被 抓 住 。 

e) 只 有 支付 了 订阅 费 ， 你 才能 访问 网 站 。 

f) 想 要 当选 必须 了 解 合适 的 人 群 。 

g) 每 当 坐 船 Carol 就 会 晕船 。 

把 下 列 语句 写成 “< 如果 p， 那 么 g” 的 形式 。[ 提 示 : 参考 条 件 语句 的 常用 表达 方式 。] 
a) 只 要 吹 东 北 风 ， 就 会 下 雪 。 

b) 苹 果树 会 开花 ， 如 果 天 暖 持 续 一 周 。 

©) 活 塞 队 赢得 冠军 就 意味 着 他 们 打败 了 湖人 队 。 

dd) 必须 走 8 英里 才能 到 达 朗 斯 峰 的 顶峰 。 

e) 想 要 得 到 终身 教授 职位 ， 只 要 能 世界 闻名 就 够 了 。 

f) 如 果 你 驾车 超过 400 英里 ， 就 需要 买 汽油 了 。 

g) 你 的 保修 单 是 有 效 的 ， 只 有 当 你 购买 的 CD 机 不 超过 90 天 。 
h)Jan 要 去 游泳 ， 除 非 水 太 凉 了 。 


a) 我 会 记得 把 地 址 发 给 你 ， 仅 当 你 给 我 发 一 封 电 子 邮 件 。 

b) 要 成 为 美国 公民 ， 只 要 你 生 在 美国 就 行 了 。 

c) 如 果 你 保存 好 课本 ， 它 会 是 你 未 来 其 他 课程 有 用 的 参考 书 。 

d) 红 翼 队 将 赢得 斯 坦 利 杯 ， 如 果 其 守门 员 表 现 出 色 。 

e) 你 获得 这 一 职位 ， 表 明 你 有 最 好 的 信誉 。 

ff) 有 风暴 时 沙滩 会 受到 侵蚀 。 

g) 必 须 有 一 个 有 效 的 口令 才能 登录 到 服务 器 。 

h) 你 能 登 项 ， 除 非 你 太 晚 才 开始 疏 山 。 

把 下 列 命题 写成 “p 当 且 仅 当 9? 的 形式 。 

a) 如 果 外 边 热 你 就 买 冰激凌 蛋 卷 ; 并 且 如 果 你 买 冰激凌 蛋 卷 ， 外 边 就 热 。 
b) 你 赢得 竞赛 的 充分 必要 条 件 是 你 有 唯一 的 获胜 券 。 

ce) 你 能 得 到 提拔 ， 只 有 当 你 有 关系 网 ;并且 你 有 关系 网 ， 只 有 当 你 得 到 了 提拔 。 
d) 如 果 你 看 电视 ， 心 智 会 衰退; 反之 亦 然 。 

e) 火 车 恰恰 在 我 乘坐 的 那些 日 子 晚点 。 

把 下 列 命 题写 成 “p 当 且 仅 当 gq” 的 形式 。 

a) 你 能 在 这 门 课 得 A 的 充分 必要 条 件 是 学 会 解 离散 数学 问题 。 

b) 如 果 你 每 天 看 报 ， 你 就 了 解 情况 ; 反之 亦 然 。 

c) 如 果 是 周末 ， 天 就 下 雨 ; 如 果 天 下 雨 ， 就 是 周末 。 

d) 仅 当 巫师 不 在 家 时 你 能 看 到 巫师 ， 仅 当 你 能 看 到 巫师 时 巫师 不 在 家 。 
给 出 下 列 各 条 件 语句 的 逆 命 题 、 逆 和 否 命题 和 反 命 题 。 

a) 如 果 今 天 下 雪 ， 我 明天 就 去 滑雪 。 

b) 只 要 有 测验 ， 我 就 来 上 课 。 

c) 一 个 正 整 数 是 素数 ， 仅 当 它 没有 1 和 自身 以 外 的 因子 。 

给 出 下 列 条 件 语句 关系 的 逆 命 题 、 逆 和 否 命题 和 反 命 题 。 

a) 如 果 今 晚 下 雪 ， 我 将 待 在 家 里 。 

b) 只 要 是 阳光 充足 的 夏天 ， 我 就 去 海滩 。 

c) 如 果 我 工作 到 很 晚 ， 那 我 就 有 必要 睡 到 中 午 。 

下 列 各 复合 命题 的 真 值 表 会 有 多 少 行 ? 

a)p—>-p b)(pV-7 A (gqgV-5) 
CgqV PVAsVJarV -atVu d)( 妃 人 Ar 人 zi<>(qA 人 it) 


把 下 列 语句 写成 “如 果 p， 那 么 gq” 的 形式 。[ 提 示 : 参考 本 节 列 出 的 条 件 语句 的 常用 表达 方式 。] 
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下 列 各 复合 命题 的 真 值 表 会 有 多 少 行 ? 
a)(g>-1p)V (p>719) 
Op>r)V Hs V Hu>v) 
构造 下 列 各 复合 命题 的 真 值 表 。 
a)pA-p 

pV- 49>gq 

e) (p>q)*>(9>51p) 

构造 下 列 各 复合 命题 的 真 值 表 。 
a) p>7p 

CPODpV aq) 

e)(g™>-p) (pg) 

构造 下 列 各 复合 命题 的 真 值 表 。 
a) (pV dg) 一 (加 Go) 
c)CbpVvVad) 申 (ANAa) 

pO) DHpe-7) 

构造 下 列 各 复合 命题 的 真 值 表 。 
a) pODp 

CO) pOB+4 

e) (pO V (pOD19) 

构造 下 列 各 复合 命题 构造 真 值 表 。 
3a) 力 一 站 9 

(p>q)V mpg) 

e) (pegq)V ("pq) 

构造 下 列 各 复合 命题 的 真 值 表 。 
a)(pVaq Vr 

pAgVr 

e) (pVq) Ar 

构造 下 列 各 复合 命题 的 真 值 表 。 
a)p>(qV 7) 

p>q)V Hp>7) 

e) (pq)V (HqP7) 
构造 ((p 一 gq) 一 7) 一 s 的 真 值 表 。 
构造 (pe>*g)*>(re>s) 的 真 值 表 。 
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bpV-1DA CPV) 
DPArAsS)V (gMADV (rAd 


bpV-p 
d)(pVg)—>(pAh 9g) 
f) (p>q)—>(g—>p) 


b)pe>p 
d) ( 旋 A 人 Ada) 一 ( 力 Va) 
PCpe>dg) 中 (bed) 


b) (pq)—> (pA gag) 
d) (pe>dg)G 中 (be>ad) 
DD (po 一 (由 9) 


b) pO 
d))-pO19 
f) (pq) A (pOD19) 


b)- pg 
d) (p>g) A (p>g) 
D(H pen) peg) 


DlpVaAr 
dpAgq)Ar 
f) (pAq) Var 


b)- p>(g—>7) 
dd) (p>9q) A (p>7) 
f) (Hp (ger) 


不 借助 于 真 值 表 ， 试 解释 为 什么 在 p、q 和 真 值 相同 时 (pV -4q9) 人 (gqV 247) 人 (rV -2) 为 真 ， 而 在 其 


他 情况 下 为 假 。 


不 借助 于 真 值 表 ， 试 解释 为 什么 在 p、q 和 7 至 少 有 一 个 为 真 并 且 至 少 有 一 个 为 假 时 (pVaVr) 人 
(PVH9V -7) 为 真 ， 而 当 三 个 变量 具有 相同 真 值 时 为 假 。 
假定 在 计算 机 程序 中 ， 执 行 下 列 语句 之 前 z= 二 1， 在 执行 之 后 zx 的 值 是 什么 ? 


a)if z+2= 二 3 then zx :一 Z 十 1 


c) 证 (2z 十 3 一 5)AND(3z 十 4 一 7)then xz :二 zx 十 1 


e)if x<2 then xz :一 并 十 1 


b)if (z+1=3)OR(2zx+2=3)then z :一 Z 十 1 
d)if (zx 十 1 王 2)XOR(Cz 十 2 王 3)then zx :一 并 十 1 


求 下 列 各 对 位 串 的 按 位 OR、 按 位 AND 及 按 位 XOR。 


a)101 1110，010 0001 
c)00 0111 0001，10 0100 1000 
计算 下 列表 达 式 。 

a)1 1000A(0 1011V 1 1011) 
c) (0 1010 四 1 1011)® 0 1000 


b)1111 0000，1010 1010 
d)11 1111 1111，00 0000 0000 


b) (0 1111A10101) VO 1000 
d) (1 1011 VO 1010)A (1 0001 V1 1011) 


模糊 逻辑 用 于 人 工 智能 。 在 模糊 逻辑 中 ， 命 题 的 真 值 是 0 一 1 的 一 个 数 。 真 值 为 0 的 命题 为 假 ， 真 值 
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为 1 的 命题 为 真 。0~1 的 真 值 表示 真实 性 的 不 同 程度 。 例 如 ， 语句 “Fred 是 幸福 的 ”的 真 值 可 以 是 0. 8， 

因为 Fred 大 部 分 时 间 是 幸福 的 ;“John 是 幸福 的 ”的 真 值 可 能 是 0.4， 因 为 他 在 不 到 一 半 的 时 间 里 感到 幸 

福 。 用 这 样 的 真 值 求解 练习 45 一 47。 

45. 模糊 逻辑 中 命题 否定 的 真 值 是 1 减 去 该 命题 的 真 值 。 语 句 “Fred 不 幸福 ”和 "John 不 幸福 ”的 真 值 是 
什么 ? 

46. 模糊 逻辑 中 两 个 命题 合 取 的 真 值 是 两 个 命题 真 值 的 最 小 值 。 语 句 “Fred 和 John 都 幸福 ”和 “Fred 和 
John 都 不 觉得 幸福 ”的 真 值 是 什么 ? 


47. 模糊 逻辑 中 两 个 命题 析 取 的 真 值 是 两 个 命题 真 值 的 最 大 值 。 语 句 “Fred 幸福 或 John 幸福 ”与 “Fred 不 


幸福 或 John 不 幸福 ”的 真 值 是 什么 ? 
48. 断言 “本 语句 为 假 ? 是 命题 吗 ? 
49. 在 一 个 100 条 语句 的 列表 中 ， 其 中 第 n 条 语句 写 的 是 “列表 中 恰 有 nn 条 语句 为 假 。” 
a) 你 能 从 这 些 语句 中 得 出 什么 结论 ? 
b) 如 果 第 nn 条 语句 写 的 是 “列表 至 少 有 条 语句 为 假 ”"， 回 答 问 题 a) 。 
中 假设 这 个 列表 包含 99 条 语句 ， 回 答 问 题 b) 。 
50. 古老 的 西西 里 传说 中 有 一 个 理发 师 住 在 边远 小 镇 上 ， 人 们 要 穿越 危险 的 山路 才能 找到 他 。 理 发 师 只 
给 那些 自己 不 刮 衣 子 的 人 刮 胡子 。 有 这 样 的 理发 师 吗 ? 


1.2 命题 逻辑 的 应 用 
1.2.1 引言 

逻辑 在 数学 、 计 算 机 科学 和 其 他 许多 学 科 有 着 许多 重要 的 应 用 。 数 学 、 自 然 科学 以 及 自然 
语言 中 的 语句 通常 不 太 准确 ， 甚 至 有 歧义 。 为 了 使 其 精确 表达 ， 可 以 将 它们 翻译 成 逻辑 语言 。 
例如 ， 逻 辑 可 用 于 软件 和 硬件 的 规范 (specification) 描 述 ， 因 为 在 开发 前 这 些 规范 必须 要 准确 。 
另外 ， 命 题 逻 辑 及 其 规则 可 用 于 设计 计算 机 电路 、 构 造 计算 机 程序 、 验 证 程序 的 正确 性 以 及 构 
造 专家 系统 。 逻 辑 可 用 于 分 析 和 求解 许多 熟悉 的 谜 题 。 基 于 逻辑 规则 的 软件 系统 也 已 经 开发 出 
来 ， 它 能 够 自动 构造 某 种 类 型 的 (当然 不 是 全 部 的 ) 证 明 。 在 后 续 章 节 中 ， 我 们 将 讨论 命题 逻辑 
的 部 分 应 用 。 


1.2.2 语句 翻译 

有 许多 理由 要 把 语句 翻译 成 由 命题 变量 和 逻辑 联结 词组 成 的 表达 式 。 特 别 是 ， 汉 语 ( 以 及 
其 他 各 种 人 类 语言 ) 常 有 二 义 性 。 把 语句 翻译 成 复合 命题 (以 及 本 章 稍 后 要 介绍 的 其 他 类 型 的 逻 
辑 表 达 式 ) 可 以 消除 歧义 。 注 意 ， 这 样 翻译 时 也 许 需 要 根据 语句 的 含义 做 一 些 合理 的 假设 。 此 
外 ， 一旦 完成 了 从 语句 到 逻辑 表达 式 的 翻译 ,我 们 就 可 以 分 析 这 些 逻 辑 表达 式 以 确定 它们 的 真 
值 ， 对 它们 进行 操作 ， 并 用 (1. 6 节 中 讨论 的 ) 推 理 规则 对 它们 进行 推理 。 

为 了 解释 把 语句 翻译 成 逻辑 表达 式 的 过 程 ， 考 虑 下 面 两 个 例子 。 

例 1 怎样 把 下 面 的 语句 翻译 成 逻辑 表达 式 ? 

“你 可 以 在 校园 访问 因特网 ， 仅 当 你 主 修 计 算 机 科学 或 者 你 不 是 新 生 。” 

解 ” 将 这 一 语句 翻译 为 逻辑 表达 式 有 许多 方法 。 尽 管 可 以 用 一 个 命题 变 元 ,例如 pp 来 表示 
这 一 语句 ， 但 这 种 表示 在 分 析 其 含义 或 用 它 做 推理 时 没有 多 大 帮助 。 我 们 的 办 法 是 用 命题 变 元 
表示 诸 句 中 的 每 个 成 分 ， 并 找 出 它们 之 间 合 适 的 逻辑 联结 词 。 具 体 地 说 , 令 a、c 和 f 分别 表 
示 “ 你 可 以 在 校园 访问 因特网 ”、“ 你 主 修 计算 机 科学 ”和 “你 是 个 新 生 ”。 注 意 “ 仅 当 ” 是 一 种 表达 
条 件 语句 的 方式 ， 上 述 语句 可 以 译 为 

a—>(cV- 本 
例 2 怎样 把 下 面 的 语句 翻译 成 逻辑 表达 式 ? 
“如 果 你 身高 不 足 4 英 尺 ? ， 那 么 你 不 能 乘坐 过 山 车 ， 除 非 你 已 年 满 16 周岁 。” 


昌 1 英尺 二 30.48 厘米 。 一 一 译 者 注 
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解 令 g、r 和 s 分 别 表 示 “ 你 能 乘坐 过 山 车 ”、“ 你 身高 不 足 4 英 尺 ” 和 “你 已 年 满 16 周岁 ”， 
则 上 述 语句 可 以 翻译 为 
| (rAD 
当然 ， 还 有 其 他 方式 可 以 把 上 述 语句 表示 为 逻辑 表达 式 , 但 上 面 使 用 的 这 一 表达 式 已 满足 
我 们 的 需要 。 本 


1.2.3 系统 规范 说 明 

在 描述 硬件 系统 和 软件 系统 时 ， 将 自然 语言 语句 翻译 成 逻辑 表达 式 是 很 重要 的 一 部 分 。 系 
统 和 软件 工程 师 根 据 自然 语言 描述 的 需求 ， 生 成 精确 而 无 二 义 性 的 规范 说 明 ， 这 些 规范 说 明 可 
作为 系统 开发 的 基础 。 例 3 说 明 如 何在 这 一 过 程 中 使 用 复合 命题 。 

例 3 使 用 逻辑 联结 词 表 示 规 范 说明 “ 当 文件 系统 已 满 时 ， 不 能 够 发 送 自动 应 答 ”。 

| 解 ”翻译 这 个 规范 说 明 的 方法 之 一 是 令 p 表示 “能 够 发 送 自 动 应 答 ”， 令 gq 表示 “文件 系统 
满 了 ”， 则 之 表示 “并 非 能 够 发 送 自动 应 答 这 种 情况 ”， 也 就 是 “不 能 够 发 送 自动 应 答 ”。 因 此 ， 
我 们 的 规范 说 明 可 以 用 条 件 语句 gp 来 表示 。 4 

系统 规范 说 明 应 该 是 一 致 的 ， 也 就 是 说 ， 系 统 规范 说 明 不 应 该 包含 可 能 导致 矛盾 的 相互 冲 
突 的 需求 。 当 规范 说 明 不 一 致 时 ， 就 无 法 开发 出 一 个 满足 所 有 规范 说 明 的 系统 。 

例 4 确定 下 列 系统 规范 说 明 是 否 一 致 的 。 

“诊断 消息 存储 在 缓冲 区 中 或 者 被 重 传 。” 

“诊断 消息 没有 存储 在 缓冲 区 中 。” 

“如 果 诊 断 消息 存储 在 缓冲 区 中 ， 那 么 它 被 重 传 。” 

解 ”要 判断 这 些 规 范 说 明 是 否 一 致 ， 我 们 首先 用 逻辑 表达 式 表示 它们 。 令 p 为 “诊断 消息 
存储 在 缓冲 区 中 ”， 令 g 表示 “诊断 消息 被 重 传 ?。 则 上 面 几 个 规范 说 明 可 以 写 为 pVgq、-p 和 
p 阅 gq。 使 所 有 三 个 规范 说 明 为 真 的 一 个 真 值 赋值 必须 包含 p 为 假 ， 从 而 使 -为 真 。 因 为 我 们 
要 使 pV gq 为 真 , 但 pp 又 必须 为 假 ， 所 以 gq 必须 为 真 。 由 于 当 p 为 假 且 9g 为 真 时 ，p 一 gq 为 真 ， 
所 以 我 们 得 出 结论 这 些 规 范 说 明 是 一 致 的 ， 因 为 当 p 为 假 且 a 为 真 时 它们 都 是 真 的 。 使 用 真 值 
表 检 验 p 和 gq 的 四 种 可 能 的 真 值 赋值 ， 我 们 可 以 得 出 同样 的 结论 。 本 

例 5 如 果 在 例 4 中 加 上 一 个 系统 规范 说 明 “ 诊 断 消 息 没 有 被 重 传 ”， 它 们 还 能 保持 一 致 吗 ? 

解 ” 由 例 4 的 推理 可 知 ， 只 有 当 zp 为 假 且 g 为 真 时 那 三 个 规范 说 明 才 为 真 。 然 而 ， 本 例 中 
的 新 规范 说 明 是 ”g， 当 q 为 真 时 它 为 假 。 因 此 ， 这 四 个 规范 说 明 是 不 一 致 的 。 4 


1.2.4 布尔 搜索 
逻辑 联结 词 广泛 用 于 大 量 信 息 搜索 中 ， 例 如 ， 搜 索 网 页 索引 。 由 于 搜索 采用 命题 逻辑 的 技 
weal 术 ， 所 以 称 为 布尔 搜索 。 
在 布尔 搜索 中 ， 联 结 词 AND 用 于 匹配 同时 包含 两 个 搜索 项 的 记录 ， 联 结 词 OR 用 于 匹配 
两 个 搜索 项 之 一 或 两 项 均 匹 配 的 记录 ， 而 联结 词 NOT( 有 时 写 做 AND NOT) 用 于 排除 某 个 特 
定 的 搜索 项 。 当 布尔 搜索 用 来 定位 可 能 感 兴 趣 的 信息 时 ， 经常 需 要 细心 安排 逻辑 联结 词 的 使 
用 。 下 面 的 例 6 解释 布尔 搜索 是 怎样 执行 的 。 | 
例 6 网 页 搜索 大 部 分 Web 搜索 引擎 支持 布尔 搜索 技术 ， 通 常 有 助 于 寻找 有 关 特 定 主题 
的 网 页 。 例 如 ， 用 布尔 搜索 查找 关于 新 墨西哥 州 (New Mexico) 的 大 学 网 页 ， 我 们 可 以 寻找 与 
up NEW AND MEXICO AND UNIVERSITIES 匹配 的 网 页 。 搜 索 的 结果 将 包括 含有 NEW( 新 )、 
MEXICO( 墨 西 哥 ) 和 UNIVERSITIES( 大 学 ) 三 个 词 的 那些 网 页 。 这 里 包含 了 所 有 我 们 感 兴趣 
的 网 页 ， 还 包括 其 他 网 页 ， 如 墨西哥 的 新 的 大 学 网 页 。( 注 意 在 Google 以 及 其 他 许多 搜索 引擎 
中 ， 默 认 将 包含 所 有 搜索 项 ， 因 而 虽然 是 按 有 “AND” 一 词 理 解 ， 但 是 不 需要 写 出 来 。 这 些 搜 
索引 人 擎 还 支持 使 用 引号 以 搜索 特定 的 短语 。 因 此 ， 使 用 "New Mexico”AND UNIVERSITIES 
匹配 网 页 搜索 会 更 有 效 。) 


基础 : 晕 示 和 证 明 好 





村 
接 下 来 ， CE I EP 我 们 可 以 搜索 
与 (NEW AND MEXICO OR ARIZONA) AND UNIVERSITIES 匹配 的 网 页 。( 注 意 ， 这 里 联结 
词 AND 优 先 于 联结 词 OR。 同 样 ， 在 Google 中 用 于 搜索 的 项 应 该 是 NEW MEXICO OR 
ARIZONA,) 这 一 搜索 的 结果 将 包括 含 UNIVERSITIES 一 词 ， 并 且 或 者 含有 NEW 与 MEXICO 
两 词 ， 或 者 含有 ARIZONA 一 词 的 所 有 网 页 。 同 样 ， 除了 这 两 类 外 我 们 感 兴趣 的 网 页 外 还 会 列 


出 其 他 网 页 。 最 后 ， 要 想 找 出 有 关 墨 西 哥 ( 不 是 新 墨西哥 州 ) 的 大 学 网 页 ， 可 以 先 找 与 MEXICO 


AND UNIVERSITIES 匹配 的 网 页 ， 但 由 于 这 一 搜索 的 结果 将 会 包括 有 关 新 墨西哥 州 的 大 学 网 
页 以 及 墨西哥 的 大 学 网 页 ， 所 以 更 好 的 办 法 是 搜索 与 (MEXICO AND UNIVERSITIES) NOT 
NEW 匹配 的 网 页 。 这 一 搜索 的 结果 将 包括 含 MEXICO 和 UNIVERSITIES 两 个 词 但 不 含 词 
NEW 的 所 有 网 页 。( 在 Google 以 及 其 他 搜索 引擎 中 ，NOT 一 词 会 用 符号 “来 代替 。 因 此 ， 在 
Google 中 ， 最 后 一 个 搜索 项 可 以 写成 是 MEXICO UNIVERSITIES-NEW。) 4 


1.2.5 逻辑 谜 题 

可 以 用 逻辑 推理 解决 的 亦 题 称 为 逻辑 谜 题 。 求 解 逻辑 谜 题 是 实践 逻辑 规则 的 一 种 最 好 的 方 
法 。 同 样 ， 用 于 执行 逻辑 推理 的 计算 机 程序 通常 也 使 用 著名 的 逻辑 谜 题 来 演示 它们 的 能 力 。 许 
多 人 对 求解 逻辑 谜 题 感 兴趣 ， 有 许多 书 和 杂志 也 登载 逮 辑 谜 题 以 供 娱乐 。 

在 此 ， 我 们 将 讨论 两 个 逻辑 谜 题 。 首 先 介绍 一 个 由 雷 蒙 德 ， 斯 马 亚 (Raymond Smullyan) 提 
出 的 谜 题 ， 斯 马 亚 是 一 名 逻辑 谜 题 大 师 ， 已 经 写作 了 十 多 本 包含 很 有 挑战 性 的 涉及 逻辑 推理 的 
谜 题 的 书籍 。1. 3 节 我 们 还 会 讨论 非常 流行 的 逻辑 谜 题 数 独 。 

例 7 斯 马 亚 在 文献 LSm78j] 中 提出 了 许多 与 如 下 情形 有 关 的 谜 题 , 一 个 岛 上 居住 着 两 类 
人 一 一 骑士 和 无 赖 。 骑 士 说 的 都 是 真 话 ， 而 无 赖 只 会 说 谎话 。 你 碰 到 两 个 人 A 和 B。 如 果 A 说 
“B 是 骑士 "， 而 B 说 “我 们 两 个 是 两 类 人 ”， 请 判断 A 和 B 到 底 是 什么 样 的 人 ? 

解 令 p 和 9g 分别 表示 语句 “A 是 骑士 "和 “B 是 骑士 >， 则 -1p 和 -19 就 分 别 表 示 “A 是 无 
赖 " 和 “B 是 无 赖 ”。 

我 们 首先 考虑 A 是 骑士 这 样 一 种 可 能 ， 这 就 是 说 ，p 是 真 的 。 如 果 A 是 骑士 ， 那 他 说 的 
“B 是 骑士 "就 是 真 话 ， 因 此 9 为 真 ， 从 而 A 和 B 就 是 一 类 人 。 然 而 ,如果 B 是 骑士 , 那么 B 
说 的 “我 们 两 个 是 两 类 人 ”， 即 (p 人 9)V (mpAg) 就 应 该 为 真 ， 然 而 却 并 非 如 此 ， 因 为 前 面 的 
结论 是 A 和 B 都 是 骑士 。 因 此 ,我们 可 以 得 出 A 不 是 骑士 ， 即 p 为 假 。 

如 果 A 是 无 赖 ， 则 由 无 赖 只 会 说 谎话 可 知 ，A 所 说 的 “B 是 骑士 "， 即 “g 是 真 的 ”就 是 一 个 
谎言 。 这 意味 着 g 为 假 ，B 也 是 无 赖 。 而 且 ， 如 果 B 是 无 总 , 那么 B 说 的 “我 们 两 个 是 两 类 人 ” 
也 是 谎言 ， 这 与 A 和 B 都 是 无 赖 是 一 致 的 。 所 以 ,我 们 得 出 结论 A 和 B 都 是 无 赖 。 4 

在 本 节 末 的 练习 19 一 23 中 ， 我 们 会 进一步 讨论 斯 马 亚 关 于 骑士 和 无 赖 的 谜 题 。 而 在 练习 
24 一 31 中 ， 我 们 介绍 相关 的 谜 题 ， 其 中 涉及 三 类 人 : 这 里 所 说 的 骑士 、 无 赖 ， 还 有 一 类 可 能 
说 谎 的 间谍 。 

接 下 来 ， 我 们 介绍 一 个 与 两 个 孩子 有 关 的 泥巴 孩子 谜 题 (muddy children puzzle) 。 

例 8 ”父亲 让 两 个 孩子 ,一 个 男孩 和 一 个 女孩 ， 在 后 院 玩 相 ,并 让 他 们 不 要 把 身上 搞 脏 。 
然而 ， 在 玩 的 过 程 中 ， 两 个 孩子 都 在 额头 上 沾 了 泥 。 当 和 孩子 们 回来 后 ， 父 亲 说 :“ 你 们 当中 至 
少 有 一 个 人 额头 上 有 泥 ,” 然 后 要 求 孩子 们 用 “是 ”和 "和 否 ” 回 答 问题 :“ 你 知道 你 额头 上 是 否 有 泥 
巴 ?” 父 亲 问 了 两 遍 同 样 的 问题 。 假 设 每 个 孩子 都 可 以 看 到 对 方 的 额头 上 是 否 有 泥 ， 但 不 能 看 见 
自己 的 额头 ， 和 孩子 们 在 每 次 被 问 到 这 个 问题 时 将 会 怎样 回答 呢 ? 假设 两 个 孩子 都 很 诚实 并 且 都 
同时 回答 每 一 次 提问 。 

解 令 * 和 da 分 别 表示 语句 “儿子 的 额头 上 有 泥 ? 和 "女儿 的 额头 上 有 泥 ?。 当 父亲 说 :“ 你 
们 当中 至 少 有 一 个 人 额头 上 有 泥 ? 时 ， 表 示 的 是 *V 4 为 真 。 当 父亲 第 一 次 问 那个 问题 时 两 个 孩 
子 都 将 回答 “和 否 ”， 因 为 他 们 都 看 到 对 方 的 额头 上 有 泥 。 也 就 是 说 ， 儿 子 知道 4 为 真 ， 但 不 知道 
5 是 否 为 真 。 而 女儿 知道 * 为 真 ， 但 不 知道 & 是 否 为 真 。 
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在 儿子 对 第 一 次 询问 回答 “ 否 * 后 ,女儿 可 以 判断 出 a 必 为 真 。 这 是 因为 问 第 一 次 问题 时 ， 
儿子 知道 ;SV a 为 真 ， 但 不 能 判断 s 是 否 为 真 。 利 用 这 个 信息 ， 女 儿 能 够 得 出 结论 4 必定 为 真 ， 
因为 如 果 4 为 假 ， 儿 子 有 理由 推出 ， 由 于 sV 4 为 真 ， 那么 ;必定 为 真 ， 因 此 他 对 第 一 个 问题 的 
回答 应 为 “是 ”。 儿 子 也 可 以 类 似 推断 出 * 必 为 真 。 因 此 ， 第 二 次 两 个 孩子 都 将 回答 “是 ”。 4 


1.2.6 .逻辑 电路 

命题 逻辑 可 应 用 于 计算 机 硬件 的 设计 。 这 是 1938 年 克 劳 德 。 香农 (Claude Shannon) 首 次 发 
现 并 写 在 他 的 MIT 硕士 论文 中 。 第 12 章 将 深入 学 习 这 个 课题 (参见 该 章 的 香农 传记 )。 这 里 我 
们 对 这 个 应 用 做 简单 介绍 。 

逻辑 电路 (或 数字 电路 ) 接 受 输入 信号 Drs Pas Ss Par 每 个 信号 1 位 [或 0( 关 ) 或 1( 弄 2]s 
产生 输出 信号 5 ，s。，…，s,， 每 个 1 位。 一 般 来 说 ， 数 字 电 路 可 以 有 多 个 输出 ,但 是 在 本 节 
中 我 们 将 只 讨论 只 有 一 个 输出 信号 的 逻辑 电路 。 

复杂 的 数字 电路 可 以 由 从 三 种 简单 的 基本 电路 (如 图 1 所 示 的 门 电路 (gate) ) 构 造 而 来 。 逆 变 器 、 
或 非 门 (NOT gate) 接 受 一 个 输入 位 p， 产生-p 作为 输出 。 或 门 (OR gate) 接 受 两 个 输入 信号 pp 和 g， 
每 个 一 位 ， 产 生 信 号 p V gq 作为 输出 。 最 后 ， 与 门 (AND gate) 接 受 两 个 输入 信号 p 和 gq， 每 个 一 位 ， 
产生 信号 pg 作为 输出 。 我 们 可 以 用 这 三 种 基本 门 来 构造 更 复杂 的 电路 ， 如 图 2 所 示 。 


时 > -Pp p pVga Pp pMg 
gq 9 


逆 变 器 或 门 与 门 
图 1 基本 逻辑 门 
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雷 蒙 德 . 斯 马 亚 (Raymond Smullyan，1919 年 生 ) 斯 马 亚 中 学 就 辍学 了 ， 他 想 学 自 
己 感 兴趣 的 东西 而 不 是 中 学 课本 上 的 知识 。 在 换 了 一 所 大 学 后 ， 他 于 1955 年 在 芝加哥 
大 学 数学 专业 本 科 毕 业 。 他 靠 在 社团 组 织 和 俱乐部 里 表演 魔术 来 赚 取 大 学 学 费 。 他 师 从 
普林斯顿 大 学 的 Alonzo Church， 并 于 1959 年 获得 了 逻辑 学 博士 学 位 。 从 普林斯顿 大 学 
毕业 后 ， 斯 马 亚 曾 在 达 特 茅 斯 学 院 、 普 林 斯 顿 大 学 、 犹 太 大 学 和 纽约 城市 大 学 教授 数学 
和 逻辑 学 。1981 年 ， 他 加 入 印第安 纳 大 学 哲学 系 ， 现 在 他 是 该 校 的 荣 休 教授 。 

斯 马 亚 写 过 许多 关于 具有 娱乐 性 的 逻辑 和 数学 书籍 ， 包 括 人 《撒旦 、 康 托 和 无 穷 》 
(Satan，Cantor，and Infinity)、《 这 本 书 的 书 名 是 什么 ?》CWhat Is the Name of This Book?)、《 美 女 ， 还 是 
老虎 ?》(The Lady or the Tiger?)、《 爱 丽 斯 漫游 述 题 乐园 )(Alice in Puzzleland)、《 模 仿 一 只 知 更 岛 )(To 
Mock a Mockingbird) 、《 永 远 未 定 》(Forever Undecided) 以 及 《天 方 夜 谭 之 述 : 古代 和 现代 迷人 的 逻辑 谜 
题 )(The Riddle of Scheherazade : Amazing Logic Puzzles，Ancient and Modern) 。 因 为 他 的 逻辑 谜 题 具 有 
挑战 性 和 娱乐 性 并 能 激发 思维 ， 所 以 他 被 认为 是 现代 的 Lewis Carroll。 斯 马 亚 也 写 过 几 本 关于 将 演绎 逻 
辑 应 用 于 国际 象棋 方面 的 书 ， 三 本 哲学 短文 和 格言 集 ， 以 及 几 本 先进 的 数理 逻辑 和 集合 论 的 书籍 。 斯 马 
亚 对 自 引 用 (self-reference) 特 别 感 兴趣 ， 并 且 将 哥 德 尔 的 一 些 结论 进行 扩展 以 证 明 不 可 能 写 出 一 个 计算 机 
程序 来 求解 所 有 的 数学 问题 。 他 还 热衷 于 向 大 众 解 释 数理 逻辑 的 思想 。 

斯 马 亚 是 一 位 天 才 的 音乐 家 ， 经 常 与 妻子 一 同 弹 奏 钢琴 ， 妻 子 是 一 位 专业 的 钢琴 演奏 家 。 人 制造 望 远 
镜 是 他 的 一 个 嗜好 。 他 还 对 光学 和 立体 照相 感 兴趣 。 他 说 :“ 我 从 不 像 某 些 人 那样 不 能 同时 兼顾 教学 和 研 
究 ， 因 为 我 在 教学 的 时 候 就 是 在 做 研究 .” 有 一 部 片 名 为 《本 片 不 需要 片 名 》(This Film Needs No Title) 的 
纪录 短片 就 是 描述 斯 马 亚 的 。 
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给 定 一 个 从 基本 电路 构造 而 得 的 电路 以 及 该 电路 的 输入 ,我 们 可 以 通过 追踪 电路 来 确定 输 
出 ， 如 例 9 所 示 。 

例 9 确定 图 2 所 示 组 合 电 路 的 输出 。 

解 ” 在 图 2 中 我 们 给 出 了 电路 中 每 个 逻辑 门 的 输出 。 可 以 看 到 与 门 接受 的 输入 为 p 和 -1g 
( 即 以 g 为 输入 的 逆 变 器 的 输出 )， 因 而 产生 输出 六 人 Ad。 接 下 来 ,注意 或 门 接受 的 输入 为 
力 人 和 5zr( 即 以 -为 输入 的 逆 变 器 的 输出 )， 因 而 产生 最 终 和 输出 (加 人 Do) V mr。 S| 

假设 我 们 对 于 一 个 数字 电路 的 输出 能 用 否定 、 析 取 、 合 取 来 构造 一 个 公式 。 这 样 ， 我 们 就 
能 系统 地 构造 数字 电路 来 产生 期 望 的 输出 ， 如 例 10 所 示 。 

例 10 给 定 输入 pp、g 和 rr， 构造 一 个 输出 为 (pV-7) A 中 pV (gq V77)) 的 数字 电路 。 

解 ”为 了 构造 所 期 望 的 电路 ， 我 们 先 为 上 V -4r 和 -~-p V(q V7) 构 造 不 同 的 电路 ， 再 用 与 
门 把 它们 组 合 起 来 。 为 构造 p V -7 的 电路 ， 我们 先 用 一 个 逆 变 器 从 输入 r 产生--r。 然 后 用 一 
个 或 门 来 组 合 p 和 -r+。 为 了 构造 4p V 《gq V7) 的 电路 ,我 们 首先 用 一 个 逆 变 器 获得 jr。 然 后 
我 们 用 一 个 或 门 接受 输入 g 和 nr 以 获得 (gqg Vr)。 最 后 ， 我 们 用 另 一 个 逆 变 器 和 一 个 或 门 接受 
输入 p 和 (g V -7) 来 得 到 Jp V (q V7-7)。 

为 了 完成 构造 ， 我 们 用 最 后 一 个 与 门 来 接受 输入 pV-r 和 -pp V (gq V -7r)。 结 果 电 路 如 
图 3 所 示 。 


p Vr 









(pVir) AQp Vlg V1n)) 











pV (gqV7r) 





gq Vr 


Tr 


图 3 (pV-7) A 中 pV (gq V-7)) 的 电路 
我 们 将 在 第 12 章 讨 论 布尔 代数 场景 中 采用 不 同 的 记号 来 深入 研究 逻辑 电路 。 


练习 
在 练习 1 一 6 中 ， 用 给 定 的 命题 将 语句 翻译 成 命题 逻辑 中 的 形式 。 

1. 你 不 能 编辑 一 个 受 保护 的 维基 百科 条 目 ， 除 非 你 是 一 名 管理 员 。 用 e:“ 你 不 能 编辑 一 个 受 保护 的 维基 
百科 条 目 ” 和 a:“ 你 是 一 名 管理 员 ” 来 表达 你 的 答案 。 

2. 你 可 以 看 这 部 电影 仅 当 你 已 经 年 满 18 岁 或 得 到 父母 同意 。 用 m:“ 你 可 以 看 这 部 电影 "，e:“ 你 已 经 年 
满 18 岁 ” 和 pp:“ 你 已 经 得 到 父母 同意 ”来 表达 你 的 答案 。 

3. 你 能 够 毕业 仅 当 你 已 经 完成 了 专业 的 要 求 并 且 你 不 欠 大 学 学 费 并 且 你 没有 逾期 不 归还 图 书馆 的 书 。 用 
g:“ 你 能 够 毕业 ”，m:“ 你 不 欠 大 学 学 费 ”，r:“ 你 已 经 完成 了 专业 的 要 求 " 和 6:“ 你 没有 逾期 不 归还 
图 书馆 的 书 ” 来 表达 你 的 答案 。 

4. 要 想 使 用 机 场 的 无 线 网 络 ， 你 必须 支付 每 日 的 使 用 费 ， 除 非 你 是 该 服务 的 一 个 订户 。 用 ww:“ 你 
能 使 用 机 场 的 无 线 网 络 ”，qd:“ 你 支付 每 日 的 使 用 费 ” 和 *:“ 你 是 该 服务 的 一 个 订户 ?来 表达 你 的 
答案 。 

5. 你 有 资格 当 美国 总 统 仅 当 你 已 年 满 35 岁 、 出 生 在 美国 或 者 你 出 生 时 你 的 双亲 是 美国 公民 并 且 你 在 
这 个 国家 至 少 生 活 了 14 年。 用 e:“ 你 有 资格 当 美 国 总 统 "”，a:“ 你 已 年 满 35 岁 ”，5:“ 你 出 生 在 美 
国 ”，z:“ 在 你 出 生 的 时 候 ， 你 的 双亲 均 是 美国 公民 ”和 ~:“ 你 在 美国 至 少 生 活 了 14 年 ?来 表达 你 的 
答案 。 

6. 你 能 升级 操作 系统 仅 当 你 有 一 个 32 位 的 处 理 器 且 主 频 在 1GHz 或 以 上 、 至 少 1GB 内 存 、16GB 空闲 硬 
盘 空 间 ， 或 者 一 个 64 位 处 理 器 且 主 频 在 2GHz 或 以 上 、 至 少 2GB 内 存 、 至 少 32GB 空闲 硬盘 空间 。 用 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


关 15. 


16. 


17. 


18. 
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&:“ 你 能 升级 操作 系统 ”，ps :“ 你 有 一 个 32 位 的 处 理 器 ”，b6s :“ 你 有 一 个 64 位 的 处 理 器 ”，gi :“ 你 
的 处 理 器 主 频 在 1GHz 或 以 上 ”，g; :“ 你 的 处 理 器 主 频 在 2GHz 或 以 上 ”， xn :“ 你 的 处 理 器 至 少 1GB 
内 存 ”，r; :“ 你 的 处 理 器 至 少 2GB 内 存 ”"”，his :“ 你 有 16GB 空闲 硬盘 空间 ”和 hss:“ 你 有 32GB 空闲 硬 
盘 空 间 ”， 来 表达 你 的 答案 。 


. 使 用 命题 p* 对 消息 进行 病毒 扫描 ”和 qa“ 消息 来 自 一 个 未 知 的 系统 ”以 及 逻辑 联结 词 ( 包 括 否 定 ) 来 表达 


下 列 系统 规范 说 明 。 

a)“ 每 当 消息 来 自 一 个 未 知 的 系统 时 ， 就 对 消息 进行 病毒 扫描 。” 

b) “消息 来 自 一 个 未 知 的 系统 ， 但 不 对 消息 进行 病毒 扫描 。” 

© “每 当 消 息 来 自 一 个 未 知 的 系统 时 ， 就 有 必要 对 消息 进行 病毒 扫描 。” 
d)“ 当 消息 不 是 来 自 一 个 未 知 的 系统 时 ， 就 不 对 消息 进行 病毒 扫描 。” 


. 使 用 命题 p* 用 户 输入 有 效 的 口令 ”、g“ 访 问 被 授权 ”、xr* 用 户 已 经 支付 了 订阅 费 ” 以 及 侵 辑 联结 词 ( 包 括 


否定 ) 来 表达 下 列 系统 规范 说 明 。 

a)“ 用 户 已 经 支付 了 订阅 费 ， 但 没有 输入 有 效 的 口令 。” 

b) “每 当 用 户 已 经 支付 了 订阅 费 并 输入 有 效 的 口令 ,访问 就 被 授权 。” 

ec) “如果 用 户 没有 支付 订阅 费 ， 访问 将 被 拒绝 。” 

9 “如果 用 户 没 有 输入 有 效 的 口令 但 已 经 支付 了 订阅 费 ， 访问 将 被 授权 。” 


. 下 列 系统 规范 说 明 一 致 吗 ?“ 系 统 处 于 多 用 户 状 态 当 且 仅 当 系统 运行 正常 。 如 果 系 统 运 行 正 常 ， 则 它 


的 核心 程序 起 作用 。 核 心 程序 不 起 作用 ， 或 者 系统 处 于 中 断 模 式 。 如 果 系 统 不 处 于 多 用 户 状 态 ， 它 就 
处 于 中 断 模式 。 系 统 不 处 在 中 断 模式 。” 

下 列 系统 规范 说 明 一 致 吗 ?“ 每 当 对 系统 软件 进行 升级 时 ， 用 户 不 能 访问 文件 系统 。 如 果 用 户 能 访问 
文件 系统 ,那么 他 们 能 保存 新 文件 。 如 果 用 户 不 能 保存 新 文件 ,那么 系统 软件 未 被 升级 。” 

下 列 系统 规范 说 明 一 致 吗 ?“ 路 由 器 能 向 边缘 系统 发 送 分 组 仅 当 它 支持 新 的 地 址 空间 时 。 路 由 器 要 支 
持 新 的 地 址 空间 ， 就 必须 要 安装 最 新 版 本 的 软件 。 如 果 安 装 了 最 新 版 本 的 软件 ， 路 由 器 就 能 向 边缘 
系统 发 送 分 组 。. 路 由 器 不 支持 新 的 地 址 空间 。” 

下 列 系统 规范 说 明 一 致 吗 ?“ 如 果 文 件 系统 未 加 锁 ， 那 么 新 消息 将 被 排队 。 如 果 文 件 系统 未 加 锁 ， 则 
系统 正常 运行 ; 反之 亦 然 。 如 果 新 消息 未 排队 ， 就 会 送 入 消息 缓冲 区 。 如 果 文 件 系统 未 加 锁 ， 那 么 
新 消息 将 被 送信 消息 缓冲 区 。 新 消息 不 会 被 送 入 消息 缓冲 区 。” 

你 会 用 什么 样 的 布尔 搜索 来 寻找 关于 新 泽 西 州 (New Jersey) 海 滩 的 网 页 ?如果 你 想 找 关于 (位 于 英吉 
利 海峡 的 ) 泽 西 岛 (the isle of Jersey) 海 滩 的 网 页 呢 ? 

你 会 用 什么 样 的 布尔 搜索 来 寻找 关于 在 西 弗吉尼亚 (West Virginia) 徒 步 旅行 的 网 页 ? 如 果 你 想 找 关于 
在 弗吉尼亚 (Virginia) 而 非 西 弗吉尼亚 徒步 旅行 的 网 页 呢 ? 

一 个 边远 村 庄 的 每 个 人 要 么 总 说 真 话 ， 要 么 总 说 谎 。 村 民 对 于 旅游 者 的 提问 总 是 只 用 一 个 “是 ?或 
“和 否 ” 来 回答 。 假 定 你 在 这 一 地 区 旅游 ， 走 到 了 一 个 岔路 口 。 一 条 岔路 通 向 你 想 去 的 遗址 ， 另 一 条 盆 
路 通 向 丛林 深 处 。 一 村 民 恰 好 站 在 岔路 口 。 问 村 民 一 个 什么 问题 就 能 决定 走 哪 条 路 ? 

一 个 探险 者 被 一 帮 食 人 族 抓 住 了 。 有 两 种 食 人 族 : 总 是 说 谎 的 和 永 不 说 谎 的 。 除 非 探险 者 能 判断 出 
一 位 指定 的 食 人 者 是 说 谎 者 还 是 说 真 话 者 ， 否 则 就 要 被 食 人 族 烤 了 吃 。 探 险 者 只 被 允许 问 这 位 食 人 
者 一 个 问题 。 

3a) 解 释 为 什么 问 " 你 说 谎 吗 ?是 不 行 的 。 

b) 找 出 一 个 使 探险 者 可 以 用 来 判断 该 食 人 者 是 说 谎 者 还 是 说 真 话 者 的 问题 。 

当 三 位 教授 在 一 家 餐厅 落座 时 ， 女 主人 问 他 们 :“ 大 家 是 否 要 咖啡 ?第 一 位 教授 说 :“ 我 不 知道 .第 
二 个 教授 接着 说 :“ 我 不 知道 ”最 后 ， 第 三 教授 说 :“ 不 ， 不 是 每 个 人 都 想 要 咖啡 。” 女 主人 回来 并 将 
咖啡 递 给 想 要 咖啡 的 教授 。 她 是 如 何 找 出 谁 想 要 咖啡 的 ? 

当 你 规划 一 个 聚会 时 需要 知道 该 邀请 些 什 么 人 。 在 你 可 能 邀请 的 人 中 有 三 个 棘手 的 朋友 。 你 知道 如 
果 Jasmine 参加 ， 她 对 Samir 在 场 会 感到 不 快 ; Samir 仅 当 Kanti 到 场 才 会 出 席 ; 而 Kanti 不 会 出 席 除 
非 Jasmine 也 在 场 。 你 如 何 邀 请 三 人 的 组 合 而 不 使 某 人 不 愉快 ? 

练习 19 一 23 是 关于 斯 马 亚 创建 的 骑士 和 无 赖 岛 岛 民 的 ， 这 个 岛 上 居住 着 只 说 真 话 的 骑士 和 只 说 假 话 
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的 无 赖 。 你 遇见 两 个 人 A 和 B。 可 能 的 话 ， 请 根据 A、B 所 说 的 话 判 断 两 人 到 底 是 什么 人 。 如 果 不 能 确 

定 这 两 个 是 什么 人 ， 那 么 你 能 推断 出 什么 可 能 的 结论 吗 ? 

19. A 说 :“ 我 们 中 至 少 有 一 个 是 无 赖 "，B 什么 都 没 说 。 

20. A 说 :“ 我 们 两 个 都 是 骑士 "，B 说 :“A 是 无 赖 ”。 

21. A 说 :“ 我 是 无 赖 或 者 B 是 骑士 "，B 什么 都 没 说 。 

22. A 和 B 都 说 :“ 我 是 骑士 ”。 

23. A 说 :“ 我 们 都 是 无 赖 "，B 什么 都 没 说 。 
练习 24 一 31 是 关于 一 个 居住 着 三 种 人 的 岛 民 的 ; 只 讲 真 话 的 骑士 、 只 讲 假 话 的 无 赖 和 可 能 讲 真 话 也 

可 能 讲 假 话 的 间谍 (斯 马 亚 在 [Sm78] 中 称 之 为 正常 人 )。 你 遇见 三 个 人 A、B 和 C。 你 知道 其 中 一 人 是 骑 

士 、 一 人 是 无 赖 ， 还 有 一 人 是 间谍 。 三 人 都 知道 其 他 两 人 是 哪 种 类 型 的 人 。 对 于 下 列 每 种 情况 ， 可 能 的 

话 请 确定 是 否 有 唯一 解 并 确定 谁 是 骑士 、 无 赖 和 间谍 。 当 没有 唯一 解 时 ， 请 列 出 所 有 可 能 的 解 或 者 说 明 

无 解 。 

24. A 说 “C 是 无 赖 "*，B 说 “A 是 骑士 >， 而 C 说 “我 是 间谍 ”。 

25. A 说 “我 是 骑士 "，B 说 “我 是 无 赖 "， 而 C 说 “B 是 骑士 ”。 

26. A 说 “我 是 无 赖 "，B 说 “我 是 无 赖 *"， 而 C 说 “我 是 无 赖 ”。 

27. A 说 “我 是 骑士 "，B 说 “A 说 的 是 真 话 ”， 而 C 说 “我 是 间谍 ”。 

28. A 说 “我 是 骑士 "，B 说 “A 不 是 无 赖 "”， 而 C 说 “B 不 是 无 赖 ”。 

29. A 说 “我 是 骑士 >， 中 说 “我 是 骑士 >， 而 C 说 “我 是 骑士 ”。 

30. A 说 “我 不 是 间谍 ”，B 说 “我 不 是 间谍 ”， 而 C 说 “A 是 间谍 ”。 

31. A 说 “我 不 是 间谍 ”，B 说 “我 不 是 间谍 ”， 而 C 说 “我 不 是 间谍 ”。 
练习 32 一 38 的 谜 题 可 以 通过 先 把 语句 翻译 成 逻辑 表达 式 ， 然 后 再 用 真 值 表 对 这 些 表 达 式 进行 推理 来 

求解 。 

32. 对 于 Cooper 先生 的 谋杀 案 ， 警察 有 三 个 怀疑 对 象 : Smith 先生 、Jones 先生 和 Williams 先生 。 他 们 三 
人 都 声称 没有 杀害 Cooper。Smith 还 称 Cooper 是 Jones 的 朋友 并 且 Williams 不 喜欢 他 。Jones 也 声称 
他 不 认识 Cooper 并 且 Cooper 被 害 的 当天 他 不 在 镇 上 。Williams 也 声称 他 在 案 发 当天 看 见 Smith 和 
Jones 与 Cooper 在 一 起 ， 因 此 不 是 Smith 就 是 Jones 是 凶手 。 在 下 列 情况 下 ， 你 能 判断 谁 是 凶手 吗 ? 
a) 三 人 中 有 一 人 是 凶手 ,清白 的 那 两 个 人 说 的 是 真 话 ， 但 凶手 说 的 话 不 一 定 为 真 。 

b) 清 白 者 没有 撒谎 。 

33. Steve 想 用 两 个 事实 来 判断 三 位 工作 伙伴 的 相对 薪水 。 首 先 ， 他 知道 如 果 Fred 的 薪水 不 是 三 人 中 最 
高 的 ， 那 么 Janice 的 薪水 最 高 。 其 次 ， 他 知道 如 果 Janice 的 薪水 不 是 最 低 的 ， 那么 Maggie 的 薪水 最 
高 。 从 以 上 Steve 所 知道 的 事实 ， 是否 有 可 能 确定 Fred、Maggie 和 Janice 的 相对 薪水 ? 如 果 能 ， 谁 
的 最 高 谁 的 最 低 ? 解释 你 的 推理 过 程 。 

34. 五 个 朋友 都 能 进入 聊天 室 。 如 果 知 道 下 面 这 些 信息 ， 能 确定 谁 在 聊天 吗 ? Kevin 或 Heather 或 两 人 都 
在 聊天 。Randi 或 Vijay 但 不 是 两 人 同时 在 聊天 。 如 果 Abby 在 聊天 ， 那 么 Randi 也 在 聊天 。Vijay 和 
kevin 或 者 两 人 都 在 聊天 ， 或 者 都 不 聊天 。 如 果 heather 在 聊天 ， 那 么 Abby 和 kevin 也 在 聊天 。 解 释 
你 的 推理 过 程 。 

35. 一 位 侦探 访谈 了 罪案 的 四 位 证 人 。 从 证 人 的 话 中 侦探 得 出 的 结论 是 : 如 果 男 管家 说 的 是 真 话 ， 那 么 
厨师 说 的 也 是 真 话 ; 厨师 和 园丁 说 的 不 可 能 都 是 真 话 ; 园丁 和 杂 役 不 可 能 都 在 说 谎 ; 如 果 杂 役 说 真 
话 ， 那 么 厨师 就 在 说 谎 。 侦 探 能 分 别 判定 这 四 位 证 人 是 在 说 真 话 还 是 撒谎 ? 解释 你 的 推理 过 程 。 

36. 四 个 朋友 被 认定 为 非法 进入 某 计 算 机 系统 的 嫌疑 人 。 他 们 已 对 调查 当局 做 出 了 陈述 。Alice 说 :“ 是 
Carlos 干 的 .”John 说 :“ 我 没 干 .”"Carlos 说 :“ 是 Diana 干 的 .”Diana 说 :“Carlos 说 是 我 干 的 ， 他 说 谎 。” 
a) 如 果 当 局 还 知道 四 个 嫌疑 人 中 恰 有 一 人 在 说 真 话 ， 那 么 是 谁 作案 ?解释 你 的 推理 过 程 。 

b) 如 果 当 局 还 知道 恰 有 一 人 在 说 谎 ， 那 么 是 谁 作案 ? 解释 你 的 推理 过 程 。 

37. 假设 在 通 往 两 个 房间 的 门 上 均 写 着 提示 。 第 一 扇 门 上 的 提示 为 “在 这 个 房间 里 有 一 位 美女 ， 而 在 另 一 
个 房间 里 则 是 一 只 老虎 ”; 在 第 二 肩 门 上 写 着 “在 两 个 房间 中 有 一 个 是 美女 ， 并 且 有 一 个 是 老虎 ”。 假 
定 你 知道 其 中 一 个 提示 是 真 的 ， 男 一 个 是 假 的 。 那 么 哪 扇 门 后 面 是 美女 呢 ? 
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试 求解 下 面 这 个 由 爱 因 斯 坦 提出 的 著名 的 逻辑 谜 题 ， 也 称 为 斑马 迹 题 。 五 位 具有 不 同 国籍 和 不 同 工 
作 的 人 居住 在 一 条 街 上 挨 着 的 5 所 房子 里 。 每 所 房子 刷 着 不 同 的 颜色 。 他 们 养 着 不 同 的 宠物 ， 喜欢 
喝 不 同 的 饮料 。 根 据 以 下 提示 ， 试 确定 谁 养 斑马 (zebra) 、 谁 喜欢 喝 (饮料 之 一 的 ) 矿 泉水 。 英 国人 住 
在 红色 的 房子 里 。 西 班 牙 人 养 了 一 条 狗 。 日 本 人 是 一 个 油漆 工 。 意 大 利 人 喜欢 喝 茶 。 挪 威 人 住 在 左 
边 的 第 一 所 房子 里 。 绿 房子 紧 挨 着 白 房 子 的 右边 。 摄 影 师 养 了 一 只 蜗牛 。 外 交 官 住 在 黄 房 子 里 。 中 
间 那 个 房子 里 的 人 喜欢 喝 牛 奶 。 绿 房子 的 主人 喜欢 喝 咖啡 。 挪 威 人 的 房子 紧 挨 着 蓝 色 房 子 。 小 提琴 
家 喜欢 喝 橘子 汁 。 养 狐狸 的 人 所 住 的 房子 与 医师 的 房子 相 邻 。 养 马 的 人 所 住 的 房子 与 外 交 官 的 房子 
相 邻 。[ 提 示 : 绘 一 张 表 ， 其 中 行 表示 每 个 人 ， 列 表示 他 们 房子 的 颜色 、 他 们 的 工作 、 他 们 养 的 宠物 
以 及 他 们 喜欢 喝 的 饮料 ， 用 逻辑 推理 来 判断 表 中 正确 的 项 .] 

弗 里 多 尼 亚 8 有 50 名 参议 员 。 每 名 参议 员 或 者 诚实 的 或 者 不 诚实 的 。 假 设 你 知道 ， 至 少 有 一 个 弗 里 
多 尼 亚 参 议员 是 诚实 的 ， 并 且 任 何 两 个 弗 里 多 尼 亚 参 议员 中 至 少 有 一 个 是 不 诚实 的 。 基 于 这 些 事实 ， 
你 是 否 能 确定 有 多 少 弗 里 多 尼 亚 参 议员 是 诚实 的 ? 有 多 少 是 不 诚实 的 ? 如 果 能 ， 答 案 是 什么 ? 

找 出 每 个 组 合 电路 的 输出 。 


a) 忆 


找 出 每 个 组 合 电路 的 输出 。 


a) p 
9 
F 


试用 道 变 器 、 或 门 、 与 门 构造 一 个 组 合 电 路 ， 从 输入 位 p、g 和 7 产生 输出 (p A-7) V (m4 A 门 。 
试用 逆 变 器 、 或 门 、 与 门 构造 一 个 组 合 电 路 ， 从 输入 位 p、g 和 7 产生 输出 ((Hp VDr)A 人 DD9) V 
(pA (dg V 7))。 


1.3 ”命题 等 价 式 
1.3.1 引言 


数学 证 明 中 使 用 的 一 个 重要 步 又 就 是 用 真 值 相 同 的 一 条 语句 替换 另 一 条 语句 。 因 此 ， 从 给 


定 复 合 命题 生成 具有 相同 真 值 命题 的 方法 广泛 使 用 于 数学 证 明 的 构造 。 注 意 我 们 用 术语 “复合 
命题 "来 指 由 命题 变 元 通过 逻辑 运算 形成 的 一 个 表达 式 ， 比 如 pq。 


我 们 就 从 根据 可 能 的 真 值 对 复合 命题 进行 分 类 开始 讨论 。 
一 个 真 值 永远 是 真 的 复合 命题 (无 论 其 中 出 现 的 命题 变 元 的 真 值 是 什么 )， 称 为 永 


真 式 (tautology)， 也 称 为 重 言 式 。 一 个 真 值 永远 为 假 的 复合 命题 称 为 矛盾 式 (contradiction)。 
既 不 是 永 真 式 又 不 是 矛盾 式 的 复合 命题 称 为 可 能 式 (contingency) 。 


在 数学 推理 中 永 真 式 和 矛盾 式 往往 很 重要 。 下 面 的 例 1 解释 了 这 两 类 复合 命题 。 


四 ”Freedonia， 一 个 假想 的 国家 。 一 一 译 者 注 
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例 1 我 们 可 以 只 用 一 个 命题 变 元 来 构造 表 1 永 真 式 和 了 矛盾 式 的 例子 
永 真 式 和 矛盾 式 。 构 造 pV-_Jp 和 p 人 zp 的 真 - ye 
值 表 如 表 1 所 示 。 因 为 pV 1 总 是 真 的 ， 所 一 一 A 一 一 
以 它 是 永 真 式 。 因 为 pp 总 是 假 的 ， 所 以 F T F 
它 是 矛盾 式 。 本 
1.3.2 逻辑 等 价 式 


在 所 有 可 能 的 情况 下 都 有 相同 真 值 的 两 个 复合 命题 称 为 逻辑 等 价 的 。 我 们 也 可 以 如 下 定义 ,os 阅 
这 一 概念 。 

ER 加 有 果 2 一 9 是 永 真 式 ， 则 复合 命题 户 和 9 称 为 是 逻辑 等 价 的 。 用 记号 j=d 表示 旋 
和 9 是 逻辑 等 价 的 。 


评注 符号 三 不 是 逻辑 联结 词 ，p 三 g 不 是 一 个 复合 命题 ， 而 是 代表 “pe>g 是 永 真 式 ” 
这 一 语句 。 有 时 候 用 符号 号 来 代 蔡 三 表示 逻辑 等 价 。 


判定 两 个 复合 命题 是 否 等 价 的 方法 之 一 是 使 用 真 值 表 。 特 别 地 ， 复合 命 题 p 和 4g 是 等 价 的 


当 且 仅 当 对 应 它们 真 值 的 两 列 完全 一 致 。 例 2 说 明 用 这 个 方法 建立 pi 
了 一 个 非常 重要 且 很 和 用 的 逻辑 等 价 式 ， 即 4C(pV gq) 和 -pA49 等 表 2 德 . 摩根 律 

价 。 这 个 逻辑 等 价 式 是 两 个 德 . 摩根 律 之 一 ， 如 表 2 所 示 。 这 是 以 CDN 

19 世纪 中 叶 英 国 数学 家 奥 古 斯 塔 ， 德 。 摩根 (Augustus De pe 
Morgan) 的 名 字 命 名 的 。 


例 2 证 明 -~(pV gq) 和 -pA 人 -9 是 逻辑 等 价 的 。 

解 表 3 给 出 了 这 些 复合 命题 的 真 值 表 。 由 于 对 p 和 4g 所 有 可 能 的 真 值 组 合 ， 复合 命题 
了 -CPVgq) 和 -pAm9 的 真 值 都 一 样 ， 所 以 J-(pV gq) (pA-9) 是 永 真 式 ， 而 这 两 个 复合 命题 是 
逻辑 等 价 的 。 .4 


表 3 (pVgq) 和 -1p 八 -9 的 真 值 表 








例 3 证 明 命题 p>gq 和 -pV 4g 逻辑 等 价 。 
解 ” 我 们 在 表 4 中 构造 了 这 两 个 复合 命题 的 真 值 表 。 由 于 4pPVg 和 p>g 的 真 值 一 致 ， 所 
以 它们 是 逻辑 等 价 的 。 4 


表 4 -JpVq 和 p 一 gq 的 真 值 表 





现在 ， 我 们 将 为 涉及 三 个 不 同 命题 变 元 p、g、r 的 两 个 复合 命题 建立 逻辑 等 价 式 。 要 用 真 
值 表 来 建立 这 样 的 逻辑 等 价 式 ， 真 值 表 需要 有 八 行 ， 每 一 行 对 应 三 个 变 元 的 一 种 可 能 真 值 组 
合 。 我 们 通过 分 别 列 出 p、g、r 的 真 值 来 标记 这 些 组 合 。 这 八 种 真 值 组 合 是 TTT、TTF、 
TFT、TFF、FTT、FTF、FFT 以 及 FFF。 我 们 用 这 个 顺序 显示 真 值 表 的 行 。 注 意 当 我 们 用 真 


2 


值 表 来 证 明 复合 命题 等 价 时 ， 每 增加 一 个 命题 变 元 真 值 表 的 行 数 就 要 翻 倍 ， 这 样 对 于 涉及 4 个 
命题 变 元 的 复合 命题 就 需要 16 行 来 建立 其 逻辑 等 价 ， 以 此 类 推 。 如果 一 个 复合 命题 由 个 命 
题 变 元 组 成 ， 则 需要 2" 行 。 
例 4 证 明 命题 zzV(qA7 和 (3V9)A(CpV 门 是 逻辑 等 价 的 。 这 是 析 取 对 合 取 的 分 配 律 。 
解 ”我 们 在 表 5 中 构造 了 这 两 个 复合 命题 的 真 值 表 。 因 为 pV (gq 人 7) 和 (pV gq)A 人 (pV) 的 
真 值 一 样 ， 所 以 这 两 个 复合 命题 是 逻辑 等 价 的 。 | 


表 5 pV(gAr) 和 (pVg) 人 (pVr) 是 逻辑 等 价 的 证 明 








卫 9 F V (PVg)ACPVr) 
人 起 工 T 于 a 时 “人 
时 时 F F T T 
T F 全 F 工 工 起 
E F F F 县 机 工 
F Sb 下 工 工 
F 于 F F 下 FP F 
F F 下 F F 下 F 
F F F F F F F 











表 6 给 出 了 若干 重要 的 等 价 式 。 在 这 些 等 价 关 系 中 ，T 表示 永远 为 真 的 复合 命题 , 了 表示 
永远 为 假 的 复合 命题 。 对 于 涉及 条 件 语 句 和 双 条 件 语句 的 复合 命题 ， 我 们 分 别 在 表 7 和 表 8 中 
给 出 了 一 些 有 用 的 等 价 式 。 本 节 练 习 要 求 读者 证 明 表 6 一 表 8 的 等 价 式 。 


表 6 逻辑 等 价 式 表 7. 条 件 命题 的 逻辑 等 价 式 
等 价 式 名 称 pYq=PVgq 
BAT 恒 等 律 pq=74™*7p 
pVF=p 
T=T PVgq=- pq 
和 支配 律 
pAF=F pAgq=71(p>19) 
pVp=p 
律 (pg) 三 pA 
pAp=p 寡 等 (pq) 二 pA7g 
-7p)=p 双重 否定 律 (pg) A\ (pr)=p—>(gAMr7) 
PV 交换 律 (p>r) Ng=n)=(pV or 
pAg=qN\p 


(pVq)Vr=pV (qV7) 
(pMg) Ar=pA (gqgA7) 

pV (gMA7n)=(pV gq A(pV7) 
pA(gVr)=(pAqV (pAr) 
(pAq)="PV7194 

(PV 9q)=7pA7g 

pV (pAg)=p 
pA(pVq)=p 

pV-1p=T 

pA-~p=F 


(pq)V (p>r)=p—>(gV7) 


结合 律 

(p>r)V(g>r)=(pN\ gr 
分 配 律 

表 8 双 条 件 命题 的 逻辑 等 价 式 
德 。 摩根 律 pg=(p>q) \ (gq>p) 

吸收 律 prq="p* 4g 

preg=(pAMgq)V ("pA79) 
否定 律 (pp mq)=pmg 


析 取 的 结合 律 表 明 表 达 式 pV gqVr 在 下 面 的 意义 下 是 良 定义 的 : 无 论 是 先 做 之 和 4 的 析 取 


再 做 pVgq 和 7 析 取 ， 还 是 先 做 g 和 7 的 析 取 再 做 p 和 g Vr 的 析 取 ， 其 结果 都 是 一 样 的 。 同 样 ， 
pAgqAr 也 是 良 定 义 的 。 扩展 这 一 推理 过 程 可 以 得 到 : 只 要 pi pi, ***，, p, 为 命题 ， piV pV 
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SY Vp, 和 pi 人 也 人 … Ap, 均 有 定义 。 
另外， 注意 德 。 摩根 律 可 以 扩展 为 
PiV pV Vp,)Hp AHP A AMA-p,) 


CPi Np A Ap,)EHPp VIP VV V71p) 
我 们 有 时 用 符号 Vp 来 表示 PiV psV… “Vp 用 人 来 表示 pi 人 ps 和信 … “人 p。。 采 用 这 


j=1 j=1 


种 记 法 扩展 的 德 .摩根 律 就 可 以 简 清 地 写成 4 (V 户 )== 人 - 户 和 - (从 轧 )=V 2， 
(这 些 恒等式 的 证 明 方 法 将 在 5. 1 节 给 出 。) | | | 


1.3.3 德 .。 摩根 律 的 运用 

称 为 德 。 摩根 律 的 两 个 逻辑 等 价 式 非常 重要 。 它 们 告诉 我 们 怎么 取 合 取 的 否定 和 析 取 的 和 否 
定 。 特 别 地 ， 等 价 式 -a(pV 9g) 三 pA-9 说 明 一 eat 下 和 和 aa 
成 的 。 同 理 ， 等 价 式 4(pA gq) 志 4pV 9 说 明 一 个 合 取 式 的 否定 是 由 各 分 命题 否定 的 析 取 式 组 
成 的 。 例 5 说 明了 德 。 摩 根 律 的 应 用 。 

例 5 用 德 . 摩根 律 分 别 表 达 “Miguel 有 一 部 手机 且 有 一 台 便 携 式 计算 机 ”和 “Heather 或 
Steve 将 去 昕 音乐 会 ”的 否定 。 

解 ” 令 户 为 “Miguel 有 一 部 手机 ”，9 为 “Miguel 有 一 个 便携 式 计算 机 ”， 那 么 “Miguel 有 一 部 
手机 且 有 一 台 便 携 式 计算 机 ”可 以 表达 为 p 人 q。 用 德 。 摩根 第 一 定律 ， ~- (pA 9g) 等 价 于 4PV -9。 
因此 ， 我 们 可 以 将 原 命题 的 否定 表达 为 “Miguel 没有 一 部 手机 或 Miguel 没有 一 台 便 携 式 计算 机 ”。 

令 > 为 “Heather 将 去 听 音 乐 会 ”>，* 为 “Steve 将 去 听 音 乐 会 ”>， 那 么 “Heather 或 Steve 将 去 
听 音 乐 会 ”可 以 表达 为 rVs。 用 德 。 摩根 第 二 定律 ，~《(rV s) 三 4r 人 -~ s。 结 果 ， 我们 可 以 将 原 
命题 的 否定 表达 为 “Heather 和 Steve 都 将 不 去 听 音 乐 会 ”。 4 


1.3.4 ”构造 新 的 逻辑 等 价 式 
表 6 中 的 逻辑 等 价 式 以 及 已 建立 起 来 的 其 他 (如 表 7 和 表 8 所 示 的 那些 ) 等 价 式 ， 可 以 用 


站 


奥 古 斯 塔 。 德 摩根 (Augustus De Morgan，1806 一 1871) 奥 古 斯 塔 ， 德 。 摩根 
生 于 印度 ， 他 父亲 是 印度 陆军 上 校 。 德 .摩根 7 个 月 大 时 全 家 移居 英国 。 他 上 了 私立 
,篇 ”学校 ， 少 年 时 期 在 那里 展现 出 了 对 数学 的 浓厚 兴趣 。 德 " 摩根 在 剑桥 三 一 学 院 上 学 ， 

,并 于 1827 年 毕业 。 尽 管 他 想 过 要 学 医 或 学 法 律 ， 最 后 还 是 决定 以 数学 为 毕生 事业 。 
1828 年 他 获得 了 伦敦 大 学 学 院 的 一 个 职位 ， 但 当 他 的 一 位 教授 同事 被 无 故 解雇 时 他 辞 
职 了 。 不 过 ， 在 1836 年 他 的 继任 人 去 世 后 他 又 回 到 了 自己 的 位 置 ， 直 到 1866 年 。 

德 ， 摩根 以 强调 原理 胜 于 技术 而 著名 。 他 的 学 生 中 有 许多 是 著名 的 数学 家 ， 包 括 
拉 弗 雷 斯 伯 事 夫人 奥 古 斯 塔 。 基 达 (Augusta Ada)， 她 是 巴 贝 奇 (Charles Babbage) 研 究 计 算 机 器 的 合作 者 
(参见 关于 Augusta Ada 的 生平 注释 ) 。( 德 .摩根 曾 告 诚 伯 珊 夫 人 不 要 用 过 多 的 时 间 来 研究 数学 ， 因 为 它 
可 能 会 干扰 她 的 生育 能 力 !) 

德 . 摩根 是 一 位 特别 多 产 的 作家 ， 为 不 止 15 家 期 刊 发 表 了 1000 多 篇 文章 。 德 .摩根 还 为 许多 学 科 
撰写 课本 ,包括 有 逻辑、 概率 、 微 积分 和 代数 。1838 年 ， 他 给 出 了 他 所 谓 的 数学 归纳 法 这 一 重要 证 明 技 术 
的 首次 清晰 解释 (本 书 5. 1 节 将 会 讨论 ) 。1840 年 代 德 * 摩根 对 符号 逻辑 的 发 展 做 出 了 奠基 性 的 贡献 。 他 
发 明了 一 些 表示 法 帮助 他 证 明 命 题 等 价 式 ， 其 中 包括 以 他 的 名 字 命 名 的 定律 。1842 年 ， 德 .摩根 给 出 了 
被 认为 是 第 一 个 准确 的 极限 定义 ， 并 提出 了 无 穷 数列 收敛 的 若干 检验 标准 。 德 .摩根 还 对 数学 史 很 有 兴 
趣 ， 撰 写 了 牛顿 和 哈雷 的 生平 传记 。 

1837 年 ， 德 .摩根 与 弗 伦 德 (Sophia Frend) 结 婚 ， 后 者 在 1882 年 撰写 了 德 。 摩根 传记 。 德 。 摩根 的 
研究 、 写 作 和 教学 使 他 无 暇 顾及 家 庭 和 社交 。 不 过 他 的 善良 、 幽 默 及 广博 的 知识 是 闻名 于 世 的 。 





2 站 
Lx 


26 第 1 章 





于 构造 其 他 等 价 式 。 能 这 样 做 的 原因 是 复合 命题 中 的 一 个 命题 可 以 用 与 它 逻 辑 等 价 的 复合 命 
题 替 换 而 不 改变 原 复 合 命题 的 真 值 。 这 种 方法 可 由 例 6 一 例 8 得 到 说 明 ， 其 中 ， 我们 还 使 用 
了 如 下 事实 : 如 果 p 和 g 是 逻辑 等 价 的 ,，g 和 > 是 逻辑 等 价 的 ,那么 p 和 rv 也 是 逻辑 等 价 的 
( 见 练习 56) 。 

例 6 证 明 -(p 习 gq) 和 pA-9g 是 逻辑 等 价 的 。 

解 ” 我 们 可 以 用 真 值 表 来 证 明 这 两 个 复合 命题 是 等 价 的 (与 例 4 中 的 方法 相似 )。 事 实 上 ， 
这 样 做 并 不 难 。 然 而 ， 我 们 想 要 解释 如 何 用 我 们 已 知 的 逻辑 恒等式 来 建立 新 的 逻辑 恒等式 ， 这 
在 建立 涉及 大 量变 元 的 复合 命题 等 价 式 时 具有 很 重要 的 实用 性 。 因 此 ， 我 们 以 Czp~9) 为 开 
始 ， 通 过 展开 一 系列 逻辑 等 价 式 的 方法 ， 每 次 用 表 6 中 的 一 个 等 价 式 ， 最 后 以 p 人 -1g 结束， 从 
而 建立 这 个 等 价 式 。 我 们 有 下 列 等 价 式 。 


1(p™Yq)=7(H PV 9) 由 例 3 
三 4p) 人 2 由 德 。 摩根 第 二 定律 
=pA+1g 由 双重 否定 律 4 


例 7 证 明 --(pV (pAg)) 和 -pA 人 -9 是 逻辑 等 价 的 。 
解 ” 我 们 每 次 使 用 表 6 中 的 一 个 等 价 关 系 ， 从 (pV (pA 人 gq)) 开 始 ， 一 直到 p49 结束 。 
(注意 : 我 们 当然 可 以 用 真 值 表 很 容易 地 建立 这 个 等 价 式 。) 我 们 有 下 列 等 价 关 系 。 


PV (Cn 力 A9)) 生 娘 人 CD 轧 人 9) 由 德 。 摩 根 第 二 定律 
三 4pA[L1 Hp V -GJ 由 德 。 摩根 第 一 定律 
=1pA (pV 10 由 双重 否定 香 
三 (pAPV (HPAT9) 由 第 二 分 配 律 
三 FV (pA79) 因为 4pA 人 \p 三 F 
三 (pATODVF 由 析 取 的 交换 律 
二 -pA-g 由 下 的 恒 等 律 

于 是 a(pV (mpPAg)) 和 -pA 人 -9 是 逻辑 等 价 的 。 4 


例 8 证 明 (p 人 gq) 一 (pV 9g) 为 永 真 式 。 
解 ” 为 证 明 这 个 命题 是 永 真 式 ， 我 们 将 用 人 逻辑 等 价 式 来 证 明 它 逻辑 上 等 价 于 TT。( 注 意 : 
这 也 可 以 用 真 值 表 来 完成 。) 


(pAD—>(pVq)=-(pAqV pV gq) 由 例 3 
二 HpV-A9V (pV9) 由 德 。 摩 根 第 一 定律 
二 (HpV pV (tqV 9) 由 析 取 的 结合 律 和 交换 律 
三 TVT 由 例 1 和 析 取 的 交换 律 
万 守 由 支配 律 S| 


1. 3.5 命题 的 可 满足 性 

一 个 复合 命题 称 为 是 可 满足 的 ， 如 果 存 在 一 个 对 其 变 元 的 真 值 赋值 使 其 为 真 。 当 不 存在 这 
样 的 赋值 时 ， 即 当 复合 命题 对 所 有 变 元 的 真 值 赋值 都 是 假 的 ， 则 复合 命题 是 不 可 满足 的 。 注 意 
一 个 复合 命题 是 不 可 满足 的 当 且 仅 当 它 的 否定 对 所 有 变 元 的 真 值 赋值 都 是 真 的 ， 也 就 是 说 ， 当 
且 仅 当 它 的 否定 是 永 真 式 。 

当 我 们 找到 一 个 特定 的 使 得 复合 命题 为 真 的 真 值 赋值 时 ， 就 证 明了 它 是 可 满足 的 。 这 样 的 
一 个 赋值 称 为 这 个 特定 的 可 满足 性 问题 的 一 个 解 。 可 是 ， 要 证 明 一 个 复合 命题 是 不 可 满足 的 ， 
我 们 需要 证 明 每 一 组 变 元 的 真 值 赋值 都 使 其 为 假 。 尽 管 我 们 总 是 可 以 用 真 值 表 来 确定 一 个 复合 
命题 是 否 是 可 满足 的 ， 但 通常 有 更 有 效 的 方法 ， 如 例 9 所 示 。 

例 9 试 确定 下 列 复 合 命题 是 否 可 满足 : (p V7-9) A (q V-7) AGr V-p),， (pVgV 
r) 人 (5 VondqyVa5nr， 以 及 ( 力 V 9 A (CaVvnr 人 CrVvna A(pVaVr) A (HpV- 
dg V=mr)。 
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解 ”我 们 不 采用 真 值 表 解 题 ， 而 对 真 值 做 一 些 推理 。 注 意 当 三 个 变 元 p、gq 和 rr 具有 相同 
真 值 时 ，(z VDm9) A (9 Vn7r 人 (Cr VD5Dpb) 为 真 (参见 1.1 节 的 例 40) 。 因 此 ， 至 少 存在 一 组 p、 
gq 和 vr 的 真 值 赋值 使 它 为 真 ， 故 它 是 可 满足 的 。 同 样 ， 注 意 当 三 个 变 元 p、g 和 中 至 少 有 一 个 
为 真 并 且 至 少 有 一 个 为 假 时 ，(p V gqg V7) 人 (pp VF9 VD 为 真 (参见 1.1 节 的 例 41)。 因 
此 ， 至 少 存在 一 组 p、g 和 7 的 真 值 赋值 使 它 为 真 , 故 (p V gqg V 7) 和 A (mp V-~q Var) 是 可 满 
足 的 。 ， 
最 后 ， 注 意 要 使 (p V-9) A (gq V5m 人 A(GrVa5ab 人 AGVaV 7PmA(CbVanq VD 为 
真 ，(p V5q) 人 《gq Von 人 Gr V2-p) 和 (Cp Vg Vr 人 吕 p V2-9 V7 必须 同时 为 真 。 要 
使 得 第 一 个 为 真 ， 三 个 变 元 必须 具有 相同 的 真 值 ; 而 要 使 得 第 二 个 为 真 ， 三 个 变 元 中 至 少 有 一 
个 必须 为 真 并 且 至 少 有 一 个 必须 为 假 。 可 是 ， 这 两 个 条 件 是 相互 矛盾 的 。 从 这 些 观 察 中 我 们 可 
以 得 出 不 存在 p、g 和 vr 的 真 值 赋值 使 得 (p V -9g) A (q V7-7) 人 CrVanpa AGpVaV AN 
(Hp VF49 Van7) 为 真 。 因 此 ， 它 是 不 可 满足 的 。 4 


1.3.6 可 满足 性 的 应 用 

在 不 同 领域 (如 机 器 人 学 、 软 件 测试 、 计 算 机 辅助 设计 、 机 器 视觉 、 集 成 电路 设计 、 计 算 
机 网 络 以 及 遗传 学 ) 中 的 许多 问题 都 可 以 用 命题 可 满足 性 来 建立 模型 。 虽 然 大 多 数 这 些 应 用 超 
出 本 书 的 范围 ,但 我 们 将 研究 其 中 一 个 应 用 。 特 别 是 ， 我 们 将 证 明 如 何 用 命题 可 满足 性 来 为 数 
独 谜 题 建 模 。 


ums 


拉 弗 雷 斯 伯 事 夫人 奥 古 斯 塔 。 艾 达 (Augusta Ada，1815 一 1852) 奥 古 斯 塔 。 艾 达 
是 著名 诗人 拜 伦 (Byron) 勋 珊 和 和 拜 伦 夫人 安娜 贝 纳 。 米 尔 班 克 (Annabella Millbanke) 的 
唯一 孩子 ， 由 于 拜 伦 与 他 同 父 异 母 的 妹妹 之 间 的 丑闻 ， 他 们 在 艾 达 1 个 月 大 时 就 分 居 
了 。 拜 伦 名 声 很 差 ， 被 他 的 一 个 情人 描述 为 “疯狂 、 那 恶 和 危险 的 ”。 拜 伦 夫 人 的 智力 
出 众 ， 对 数学 情 有 独 钟 。 拜 伦 称 她 为 “平行 四 边 形 的 公主 ”。 艾 达 由 母亲 抚养 ， 母 亲 鼓 
励 其 在 智力 上 ， 尤 其 是 音乐 和 数学 方面 的 天 赋 ， 以 应 对 拜 伦 夫人 认为 的 向 诗歌 方面 发 
展 的 危险 倾向 。 那 时 ， 女 人 不 允许 上 大 学 ， 也 不 能 加 入 学 术 团 体 。 然 而 艾 达 追求 她 的 
数学 研究 ， 或 独立 研究 或 私下 与 威廉 。 弗 伦 德 (William Frend) 等 数学 家 合作 研究 。 她 也 得 到 另 一 位 女性 
数学 家 玛丽 。 萨 默 维尔 (Mary Somerville) 的 鼓励 ， 并 且 在 1834 年 由 玛丽 。 萨 默 维尔 主持 的 一 个 晚 实 上 ， 
她 了 解 到 查理 ， 巴 贝 奇 (Charles Babbage) 关 于 一 种 称 为 分 析 机 的 计算 机 器 的 一 些 想法 。1838 年 ， 艾 达 和 
金 (King) 珊 士 结 婚 ， 此 人 后 来 晋升 为 拉 弗 雷 斯 伯 筋 。 他 们 一 共有 3 个 孩子 。 

艾 达 结婚 后 仍 坚持 她 的 数学 研究 。 查 理 . 巴 贝 奇 继续 在 计算 机 器 方面 工作 ， 并 在 欧洲 各 地 做 演讲 。 
1842 年 ， 巴 贝 奇 请 求 艾 达 用 法 语 翻译 一 篇 关于 巴 贝 奇 发 明 的 文章 。 当 巴 贝 奇 看 到 她 的 翻译 时 ， 他 建议 区 
达 加 上 自己 的 注释 ， 结 果 文 章 长 度 是 原文 的 三 倍 。 关 于 分 析 机 最 完整 的 解释 可 在 艾 达 的 笔记 中 找到 。 在 
笔记 中 ， 她 将 分 析 机 和 Jacquard 式 的 提花 织 布 机 工作 原理 进行 比较 ， 巴 贝 奇 的 打 孔 卡片 类 似 于 织 布 机 上 
创建 图 案 的 卡片 。 此 外 ， 她 认定 该 机 器 作为 通用 计算 机 已 超 乎 巴 贝 奇 的 想象 。 她 叙述 道 :“ 此 分 析 机 是 任 
何 通用 性 、 不 同 复杂 度 、 任 意 不 定 计算 功能 的 物质 体现 .” 她 在 笔记 中 对 分 析 机 的 未 来 发 展 做 出 了 许多 预 
期 ， 包 括 计算 机 生成 的 音乐 。 考 虑 到 当时 认为 女人 不 具有 与 男人 同等 的 智力 ， 艾 达 就 像 许多 女人 一 样 隐 
瞒 其 女性 身份 ， 用 其 名 字 的 缩写 A. A. LL 出 版 了 她 的 著作 。1845 年 以 后 ， 艾 达 与 巴 贝 奇 一 同 致 力 于 预测 
赛马 结果 系统 的 研究 。 遗 憾 的 是 ， 他 们 的 系统 不 能 运行 ， 艾 达 还 因此 和 欠 下 大 笔 债 务 。 她 因 患 有 子宫 癌 而 
英 年 早 逝 。 

艾 达 关 于 分 析 机 的 笔记 在 撰写 后 不 久 就 已 经 被 遗忘 了 ， 而 在 100 多 年 之 后 的 1953 年 又 重新 出 版 了 。 
在 20 世纪 50 年 代 ， 阿 兰 。 图 灵 在 他 关于 计算 机 思考 的 能 力 ( 以 及 他 著名 的 图 灵 测 试 ) 的 著作 中 回应 了 区 
达 的 命题 :“ 不 管 原本 目标 是 什么 ， 分 析 机 没有 任何 自 夸 。 它 能 做 任何 我 们 知道 如 何 命令 它 去 执行 的 事 
情 .” 图 灵 和 艾 达 的 “对 话 ” 至 今 仍 是 争论 的 话题 。 由 于 她 在 计算 领域 杰出 的 贡献 ， 程 序 设 计 语言 Ada 就 是 
为 纪念 这 位 伯 桥 夫人 而 命名 的 。 
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数 独 ”一 个 数 独 谜 题 可 表示 为 一 个 9X9 格 ( 也 称 为 大 九宫 格 ) ， 它 由 9 个 称 为 九宫 格 
(block) 的 3X3 子 格 组 成 ， 如 图 1 所 示 。 每 一 个 谜 题 ，81 个 单 
元 中 的 一 部 分 被 赋予 1，2，…，9 中 的 数字 之 一 ， 称 为 已 知 单 
元 ， 其 他 单元 空 着 。 谜 题 的 解 题 是 通过 给 每 个 空白 单元 格 赋予 
一 个 数字 来 实现 ， 使 得 每 一 行 、 每 一 列 、 每 个 小 九宫 格 都 包含 
九 个 不 同 的 数字 。 注 意 ， 除了 用 9X9 格 ， 数 独 谜 题 也 可 以 基 
于 wwXmw 格 ,， 它 由 ww 个 nXn 的 子 格 构成 ,其 中 是 任意 正 
整数 。 

数 独 的 流行 源 于 20 世纪 80 年 代 ， 当 时 刚 传人 日 本 。 传 遍 二 
世界 各 地 大 概 用 了 20 年 时 间 ， 但 是 截至 2005 年 ， 数 独 谜 题 已 | | | | | | fc | 
经 风 麻 全球。 名称 数 独 是 日 文 suuji wa dokushin ni kagiru 的 缩 
写 ， 意思 是 “数字 必须 唯一 ”。 现 代 的 数 独 游戏 是 由 一 个 美国 谜 ” 图 1 一 个 9X9 数 独 谜 是 
题 设计 者 在 20 世纪 70 年 代 末期 设计 的 。 数 独 的 基本 概念 可 以 追溯 到 更 久远 的 时 候 ; 19 世纪 
90 年 代 法 国 报纸 上 刊印 的 谜 题 和 现代 数 独 虽然 不 完全 相同 但 也 是 非常 类 似 的 。 

娱乐 性 的 数 独 游戏 还 有 两 个 重要 的 特性 。 第 一 ， 它 们 的 解 唯一 。 第 二 ， 可 以 通过 推理 来 求 
解 ， 即 不 需要 寻求 所 有 可 能 的 单元 格 数字 赋值 。 一 个 数 独 谜 题 的 解 题 过 程 就 是 根据 已 知 的 值 不 
断 地 确定 空白 单元 中 该 填 的 数字 。 如 以 图 1 为 例 ， 数 字 4 必须 在 第 二 行 的 菜 个 单元 中 恰好 出 现 
一 次 。 我 们 如 何 能 确定 它 应 该 出 现在 七 个 空白 单元 的 哪 一 个 呢 ? 首先 ， 我 们 观察 到 4 不 能 出 现 
在 这 一 行 的 前 三 个 单元 之 一 或 后 三 个 单元 之 一 ， 因 为 它 已 经 出 现在 这 些 单 元 所 在 的 九宫 格 的 另 
一 个 单元 中 了 。 我 们 可 以 看 到 4 不 能 出 现在 这 一 行 的 第 5 个 单元 ， 因 为 它 已 经 出 现在 第 4 行 的 
第 5 个 单元 了 。 这 意味 着 4 必须 出 现在 第 2 行 的 第 6 个 单元 中 。 

已 经 有 许多 基于 逻辑 和 数学 的 策略 用 于 求解 数 独 谜 题 (比如 ， 参 见 L[Dal0]) 。 这 里 我 们 讨论 
一 种 借助 于 计算 机 来 求解 数 独 谜 题 的 方法 ， 它 是 基于 对 谜 题 建 模 为 一 个 命题 可 满足 性 问题 。 用 
这 个 模型 ， 特 定 的 数 独 谜 题 就 可 以 用 解决 可 满足 性 问题 的 软件 来 求解 了 。 目 前 ， 采 用 这 种 方式 
能 在 10 毫秒 内 解决 数 独 谜 题 。 应 该 注意 还 有 许多 借助 计算 机 采用 其 他 技术 来 求解 数 独 谜 题 的 
其 他 方法 。 

为 了 对 数 独 谜 题 编码 ， 令 p(i，j， 劝 表示 一 个 命题 ， 当 数 ”位 于 第 ; 行 和 第 j 列 的 单元 时 
它 为 真 。 因 为 i、j 入 的 取 值 范围 都 是 1~9， 所 以 总 共有 9X9X9==729 个 这 样 的 命题 。 例 
如 ， 对 于 如 图 1 所 示 的 谜 题 ,已 知 数 6 位 于 第 5 行 和 第 1 列 。 故 我 们 得 出 p(5，1，6) 为 真 ， 而 
五 (5 7，6) 均 为 假 ， 其 中 j=2，3s …，9。 

给 定 一 个 数 独 谜 题 ， 我 们 首先 对 每 一 个 已 知 数 进行 编码 。 然 后 ， 我 们 构造 一 些 复合 命题 来 
断言 每 一 行 包含 了 每 一 个 数 、 每 一 列 包含 了 每 一 个 数 、 每 一 个 3X3 九宫 格 包 含 了 每 一 个 数 ， 
并 且 每 个 单元 不 包含 多 于 一 个 数 。 接 下 来 ， 读 者 可 以 自己 验证 ， 数 独 谜 题 可 以 通过 寻找 一 个 真 
pe Ts mete he et 7 
值 ， 并 且 使 得 所 有 这 些 复合 命题 的 合 取 式 为 真 。 下 面 先 列 出 这 些 断 言 ， 我们 再 来 解释 如 何 构造 
每 一 行 包含 了 1~9 的 每 一 个 整数 这 样 的 断言 。 我 们 将 另外 两 个 每 一 列 包含 了 每 一 个 数 和 每 一 
个 3X3 九宫 格 包含 每 一 个 数 的 断言 构造 留 到 练习 中 。 

。 对 于 已 知 数 的 每 个 单元 ， 当 第 i 行 和 第 j 列 的 单元 中 是 已 知 数 浆 时， 我 们 断言 p(i，j， 

n)。 
” 我们 断言 每 一 一 行 包含 了 每 一 个 数 : 


A 人 V pl(i,7 ,7n) 
。 我 们 断言 每 一 一 列 包 含 了 每 一 个 数 : 


人 人 V 力 (z,7 7) 


ja n=1 i=1 





基础 : 好 于 和 证 明 29 








。 我 们 断言 每 一 个 九宫 格 包 含 了 每 一 个 数 : ©® 


3 3 


A A AYVYV pC3rti,3stji,n 
。 要 断言 没有 一 个 单元 包含 多 于 一 个 数 ， 我 们 对 所 有 可 能 的 pCi, j, D1p(i, j, n') 
取 合 取 》 其 中 和 a 1 和 7 的 取 值 范围 是 和 六 < 着 并 且 nn 。 


现在 ， 我们 来 解释 如 何 构 造 每 一 行 包含 了 每 一 个 数 这 样 的 断言 的 。 首 先 ， 要 断言 第 i 行 包 
含 数 n， 我 们 构成 V_ p(i,j,n) 。 要 断言 第 i 行 包含 所 及 个 数 ， 我 们 将 n 的 所 有 九 个 可 能 值 


的 析 取 式 做 合 取 ， 得 到 八 V p(i,j,n) 。 最后， 要 断言 每 一 行 包含 了 每 一 个 数 ， 我 们 将 所 有 


nm 一 1 j=1 


九 行 的 人 V _ zi,z) 做 合 取 。 这 就 是 人 人 V pCi,j,n) 。( 练 习 65 和 66 要 求 给 出 下 述 断 


n=1] j=1 i=1 n=1 j=1 


言 的 解释 : 每 一 列 包含 了 每 一 个 数 和 每 一 个 3X3 九宫 格 包含 了 每 一 个 数 。) 
给 定 一 个 数 独 谜 题 ， 要 求解 这 个 谜 题 ， 我 们 可 以 寻找 一 个 可 满足 性 问题 的 解 ， 该 问题 要 求 
一 组 729 个 变 元 p(i，;，nn) 的 真 值 ， 使 得 所 有 列 出 的 断言 的 合 取 式 为 真 。 


1.3.7 可 满足 性 问题 求解 

真 值 表 可 以 用 于 判定 复合 命题 是 否 为 可 满足 的 ， 或 者 等 价 地 ， 其 否定 是 否 为 永 真 式 ( 参 见 
练习 60) 。 这 个 问题 对 于 只 含 少量 变量 的 复合 命题 而 言 可 以 通过 手动 来 完成 ， 但 当 变量 数目 增 
多 时 ， 就 变 得 不 切实 际 了 。 例 如 ， 对 于 一 个 含 20 个 变量 的 复合 命题 ， 它 的 真 值 表 就 有 22 = 
1 048 576 行 。 显 然 ， 如 果 采 用 这 种 方式 ， 你 就 需要 一 台 计 算 机 帮助 你 判定 含 20 个 变量 的 复合 
命题 是 否 为 可 满足 式 。 

当 许多 应 用 建 模 涉 及 成 千 上 万 个 变量 的 复合 命题 的 可 满足 性 时 ， 问 题 就 来 了 。 注 意 ， 当 变 
量 数 为 1000 时 ， 要 检查 2” 种 (这 是 一 个 超过 300 位 的 十 进 制 数 ) 可 能 的 真 值 组 合 中 的 每 一 种 ， 
一 台 计 算 机 在 几 万 亿 年 之 内 都 不 可 能 完成 。 迄 今 尚 没有 其 他 已 知 的 计算 过 程 能 使 计算 机 在 合理 


ums be 





享 利 .。 莫 里斯。 谢 佛 (Henry Maurice Sheffer，1883 一 1964) ”亨利 * 莫 里 斯 ， 谢 佛 
出 生 在 乌克兰 西部 的 一 个 犹太 人 家 庭 ，1892 年 随 父 母 和 六 个 兄弟 姐妹 一 起 移民 到 美 
国 。 他 先 在 波士顿 的 拉丁 语 学 校 学 习 ， 后 进入 哈佛 大 学 学 习 ， 并 于 1905 年 完成 本 科 
， 学 位 ，1907 年 获得 硕士 学 位 ，1908 年 获得 哲学 系 的 博士 学 位 。 在 哈佛 大 学 获得 到 一 
个 博士 后 职位 后 ， 享 利 到 欧洲 游学 。 回 到 美国 他 成 了 一 个 学 术 游 子 ， 各 花 一 年 时 间 在 
华盛顿 大 学 、 康 奈 尔 大 学 、 明 尼 苏 达 大 学 、 密 苏 里 大 学 、 纽 约 城市 大 学 。1916 年 重 返 
哈佛 大 学 任 哲学 系 教 员 。 他 一 直 在 哈佛 大 学 直到 1952 年 退休 。 

1931 年 谢 佛 引 和 人 了 我 们 现在 知道 的 (Sheffer) 竖 线 ， 这 只 是 在 怀 德 海 和 罗素 的 《数学 原理 》(Principia 
Mathematica)1952 年 版 中 使 用 后 才 广 为 流传 。 在 该 版 本 中 ， 罗 素 写 道谢 佛 发 明了 一 种 很 有 效 的 方法 可 以 
使 得 (原理 》(Principia) 一 书 更 简洁 。 正 因为 如 此 ， 谢 佛 对 于 逻辑 学 家 而 言 还 是 神秘 的 人 物 ， 特 别 是 由 于 
谢 佛 在 其 职业 生涯 中 很 少 出 版 著作 ， 从 来 没有 发 表 过 这 个 方法 的 细节 ， 而 仅仅 在 一 个 油印 笔记 和 一 份 出 
版 的 简短 摘要 里 描述 过 。 

谢 佛 是 数理 逻辑 的 专职 教师 。 他 喜欢 小 班 上 课 并 且 不 喜欢 有 人 旁听 。 当 有 陌生 人 出 现在 教室 里 时 ， 
谢 佛 会 责令 其 离开 ， 即 使 是 他 的 同事 甚至 到 访 哈佛 的 嘉 贵 宾 也 不 例外 。 谢 佛 身 高 只 有 5 英尺 ， 以 其 机 智 
和 活力 为 人 所 知 ， 当 然 还 有 他 的 神经 质 和 烦躁 不 安 。 尽 管 广 受 欢迎 ， 但 他 还 是 相当 孤独 。 他 在 退休 演讲 
时 的 一 名 妙语 广为人知 :“ 老 教授 永远 不 会 死去 ， 他 们 刚 成 为 名 誉 教授 .” 谢 佛 也 是 “布尔 代数 ”一 词 的 创造 
者 (本 书 第 12 章 的 内 容 )。 谢 佛 有 过 一 次 短暂 的 婚姻 ， 大 部 分 时 间 都 在 一 家 旅馆 的 小 房间 里 度 过 ， 房 间 里 
摆 满 了 逻辑 类 书籍 以 及 大 量 散落 的 他 用 来 记录 想法 的 纸张 。 不 幸 的 是 ， 谢 佛 在 其 生命 最 后 的 20 年 一 直 承 
受 着 严重 的 抑郁 症 。 
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的 时 间 之 内 判定 变量 数 这 么 大 的 复合 命题 是 否 为 可 满足 式 。 可 是 ， 在 实际 应 用 中 某 些 特定 类 型 
的 复合 命题 的 可 满足 性 问题 求解 方法 还 是 有 一 些 进展 ， 比 如 数 独 谜 题 的 求解 。 已 经 开发 出 许多 
计算 机 程序 可 以 用 来 求解 有 实际 应 用 的 可 满足 性 问题 。 在 第 3 章 讨论 算法 主题 时 ， 我 们 将 进 一 
步 讨论 这 个 问题 。 特 别 是 ， 我 们 将 解释 命题 可 满足 性 问题 在 算法 复杂 度 学 习 中 扮演 的 重要 
角色 。 
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1. 


习 

用 真 值 表 验 证 下 列 等 价 式 。 
a)pAT=p 

dpVT=T 


b)pVF=p 
e) 力 V pp 


2. 证 明 -- 中 p) 和 pp 是 逻辑 等 价 的 。 


[ss 9. 


Is 10. 


11. 
12. 
13. 


14. 
[Ss 15. 


16. 
17. 
18. 
19. 


20. 
21. 


. 用 真 值 表 验 证 交换 律 。 


a)pVg=qgVp 


. 用 真 值 表 验 证 结合 律 


a) ( 访 V dg) V 7 三 力 V (gV 7) 


. 用 真 值 表 验 证 分 配 律 。 


pA(l(gVr)=(pAgq)V (pA7) 


. 用 真 值 表 证 明 德 。 摩根 第 一 定律 。 


(pAg)=-pV714 


. 用 德 。 摩根 律 求 下 列 命题 的 否定 。 


a)Jan 是 富裕 的 ， 并 且 是 快乐 的 。 
c) Mei 步行 或 乘 公共 汽车 去 上 课 。 


. 用 德 摩根 律 求 下 列 命题 的 否定 。 


pAF=F 
DpA pp 


b)pM\g=aqAp 


b)(pAg) Ar=pA (gMAr) 


b)Carlos 明天 骑 自 行车 或 者 跑步 。 
d)Ibrahim 既 聪 明 又 用 功 。 


a)Kwame 将 在 工业 界 找 一 份 工 作 或 者 去 研究 生 院 读书 。 


b) Yoshiko 掌握 Java 和 微 积 分 。 
c)James 年 轻 并 且 强 壮 。 
d)Rita 将 搬 到 俄勒冈 州 或 华盛顿 去 。 
用 真 值 表 证 明 下 列 各 条 件 语句 为 永 真 式 。 
a)(pA\ Dp 
Op*(p*q) 
e)-(p>g) >p 
用 真 值 表 证 明 下 列 条 件 语句 为 永 真 式 。 
[pA pV gq) >g 
OLpA (p>q) >gq 


不 用 真 值 表 证 明 练习 9 中 的 各 条 件 语句 为 永 真 式 。 
不 用 真 值 表 证 明 练 习 10 中 的 各 条 件 语句 为 永 真 式 。 


用 真 值 表 验证 吸收 律 。 

a) 力 V (pAgq)=p 

判断 (5 妨 A(z-~>q)) 一 -9 是否 为 永 真 式 。 
判断 (49qg 人 (pq)) 一 1p 是 否 为 永 真 式 。 


b)p—>(pV 9g) 
d) (pM\g)—>(p—>gq) 
(P09 


bD[(p—>9) A (g>7) >(p™>7) 
DECpVa A p> 人 (9 一 7)] 一 > 


b)pA (pV gq)=p 


练习 16 一 28 都 是 要 求证 明 两 个 复合 命题 是 逻辑 等 价 的 。 要 证 明 这 样 的 等 价 式 ， 你 需要 证 明 针对 表达 
式 中 命题 变 元 的 相同 真 值 组 合 ， 两 边 均 为 真 或 者 两 边 均 为 假 (就 看 哪个 更 简单 些 ) 。 


证 明 pe*d 和 (pAg)V (5 妨 人 9) 逻 辑 等 价 。 


证 明 -- (pe>a) 和 2e>9g 逻辑 等 价 。 
证 明 p>gq 和 -一 5) 尹 逻 辑 等 价 。 
证 明 - pe*dg 和 p79 人 逻辑 等 价 。 
证 明 --(p@g) 和 p>9 逻辑 等 价 。 
证 明 ” (pe>g) 和 -pe>9 逻辑 等 价 。 
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23. 
24. 
25. 
26. 
27. 
28. 
29. 
Ls 30. 
31. 
32. 
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36. 
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38. 
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基础 : 逻 示 和 证 明 | 





证 明 (p 一 g) 人 (pp 一 r) 和 p 一 (g 作 7) 逻辑 等 价 。 

证 明 (p 一 r) 和 人 (g 一 r) 和 (pVg) 一 r 逻辑 等 价 。 

证 明 (p 一 q)V (p>r) 和 p 一 (gqV7) 逻 辑 等 价 。 

证 明 (p 一 r)V (gr) 和 (pAgq) 一 r 逻辑 等 价 。 

证 明 --p 一 (gr) 和 gq 一 (pV7) 逻 辑 等 价 。 

证 明 p>g 和 (pp 一 gq) 人 (gqg 习 bp) 逻辑 等 价 。 

证 明 pergq 和 -p79 逻辑 等 价 。 

证 明 (p 一 gq) 人 (g> 站 一 (p 一 7) 是 永 真 式 。 

证 明 (pVg) 人 (已 pV7) 一 (qV 7) 是 永 真 式 。 

证 明 (p 一 gq) 一 rr 和 pp 一 (gr) 不 是 逻辑 等 价 的 。 

证 明 (pAg) 一 r 和 (pp 一 r) 人 (g 一 7) 不 是 逻辑 等 价 的 。 

证 明 (p 一 g(r>s) 和 (p 一 7) 习 (qs) 不 是 逻辑 等 价 的 。 

一 个 只 含 逻辑 运算 符 V 、 人 和 5 的 复合 命题 的 对 偶 式 是 通过 将 该 命题 中 的 每 个 V 用 人 代替 、 每 个 人 用 
V 人 代替、 每 个 T 用 了 代替 、 每 个 了 用 了 代替 而 得 到 的 命题 。 命 题 ; 的 对 偶 式 用 "表示 。 


求 下 列 命题 的 对 偶 式 。 
a)pV-9g bpA(gV (rAT)) c) ( 力 人 门 9) V (q 人 下 ) 
求 下 列 命题 的 对 偶 式 。 
a) 力 人 下 IgA 人 于 7 b)( 妃 AdA 人 Ar)Vs pVF)ACgVT) 


什么 情况 下 s* = 成立 (其 中 ; 是 一 个 复合 命题 )? 

当 s 是 一 个 复合 命题 时 ,证明 (s* )* =;。 

表 6 中 的 逻辑 等 价 式 除 了 双重 否定 律 外 都 是 成 对 的 ， 证 明 每 一 对 所 包含 的 复合 命题 都 是 互 为 对 偶 的 。 
为 什么 只 含 运 算 符 人 A、V 和 5 的 两 个 等 价 的 复合 命题 的 对 偶 式 也 是 等 价 的 ? 

试 找 出 一 个 含 命题 变 元 p、g 和 7 的 复合 命题 ， 当 p 和 gq 为 真 而 ~ 为 假 时 该 命题 为 真 ， 否 则 为 假 。[ 提 
示 ; 试用 每 个 命题 变 元 或 其 否定 的 合 取 式 。] 

试 找 出 一 个 含 命题 变 元 p、g 和 7 的 复合 命题 ,在 p、g 和 x 中 恰 有 两 个 为 真 时 该 命题 为 真 ， 否则 为 
假 。 [提示 : 构造 合 取 式 的 析 取 。 将 使 命题 为 真 的 每 一 种 真 值 组 合 构成 一 个 合 取 式 。 每 个 合 取 式 都 应 
包含 三 个 命题 变 元 或 它们 的 否定 。] 

假设 给 定 一 个 有 个 命题 变 元 的 真 值 表 。 试 证 明 可 通过 下 面 的 方法 构造 一 个 与 此 表 一 致 的 复合 命题 : 
即 取 各 命题 变 元 或 其 否定 的 合 取 式 的 析 取 式 ， 其 中 的 每 个 合 取 式 对 应 一 组 真 值 组 合 ， 从 而 使 得 该 复 
合 命题 为 真 。 这 样 得 到 的 复合 命题 称 为 析 取 范式 。 

一 组 逻辑 运算 符 称 为 是 功能 完备 的 ， 如 果 每 个 复合 命题 都 逻辑 等 价 于 一 个 只 含 这 些 逻 辑 运算 符 的 复 


合 命 题 。 


43 


x* 44 


x 45 


时 


.证明 、A 和 V 构成 一 个 逻辑 运算 符 的 功能 完备 集 。[ 提 示 : 利用 练习 42 中 给 出 的 事实 ， 即 每 个 复合 


命题 都 逻辑 等 价 于 一 个 析 取 范式 。] 


. 证 明和 人 构成 一 个 逻辑 运算 符 的 功能 完备 集 。[ 提 示 : 首先 用 德 " 摩根 律 证 明 pV g 逻辑 等 价 于 


力 人 Ag)。] 


. 证 明和 V 构成 一 个 逻辑 运算 符 的 功能 完备 集 。 


下 面 几 道 练习 用 到 逻辑 运算 符 NAND( 与 非 ) 和 NOR( 或 非 )。 命 题 p NAND g 在 p 或 g 或 两 者 均 为 假 
为 真 ， 而 当 p 和 9 均 为 真 时 为 假 。 命题 p NOR q 只 在 p 和 9 均 为 假 时 为 真 ， 否 则 为 假 。 命题 p NAND 


g 和 pp NOR gq 分 别 表示 为 p | 9 和 pvygq。( 运 算 符 | 和 + 分 别 以 HH. M.Sheffer 和 CS，Peirce 的 名 字 命 


名 


46. 
. 证 明 p | gq 逻辑 等 价 于 (pA 人 gq)。 

. 试 为 逻辑 运算 符 NOR 构造 真 值 表 。 

. 证 明 p yq 逻辑 等 价 于 (pV 9) 。 

. 本 练习 将 证 明 { y } 是 一 个 逻辑 运算 符 的 功能 完备 集 。 


为 Sheffer 竖 线 (Sheffer stroke) 和 Peirce 箭头 。) 
试 为 逻辑 运算 符 NAND 构造 真 值 表 。 


a) 证 明 py zp 逻辑 等 价 于 Jp。 b) 证 明 (py gq)y (py9) 逻 辑 等 价 于 pVg。 
0) 由 a4) 和 46)， 以 及 练习 49 可 得 {vy } 是 一 个 逻辑 运算 符 的 功能 完备 的 集 。 
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* 51， 只 用 运算 符 + 构造 一 个 等 价 于 p>g 的 命题 。 


52. 证 明 { | } 是 一 个 逻辑 运算 符 的 功能 完备 集 。 
53. 证 明 p|g 和 g | zp 等 价 。 
54. 证 明 p| (gq|7) 和 (p | gq) | > 不 等 价 。( 因 此 ， 逻 辑 运算 符 | 不 满足 结合 律 .) 


* 55。 只 涉及 命题 变 元 p 和 4a 的 复合 命题 有 多 少 不 同 的 真 值 表 ? 


关 基 


56, 证 明 如 果 p、gq 和 > 是 复合 命题 ， 且 尹 与 9 是 逻辑 等 价 的 ，9 与 ~ 是 逻辑 等 价 的 ， 则 之 与 ~ 是 逻辑 等 价 的 。 
57. 下 面 的 语句 取 自 一 个 电话 系统 的 规范 说 明 :“ 如 果 目 录 数 据 库 是 打开 的 ， 那 么 监控 程序 被 置 于 关闭 状 
态 ， 如 果 系 统 不 在 其 初始 状态 .这 和 句 话 有 两 个 条 件 语句 ， 使 规范 说 明 很 难 懂 。 找 一 个 等 价 的 易 懂 的 
规范 说 明 ， 使 其 只 涉及 析 取 和 否定， 而 不 涉及 条 件 语句 。 
58. 通过 对 p、g、7 赋 一 组 真 值 ， 析 取 式 pV -4q、J4PVg、qVr、qV-r、-19V7r 中 有 和 多少 个 可 以 同时 为 真 ? 
59. 通过 对 p、gq、r、s 赋 一 组 真 值 ， 析 取 式 pV -43qV ss、 JPpV-JrVs、 JPV-A4rV-s、 PVqV7s、 qVrV 
ns、9qVanryvns、 nzbvnqvns、 pvryvs、byvryvns 中 有 多 少 个 可 以 同时 为 真 ? 
60. 试 证 明 一 个 不 可 满足 的 复合 命题 的 否定 是 永 真 式 ， 一 个 永 真 的 复合 命题 的 否定 是 不 可 满足 的 。 
61. 试 判定 下 列 复 合 命题 是 否 是 可 满足 的 。 
a)(p Vg 人 HpV 9 A Hp VD9) 
Dl(p—>9q) A (pp—>-9) A (p> 9) A Hp 一 9) 
c)( 力 *> 9) 人 Hp 9) 
。 试 判断 下 列 复合 命题 是 否 是 可 满足 的 。 
a (pVgV-ar AHPVIqVoHas) A CPVArVHas) A HPVJI9VHIS) A (pVqV-s) 
bpV-JIqGVr ACHpVaV -a ACpVJIqVoI) A HPVArV- A pVaV -oar A(pV-arVas) 
PVqVr ACpPV-Ig9VHs) ACgVarVs) ACHpPVrVs))AHpPVqgV-Hs) ACpPVAIVAr A CnDDVDdV 
5) A pVHrY -as) 
63. 试 证 明 如 何 通 过 求解 一 个 可 满足 性 问题 来 获得 一 个 给 定 的 4X4 数 独 谜 题 的 解 。 
64. 试 构 造 一 个 复合 命题 断言 一 个 9X9 数 独 谜 题 的 每 个 单元 至 少 包含 一 个 数 。 
65. 试 解释 书 中 给 出 的 复合 命题 的 构造 步骤 ， 该 命题 断言 9X9 数 独 谜 题 的 每 一 列 包含 了 每 一 个 数 。 
66. 试 解 释 书 中 给 出 的 复合 命题 的 构造 步骤 ， 该 命题 断言 9X 9 数 独 谜 题 的 每 个 3X3 九宫 格 包 含 了 每 一 
个 数 。 


1.4 谓词 和 量词 


1.4.1 引言 
在 1.1~1.3 节 中 所 学 习 的 命题 逻辑 不 能 表达 数学 语言 和 自然 语言 中 所 有 语句 的 确切 意思 。 
例如 ， 假 设 我 们 知道 


6 


ko 


“每 台 连接 到 大 学 网 络 的 计算 机 运行 正常 。 

命题 逻辑 中 没有 规则 可 以 让 我 们 得 出 下 面 语句 的 真实 性 

“MATH3 正在 正常 运行 ,” 
其 中 MATH3 是 连接 大 学 网 络 的 一 台 计 算 机 。 同 样 ， 我 们 不 能 用 命题 逻辑 的 规则 根据 下 面 的 语句 

“CS2 被 一 个 人 侵 者 攻击 。” 
得 出 下 面 语句 的 真实 性 

“有 一 台 连 接 大 学 网 络 的 计算 机 正 遭 受 一 名 入 侵 者 的 攻击 。 
其 中 CS2 是 一 台 连 接 大 学 网 络 的 计算 机 。 
本 节 我 们 将 介绍 一 种 表达 能 力 更 强 的 逻辑 ， 即 谓词 远 辑 。 我 们 将 看 到 谓词 逻辑 如 何 用 来 表 

达 数 学 和 计算 机 科学 中 各 种 语句 的 意义 ， 并 允许 我 们 推理 和 探索 对 象 之 间 的 关系 。 为 了 理解 谓 
词 逻 辑 ， 我 们 首先 需要 介绍 谓词 的 概念 。 之 后 ， 我 们 将 介绍 量词 的 概念 ， 它 可 以 让 我 们 对 这 样 
的 语句 进行 推理 ; 某 一 性 质 对 于 某 一 类 型 的 所 有 对 象 均 成 立 ， 存 在 一 个 对 象 使 得 某 一 特性 


成 立 。 


基础 : 他 逻 和 证 明 33 














1.4.2 谓词 
在 数学 断言 、 计 算 机 程序 以 及 系统 规格 说 明 中 经 常 可 以 看 到 含有 变量 的 语句 ， 比 如 
十 3 十 
和 “计算 机 工 被 一 名 人 侵 者 攻击 ” 
以 及 
“计算 机 z 在 正常 运行 ” 
当 变量 值 未 指定 时 ， 这 些 语句 既 不 为 真 也 不 为 假 。 本 节 我 们 将 讨论 从 这 种 语句 中 生成 命题 的 
方式 。 
语句 “xz 大 于 3”" 有 两 个 部 分 。 第 一 部 分 即 变 量 z 是 语句 的 主语 。 第 二 部 分 (谓词 “大 于 3”) 
表明 语句 的 主语 具有 的 一 个 性 质 。 我 们 可 以 用 P(z) 表 示 语 句 “z 大 于 3”， 其 中 P 表示 谓词 “大 
于 3”， 而 工 是 变量 。 语 句 P(xz) 也 可 以 说 成 是 命题 函数 PP 在 zx 的 值 。 一 旦 给 变量 z 赋 一 个 值 ， 
语句 P(z) 就 成 为 命题 并 具有 真 值 。 考 虑 下 面 的 例 1 和 例 2。 
例 1 令 P(z) 表 示 语 句 “z 之 3”。P(4) 和 P(2) 的 真 值 是 什么 ? 
解 ”我 们 在 语句 “zx 二 3” 中 令 z 一 4 即 可 得 到 语句 P(4)。 因 此 ，P(4)， 即 语句 “4 之 3”， 为 
真 ; 但 是 ，P(2) ， 即 语句 “2 之 3”， 则 为 假 。 a 
例 2 令 A(z) 表 示 语 句 “ 计 算 机 zxz 正 被 一 名 入 侵 者 攻击 ”。 假 设 在 校园 网 的 计算 机 中 ， 当 前 
只 有 CS2 和 MATHI 被 一 名 入 侵 者 攻击 。 那么 A(CS1)、A(CS2) 和 AC(MATH1) 的 真 值 是 


加 


查理 . 桑 德 斯 。 皮 尔 斯 (Charles Sanders Peirce，1839 一 1914) 查理 . 皮尔 斯 生 于 
马萨诸塞 州 的 剑桥 ， 许 多 人 认为 他 是 美国 最 有 创造 性 和 最 多 才 多 艺 的 知识 分 子 。 他 在 
相当 多 的 领域 做 出 过 重要 贡献 ， 包 括 数 学 、 天 文学 、 化 学 、 大 地 测量 、 计 量 学 、 工 程 
学 、 心 理学 、 语 言 学 、 科 学 史 和 经 济 学 。 皮 尔 斯 还 是 一 个 发 明 家 、 终 身 研 究 医 学 、 书 
评 家 、 剧 作家 和 演员 、 短 片 小 说 家 、 现 象 学 家 、 逻 辑 学 家 、 玄 学 家 。 他 以 杰出 的 系统 
构造 学 派 的 哲学 家 著称 ， 在 逻辑 、 数 学 以 及 广泛 的 科学 领域 卓有成效 。 他 在 哈佛 大 学 
任 数 学 和 自然 哲学 教授 的 父亲 本 杰 明 “。 皮尔 斯 鼓励 他 从 事 自 然 科学 。 然 而 他 却 决 定 研 
究 逻 辑 和 科学 方法 论 。 皮 尔 斯 就 学 于 哈佛 大 学 (1855 一 1859) ， 获 得 哈佛 大 学 文学 硕士 学 位 (1862 年 )， 并 
在 劳伦斯 科学 学 院 获 得 化 学 高 级 学 位 (1863 年 ) 。 

1861 年 ， 为 了 更 好 理解 科学 方法 论 ， 皮 尔 斯 担任 了 美国 海岸 观测 署 (U. SCoast Survey) 的 助理 。 他 
在 观测 署 的 服务 使 其 在 南北 战争 期 间 免 于 服 兵役 。 在 该 署 工作 期 间 ， 皮 尔 斯 进行 天 文 和 大 地 测量 工作 。 
他 应 用 椭圆 函数 理论 的 最 新 数学 成 果 ， 对 钟 摆设 计 和 地 图 投影 做 出 了 奠基 性 的 贡献 。 他 是 第 一 个 把 光 的 
波长 作为 度量 单位 的 人 。 皮 和 尔 斯 被 提升 为 观测 署 助理 署 长 ， 并 担任 此 职 直 到 1891 年 被 迫 辞 职 ， 因 为 他 不 
同意 观测 署 新 任 行政 当局 设 定 的 工作 方向 。 

尽管 皮尔 斯 毕生 致力 于 物理 科学 ， 但 他 提出 了 一 种 科学 的 层次 结构 ， 其 中 数学 位 于 最 高 层 ， 而 且 一 
门 科学 的 方法 可 以 被 位 于 其 下 层 的 科学 所 采用 。 期 间 ， 他 还 创立 了 美国 的 实用 主义 哲学 理论 。 

皮尔 斯 唯一 的 学 术 职 位 是 1879 一 1884 年 在 巴尔 的 摩 的 约翰 ， 霍 普 金 斯 大 学 (Johns Hopkins 
University) 担 任 逻 辑 学 讲师 。 这 期 间 他 完成 的 数学 工作 包括 他 对 逻辑 、 集 合 论 、 抽 象 代数 和 数学 原理 的 
贡献 。 他 的 工作 至 今 仍 产生 影响 ， 他 在 逻辑 上 的 某 些 工作 近来 已 被 应 用 于 人 工 智 能 。 皮 尔 斯 相信 ， 研 究 
数学 可 以 开发 大 脑 的 想象 力 、 抽 象 思 维 能 力 和 归纳 能 力 。 他 从 观测 署 退 休 以 后 的 五 花 八 门 的 工作 包括 为 
期 刊 撰 稿 、 编 著 学 术 辞 典 、 翻 译 科 技 论文 、 客 座 授课 及 撰写 教科 书 。 遗 憾 的 是 ， 这 些 工作 的 收入 不 足以 
使 他 和 他 的 第 二 任 妻子 免 受 贫穷 之 苦 。 晚 年 他 获得 了 由 他 的 崇拜 者 创立 并 由 他 终生 的 哲学 家 朋友 威廉 。 
詹姆斯 (William James) 管 理 的 基金 的 支持 。 尽 管 皮尔 斯 就 广泛 的 主题 写作 并 发 表 了 大 量 著 作 ， 但 他 仍然 
留 下 了 100 000 多 页 未 出 版 的 手稿 。 由 于 这 些 未 发 表 的 作品 很 难 读 ， 学 者 们 只 是 在 近年 来 才 开始 理解 他 
大 量 贡 献 中 的 一 部 分 。 有 一 群 人 正 致力 于 把 他 的 著作 放 到 因特网 上 ， 和 希望 全 世界 能 更 好 地 欣赏 皮尔 斯 所 
做 出 的 成 就 。 
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什么 ? 

解 ” 在 语句 “计算 机 z 正 被 一 名 人 侵 者 攻击 ”中 ， 令 x 二 CS1l 我 们 得 到 语句 A(CS1)。 因 为 
CS1 不 在 当前 受到 攻击 的 名 单 中 ， 所 以 得 出 A(CS1) 为 假 。 同 样 ， 因 为 CS2 和 MATHI 在 当前 
受 攻击 的 名 单 中 ， 所 以 我 们 知道 A(CS2) 和 ACMATHI1) 为 真 。 可 

有 些 语 句 还 可 以 含有 不 止 一 个 变量 。 例 如 ,考虑 语句 “xz 一 y 十 3”。 我 们 可 以 用 Q(x，y) 表 
示 这 个 语句 ， 其 中 xz、y 为 变量 ，Q 为 谓词 。 当 变量 zz 和 y 被 赋值 时 ， 语 句 QCz，y) 就 有 真 
值 了 。 

例 3 令 QCz，J) 表 示 语 句 “z 一 y 十 3”。 命 题 QC(1，2) 和 QC(3，0) 的 真 值 是 什么 ? 

解 ” 要 得 到 QGL，2)， 在 语句 QCz，y) 中 令 x 二 1，y 二 2。 因 此 ，Q(1，2) 即 为 语句 “1= 
2 十 3”， 它 为 假 。 而 语句 Q(3，0) 表 示 命 题 “3==0 十 3”， 它 为 真 。 本 

例 4 令 A(c， nn) 表示 语句 “计算 机 < 被 连接 到 网 络 n”， 其 中 c 是 代表 计算 机 的 一 个 变量 ， 
n 是 代表 网 络 的 一 个 变量 。 假 设计 算 机 MATHI1 连接 到 CAMPUS2, 但 没有 连接 到 CAMPUS]1。 
那么 A(MATH1，CAMPUS1) 和 A(CMATH1，CAMPUS2) 的 真 值 是 什么 ? 

解 ” 因 为 MATH1 没有 连接 到 CAMPUSIl 网 络 ， 所 以 我 们 知道 A(MATH1，CAMPUS1) 为 假 。 
然而 ， 因 为 MATH1 连接 到 了 CAMPUS2 网 络 ， 所 以 我 们 知道 A(MATH1，CAMPUS2) 为 真 。 二 

同样 ， 我 们 可 以 令 R(xzx，y，z) 表 示 语 句 “x 十 y 二 xz”。 当 变量 +、y、z 被 赋值 时 ， 此 语句 就 
有 真 值 了 。 

例 5 命题 R(1，2，3) 和 RC(0,，0，1) 的 真 值 是 什么 ? 

解 ” 在 语句 R(x，y，z) 中 令 工 = 二 1，y= 二 2，z 二 3， 即 得 到 命题 R(1，2，3)。 可 以 看 出 
R(1，2，3) 就 是 语句 “1 十 2 二 3”， 它 为 真 。 另 外 ， 注 意 R(0，0，1)， 即 语句 “0 十 0 二 1”， 为 假 。 


| 
一 般 地 ， 涉 及 nt 个 变量 zi， Zz， "x 的 语句 可 以 表示 成 
PO Ws yh) 
形式 为 Pla yx， 下 ， ZX;) 的 语句 是 命题 函数 忆 在 nn 元 组 (zi， X23 "3 Zz, ) 的 值 ， PP 也 称 为 n 
位 谓词 或 n 元 谓词 。 
命题 函数 也 出 现在 计算 机 程序 中 ， 如 例 6 所 示 。 


例 6 考虑 语句 

: 证 zx>0 then 工 :一 并 十 1 

如 果 程 序 中 遇 到 这 样 一 条 语句 时 ， 当 程序 运行 到 此 刻 变 量 z 的 值 即 被 代入 P(xz)， 也 就 是 
代入 到 “zx 二 0” 中 。 如 果 对 这 个 z 值 P(z) 为 真 ， 就 执行 赋值 语句 xz :二 x 十 1， 即 zx 的 值 增加 1。 
如 果 对 这 个 z 值 PC(z) 为 假 ， 则 不 执行 赋值 语句 ， 所 以 z 的 值 不 改变 。 S| 

前 置 条 件 和 后 置 条 件 ” 谓 词 还 可 以 用 来 验证 计算 机 程序 ， 也 就 是 证 明 当 给 定 合 法 输入 时 计 
算 机 程序 总 是 能 产生 所 期 望 的 输出 。( 注 意 除非 建立 了 程序 的 正确 性 ， 否 则 无 论 测试 了 多 少 次 
都 不 能 证 明 程 序 对 所 有 输入 都 产生 所 期 望 的 输出 ， 除 非 能 测试 到 每 个 输入 值 ,) 描 述 合法 输入 的 
语句 叫做 前 置 条 件 ， 而 程序 运行 的 输出 应 该 满足 的 条 件 称 为 后 置 条 件 。 如 例 7 所 示 ， 用 谓词 来 
表达 前 置 条 件 和 后 置 条 件 。 我 们 将 在 5. 5 节 更 深入 地 学 习 这 一 过 程 。 

例 7 考虑 下 面 的 交换 两 个 变量 x 和 yy 的 值 的 程序 。 


temp :=x 

x:s=yY 

Y : = temp 
试 找 出 能 作为 前 置 条 件 和 后 置 条 件 的 、 可 以 用 来 验证 此 程序 正确 性 的 谓词 。 然 后 解释 如 何 用 它 
们 验证 针对 所 有 合法 输入 程序 都 能 达到 预期 目的 。 

解 ” 对 于 前 置 条 件 ， 我们 需要 表达 在 运行 程序 之 前 x 和 y 具有 特定 的 值 。 因 此 ， 对 于 这 个 
前 置 条 件 可 以 用 谓词 P(x，y) 表 示 ， 其 中 P(xzx，y) 是 指 语句 “zx 二 a，y 二 b”， 这 里 a 和 2 是 在 运 


行程 序 之 前 zx 和 y 的 值 。 因 为 我 们 想 证 明 对 于 所 有 输入 变量 ,程序 交换 了 xz 和 y 的 值 ， 所 以 对 
后 置 条 件 可 以 用 Q(zx，y) 表 示 ， 其 中 QCz，y) 表 示 语 句 “z 一 2，y 一 a"”。 

为 证 明 程 序 总 是 按照 预期 运行 ， 假 设 前 置 条 件 P(xzx，y) 成 立 。 也 就 是 说 ， 假 设 命题 “z=a， 
y 二 5” 为 真 。 这 意味 着 x 二 a，y 王 5。 程序 的 第 一 步 ，temp :二 zx， 将 的 值 赋 给 temp， 所 以 这 一 
步 之 后 我 们 知道 有 Xx 二 a，temp 二 a，y 王 6。 在 程序 的 第 二 步 ，x :二 yy 之 后 ,我们 有 zx=。， 
temp 二 a，y 王 6。 最 后 ， 在 第 三 步 之 后 ,我 们 知道 zx 二 bp，temp 王 a， 并且 y= 一 a。 结果 是 该 程序 
运行 后 ， 后 置 条 件 Q(x，y) 成 立 ， 也 就 是 说 ,语句 “z= 二 bp，y 王 a” 为 真 。 a 


1.4.3 量词 

当 命 题 函 数 中 的 变量 均 被 赋值 时 ， 所 得 到 语句 就 变 成 具有 某 个 真 值 的 命题 。 可 是 ， 还 有 另 
外 一 种 称 为 量化 的 重要 方式 也 可 以 从 命题 函数 生成 一 个 命题 。 量 化 表示 在 何 种 程度 上 谓词 对 于 
一 定 范围 的 个 体 成 立 。 在 自然 语言 中 ， 所 有 、 菜 些 、 许 多 、 没 有 ， 以 及 少量 这 些 词 都 可 以 用 在 
量化 上 。 这 里 我 们 集中 讨论 两 类 量化 : 全 称 量化 ， 它 告诉 我 们 一 个 谓词 在 所 考虑 范围 内 对 每 一 
个 体 都 为 真 ; 存在 量化 ， 它 告 诉 我 们 一 个 谓词 对 所 考虑 范围 内 的 一 个 或 多 个 个 体 为 真 。 处 理 谓 
词 和 量词 的 逻辑 领域 称 为 谓词 演算 。 

全 称 量词 ”许多 数学 命题 断言 某 一 性 质 对 于 变量 在 某 一 特定 域内 的 所 有 值 均 为 真 ， 这 一 特 
定 域 称 为 变量 的 论 域 (domain of discourse) (或 全 体 域 (universe of discourse)) ， 时 常 简 称 为 域 
(domain) 。 这 类 语句 可 以 用 全 称 量 化 表示 。 对 特定 论 域 而 言 P(z) 的 全 称 量化 是 这 样 一 个 命题 : 
它 断 言 P(z) 对 z 在 其 论 域 中 的 所 有 值 均 为 真 。 注 意 ， 论 域 规定 了 变量 zx 所 有 可 能 取 的 值 。 当 
我 们 改变 论 域 时 ，P(z) 的 全 称 量化 的 意义 也 随 之 改变 。 在 使 用 全 称 量词 时 必须 指定 论 域 ,， 否 
则 语句 的 全 称 量化 就 是 无 定义 的 。 

P(x) 的 全 称 量化 是 语句 

“P(xz) 对 工 在 其 论 域 的 所 有 值 为 真 。” 

符号 YzP(z) 表 示 P(xz) 的 全 称 量 化 ， 其 中 VY 称 为 全 称 量词 。 命题 VxXP(z) 读 做 “对 所 有 工 ， 
P(xz)” 或 “对 每 个 T，P(x)”。 一 个 使 PCz) 为 假 的 个 体 称 为 YzP(Cz) 的 反例 。 

全 称 量词 的 意义 总 结 如 表 1 第 一 行 所 示 。 我 们 用 例 8 一 13 来 说 明 全 称 量词 的 使 用 。 


表 1 量词 


什么 时 候 为 真 


对 每 一 个 z，P(z) 都 为 真 
有 一 个 xz， 使 P(z) 为 真 

















有 一 个 z+， 使 P(z) 为 假 
对 每 一 个 zx，P(z) 都 为 假 


YrzP(z) 
3zP(Cz) 








例 8 令 PCz) 为 语句 “z 十 1 这 xz。 试问 量化 VzP(z) 的 真 值 是 什么 ， 其 中 论 域 是 全 体 实数 


集合 ? 
解 “由 于 PCz) 对 所 有 实数 工 均 为 真 ， 所 以 量化 命题 
VzP(Cx) 
的 值 为 真 。 本 


评注 ”通常 ， 我 们 会 做 一 个 隐 式 的 假设 ， 即 量词 的 论 域 均 为 非 空 的 。 注 意 如 果 论 域 为 空 ， 

那么 YzP(z) 对 任何 命题 函数 P(z) 都 为 真 ， 因 为 论 域 中 没有 单个 工 使 PCz) 为 假 。 

除了 “对 所 有 ”和 “对 每 个 ”外 ， 全 称 量词 还 可 以 用 其 他 方式 表达 ， 包 括 “ 全 部 的 "”、“ 对 每 一 
个 ”、“ 任 意 给 定 的 ”、“ 对 任意 的 ”、“ 对 任 一 的 ”等 。 

评注 最 好 避免 使 用 “对 任 一 xz”， 因 为 它 常常 引起 歧义 “每 个 ”或 “ 某 些 ”的 。 在 某 些 情 

况 下 ，“ 任 一 ”是 没有 层 义 的 ， 就 像 它 用 于 和 否定 名 时 那样 ， 如 “没有 任 一 理由 可 以 逃避 

学 习 。” 


到 
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一 个 语句 VY xzP(z) 为 假 当 且 仅 当 P(z) 不 总 为 真 ， 其 中 P(z) 是 一 个 命题 防 数 ，z 在 论 域 中 。 
要 证 明 当 工 在 论 域 中 时 P(z) 不 总 为 真 ， 方法 之 一 就 是 寻找 一 个 VYxP(x) 的 反例 。 注 意 我 们 仪 
仅 需 要 一 个 反例 就 可 以 确定 VzP(z) 为 假 。 例 9 解释 了 如 何 使 用 反例 。 

例 9 令 Q(z) 表 示 语 句 *z 二 2”。 如 果 论 域 是 所 有 实数 集合 ， 量 化 命题 VY xQ(z) 的 真 值 是 
什么 ? 

解 QCz) 并 非 对 每 个 实数 都 为 真 ， 因 为 ， 比 如 QC(3) 就 是 假 的 。 也 就 是 说 ，xz 二 3 是 语句 
Y zxQ(z) 的 一 个 反例 。 因 此 

VzQGCz) 
为 假 。 4 

例 10 假设 P(z) 是 “zx 二 0”。 要 证 明 语句 VY zxP(z) 为 假 (其 中 论 域 是 所 有 整数 )， 我 们 只 需 
要 给 出 一 个 反例 。 我 们 可 以 看 到 z==0 是 一 个 反例 ， 因 为 当 xz=0 时 zz 一 0， 所 以 当 z==0 时 工 
不 大 于 0。 4 
在 数学 研究 中 寻找 全 称 量化 命题 的 反例 是 一 个 重要 的 过 程 ， 我们 在 本 书后 续 章节 中 还 会 
看 到 。 、 

当 论 域 中 的 所 有 元 素 可 以 一 一 列 出 时 ， 比 如 zi!，xz;，…，x,， 可 以 得 出 全 称 量化 VY zxP(zx) 
与 合 取 式 

Plzi) NPlzs) A A Px) 
相同 ， 因 为 这 一 合 取 式 为 真 当 和 且 仅 当 P(z )，P(Cz )，…，P(z,) 全 部 为 真 。 

例 11 试问 YzxP(z) 的 真 值 是 什么 ? 这 里 P(z) 是 语句 “zx* 二 10”， 且 论 域 是 不 超过 4 的 正 
整数 。 
解 ” 语句 VY zxP(z) 与 合 取 式 

P(1)A P(2) A P(3) A P(4) 
相同 ， 因 为 论 域 由 1、2、3 和 4 组成。 由 于 P(4) 就 是 语句 “4 二 10” 为 假 ， 所 以 可 以 得 出 VYzP 


(Zz) 为 假 。 4 
例 12 如 果 NCz) 是 指 “ 计 算 机 z 被 连接 到 网 络 ”， 而 论 域 为 校园 内 所 有 的 计算 机 ， 那 么 
VY IN(z) 是 什么 意思 呢 ? 
解 ” 语句 YzN(z) 的 意思 是 对 于 校园 里 的 每 一 台 计 算 机 z， 它 都 被 连接 到 了 网 络 。 这 人 句 话 
可 以 用 自然 语言 表达 为 “校园 里 的 每 一 台 计 算 机 都 连接 到 网 络 ”。 4 


正如 我 们 已 经 指出 的 那样 ， 当 使 用 量词 时 指定 论 域 是 必需 的 。 量 化 命题 的 真 值 通常 取决 于 
该 论 域 中 的 那些 个 体 ， 如 例 13 所 示 。 

例 13 如果 论 域 是 所 有 实数 ，YV zx(z’ 宇 z) 的 真 值 是 什么 ? 如 果 论 域 是 所 有 整数 ， 真 值 又 
是 什么 ? 

解 ” 论 域 是 所 有 实数 时 ， 全称 量 化 命题 Y zx(z’ 宇 z) 为 假 . 例如 ，(1/2)’* 学 1/2。 注 意 了 这 
zx 当 且 仅 当 zx' 一 x 二 x(zx 一 1) 之 0。 因此 ，xz: 之 zx 当 上 且 仅 当 z 志 0 或 x 之 1。 由 此 得 出 ， 如 果 论 域 
是 所 有 实数 ，VY zx(Cz’ 宇 x) 为 假 ( 因 为 对 于 所 有 zx， 当 0 二 z=<1 时， 不 等 式 不 成 立 ) 。 然 而 ， 如 果 
论 域 为 整数 ，V zx(z’ 宇 x) 为 真 ， 因 为 没有 整数 工 使 得 0 一 z<<1。 4 

存在 量词 ”许多 数学 定理 断言 : 有 一 个 个 体 使 得 某 种 性 质 成 立 。 这 类 语句 可 以 用 存在 量化 
表示 。 我 们 可 以 用 存在 量化 构成 这 样 一 个 命题 : 该 命题 为 真 当 且 仅 当 论 域 中 至 少 有 一 个 工 的 值 
使 得 P(z) 为 真 。 

定 P(z) 的 存在 量化 是 命题 

“ 论 域 中 存在 一 个 个 体 工 满足 已 (z) 。?” 

我 们 用 符号 习 zP(Cz) 表 示 P(z) 的 存在 量化 ， 其 中 习 称 为 存在 量词 。 

当 使 用 语句 了 zP(Cz) 时 ， 必 须 指定 一 个 论 域 。 而 且 ， 当 论 域 变 化 时 ，3zP(z) 的 意义 也 随 
之 改变 。 如 果 没 有 指定 论 域 ， 那么 语句 3 zP(z) 没 有 意义 。 





基础 : 逻辑 和 证 明 a7 


除了 短语 “存在 ”外 ， 我 们 也 可 以 用 其 他 方式 来 表达 存在 量化 ， 如 使 用 词语 “对 某 些 ”、“ 至 
少 有 一 个 ”， 或 “有 ”。 存 在 量化 3 xP(z) 可 读 做 
“有 一 个 zz 满足 PC(z)” 
“至 少 有 一 个 二 满足 已 Cz)” 
或 
“对 某 个 zx，P(z)” 
存在 量词 的 意义 总 结 如 表 1 第 二 行 所 示 。 我 们 用 例 14 一 16 说 明 存 在 量词 的 运用 。 
例 14 令 PCz) 表 示 语 名 “xz 之 3”。 论 域 为 实数 集合 时 ， 量 化 命题 3zP(z) 的 真 值 是 什么 ? 
解 ” 因为 “zx 二 3” 有 时 候 是 真 的 ， 比 如 在 x 二 4 时， 所 以 PCz) 的 存在 量化 即 了 zP(Cz) 为 真 。 
4 
我 们 发 现 语句 了 zP(z) 为 假 当 且 仅 当 论 域 中 没有 个 体 使 得 PC(z) 为 真 。 也 就 是 说 ，3 zxP(z) 
为 假 当 且 仅 当 PCz) 对 于 论 域 中 的 每 一 个 个 体 都 为 假 。 我 们 用 例 15 解释 该 发 现 。 
例 15 令 Q(z) 表 示 语 句 “z 二 zx 十 1”。 论 域 是 实数 集 时 ， 量 化 命题 3 xQ(z) 的 真 值 是 什么 ? 
解 ” 因 为 对 每 个 实数 z，Q(z) 都 为 假 ， 所 以 Q(z) 的 存在 量化 3 xQ(z) 为 假 。 4 


评注 通常 ， 我们 会 做 一 个 隐 式 的 假设 ， 即 量词 的 论 域 均 为 非 空 的 。 如 果 论 域 为 空 ， 
那么 无 论 QCz) 是 什么 命题 函数 ， 当 论 域 为 空 时 论 域 中 没有 一 个 个 体能 使 Q(z) 为 真 ， 
所 以 了 XQ(ZX) 为 假 。 


当 论 域 中 的 所 有 元 素 可 以 一 一 列 出 时 ， 如 zi ，z;，…，z,， 可 得 出 存在 量化 3 xP(x) 与 析 取 式 

PCa) VYV PCB VY P(r,) 
相同 ， 因 为 该 析 取 式 为 真 当 且 仅 当 P(x )，P(z;)，…，P(z,) 中 至 少 一 个 为 真 。 

例 16 如 果 P(Cz) 是 语句 “ 衬 之 10”， 闪 培 为 不 起 过 【的 正二 数 ， 习 zP(Cz) 的 真 值 是 什么 ? 

解 ” 由 于 论 域 为 (1，2，3，4} ， 命 题 3zP(z) 等 价 于 析 取 式 

P(1)V PC(2)V P(3)V P(4) 
由 于 P(4) 即 “4 之 10? 为 真 ， 故 了 zP(Cz) 为 真 。 本 

在 确定 量化 命题 的 真 值 时 ， 借 助 循环 与 搜索 来 思考 是 有 益 的 。 假 定 变量 z 的 论 域 中 有 7? 个 
对 象 。 要 确定 YzP(z) 是 否 为 真 ， 我 们 可 以 对 工 的 ?个 值 循环 查看 忆 (z) 是 否 总 是 真 。 如 果 遇 
到 z 的 一 个 值 使 PCz) 为 假 ， 就 证 明 YzP(z) 为 假 ， 否 则 YzP(z) 为 真 。 要 确定 本 zP(Cz) 是 否 为 
真 ， 我 们 循环 查看 xz 的 n 个 值 ， 搜 索 使 PCz) 为 真 的 z 值 。 如 果 找 到 一 个 ， 那 么 3 zP(z) 为 真 ; 
如 果 总 也 找 不 到 这 样 的 z， 则 判定 3zP(z) 为 假 。( 注 意 ， 当 论 域 有 无 穷 多 个 值 时 ， 这 一 搜索 过 
程 不 适用 。 不 过 以 这 种 方式 思考 量化 命题 的 真 值 仍然 是 有 益 的 。) 

唯一 性 量词 ”我们 已 经 介绍 了 全 称 量 词 和 存在 量词 。 它 们 是 数学 和 计算 机 科学 中 最 重要 的 
量词 。 然 而 ， 对 于 我 们 能 定义 的 不 同 量词 的 数量 是 没有 限制 的 ， 如 "恰好 有 2 个 ”、“ 有 不 超过 3 
个 ”、“ 至 少 有 100 个 ”等 。 所 有 其 他 量词 中 最 常见 的 是 唯一 性 量词 ， 用 符号 3! 或 3; 表示 。 
3! zP(Cz)( 或 3,zP(Cz)) 这 种 表示 法 是 指 “ 存 在 一 个 唯一 的 z 使 得 PCz) 为 真 ”。( 其 他 表示 唯一 
性 量词 的 词语 有 “恰好 存在 一 个 ”、“ 有 且 只 有 一 个 ”,) 比 如 ，31 z(z 一 1=0)， 其 中 论 域 是 实数 
集合 ， 表 示 存 在 一 个 唯一 的 实数 zx 使 得 zx 一 1=0。 考 虑 到 我 们 能 够 用 前 边 学 过 的 量词 以 及 命题 
逻辑 来 表达 唯一 性 ( 见 1. 5 节 练 习 52) ， 所 以 唯一 性 量词 是 可 以 避免 使 用 的 。 通 常 ， 最 好 只 使 用 
存在 量词 和 全 称 量词 ， 这 样 就 可 以 使 用 这 些 量词 的 推理 规则 。 


1.4.4 约束 论 域 的 量词 

在 要 限定 一 个 量词 的 论 域 时 经 常会 采用 简写 的 表示 法 。 在 这 个 表示 法 里 ， 变 量 必须 满足 的 
条 件 直接 放 在 量词 的 后 面 。 例 17 给 出 了 解释 。 我 们 还 会 在 2.1 节 描 述 涉及 集合 成 员 关 系 的 表 
示 法 的 其 他 形式 。 

例 17 语句 VYz<0(z>>0)，VYy 天 0( 曙 天 0)， 以 及 了 z>0(z 王 2) 分 别 指 的 是 什么 意思 ， 
其 中 各 语句 的 论 域 都 为 实数 集 ? 
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解 ” 语句 Yzx<=0(Cz’ 这 0) 表 示 对 于 每 一 个 满足 x 二 0 的 实数 二 有 二 >0。 也 就 是 说 ， 它 表示 
“一 个 负 实 数 的 平方 为 正 数 ”。 这 个 语句 与 YzCz<0-~ 必 二 0) 等 价 。 

语句 VY y 天 0( 交 和夫 0) 表 示 对 于 每 一 个 满足 y 关 0 的 实数 y 有 yy 关 0。 也 就 是 说 ， 它 表示 “每 一 
个 非 零 实数 的 立方 不 为 零 ”"。 注 意 这 个 语句 等 价 于 VY y(y 天 0 一 多 天 0) 。 

最 后 ， 语 句 了 xz>0(z 王 2) 表示 存 在 一 个 满足 > 二 0 的 实数 z 有 x = 二 2。 也 就 是 说 ， 它 表示 
“有 一 个 2 的 平方 正 根 ”。 这 个 语句 等 价 于 本 z(z>0 人 之 一 2) 。 < 

注意 ， 全 称 量化 的 约束 和 一 个 条 件 语句 的 全 称 量化 等 价 。 比 如 ，VYz<0( 妇 二 0) 是 表达 
VYzZzCz<0 一 一 盖 0) 的 另 一 种 方式 。 另 一 方面 ， 存 在 量化 的 约束 和 一 个 合 取 式 的 存在 量化 等 价 。 
比如 习 z 这 0(z* = 二 2) 是 表达 z(z 之 0 和 x: 二 2) 的 另 一 种 方式 。 : 


1.4.5 量词 的 优先 级 
量词 和 3 比 命题 演算 中 的 所 有 逻辑 运算 符 都 具有 更 高 的 优先 级 。 比 如 ，VYVzP(Cz) V Q(z) 
是 YVzPCz) 和 Q(Cz) 的 析 取 。 换 名 话说 ， 它 表示 (YzP(Cz))VQCz)， 而 不 是 YVzCPCz)VQCz))。 


1.4.6 变量 绑 定 

当量 词 作 用 于 变量 xz 时， 我 们 说 此 变量 的 这 次 出 现 为 约束 的 。 一 个 变量 的 出 现 被 称 为 是 自 
由 的 ， 如 果 没 有 被 量词 约束 或 设置 为 等 于 某 一 特定 值 。 命 题 函数 中 的 所 有 变量 出 现 必须 是 约束 
的 或 者 被 设置 为 等 于 某 个 特定 值 的 ， 才 能 把 它 转变 为 一 个 命题 。 这 可 以 通过 采用 一 组 全 称 量 
词 、 存 在 量词 和 赋值 来 实现 。 

逻辑 表达 式 中 一 个 量词 作用 到 的 部 分 称 为 这 个 量词 的 作用 域 。 因 此 ， 一 个 变量 是 自由 的 ， 
如 果 变 量 在 公式 中 所 有 限定 该 变量 的 量词 的 作用 域 之 外 。 

例 18 在 语句 了 z(Cz 十 y 王 1) 中 ， 变 量 工 受 存在 量词 3z 约束 ， 但 是 变量 > 是 自由 的 ， 因 为 
它 没有 受 一 个 量词 约束 且 该 变量 没有 被 赋值 。 这 解释 了 在 语句 了 3 x(x 十 y= 二 1) 中 ，z 是 受 约束 
的 ， 而 y 是 自由 的 。 

在 语句 3 x(P(zx) 人 Q(z))V YzR(z) 中 ， 所 有 变量 都 是 受 约束 的 。 第 一 个 量词 3 z 的 作用 
域 是 表达 式 PCz) AQCz)， 因 为 3z 只 作用 于 语句 的 P(x) 人 人 Q(z) 部 分 ， 而 非 其 余部 分 。 类 似 
地 ， 第 二 个 量词 Yz 的 作用 域 是 表达 式 尽 (z)。 也 就 是 说 ， 存 在 量词 绑 定 PCz) 人 Q(z) 中 的 变量 
Zz， 全 称 量词 Wz 绑 定 R(z) 中 的 变量 z。 由 此 可 见 ， 由 于 两 个 量词 的 作用 域 不 重 琶 ， 所 以 我 们 
可 以 用 两 个 不 同 的 变量 x 和 将 语句 写 为 3 x(P(z) 人 Q(z))V Y yR(y)。 读 者 应 该 了 解 在 正常 
的 使 用 中 ， 经 常用 来 同一 个 字母 表示 受 不 同 量词 约束 的 变量 ， 只 要 其 作用 域 不 重生 的 。 S| 


1.4.7 涉及 量词 的 逻辑 等 价 式 

在 1.3 节 我 们 介绍 了 复合 命题 逻辑 等 价 式 的 概念 。 我 们 可 将 这 个 概念 扩展 到 涉及 谓词 和 量 
词 的 表达 式 中 。 

EEE 国 ”涉及 谓词 和 量词 的 语句 是 罗 辑 等 价 的 当 且 仅 当 无 论 用 什么 谓词 代入 这 些 语句 ， 也 
无 论 为 这 些 命题 函数 里 的 变量 指定 什么 论 域 ， 它 们 都 有 相同 的 真 值 。 我 们 用 S 三 本 表示 涉及 谓 
词 和 量词 的 两 个 语句 S 和 本 是 逻辑 等 价 的 。 

例 19 说 明了 如 何 证 明 两 个 涉及 谓词 和 量词 的 语句 是 逻辑 等 价 的 。 

例 19 证 明 VzCPCz)AQCz)) 和 VzPCz)AYzQ(Cz) 是 逻辑 等 价 的 (这 里 始终 采用 同一 个 
论 域 ) 。 这 个 逻辑 等 价 式 表 明 全 称 量词 对 于 一 个 合 取 式 是 可 分 配 的 。 此 外 ， 存 在 量词 对 于 一 个 
析 取 式 也 是 可 分 配 的 。 然 而 ， 全 称 量 词 对 析 取 式 是 不 可 分 配 的 ， 存 在 量词 对 合 取 式 也 是 不 可 分 
配 的 。( 见 练习 50 和 51) 

解 ” 为 证 明 这 两 个 语句 是 逻辑 等 价 的 ， 我们 必须 证 明 ， 不论 P 和 Q 是 什么 谓词 ， 也 不 论 
采用 哪个 论 域 ， 它 们 总 是 具有 相同 的 真 值 。 假 设 有 特定 的 谓词 P 和 Q， 以 及 一 个 共同 的 论 域 。 
我 们 可 以 通过 两 件 事 来 证 明 Vz(CP(Cz) AQ(Cz)) 和 VYzP(z)AYVzQ(Cz) 是 逻辑 等 价 的 。 首 先 ， 我 
们 证 明 如 果 YxCP(z) 和 A Q(x)) 为 真 ， 那么 VzxP(z) 人 YzxQ(zx) 为 真 。 其 次 ,我 们 证 明 如 果 
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VxzPCz)AYzQ(Cz) 为 真 ， 那 么 YzCPCz) 人 Q(z)) 为 真 。 

因此 ， 假 设 YVzCP(Cz)AQ(Cz)) 为 真 。 这 意味 着 如 果 a 在 论 域 中 ， 那么 P(a) 人 Q(a) 为 真 。 
所 以 ，P(a) 为 真 ， 且 Q(a) 为 真 。 因 为 对 论 域 中 每 个 个 体 PCa) 为 真 ， 且 Q(a) 为 真 都 成 立 ， 所 
以 我 们 可 以 得 出 结论 ，V xP(z) 和 VY zxQ(Cz) 都 为 真 。 这 意味 着 VY xP(z) 人 Y xzQ(z) 为 真 。 

接 下 来 ， 假设 VzP(Cz)AVYzQ(Cz) 为 真 。 那 么 YzP(Cz) 为 真 ， 且 VYxzQ(Cz) 为 真 。 因 此 ， 如 
果 a 在 论 域 中 ， 那么 P(a) 为 真 ， 且 Q(a) 为 真 [因为 P(xz) 和 QCz) 对 论 域 中 所 有 个 体 都 为 真 ， 所 
以 这 里 用 同一 个 a 的 值 不 会 有 矛盾 ]。 可 以 得 出 ， 对 于 所 有 的 a，P(a) 人 Q(a) 为 真 。 因 而 可 以 
得 出 VzxCP(zx) A Q(x)) 为 真 。 这 样 我 们 可 以 推出 结论 

Vz Plz) MQ YrP(r) NM VrQCz) 对 


1.4.8 ”量化 表达 式 的 否定 
我 们 常会 考虑 到 一 个 量化 表达 式 的 否定 。 例 如 ， 考 虑 下 面 语句 的 否定 
“ 班 上 每 个 学 生 都 学 过 一 门 微 积分 课 ” 
这 个 语句 是 全 称 量 化 命题 ， 即 
VzP(Cr) 
其 中 P(x) 为 语句 “xz 学 过 一 门 微 积 分 课 ”， 论 域 是 你 们 班 的 所 有 学 生 。 这 一 语句 的 否定 是 “并 非 
班 上 每 个 学 生 都 学 过 一 门 微 积分 课 ”。 这 等 价 于 “ 班 上 有 个 学 生 没有 学 过 微 积 分 课 ”。 而 这 也 就 
是 原 命题 函数 否定 的 存在 量化 ， 即 
3 x PCz) 
这 个 例子 说 明了 下 面 的 等 价 关系 : 
YtP(z)= IzP(z) 
为 了 证 明 不 论 命题 函数 P(z) 是 什么 和 论 域 是 什么 , -YZzP(z) 和 znP(z) 都 是 逻辑 等 价 
的 。 首 先 ， 注 意 4Y zxP(z) 为 真 当 且 仅 当 VzP(z) 为 假 。 其 次 ， 注 意 YV zxP(z) 为 假 当 且 仅 当 论 
域 中 有 一 个 个 体 并 使 PCz) 为 假 。 它 成 立 当 且 仅 当 论 域 中 有 一 个 个 体 zz 使 -PC(z) 为 真 。 最 后 ， 
注意 论 域 中 有 一 个 个 体 z 使 -P(xz) 为 真 当 且 仅 当 3 zaP(z) 为 真 。 将 这 些 步 又 综合 起 来 ， 可 以 
得 出 结论 -VzxP(z) 为 真 当 且 仅 当 zaP(zx) 为 真 。 于 是 得 出 结论 -VY zxP(z) 和 znP(z) 是 逻辑 
等 价 的 。 
假定 我 们 要 想 否 定 一 个 存在 量化 命题 。 例 如 ， 考 虑 命题 “ 班 上 有 一 个 学 生 学 过 一 门 微 积 分 
课 ” 就 是 存在 量化 命题 
3 xzQ(z) 
其 中 Q(z) 为 语句 “z 学 过 一 门 微 积分 课 ”。 这 和 句 话 的 否定 是 命题 “并 非 班 上 有 个 学 生 学 过 微 积分 
课 ”。 这 等 价 于 “ 班 上 每 个 学 生 都 没 学 过 微 积分 课 ”， 这 也 就 是 原 命题 函数 的 否定 的 全 称 量化 ， 
或 用 量词 语言 表示 为 
VY ZnDQGCz) 
这 个 例子 说 明了 等 价 式 
5 3zQ(r)=Y zi QF) 
为 了 证 明 无 论 Q(z) 和 论 域 是 什么 , -3j3xQ(z) 和 VYz-Q(z) 是 逻辑 等 价 的 。 首先 注意 
J] 了 x Q(z) 为 真 当 且 仅 当 3 xQ(z) 为 假 。 而 这 个 为 真 当 且 仅 当 论 域 中 没有 工 使 Q(z) 为 真 。 其 
次 ， 注 意 论 域 中 没有 使 Q(z) 为 真 当 且 仅 当 Q(x) 对 论 域 中 的 每 个 工 都 为 假 。 最 后 ， 注 意 Q(z) 
对 论 域 中 每 个 z 都 为 假 当 且 仅 当 -QCz) 对 论 域 中 所 有 z 都 为 真 ， 而 它 成 立 当 且 仅 当 VznmQ(Cz) 
为 真 。 将 这 些 步骤 综合 起 来 ， 我 们 看 到 -3 zxQCz) 为 真 当 和 且 仅 当 Y znQ(z) 为 真 。 我 们 得 出 结 
论 : 3zQCz) 和 VYxznQ(Cz) 是 逻辑 等 价 的 。 
量词 否定 的 规则 称 为 量词 的 德 ， 摩根 律 。 这 些 规 则 总 结 见 表 2。 
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表 2 量词 的 德 * 摩根 律 
否定 何 时 为 假 

-1 3zP(z) 对 每 个 z+，P(z) 为 假 有 Zz， 使 PCz) 为 真 

1 VzP(z) 3z-P(z) 有 使 P(z) 为 候 对 每 个 z，P(z) 为 真 
评注 当 谓 词 P(xz) 的 论 域 包 含 nn 个 个 体 时 ， 其 中 nn 是 大 于 1 的 正 整 数 ， 则 用 于 量化 
命题 否定 的 规则 和 1. 3 节 讨 论 的 德 。 摩根 律 完全 相同 。 这 就 是 为 什么 这 些 规则 称 为 量 
词 的 德 。 摩根 律 。 当 论 域 有 nn 个 元 素 工 !， Ts» ”rn 时 ， "VzP(z) 3- (P(r)A 
P(z)A… 人 PCzs)) 相 同 ， 而 由 德 。 摩 根 律 ， 后 者 等 价 于 PCz)VDPCr)V… 
V-~P(z,)， 该 式 又 等 同 于 x4 PCz)。 类 似 地 ，-] 3 XP(x) 与 4(P(zx)V P(rz)V 
V P(xz,)) 相 同 ， 由 德 。 摩根 律 ， 后 者 等 价 于 -PCzi) 人 -Plzs) 人 … 人 -JP(zx,)， 该 式 又 
等 同 于 VzxiP(z)。 


我 们 在 例 20 和 例 21 中 来 解释 量化 命题 的 否定 。 

例 20 语句 “有 一 个 诚实 的 政治 家 ”和 “所 有 美国 人 都 吃 芝士 汉堡 ”的 否定 是 什么 ? 

解 令 互 (z) 表 示 “z 是 诚实 的 "。 则 语句 “有 一 个 诚实 的 政治 家 ”可 以 用 3 xH(z) 来 表示 ， 
其 中 论 域 是 所 有 政治 家 。 这 个 语句 的 否定 是 4 3 x 有 H(zx)， 它 等 价 于 Vx- H(z)。 这 个 否定 可 以 
表达 为 “每 个 政治 家 都 是 不 诚实 的 。”( 注 意 ， 在 自然 语言 中 ， 语 句 “ 所 有 政治 家 是 不 诚实 的 ”是 有 
点 含糊 的 。 按 通常 用 法 ， 这 个 语句 通常 意味 着 “并 不 是 所 有 的 政治 家 都 是 诚实 的 "。 因 此 ， 我 们 
不 用 这 个 语句 表达 它 的 否定 。) 

令 CCz) 为 “ 工 吃 芝士 汉堡 ”。 则 语句 “所 有 美国 人 都 吃 芝 士 汉堡 >? 可 以 用 VYzC(Cz) 来 表示 ， 其 
中 论 域 是 所 有 美国 人 。 这 个 语句 的 否定 是 4Y zCCz) ， 它 等 价 于 了 xz CCz)。 这 个 否定 可 以 有 几 
种 不 同 的 表达 方式 ， 包 括 “ 一 些 美国 人 不 吃 芝 士 汉堡 ”和 “有 一 个 美国 人 不 吃 芝 士 汉堡 ”。 本 

例 21 语句 Yz(z>>z 和 了 zz( 一 2) 的 否定 是 什么 ? 

解 VYz(z>z) 的 否定 是 语句 7” Yz( 忆 盖 z)， 它 等 价 于 了 zn (>>z)。 这 个 表达 式 可 以 重 
写 为 3z(z 和 z)。 而 了 3z( 好 一 2) 的 否定 是 语句 ] 3 x(x2 二 2)， 它 等 价 于 Y x (x 二 2)。 这 个 表 
达 式 可 以 重 写 为 Vzx(z* 了 2) 。 当 然 这 些 语 句 的 真 值 还 取决 于 论 域 。 | 

在 例 22 中 我 们 要 用 到 量词 的 德 。 摩 根 律 。 

例 22 证 明 -j-YxCP(z) 一 Q(z)) 和 zx(P(z) AnQCz)) 是 逻辑 等 价 的 。 

解 ” 由 全 称 量 的 词 德 * 摩根 律 ， 我 们 知道 Jj VYzx(P(z) 一 Q(z)) 和 zx (P(X) 一 Q(z))) 是 
逻辑 等 价 的 。 由 1. 3 节 表 7 中 第 5 个 逻辑 等 价 式 ， 我们 知道 对 每 个 zx，-- (P(xz) 一 Q(z)) 和 
P(Cz) 人 5QCz) 是 逻辑 等 价 的 。 因 为 在 一 个 逻辑 等 价 式 中 可 以 用 一 个 逻辑 等 价 的 表达 式 替 换 另 
外 一 个 ， 所 以 可 以 得 出 YzCPCz)~QCz)) 和 了 zCPCz) AQCz)) 是 逻辑 等 价 的 。 a 


1.4.9 语句 到 逻辑 表达 式 的 翻译 

将 汉语 (或 其 他 自然 语言 ) 语 句 翻译 成 逻辑 表达 式 ， 这 在 数学 、 逻 辑 编程 、 人 工 智能 、 软 件 
工程 以 及 许多 其 他 学 科 中 是 一 项 重要 的 任务 。 我 们 在 1. 1 节 中 就 开始 学 习 这 个 主题 ， 那 里 我 们 
用 命题 将 语句 表示 为 逻辑 表达 式 。 那 时 ， 我 们 特意 回避 需要 用 谓词 和 量词 来 翻译 语句 。 当 需 用 
到 量词 时 ， 语 句 到 逻辑 表达 式 的 翻译 会 变 得 更 复杂 。 再 者 ， 翻 译 一 个 特定 的 语句 可 以 有 许多 种 
方式 。( 因 此 ， 没 有 “菜谱 ” 式 的 方法 可 供 你 按部就班 地 学 习 。) 我 们 会 给 出 一 些 例子 说 明 如 何 将 
汉语 语句 翻译 成 逮 辑 表达 式 。 翻 译 的 目标 是 生成 简单 而 有 用 的 逻辑 表达 式 。 本 节 我 们 只 局 限于 
讨论 这 样 的 语句 ， 可 只 用 单个 量词 将 其 翻译 成 逻辑 表达 式 。 下 一 节 会 讨论 一 些 更 复杂 的 需要 多 
个 量词 的 语句 。 

例 23 使 用 谓词 和 量词 表达 语句 “ 班 上 的 每 个 学 生 都 学 过 微 积分 ”。 

解 首先, 我 们 重 写 该 语句 使 得 我 们 能 很 清楚 地 确定 所 要 使 用 的 合适 的 量词 。 重 写 后 
可 得 : 
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“对 班 上 的 每 一 个 学 生 ， 该 学 生 学 过 微 积 分 。” 
接着 ， 引入 变量 并 语句 就 变 成 

“对 班 上 的 每 一 个 学 生 zx， 工学 过 微 积 分 。” 
然后 ， 引 入 谓词 CCz) ， 表 示 语 句 “z 学 过 微 积分 ”。 因 此 ， 如 果 工 的 论 域 是 班 上 的 学 生 ， 我 们 
可 以 将 语句 翻译 为 Y zxC(z)。 

然而 ， 还 有 其 他 正确 的 翻译 方法 ， 并 可 使 用 不 同 的 论 域 和 其 他 谓词 。 具 体 选 择 什 么 方法 取 
决 于 后 续 要 进行 的 推理 。 例 如 ， 我 们 可 能 对 更 广泛 的 人 群 而 非 仅 仅 是 班 上 的 学 生 感 兴趣 。 如 果 
将 论 域 改 成 所 有 人 ， 则 我 们 需要 将 语句 表达 成 

“对 每 个 人 z， 如 果 工 是 班 上 的 学 生 ， 那 么 工学 过 微 积 分 。” 

如 果 S(z) 表 示 语 句 工 在 这 个 班 上 ， 则 我 们 的 语句 可 表达 为 Yz(SCz) 一 CCz))。[ 小 心 : 语 
句 不 能 表达 为 Yz(CSCz) 人 ACCz))， 因 为 这 句 话 说 的 是 所 有 人 都 是 这 个 班 上 的 学 生 并 且 学 过 微 
积分 。] 

最 后 ， 如 果 我 们 对 学 生 除 微 积分 之 外 的 其 他 主 修 课 程 感 兴趣 ， 我 们 可 以 倾向 于 使 用 双 变 量 
谓词 ?Q(z，y) 表 示 语 句 “ 学 生 工学 过 课程 y>”。 这 样 在 上 述 两 种 方法 中 我 们 就 要 把 C(x) 替 换 成 


QCz， 微 积分 )， 得 到 Y xQ(z， 微 积分 ) 或 YVzCSCz) 一 QCz， 微 积分 ) ) 。 本 
在 例 23 中 我 们 展示 了 用 谓词 和 量词 表达 同一 语句 的 不 同方 法 。 不 过 ， 我 们 总 是 应 该 采用 
最 有 利于 后 续 推 理 的 最 简单 的 方法 。 


例 24 用 谓词 和 量词 表达 语句 “这 个 班 上 的 某 个 学 生 去 过 墨西哥 ”" 和 “这 个 班 上 的 每 个 学 生 
或 去 过 加 拿 大 ， 或 去 过 墨西哥 。” 

解 ”语句 “这 个 班 上 的 某 个 学 生 去 过 墨西哥 ”的 意思 是 

“在 这 个 班 上 有 个 学 生 ， 他 去 过 墨西哥 ”。 

引入 变量 zx， 因此 语句 变 成 

“在 这 个 班 上 有 个 学 生 zx，z 去 过 墨西哥 。” 
引入 谓词 MCz) 表 示 语 句 “z 去 过 墨西哥 ”。 如 果 工 的 论 域 是 这 个 班 上 的 学 生 ， 我 们 就 可 以 将 第 
一 个 语句 翻译 为 了 3zM(Cz) 。 

然而 ， 如 果 我 们 对 这 个 班 上 学 生 以 外 的 人 感 兴趣 ， 这 个 语句 看 起 来 就 会 有 些 不 同 。 语 句 可 
表达 为 

“有 这 样 一 个 人 工具 有 这 样 的 特性 : z 是 这 个 班 的 学 生 ， 并 且 z 去 过 墨西哥 。” 
在 这 种 情况 下 ，z 的 论 域 是 所 有 人 ， 我 们 引入 谓词 S(z) 表 示 语 句 “z 是 这 个 班 上 的 一 个 学 生 ”。 
答案 就 变 成 了 了 z(SCz) 人 AMCz))， 因 为 它 表 示 有 某 个 人 工 他 是 这 个 班 上 的 学 生 并 且 去 过 墨 西 
哥 。[ 小 心 : 语句 不 能 表示 为 3z(SCz) 一 MGCz))， 它 表示 当 有 一 个 人 不 在 这 个 班 里 时 也 是 真 
的 ， 因 为 在 这 种 情况 下 ， 对 这 样 的 XT，S(z) 一 M(z) 就 变 成 fF>T 或 者 fF->F， 两 个 都 是 真 的 。] 

类 似 地 ， 第 二 个 语句 可 以 表示 成 

“对 于 在 这 个 班 上 的 每 一 个 xz, 工具 有 这 样 的 特性 : z 去 过 加 拿 大 或 x 去 过 墨西哥 ”。 

(注意 : 我 们 假设 这 里 的 或 是 兼 或 而 非 不 可 兼 的 。) 我 们 令 C(z) 表 示 语 句 “z 去 过 加 拿 大 ”。 
由 前 面 的 推理 ， 如 果 z 的 论 域 是 这 个 班 的 学 生 ， 则 第 二 个 语句 可 以 表达 为 Vx(CC(z)V M(x))。 
然而 ， 如 果 z 的 论 域 是 所 有 人 ， 我 们 的 语句 就 可 以 表示 成 : 

“对 于 每 一 个 人 z， 如 果 工 在 这 个 班 ， 则 z 去 过 加 拿 大 或 x 去 过 墨西哥 ”。 
此 时 ， 语 句 表示 成 Vz(SCz) 一 (CCz) V M(z)))。， 

除了 分 别 使 用 谓词 MCz) 和 C(xz) 来 表示 工 去 过 墨西哥 和 工 去 过 加 拿 大 外 ， 我 们 还 可 以 使 用 两 个 
变量 谓词 V(xzx，y) 表 示 “z 去 过 yy 国家 ”。 这 样 ，Y(z， 墨 西 哥 ) 和 V(z， 加 拿 大 ) 具 有 与 M(x) 和 C(xz) 
相同 的 意思 并 可 以 用 来 替代 它们 。 如 果 我 们 要 处 理 的 语句 涉及 人 们 去 过 不 同 的 国家 ， 我 们 可 以 倾向 


日 ”原文 为 量词 ， 有 误 。 应 该 是 谓词 。 一 一 译 者 注 


Donetes 
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于 使 用 这 种 双 变 量 的 方法 。 否 则 为 了 起 见 简 单 ， 我 们 可 以 坚持 用 一 个 变量 谓词 M(x) 和 Clz)。 4 


1.4. 10 系统 规范 说 明 中 量词 的 使 用 
在 1. 2 节 我 们 用 命题 来 表示 系统 规范 说 明 。 然 而 ， 许 多 系统 规范 说 明 涉 及 谓词 和 量词 。 这 
在 例 25 中 予以 说 明 。 
例 25 用 谓词 和 量词 表达 系统 规范 说 明 “ 每 封 大 于 1MB 的 邮件 会 被 压缩 * 和 “如 果 一 个 用 户 
处 于 活动 状态 ， 那 么 至 少 有 一 条 网 络 链 路 是 有 效 的 ”。 
tos 解 令 S(m，y) 表 示 “ 邮 件 m 大 于 yMB”， 其 中 变量 z 的 论 域 是 所 有 邮件 ， 变 量 y 是 一 个 
正 实数 ; 令 C(m) 表 示 “ 邮 件 mm 会 被 压缩 ”"。 那 么 规范 说 明 “ 每 封 大 于 1MB 的 邮件 会 被 压缩 ”可 以 
表达 为 Ym(SC(m，1) 一 C(m))。 
令 A(w) 表 示 “ 用 户 wx 处 于 活动 状态 ”， 其 中 变量 v 的 论 域 是 所 有 用 户 ; 令 S(n，z) 表 示 “ 网 
络 链 路 nn 处 于 状态 ”， 其 中 半 的 论 域 是 所 有 网 络 链 路 ，z 的 论 域 是 网 络 链 路 所 有 可 能 的 状态 。 
那么 规范 说 明 “ 如 果 用 户 处 于 活动 状态 ， 那 么 至 少 有 一 个 网 络 链 路 有 效 ” 可 以 表达 为 
uA(w) 一 jnSC(n， 有 效 ) 


1.4.11 选 自 路 易 斯 卡 罗 尔 的 例子 
路 易 斯 卡 罗 尔 (Lewis Carroll) (实际 上 是 C. L. Dodgson 的 笔名 ) 是 《爱丽 丝 漫游 仙境 》 
(Alice in Wonderland) 的 作者 ， 也 是 几 本 论述 符号 逻辑 书籍 的 作者 。 他 的 书 中 含有 大 量 涉及 量 
词 推理 的 例子 。 例 26 和 27 选 自 他 的 《符号 逻辑 》(Symbolic logic) 一 书 ; 选 自 该 书 的 其 他 例子 放 
在 本 节 末 的 练习 中 了 。 这 些 例子 说 明 怎 样 用 量词 来 表示 各 种 类 型 的 语句 。 
例 26 考虑 下 面 这 些 语句 。 其 中 前 面 两 句 称 为 前 提 (premise)， 第 三 句 称 为 结论 
(conlusion) 。 合 在 一 起 作为 一 个 整体 称 为 是 一 个 论证 (argument) 。 
“所 有 狮子 都 是 凶猛 的 。” 
“有 些 狮 子 不 喝 咖啡 。” 
“有 些 凶 猛 的 动物 不 喝 咖啡 。” 
(1. 6 节 我 们 将 讨论 判定 结论 是 否 为 前 提 的 有 效 推论 问题 。 就 本 例 而 言 ， 结 论 是 有 效 的 。) 
令 P(z)、Q(z) 和 R(z) 分 别 为 语句 “z 是 狮子 ”"“z 是 凶猛 的 "和 “zz 喝 咖 啡 ?2。 假 定论 域 是 所 有 
动物 的 集合 ， 用 量词 及 P(x)、Q(z) 和 RC(z) 表 示 上 述 论证 中 的 语句 。 
解 ”我 们 可 以 将 这 些 语句 表示 为 : 
VYZzCPCz) 一 QCz)) 
习 交 GCCP(Z) MTR(E)) 
IQ(r) NRCE)) 


ums 


查尔斯 勒 特 威 克 ，… 道奇 森 (Charles Lutwidge Dodgson，1832 一 1898) 我们 是 从 
他 的 文学 作品 中 用 的 笔名 路 易 斯 ， 卡 罗 尔 (Lewis Carroll) 认识 查尔斯 。 道 奇 森 
(Charles Dodgson) 的 。 道 奇 森 是 牧师 的 儿子 ， 在 11 个 子女 中 排行 第 三 ， 这 11 个 孩子 
全 是 结巴 。 在 成 年 人 的 包围 下 他 常常 感到 不 安 ， 据 说 他 只 有 和 年 轻 女孩 说 话 才 不 结 
巴 ， 他 和 她 们 玩 夏 、 和 她 们 通信 、 为 她 们 拍照 (有 时 候 拍 照 的 姿势 在 现在 看 来 是 不 合 
适 的 )。 尽 管 他 对 女孩 很 有 吸引 力 ， 但 道奇 森 是 一 个 严肃 清教徒 并 忠于 宗教 信仰 。 他 
与 迪 安 ， 利 德尔 (Dean Liddell) 的 三 个 女儿 的 友谊 促使 他 写成 (爱丽 丝 漫 游 仙境 》， 而 这 
本 书 为 他 赢得 了 金钱 和 名 声 。 

道奇 森 于 1854 年 毕业 于 牛津 大 学 并 于 1857 年 获得 文学 硕士 学 位 。1855 年 他 被 任命 为 牛津 大 学 基督 
学 院 (Christ Church College) 的 数学 讲师 。1861 年 英格兰 教会 委任 他 以 圣 职 ， 但 他 从 来 没有 实际 履 职 。 他 
以 真名 发 表 的 著作 包括 有 关 几 何 、 行 列 式 以 及 竞赛 和 选举 中 的 数学 问题 等 的 论文 和 书籍 。( 他 还 以 笔名 路 
易 斯 . 卡 罗 尔 (Lewis Carroll) 写 过 许多 关于 娱乐 性 逻辑 的 作品 。) 
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注意 ， 第 二 句 不 能 写成 3 x(P(zx) 一 4R(z))。 原 因 是 当 zz 不 是 狮子 时 P(rz) 一 R(xz) 总 是 真 
的 ， 这 样 只 要 有 一 只 动物 不 是 狮子 ，3 x(P(zx) 一 R(X)) 就 为 真 ， 即 使 所 有 狮子 都 喝 咖 啡 也 是 
如 此 。 类 似 地 ， 第 三 句 也 不 能 写成 
习 z(QCz) 一 5”RCz)) 站 
例 27 考虑 下 面 的 语句 ， 其 中 前 3 个 语句 为 前 提 ， 第 4 个 语句 为 有 效 结论 。 
“所 有 蜂鸟 都 是 五 彩 斑 澜 的 。” 
“没有 大 型 鸟 类 以 蜜 为 生 。” 
“不 以 蜜 为 生 的 鸟 都 是 色彩 单调 的 。” 
“蜂鸟 都 是 小 鸟 。” 
令 P(x)、Q(z)、R(z) 和 SCz) 分 别 为 语句 “xz 是 蜂鸟 “、“z 是 大 的 ”"、“z 以 蜜 为 生 ” 和 “zxz 是 五 彩 
斑 澜 的”"。 假 定论 域 是 所 有 鸟 的 集合 ， 用 量词 及 P(x)、Q(z)、R(z) 和 SCz) 表 示 上 述 论 证 中 的 


语句 。 
解 ”可 以 把 论证 中 的 语句 表示 为 
Vr(P(rx)—>S(7z)) 
-jzrz(Q(z) 人 ARCz)) 
Vz R(z)—-S(7z)) 
VrCP(z)—>- Q(z)) 
(注意 ,我们 假定 “小 ”就 是 “不 大 ”,“ 色 彩 单 调 ” 就 是 “不 五 彩 斑 澜 ”。 为 证 明 第 四 条 语句 是 前 三 
条 语句 的 有 效 结论 ， 我们 需要 用 到 将 在 1. 6 节 中 讨论 的 推理 规则 。) 4 


1.4. 12 逻辑 程序 设计 

有 一 类 重要 的 程序 设计 语言 使 用 谓词 逻辑 的 规则 进行 推理 。Prolog(Programming in Logic 
的 缩写 ) 就 是 其 一 ， 该 语言 由 人 工 智 能 领域 的 计算 机 科学 家 在 20 世纪 70 年 代 开 发 。Prolog 程 
序 包 括 一 组 声明 ， 其 中 包括 两 类 语句 : Prolog 事实 和 Prolog 规则 。Prolog 事实 通过 指定 那些 满 
足 谓 词 的 元 素来 定义 谓词 。Prolog 规则 使 用 Prolog 事实 定义 好 的 那些 谓词 来 定义 新 的 谓词 。 例 
28 解释 这 些 概 念 。 

例 28 考虑 一 个 Prolog 程序 ， 它 给 出 的 事实 是 每 门 课程 的 教师 和 学 生 注 册 的 课程 。 程 序 
使 用 这 些 事实 来 回答 有 关 给 特定 学 生 上 课 的 教授 的 查询 。 这 样 的 程序 可 使 用 谓词 instructor 
(p，c) 和 enrolled(s，c) 分 别 表 示 教 授 p 是 讲授 课程 c 的 老师 及 学 生 * 注册 课程 <。 例 如 ， 此 程 
序 中 的 Prolog 事实 可 能 包含 : 


instructor(chan, math273) 
instructor(patel, ee222) 
instructor(grossman, cs301) 
enrolled(kevin, math273) 
enrolled(juana, ee222) 
enrolled(juana, cs301) 
enrolled(kiko, math273) 
enrolled(kiko, cs301) 


(这 里 用 小 写字 母 表 示 输 入 项 ，Prolog 把 以 大 写字 母 开 始 的 名 字 当 做 变量 .) 
一 个 新 的 谓词 teaches(p，s) 表 示 教 授 p 教学 生 s， 可 以 用 Prolog 规则 来 定义 : 


teaches(P, S) : 一 instructor(P, C), enrolled(S, C) 
上 述 语句 意味 着 如 果 存 在 一 门 课程 <， 使 得 教授 p 是 课程 c 的 老师 ， 而 学 生 s 注册 课程 <， 则 
teaches(p，5s) 为 真 。( 注 意 ， 在 Prolog 中 逗号 用 于 表示 谓词 的 合 取 。 类 似 地 ， 分 号 用 于 表示 谓 


词 的 析 取 。) 
Prolog 使 用 给 定 的 事实 和 规则 回答 查询 。 例 如 ， 使 用 上 述 的 事实 和 规则 ， 查 询 


ee 


44 第 1 章 


? enrolled(kevin, math273) 


生成 应 答 
Yes 
因为 事实 enrolled(kevin，math273) 是 输入 。 查 询 


? enrolled(X, math273) 


生成 应 答 

kevin 

kiko 
要 生成 上 面 的 应 答 ，Prolog 判断 使 得 enrolled(X，math273) 包 含 在 Prolog 事实 中 的 所 有 可 能 的 
XX 值 。 类 似 地 ， 要 查找 到 给 Juana 所 选课 程 上 课 的 所 有 教授 ， 我 们 用 查询 


? teaches(X, juana) 


这 个 查询 返回 
patel 
grossman 本 
练习 
1. 令 P(z) 表 示 语 名 “z 和 4”。 下 列 各 项 的 真 值 是 什么 ? 
a) P(0) b)P(C4) c)P(C6) 
2. 令 PCz) 表 示 语 名 "单词 含 字 母 a。” 下 列 各 项 的 真 值 是 什么 ? 
a) P(orange) b)P(lemon) 
c)PCtrue) d)P(Cfalse) 
3. 令 Q(z，y) 表 示 语 句 “z 是 y 的 首府 。” 下 列 各 项 的 真 值 是 什么 ? 
a)Q( 丹 佛 ， 科 罗拉 多 ) b)Q( 底 特 律 ， 密 吹 根 》 
c)Q( 马 萨 诸 塞 ， 波 士 顿 ) d)Q( 纽 约 ， 纽 约 ) 
4. 给 出 执行 ff P(x)then z :一 1 语句 以 后 z 的 值 ， 其 中 P(z) 为 语句 “z 之 1”， 如 果 执 行 到 上 述 语 句 时 z 的 
值 是 : 
a) 工 一 0 b) 工 一 1 c)Z 一 2 
5. 令 P(z) 为 语句 “z 在 每 个 工作 日 都 花 5 个 多 小 时 上 课 ”， 其 中 之 的 论 域 是 全 体 学 生 。 用 汉语 表达 下 列 各 
量化 式 。 
a) 习 ZP(Cz) b)VzPCz) 
cP(z) d) VY x-P(z) 
6. 令 N(z) 为 语句 “zx 已 经 去 过 北 达科他 ”， 论 域 是 你 所 在 学 校 的 所 有 学 生 。 用 汉语 表达 下 列 各 量化 式 。 
a) J ZN(z) b) VY zN(z) -3 rzN(z) 
d) 3 za N(xz) e)- VzN(z) f) VY zaN(z) 
7. 将 下 列 语句 翻译 成 汉语 ， 其 中 C(z) 是 “z 是 一 个 喜剧 演员 ”，F(z) 是 “z 很 有 趣 ”， 论 域 是 所 有 人 。 
a)YZzCCCZz) 一 下 (Zr)) b) YzCCCz) AF(z)) 
ce) IzC(z)—>F(7z)) d) 习 ZzCCCz) AF(z)) 
8. 将 下 列 语句 翻译 成 汉语 ， 其 中 R(z) 是 “z 是 一 只 兔子 ”，H(z) 是 “z 跳跃 "， 论 域 是 所 有 动物 。 
a) YIZ(CRCz) 一 万 (Z)) b) VzCRCz)A 人 五 Cz)) 
cIw R= HC) d) jz(R(z) A H(z)) 


9. 令 P(z) 为 语句 “z 会 说 俄语 >，Q(Cz) 为 语句 “z 了 解 计 算 机 语言 C 十 十 ”。 用 P(xz)、Q(z)、 量 词 和 逻辑 
联结 词 表 示 下 列 各 句子 。 量 词 的 论 域 为 你 校 全 体 学 生 的 集合 。 
a) 你 校 有 个 学 生 既 会 说 俄语 又 了 解 C 十 十 。 
b) 你 校 有 个 学 生 会 说 俄语 但 不 了 解 C 十 十 。 
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c) 你 校 所 有 学 生 或 会 说 俄语 或 了 解 C 十 十 。 
gd) 你 校 没 有 学 生 会 说 俄语 或 了 解 C 十 十 。 


10. 令 C(z) 为 语句 “zx 有 一 只 猫 ?，D(z) 为 语句 “z 有 一 只 狗 ” F(x) 为 语句 “z 有 一 只 雪 巍 ”"。 用 CCz)、 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


D(z)、F(z)、 量 词 和 逻辑 联结 词 表达 下 述 语句 。 令 论 域 为 你 班 上 的 所 有 学 生 。 
a) 班 上 的 一 个 学 生 有 一 只 猫 、 一 只 狗 和 一 只 雪 貂 。 

b) 班 上 的 所 有 学 生 有 一 只 猫 、 一 只 狗 或 一 只 雪 貂 。 

c) 班 上 的 一 些 学 生 有 一 只 猫 和 一 只 雪 貂 ， 但 没有 狗 。 

) 班 上 没有 学 生 同 时 有 一 只 猫 、 一 只 狗 和 一 只 雪 貂 。 

e) 对 猫 、 狗 和 雪 貂 这 三 种 动物 的 任意 一 种 ， 班 上 都 有 学 生 将 其 作为 宠物 。 

令 P(z) 为 语句 “zx 二 xz*”。 如 果 论 域 是 整数 集合 ， 下 列 各 项 的 真 值 是 什么 ? 








a) P(0) b) P(1) €) PC2Y 

d)P(—1) e) jzP(z) EY Pz) 

令 QGCz) 为 语句 “z 十 1 之 2z”。 如 果 论 域 为 整数 集合 ， 下 列 各 项 的 真 值 是 什么 ? 

a) Q(0) b)Q(—1) Cc)Q(1) 

d) Jj zxQ(z) €) VY XQ(Z) QQ 

g) VY XQCz) 

如 果 论 域 为 整数 集合 ， 判 断 下 列 各 语句 的 真 值 。 

a) Vn(ntl1>n) b) jn(2n= 3n) 

©) Inn== 夫 d) Vn(3n<4n) 

如 果 论 域 为 实数 集合 ， 判 断 各 语句 的 真 值 。 

a) 本 zz 三 一 1) b) jz(x‘<z’) 
Vr((—z)=7’) d) Vr(2zr>7z) 

如 果 所 有 变量 的 论 域 为 整数 集合 ， 判 断 各 语句 的 真 值 。 

a) Vn(n’ 宇 0) b) jn =2) 

cJ) VY nnn) b) 3 nn =<0) 

如 果 每 个 变量 的 论 域 都 为 实数 集合 ， 判 断 下 列 各 语句 的 真 值 。 

a) I x(z’=2) b) 3ztr = —1) 

OV +t22D) d) VY zx(z’A7) 

假设 命题 函数 P(z) 的 论 域 为 整数 0、1、2、3 和 4。 使 用 析 取 、 合 取 和 否定 写 出 下 列 命题 。 
a) I xP(z) b) VY zP(z) Ir4P(z) 

d) VY xP(z) e)- 3zP(z) Dm ViP(z) 

假设 命题 函数 P(z) 的 论 域 为 整数 一 2、 一 1、0、1 和 2。 使 用 析 取 、 合 取 和 否定 写 出 下 列 命 题 。 
a) J xP(z) b) V zP(z) Wy 3x" P(r) 

d) VY zx-P(z) e)- IzP(z) f)- VzP(z) 

假设 命题 函数 P(z) 的 论 域 为 整数 1、2、3、4 和 5。 使 用 析 取 、 合 取 和 否定 (而 不 使 用 量词 ) 表 达 下 列 
语句 。 

a) I xP(z) b) VY zP(z) 

-1 IzP(z) d)-~ YZzxP(z) 


e) VYz(CCz 天 3) 一 PCz))V jz P(x) 
假设 命题 函数 P(z) 的 论 域 为 整数 一 5、 一 3、 一 1、1、3 和 5。 使 用 析 取 、 合 取 和 和 否定 (而 不 使 用 量词 ) 


表达 下 列 语句 。 

和 b) VzP(z) c) YZz(CCz 天 1) 一 PCz)) 

d) I zx((zx20) A P(z)) e) IzH Pz A Vr (rz<0) P(r)) 
找 出 使 下 列 语句 分 别 为 真 和 假 的 相应 的 论 域 。 

a) 每 一 个 人 都 在 学 离散 数学 。 b) 每 一 个 人 的 年 龄 都 超过 21 岁 。 

©) 每 两 个 人 都 有 相同 的 妈妈 。 d) 没 有 两 个 不 同 的 人 有 相同 的 祖母 。 


找 出 使 下 列 语句 分 别 为 真 和 假 的 相应 的 论 域 。 
a) 每 一 个 人 都 说 印 地 语 。 b) 有 某 个 人 的 年 龄 超过 21 岁 。 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33; 
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©) 每 两 个 人 都 有 相同 的 名 字 (first name) 。 d) 某 个 人 认识 两 个 以 上 的 其 他 人 。 

使 用 谓词 、 量 词 和 逻辑 联结 词 ， 以 两 种 方式 将 下 列 语句 翻译 成 逮 辑 表达 式 。 首 先 ， 令 论 域 为 班 上 的 
学 生 ; 其 次 ， 令 论 域 为 所 有 人 。 

a) 班 上 有 人 会 说 印 地 语 。 b) 班 上 的 每 个 人 都 很 友好 。 

c) 班 上 有 个 学 生 不 是 出 生 在 加 利 福 尼 亚 。 d) 班 上 有 个 学 生 曾 演 过 电影 。 

e) 班 上 没有 学 生 上 过 逻辑 编程 课程 。 

使 用 谓词 、 量 词 和 逻辑 联结 词 ， 以 两 种 方式 将 下 列 语句 翻译 成 逻辑 表达 式 。 首 先 ， 令 论 域 为 班 上 的 
学 生 ; 其 次 ， 令 论 域 为 所 有 人 。 

a) 班 上 的 每 个 学 生 都 有 移动 电话 。 b) 班 上 的 某 个 学 生 曾 看 过 外 国 影片 。 
c) 班 上 的 某 个 学 生 不 会 游泳 。 d) 班 上 的 所 有 学 生 都 会 求解 二 次 方程 。 
e) 班 上 的 某 个 学 生 不 想 变 富 。 

使 用 谓词 、 量 词 和 逻辑 联结 词 ， 将 下 列 语句 翻译 成 逻辑 表达 式 。 

a) 没 有 人 是 完美 的 。 b) 不 是 每 个 人 都 是 完美 的 。 

c) 你 的 所 有 朋友 都 是 完美 的 。 d) 你 的 某 个 朋友 是 完美 的 。 

e) 每 个 人 都 是 你 的 朋友 并 且 是 完美 的 。 

f) 不 是 每 个 人 都 是 你 的 朋友 或 有 人 并 不 是 完美 的 。 

通过 改变 论 域 并 使 用 带 有 一 个 或 两 个 变量 的 谓词 ， 以 三 种 不 同 的 方式 将 下 列 语句 翻译 成 逻辑 表达 式 。 
a) 学 校 中 的 某 个 人 去 过 鸟 兹 别克 斯 坦 。 b) 班 上 的 每 个 人 都 学 过 微 积分 和 C 十 十 。 
中 学 校 里 没有 人 同时 拥有 摩托 车 和 自行 车 。 d) 学 校 里 有 某 个 人 不 快乐 。 

e) 学 校 里 的 每 个 人 都 生 于 20 世纪 。 

通过 改变 论 域 并 使 用 带 有 一 个 或 两 个 变量 的 谓词 ， 以 三 种 不 同 的 方式 将 下 列 语句 翻译 成 逻辑 表达 式 。 
a) 学 校 里 的 某 个 学 生 曾 在 越南 居住 过 。 b) 学 校 里 的 有 个 学 生 不 会 说 印 地 语 。 
©) 学 校 里 的 某 个 学 生 会 用 Java、Prolog 和 C 十 十 。 d) 班 上 的 每 个 学 生 都 喜欢 泰国 食物 。 
e) 班 上 的 某 个 学 生 不 玩 曲棍球 。 

使 用 谓词 、 量 词 和 逻辑 联结 词 ， 将 下 列 语句 翻译 成 逻辑 表达 式 。 

a) 某 些 东 西 不 在 正确 的 位 置 上 。 

b) 所 有 的 工具 都 在 正确 的 位 置 上 并 且 状 况 良 好 。 

c) 每 样 东西 都 在 正确 的 位 置 上 并 且 状 况 良 好 。 

d) 没 有 东西 在 正确 的 位 置 上 并 且 状 况 良好 。 

e) 你 的 一 个 工具 不 在 正确 的 位 置 上 ,但 它 状况 良好 。 

使 用 逻辑 运算 符 、 谓 词 和 量词 来 表达 下 列 语 句 。 


a) 某 些 命题 是 永 真 式 。 外 ) 矛 盾 式 的 否定 是 永 真 式 。 

c) 两 个 可 能 式 的 析 取 可 以 是 一 个 永 真 式 。 d) 两 个 永 真 式 的 合 取 是 一 个 永 真 式 。 
假定 命题 函数 P(x，y) 的 论 域 由 xz 和 y 的 序 偶 组 成 , 其 中 zx 是 1、2 或 3, y 是 1、2 或 3。 用 析 取 式 
和 合 取 式 写 出 下 列 命题 。 

a) 3 zpPp(zrz, 3) b)V yP(l1, ») 

¢) jy P(2, y) d) VzxPlz, 2) 


假定 Q(zx，y，z) 的 论 域 由 xX、y 和 = 的 三 元 组 组 成 ， 其 中 zx 二 0、1 或 2，y 二 0 或 1，z 二 0 或 1。 用 析 
取 式 和 合 取 式 写 出 下 列 命题 。 

a) VY yQ(0, y, 0) b) jzQ(z, 1, 1) 

c) Jz QO0, 0, z) d) 3 zx-Q(z, 0, 1) | 

用 量词 表达 下 列 语句 。 然 后 取 该 语句 的 否定 并 使 否定 词 不 在 量词 的 左边 。 再 用 简单 语句 表达 这 个 否 
定式 (不 要 简单 地 表达 为 “不 是 …… 5 

a) 所 有 的 狗 都 长 跳 蔓 。 b) 有 一 匹 马 会 做 加 法 。 

©) 每 只 考 拉 都 会 息 树 。 d) 没 有 猴子 会 说 法 语 。 

e) 有 一 只 猪 会 游泳 和 捕 鱼 。 

用 量词 表达 下 列 语句 。 然 后 取 该 语句 的 否定 并 使 否定 词 不 在 量词 的 左边 。 再 用 简单 语句 表达 这 个 否 
定式 (不 要 简单 地 表达 为 “不 是 …… 9 
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34. 


35。 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 
44. 
45. 


a) 一 些 年 长 的 狗 会 学 习 新 的 技巧 。 b) 没 有 兔子 会 微 积 分 。 
c) 每 只 乌 都 会 飞 。 d) 没 有 狗 会 说 话 。 
e) 班 上 没有 人 会 法 语 和 俄语 。 

用 量词 表达 下 列 命题 的 否定 ， 再 用 语句 表达 这 些 否 定 。 


a) 一 些 司机 不 遵守 驾驶 速度 限制 。 b) 所 有 的 瑞典 电影 都 很 严肃 。 
©) 没 人 能 保守 秘密 。 d) 班 上 有 人 没有 良好 的 心态 。 
找 出 下 列 全 称 量化 命题 的 反例 (如 果 可 能 的 话 ) ， 其 中 所 有 变量 的 论 域 是 整数 集合 。 

a) YZz(Cz2z 之 并 ) b) Vz(z>0V z=0) OV zr= 1) 

找 出 下 列 全 称 量化 命题 的 反例 (如 果 可 能 的 话 )， 其 中 所 有 变量 的 论 域 是 实数 集合 。 

a Vx Ey b) Yz(Cz2z 天 2) OVz |z|>0) 


用 谓词 和 量词 表达 下 列 语句 。 

a) 航 空 公司 的 一 位 乘客 可 以 被 确认 为 贵宾 资格 ， 如 果 该 乘客 在 一 年 中 飞行 里 程 超过 25 000 英里 ,或 
在 一 年 内 乘坐 航班 次 数 超 过 25 次 。 

b) 一 名 男 选 手 可 获准 参加 本 次 马拉松 比赛 ， 如 果 他 以 往 最 好 成 绩 在 3 小 时 内 ; 而 一 名 女 选手 可 获准 
参加 马拉松 比赛 ， 如 果 她 以 往 最 好 成 绩 在 3. 5 小 时 内 。 

c) 一 名 学 生 要 想 取得 硕士 学 位 ， 必 须 至 少 修 满 60 个 学 分 ， 或 至 少 修 满 45 个 学 分 并 通过 硕士 论文 答 
辩 ， 并 且 所 有 必修 课程 的 成 绩 不 低 于 B。 

d) 有 某 个 学 生 在 一 个 学 期 内 修了 21 个 学 分 课程 并 且 成 绩 都 为 A。 

练习 38 一 42 主要 处 理 系 统 规范 说 明和 涉及 量词 的 逻辑 表达 式 之 间 的 翻译 。 

将 下 列 系统 规范 说 明 翻 译 成 语句 ， 其 中 谓词 SCz，y) 是 “< 在 状态 y>”， 工 和 >y 的 论 域 分 别 是 所 有 系统 

和 所 有 可 能 的 状态 。 

a) 3 zSC(z， 开 放 》 

b) Vz(CSCz， 故 障 )V SCz， 诊 断 )) 

c) 了 3zSCz， 开 放 )V 本 zxzSCz， 诊 断 ) 

d) 了 zx SCz， 可 用 ) 

e)VYxznSCz， 工 作 ) 

将 下 列 规范 说 明 翻 译 成 语句 ， 其 中 F(p) 是 “打印 机 p 不 能 提供 服务 ”，B(p) 是 “打印 机 很 忙 ”， 

L(7) 是 “打印 作业 ; 丢失 了 ”，Q( 站 是 “打印 作业 j 在 队列 中 ”。 

a) Jp(F(p)AB(p))—> 37L() b) YY pB(p)—> 3 jQ(O) 

c) 37(QO) ALG))—> 3 pF(p) DVPBCP)A VY IQGO))—> 437L(0) 

使 用 谓词 、 量 词 和 逻辑 联结 词 表 达 下 列 系统 规范 说 明 。 

a) 当 硬 盘 中 的 空闲 空间 少 于 30MB 时 ， 就 会 向 所 有 用 户 发 送 警告 消息 。 

b) 当 检测 到 系统 错误 时 ， 文 件 系 统 中 的 目录 均 不 能 打开 且 文 件 不 能 关闭 。 

c) 如 果 当 前 有 登录 用 户 ， 就 不 能 备份 文件 系统 。 

d) 当 有 至 少 8MB 内 存 可 用 且 连 接 速度 至 少 为 56kbps 时 ， 就 可 以 进行 视频 点 播 。 

使 用 谓词 、 量 词 和 逻辑 联结 词 表 达 下 列 系统 规范 说 明 。 

a) 如 果 磁 盘 有 10MB 以 上 的 空闲 空间 ， 那 么 在 非 空 的 消息 集合 中 至 少 可 以 保存 一 条 邮件 消息 。 

b) 每 当 有 主动 报警 时 ， 队 列 中 的 所 有 消息 都 会 被 传送 出 去 。 

c) 诊 断 监 控 器 跟踪 所 有 系统 的 状态 ， 除 了 主 控制 台 外 。 

d) 没 有 被 主 叫 方 列 人 特殊 列表 上 的 参与 电话 会 议 的 每 一 方 都 会 被 计 账 。 

使 用 谓词 、 量 词 和 逻辑 联结 词 表达 下 列 系统 规范 说 明 。 

a) 每 个 用 户 都 可 以 访问 电子 邮箱 。 

b) 如 果 文 件 系 统 被 锁定 ， 该 组 中 的 每 个 人 都 能 访问 系统 邮箱 。 

ce) 防火 墙 处 于 诊断 状态 仅 当 代理 服务 器 处 于 诊断 状态 。 

d) 如 果 吞 吐 量 在 100~500kbps 且 代 理 服 务 器 不 处 于 诊断 模式 ， 则 至 少 有 一 个 路 由 器 工作 正常 。 

判断 VzCP(z) 一 Q(z)) 和 YZzxP(x) 一 Y zxQ(z) 是 否 是 逻辑 等 价 的 ， 并 证 明 。 

判断 YzCP(Cz)*>QCz)) 和 VzPCz)e>VYzQ(Cz) 是 否 是 逻辑 等 价 的 ， 并 证 明 。 

证 明 3 zx(P(z)V Q(z)) 和 xP(z)V 3zQ(Cz) 是 逻辑 等 价 的 。 
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练习 46 一 49 给 出 了 空 量化 (null quantification) 的 规则 ， 当 受 量词 约束 的 变 元 没有 出 现在 语句 的 某 一 


部 分 时 可 以 使 用 该 规则 。 
46. 证 明 下 列 逻 辑 等 价 式 ， 其 中 天 在 A 中 不 作为 自由 变 元 出 现 。 假 设 论 域 非 空 。 
a) (VzrP(z))V A Vzr(P(z)V A) DIzP(r) VA IzrCP(rY VAY 
47. 证 明 下 列 逻 辑 等 价 式 ， 其 中 之 在 A 中 不 作为 自由 变 元 出 现 。 假 设 论 域 非 空 。 
a)(YzrzP(z))AA=Yzr(P(r) MAA) D(CIzP(r)) A A=IzP(r) AA) 
48. 证 明 下 列 软 辑 等 价 式 ， 其 中 之 在 A 中 不 作为 自由 变 元 出 现 。 假 设 论 域 非 空 。 
a) VX(A—>P(zx))=A-—> VY zrP(z) b) Iz(A —P(z))=A— IzP(z) 
49. 证 明 下 列 逻 辑 等 价 式 ， 其 中 之 在 A 中 不 作为 自由 变 元 出 现 。 假 设 论 域 非 空 。 
a) Vz(P(z)—=A)=jIzP(z)—>A b) JzP(z)—>A)=VY zrP(z)—>A 
50. 证 明 YzxzP(z)V VxzQCz) 和 VzxCP(z)V Q(z)) 不 是 逻辑 等 价 的 。 
51. 证 明 习 zxP(z) 人 3xQCz) 和 zxCP(z) 信 Q(z)) 不 是 逻辑 等 价 的 。 
52. 正如 文中 提 到 的 ， 符 号 习 ! xzP(z) 表 示 
“有 唯一 的 使 P(x) 为 真 。” 
如 果 论 域 是 整数 集合 ， 下 列 各 语句 的 真 值 是 什么 ? 
a) jlzx(zx>1) b) 3 1zlz’=1) 
c) 3 1z(Cz 十 3 一 2z) d) 导 1z(z 一 Z 十 1) 
53. 下 列 语句 的 真 值 是 什么 ? 
2) JzP(r)-—» 414wP(x) bYzPCr)—= 31zP(z) 
cy dlr P(r YP) 
54. 假定 论 域 由 整数 1、2 和 3 构成 ， 试 用 否定 、 合 取 和 析 取 写 出 量化 命题 3 1zP(Cz) 。 
55. 给 定 例 28 的 Prolog 事实 ， 对 下 列 查询 Prolog 返回 的 是 什么 ? 
a)?instructor(chan, math273) b)?instructor(patel, cs301) 
Cc)?enrolled(X, cs301) d)?enrolled(kiko, Y) 
e) ?teaches(grossman, Y) 
56. 给 定 例 28 的 Prolog 事实 ， 对 下 列 查询 Prolog 返回 的 是 什么 ? 
a)?enrolled(kevin，ee222) b)?enrolled(kiko, math273) 
€)?instructor(grossman, X) d)?instructor(X, cs301) 


S57, 


e) ?teaches(X，kevin) 

假定 Prolog 事实 : 谓词 motherC(M，Y)7 和 father(F，X)， 分 别 表示 M 是 并 的 母亲 ,下 是 和 的 父亲 。 
试 给 出 一 个 Prolog 规则 来 定义 谓词 sibling(X，Y) ， 它 表示 和 和 了 是 兄弟 (也 就 是 ， 有 相同 的 父亲 和 
母亲 ) 。 


58. 假定 Prolog 事实 : 谓词 mother(M，Y) 和 father(F，X)， 分别 表示 M 是 Y 的 母亲 ， 下 是 X 的 父亲 。 
试 给 出 一 个 Prolog 规则 来 定义 谓词 grandfather(X，Y)， 它 表示 和 是 了 的 祖父 。( 提 示 : 可 以 在 
Prolog 中 写 一 个 析 取 式 ， 使 用 分 号 分 开 谓 词 或 将 谓词 放 在 单独 的 行 中 。) 
练习 59 一 62 是 根据 刘易斯 。 罗 卡尔 (Lewis Carroll) 的 《符号 逻辑 》(CSymbolic Logic) 一 书 中 的 问题 编 

写 的 。 

59. 令 P(z)、Q(z) 和 R(x) 分别 表 示 语 句 “z 是 教授 ”、“z 无 知 ” 和 “z 爱 虚荣 >“。 用 量词 、 逻 辑 联结 词 和 
P(xz)、QCz)、R(z) 表 达 下 列 语句 ， 其 中 论 域 是 所 有 人 的 集合 。 

a) 没 有 教授 是 无 知 的 。 b) 所 有 无 知 者 均 爱 虚荣 。 
c) 没 有 教授 是 爱 虚 荣 的 。 d) 能 从 a) 和 b) 推 出 c) 吗 ? 
60. 令 P(z)、Q(z) 和 RCz) 分 别 表示 语句 “zx 是 个 清楚 的 解释 ”“z 令 人 满意 ”和 “x 是 借口 *。 假 定 z 的 论 
域 是 所 有 中 文 文章 。 用 量词 ; 逻辑 联结 词 ， P(x)、Q(zx)、R(z) 表 达 下 列 语句 。 
a) 所 有 清楚 的 解释 都 令 人 满意 。 b) 有 些 借 口令 人 不 满意 。 
c) 有 些 借口 不 是 清楚 的 解释 。 x gd) 能 从 a) 和 Pb) 推出 c) 吗 ? 
61. 令 P(z) 、Q(Cz) 、RCz) 和 SCz) 分 别 为 语句 “z 是 婴儿 ”“z 的 行为 符合 逻辑 ”"、“x 能 管理 鳄鱼 ”和 “ 工 


会 被 人 轻视 ”。 假 定 zx 的 论 域 是 所 有 人 的 集合 。 用 量词 ; 逻辑 联结 词 ; P(z) 、Q(Gz)、RGz) 和 SCz) 表 
达 下 列 语句 。 
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a) 婴 儿 的 行为 不 符合 逻辑 。 b) 能 管理 鳄鱼 的 人 不 会 被 人 轻视 。 
c) 行 为 不 符合 逻辑 的 人 会 被 人 轻视 。 d) 婴 儿 不 能 管理 鳄鱼 。 
x* e) 能 从 a)、b) 和 c) 推 出 d) 吗 ? 如 果 不 能 ， 有 没有 一 个 正确 的 结论 ? 
62. 令 P(z)、Q(z)、R(z) 和 SCz) 分 别 为 语句 “zz 是 只 鸭子 ”“z 是 我 的 一 只 家 禽 ”"、“z 是 一 名 官员 ”和 
“z 愿意 跳 华 尔 效 ”。 用 量词 ; 逻辑 联结 词 ; P(z) 、Q(z) 、R(Cz) 和 SCz) 表 达 下 列 语句 。 


a) 没 有 鸭子 愿意 跳 华 尔 兹 。 b) 没 有 官员 会 拒绝 跳 华尔兹 。 
c) 所 有 我 的 家 禽 都 是 鸭子 。 d) 我 的 家 禽 都 不 是 官员 。 
x e) 能 从 al 、b) 和 c) 推 出 d) 吗 ? 如 果 不 能 ， 有 没有 一 个 正确 的 结论 ? 
1.5 垦 套 量词 
4 引 查 


在 1.4 节 我 们 定义 了 存在 量词 和 全 称 量 词 ， 并 展示 了 如 何 用 它们 来 表示 数学 语句 。 我 们 也 
解释 了 如 何 用 它们 将 汉语 语句 翻译 成 逻辑 表达 式 。 可 是 在 1.4 节 我 们 回避 了 藤 套 量词 ， 即 一 个 
量词 出 现在 另 一 个 量词 的 作用 域内 ， 如 

VxXjy(zt+y=0) 
注意 量词 范围 内 的 一 切 都 可 以 认为 是 一 个 命题 函数 。 比 如 ， 
VYzr 了 dy(Cz 十 y 王 0) 
与 Y xQ(z) 是 一 样 的 ， 其 中 QCz) 表 示 了 yP(z，y)， 而 PCz，y) 表 示 zx 十 y= 二 0。 

由 套 量词 经 常会 出 现在 数学 和 计算 机 科学 中 。 尽 管 租 套 量词 有 时 比较 难 理解 ， 但 在 1.4 节 
介绍 过 的 规则 却 有 助 于 我 们 使 用 它们 。 在 本 节 中 我 们 会 获得 处 理 舱 套 量词 的 经 验 。 我 们 会 看 到 
如 何 使 用 舱 套 量词 来 表达 这 样 的 数学 语句 “两 个 正 整数 的 和 一 定 是 正 数 ?我们 还 会 展示 艇 套 量 
词 如 何 用 于 将 这 样 的 句子 “每 个 人 恰好 有 一 个 最 要 好 的 朋友 ”翻译 成 逻辑 语句 。 再 者 ， 我 们 还 会 
获得 处 理 柑 套 量词 的 否定 语句 的 经 验 。 


1. 5.2 理解 涉及 蔷 套 量词 的 语句 

为 了 理解 涉及 嵌 套 量词 的 语句 ， 我 们 需要 阐明 其 中 出 现 的 量词 和 谓词 的 含义 。 具 体 如 例 1 
和 例 2 所 示 。 

例 1 假定 变量 zx 和 y 的 论 域 是 所 有 实数 的 集合 ， 语 句 

VYZzVyCzr 十 y 一 y 十 工 ) 
表示 对 所 有 实数 zx 和 >y，z 十 y 王 > 十 z。 这 是 实数 加 法 的 交换 律 。 同 样 ， 语 名 
VYZz3y(Cz 十 y 一 0) 
表示 对 所 有 实数 zx， 有 一 个 实数 y， 使 得 x 十 y 二 0。 也 就 是 每 个 实数 都 有 一 个 加 法 的 逆 。 同 样 ， 
语句 
VYZzYyVz(CZ 十 (y 十 z) 一 (CZz 十 y) 十 z) 
是 实数 加 法 的 结合 律 。 本 

例 2 将 下 列 语句 翻译 成 汉语 语句 

VYZzVYYyYCCz>0)A(Cy<0) 一 (CZYy<0)) 
其 中 变量 zx 和 >y 的 论 域 都 是 全 体 实数 。 

解 ” 这 个 语句 表示 对 任意 实数 z 和 y， 如 果 z>0 且 y 二 0， 那么 zy 二 0。 也 就 是 说 ， 这 个 
语句 表示 对 实数 和 y， 如 果 z 是 正 的 且 y 是 负 的 ， 那么 zy 就 是 负 的 。 这 可 以 更 简洁 地 叙述 
为 “一 个 正 实数 与 一 个 负 实 数 的 积 一定 是 负 实 数 ”。 4 

将 量化 当做 循环 ”在 处 理 多 个 变量 的 量化 式 时 ， 有 时 候 借 助 栓 套 循环 来 思考 是 有 益 的 。 
(当然 ， 如 果 某 个 变量 的 论 域 有 无 穷 多 个 元 素 ， 那 么 无 法 真正 对 所 有 值 做 循环 。 不 过 这 种 考虑 
方式 对 理解 竺 套 量 词 总 是 有 益 的 .) 例 如 ， 要 判定 YzVyP(Cz，?y) 是 否 为 真 ， 我 们 先 对 的 所 
有 值 做 循环 ， 而 对 z 的 每 个 值 再 对 y 的 所 有 值 循环 。 如 果 我 们 发 现 对 工 和 > 的 所 有 值 PCz，2?) 


trya 
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Ex | 
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都 为 真 ， 那 么 我 们 就 判定 了 YzVy P(rx，y) 为 真 。 只 要 我 们 磁 上 一 个 z 值 ， 对 这 个 值 又 磁 上 
一 个 y 值 使 PCz，y) 为 假 ， 那 么 就 证 明了 VzVyP(Gz，y) 为 假 。 

同样 ， 要 判定 Yz3yP(Cz，y) 是 否 为 真 ， 就 需要 我 们 对 z 的 所 有 值 循环 。 对 z 的 每 个 值 ， 
对 y 的 值 循环 直到 找到 一 个 y 使 PCz，y) 为 真 。 如 果 对 工 的 所 有 值 ， 我 们 都 能 碰 上 这 样 的 一 个 
y 值 ,那么 Yz3yP(Cz，y) 为 真 。 如 果 对 某 个 工 我 们 碰 不 上 这 样 的 y， 那 么 YVz3yPCr，y) 就 
为 假 。 

要 判定 习 xYVyP(zx，y) 是 否 为 真 ， 需要 对 工 的 值 循环 直到 找到 某 个 x， 就 这 个 z 对 y 的 所 
有 值 循环 时 PCz，Jy) 总 是 为 真 。 如 果 能 找到 这 样 的 zx，3 了 3zVYyPGz，y) 就 为 真 。 如 果 总 也 碰 不 
上 这 样 的 zx， 那么 我 们 知道 3zYVyP(Cz，y?) 为 假 。 

最 后 要 判定 3z3yP(Gz，y) 是 否 为 真 。 我 们 对 < 的 值 循 环 ， 循 环 时 对 z 的 每 个 值 都 对 y 
的 值 循环 ， 直 到 找到 z 的 一 个 值 和 y 的 一 个 值 使 P(z，y?y) 为 真 。 只 有 当 我 们 永远 磁 不 上 这 样 的 
工 和 yy 能 使 P(x，y) 为 真 时 ,语句 X33yP(zx，y) 才 为 假 。 


1.5.3 量词 的 顺序 

许多 数学 语句 会 涉及 对 多 变量 命题 函数 的 多 重量 化 。 要 注意 的 是 ， 量 词 的 顺序 是 很 重要 
的 ， 除 非 所 有 量词 均 为 全 称 量词 或 均 为 存在 量词 。 

这 些 评 注 可 以 通过 例 3 一 5 来 解释 。 

例 3 令 P(z，J 为 语句 “z 十 y 一 ?十 z”， 量 化 式 VzVyPCz，y) 和 VyVZzP(Cr，y) 的 真 
值 是 什么 ? 这 里 所 有 变 元 的 论 域 是 全 体 实数 。 

解 量化 式 

VYzyyPGz， y) 
表示 的 命题 是 
“对 所 有 实数 zx， 对 所 有 实数 >，z 十 y 一 ?十 工 成 立 。” 

因为 P(x，y) 对 所 有 实数 zx 和 yy 都 为 真 ( 这 是 实数 的 加 法 交换 律 见 附 录 1)， 故 VzVy 
P(Cz，y) 为 真 。 注 意 语 句 YVyYzP(Cz，y) 表 示 “ 对 所 有 实数 >， 对 所 有 实数 z，z 十 y 一 y 十 工 。 这 
句 的 意思 和 “对 所 有 实数 zx， 对 所 有 实数 y，z 十 y 三 y 十 x” 意 义 相 同 。 也 就 是 说 ，V zx VyP(z， 
y) 和 VYyYVzP(x，y) 意 义 相 同 ， 都 为 真 。 这 说 明了 这 样 一 个 原理 ， 即 在 没有 其 他 量词 的 语句 
中 ， 在 不 改变 量化 式 意义 的 前 提 下 骨 套 全 称 量词 的 顺序 是 可 以 改变 的 。 4 

例 4 令 Q(zx，y) 表 示 “z 十 y= 二 0”， 量 化 式 导 3 yV zxQC(z，y) 和 VYx3yQlzx，y) 的 真 值 是 什 
么 ?这 里 所 有 变 元 的 论 域 是 全 体 实 数 。 

解 量化 式 





了 yVzQCz，y) 
表示 的 命题 是 
“存在 一 个 实数 y 使 得 对 每 一 个 实数 z+，Q(z，y) 都 成 立 .” 
不 管 y 取 什 么 值 ， 只 存在 一 个 z 值 能 使 + 十 y=0 成 立 。 因 为 不 存在 这 样 的 实数 y 能 使 十 > 一 0 
对 所 有 实数 zx 成立 ， 故 语句 导 yY xQ(z，y) 为 假 。 
量化 式 
VxXjyQ(zr, ») 
表示 的 命题 是 
“对 每 个 实数 z 都 存在 一 个 实数 y 使 得 Q(zx，») 成 立 。” 
给 定 一 个 实数 zx， 存在 一 个 实数 y 能 使 + 十 y= 二 0， 这 个 实数 就 是 y= 二 一 tx。 因此， 语句 
Vx3yQ(zx，y) 为 真 。 « 
例 4 说 明 量 词 出 现 的 顺序 会 产生 不 同 的 影响 。 语 句 了 了 yVzPGz，y) 和 Vz3 了 3yP(zr，y) 不 是 
逻辑 等 价 的。 语句 了 yV xP(zx，y) 为 真 当 且 仅 当 存在 一 个 >， 使 得 PC(z，y) 对 每 个 工 都 成 立 。 
因此 ， 要 使 这 一 语句 为 真 ， 必 须 有 一 个 特定 的 y 值 ， 使 得 无 论 z 为 什么 值 ，P(Cz，y) 都 成 立 。 
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另 一 方面 ，Y x yP(zx，y) 为 真 当 且 仪 当 对 zz 的 每 一 个 值 都 存在 一 个 y 值 使 P(xzx，y) 成 立 。 所 
以 ， 要 使 这 个 语句 为 真 ， 不 管 你 选 什么 zx， 总 有 一 个 y 值 (也 许 依赖 于 你 选择 的 xz) 使 P(x，y) 
成 立 。 换 言 之 ， 在 第 二 种 情况 下 ，y 随 着 工 而 变 ， 而 在 第 一 种 情况 下 ，y 是 与 过 无 关 的 常数 。 
从 这 些 观察 可 以 得 出 ， 如 果 了 yVzPGrz，y) 为 真 , 则 Yz3yPCz，y) 必 定 也 为 真 。 可 是 ， 
如 果 Vz3yPCzr，y) 为 真 ， 了 3yVzPCr，y) 不 一 定 为 真 (参见 本 章 补 充 练习 30 和 31) 。 
表 1 总 结 了 涉及 两 个 变量 的 不 同 量化 式 的 含义 。 


表 1 两 个 变量 的 量化 式 
何 时 为 真 














语 名 何 时 为 假 











VrVvyP(lzx, y) 对 每 一 对 

Vy VzP(zr, y) " 和 T+、y，P(zx，y) 均 为 真 存在 一 对 x、y， 使 得 P(x，y) 为 假 
cd 0 

W3yPlz, 力 对 每 赴 = 都 存在 一 个 名 全 很 PE 到 为 数 ?| 让 让 全 全 信人 生 和 到 对 全 个 乎 全 


为 假 


对 每 个 z， 存 在 一 个 y 使 得 PCz，y) 
为 假 











3zVy P(r, y) 存在 一 个 z， 使 得 PCz，y) 对 所 有 y 均 为 真 











3z3yP(l(z, ») 
3y jzP(zr, y) 





存在 一 对 +、y， 使 P(z，y) 为 真 对 每 一 对 zx、y，P(z，y) 均 为 候 











超过 两 个 变量 的 量化 式 也 很 常见 ， 如 例 5 所 示 。 
例 5 令 Q(z，y，z) 为 语句 “zx 十 y= 二 z”， 语句 YXVYyjzQ(zx, y,， xz) 和 jzVYVzVyQ(z， 
y，z) 的 真 值 是 什么 ， 其 中 所 有 变量 的 论 域 都 是 全 体 实数 ? 
解 ”假定 给 z 和 >y 赋 了 值 ， 那 么 就 有 一 个 实数 z， 使 得 xz 十 y 二 z。 于 是 量化 式 
YrVyjzQ(r, y, 2z) 


它 相 当 于 语句 
“对 所 有 实数 zx 和 所 有 实数 y， 存 在 一 个 实数 >， 使 得 z 十 > 一 z。” 
为 真 。 这 里 量词 出 现 的 顺序 是 很 重要 的 ， 因 为 量化 式 
JzYowYyQ rs yy 2) 
也 就 是 语句 
“存在 一 个 实数 zx 使 得 对 所 有 实数 xz 和 所 有 实数 y，z 十 y 二 zx,，” 
为 假 ， 因 为 没有 z 的 值 能 使 + 十 y= 二 z 对 xz 和 y 的 所 有 值 都 成 立 。 S| 


1.5.4 数学 语句 到 幅 套 量词 语句 的 翻译 
用 汉语 表达 的 数学 语句 可 以 被 翻译 成 逻辑 表达 式 ， 如 例 6 一 8 所 示 。 
例 6 将 语句 “两 个 正 整 数 的 和 总 是 正 数 ”翻译 成 逻辑 表达 式 。 
解 ” 要 将 这 个 语句 翻译 成 逻辑 表达 式 ， 我 们 首先 重 写 该 句 ， 这 样 隐 含 的 量词 和 论 域 就 会 显 


现 出 来 :“ 对 每 两 个 整数 ， 如 果 它 们 都 是 正 的 ， 那么 它们 的 和 是 正 数 .” 然 后 ， 引 入 变量 和 yy & 


就 得 到 “对 所 有 正 整 数 和»y，z 十 y 是 正 数 ”。 因 此 ， 我 们 可 以 将 这 个 语句 表达 为 
VYxrVy((zr>0)A(y>0)>(zty>0)) 
其 中 这 两 个 变量 的 论 域 是 全 体 整 数 。 注 意 ， 我 们 也 可 以 将 正 整数 作为 论 域 来 翻译 该 语句 。 这 样 
语句 “两 个 正 整数 的 和 总 是 正 数 ? 就 变 为 “对 于 每 两 个 正 整 数 ， 它 们 的 和 是 正 的 ”。 我 们 可 以 将 它 
表达 为 
VZVYyYCZzr 十 y 二 0) 

其 中 两 个 变量 的 论 域 为 全 体 正 整数 。 | 

例 7 将 语句 “除了 0 以 外 的 每 个 实数 都 有 一 个 乘法 北 元 ”( 一 个 实数 zx 的 乘法 逆 元 是 使 
zy 一 1 的 实数 y) 翻译 成 逻辑 表达 式 。 


Ent ee 
DH 


52 第 1 章 





解 ” 我 们 首先 重 写 这 个 语句 为 “对 每 个 实数 z( 除 了 0 以 外 )，z 有 一 个 乘法 道 元 ”"， 然 后 可 
以 再 将 之 重 写 为 “对 每 个 实数 z， 如 果 zx 天 0， 那 么 存在 一 个 实数 y 使 得 zxy 王 1”。 这 可 以 重 写 为 
VYzCCz 天 0) 一 了 y(Czy 一 1)) ,| 
有 一 个 你 可 能 很 熟悉 的 例子 就 是 极限 的 概念 ， 它 在 微 积 分 中 非常 重要 。 
例 8 (需要 微 积分 知识 ) 用 量词 来 表示 实 变量 z 的 实 函 数 f(z) 在 其 定义 域 中 点 a 处 的 极限 
的 定义 。 
解 ” 回 顾 定 义 
lim saf (x+) 一天 
是 : 对 每 个 实数 se 之 0， 存 在 一 个 实数 8 二 0， 使 得 对 任意 的 z， 只 要 0 二 | zx 一 a | 二 ,就 有 
|f(z) 一 L|<e。 极 限 的 这 一 定义 用 量词 可 以 表示 为 
VeddVz(0<| zr—al<d—=| f(x) =—L |<e 
其 中 e 和 6 的 论 域 是 正 实数 集合 ，z 的 论 域 是 实数 集合 。 
这 一 定义 还 可 表示 为 
Ve>>036>>0Vz(O0<| zal<6—>| f(z)—L|<e) 
其 中 志和 省 的 论 域 为 实数 集合 ， 而 不 是 正 实数 集合 。[ 这 里 ， 用 到 了 约束 量词 。 回 忆 一 下 vz 
0P(z) 的 意义 是 对 所 有 zx 之 0 的 数 ， P(xz) 为 真 。] 4 


1.5.5 艾 套 量词 到 自然 语言 的 翻译 

用 嵌 套 量词 表达 汉语 语句 的 表达 式 可 能 会 相当 复杂 。 在 翻译 这 样 的 表达 式 时 ， 第 一 步 是 写 
出 表达 式 中 量词 和 谓词 的 含义 ， 步 是 用 简单 的 句子 来 表达 这 个 含义 。 例 9 和 例 10 说 明了 
这 个 过 程 。 

例 9 把 语句 

VYzCCCz) V 3y(Cly) A F(z,y))) 

翻译 成 汉语 ， 其 中 CCz) 是 “z 有 一 台 计 算 机 ”，FC(zx，y) 是 *r 和 yy 是 朋友 ”， 而 z 和 yy 的 共同 论 
域 是 学 校 全 体 学 生 的 集合 。 

解 ” 该 语句 说 的 是 ， 对 学 校 中 的 每 个 学 生 zx， 或 者 工 有 一 台 计 算 机 ， 或 者 另 有 一 个 学 生 y， 
他 有 一 台 计 算 机 ， 且 xz 和 yy 是 朋友 。 换 言 之 ， 学 校 的 每 个 学 生 或 者 有 一 台 计 算 机 或 有 一 个 有 一 
台 计 算 机 的 朋友 。 4 

例 10 把 语句 

3zVyVz(CCFGCzyy) A F(z,z) MA (yA 2)) > -1 Fy,z)) 

翻译 成 汉语 ， 其 中 F(a,， 65) 的 食 义 是 a 和 8 是 朋友 ,而 xz、y 和 z 的 论 域 是 学 校 所 有 学 生 的 
集合 。 

解 ” 我 们 先 来 看 看 表达 式 (F(z，y) 人 F(z，z) 人 (y 关 z)) 一 4F(y，z)。 这 个 表达 式 说 的 是 
如 果 学 生 z 和 yy 是 朋友 ， 并且 学 生 z 和 z 是 朋友 ,并且 如 果 y 和 = 不 是 同一 个 学 生 ， 则 > 和 = 
就 不 是 朋友 。 这 样 原先 带 有 三 个 量词 的 语句 说 的 就 是 ， 存 在 一 个 学 生 zx， 使 得 对 所 有 的 学 生 y 
以 及 不 同 于 y 的 所 有 学 生 >， 如 果 工 和 >y 是 朋友 ，z 和 >z 也 是 朋友 ， 那 么 > 和 zz 就 不 是 朋友 。 
换 句 话 说 ， 有 个 学 生 ， 他 的 朋友 之 间 都 不 是 朋友 。 4 


1.5.6 汉语 语句 到 逻辑 表达 式 的 翻译 

在 1.4 节 我 们 展示 了 如 何 用 量词 将 句子 翻译 成 逻辑 表达 式 。 然 而 ， 当 时 回避 了 在 翻译 成 逻 
辑 表达 式 时 需要 用 到 艇 套 量词 的 语句 。 我 们 现在 讨论 这 类 句子 的 翻译 。 

例 11 将 语句 “如 果 某 人 是 女性 上 且 为 人 家 长 ， 那 么 这 个 人 是 某 人 的 母亲 ”翻译 成 逻辑 表达 
式 ， 其 中 涉及 谓词 、 量 词 ( 论 域 是 所 有 人 ) 以 及 逻辑 联结 词 。 

解 ” 语句 "如果 一 个 人 是 女性 且 还 是 家 长 ， 则 这 个 人 是 某 个 人 的 母亲 ”可 以 表达 为 "对 每 个 人 z， 
如 果 工 是 女性 且 工 是 家 长 ， 那 么 存在 一 个 人 y 使 得 z 是 > 的 母亲 ”。 我 们 引入 谓词 FCz) 来 表示 “> 
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女性 ”，P(z) 表 示 “z 是 家 长 ”，M(Cz，y) 表 示 “z 是 y 的 母亲 ”。 原 始 语句 可 以 表示 为 
VZz((F(z) MA P(rz)) — 3 yM(z,y)) 
利用 1.4 节 练习 47 的 (b) 部 分 的 空 量词 规则 ， 我 们 可 以 把 3y 往 左 移 使 它 恰 好 出 现在 Vz 之 后 ， 
因为 > 不 在 FCz)APCz) 中 出 现 。 我 们 可 以 得 到 逻辑 等 价 的 表达 式 
VZz3 了 3yCEFCGz) 人 PCz)) 一 MGCGzyy)) a 
例 12 将 语句 “每 个 人 恰好 有 一 个 最 好 的 朋友 ”翻译 成 逻辑 表达 式 ， 其 中 会 涉及 谓词 、 量 
词 ( 论 域 是 所 有 人 ) 以 及 逻辑 联结 词 。 
解 ” 语句“ 每 个 人 恰好 有 一 个 最 好 的 朋友 ?可 以 表达 为 "对 每 个 人 z， 工 恰好 有 一 个 最 好 的 朋友 ”。 
引入 全 称 量词 ， 可 以 看 到 这 个 语句 和 ”V zx(z 恰 有 一 个 最 好 的 朋友 )” 一 样 ， 其 中 论 域 是 所 有 人 。 
工 恰 好 有 一 个 最 好 的 朋友 意味 着 有 一 个 人 y， 他 是 z 最 好 的 朋友 。 而 且 ， 对 每 个 人 xz， 如 
果 z 不 是 y， 那 么 z 不 是 xz 最 好 的 朋友 。 当 我 们 引入 谓词 B(x，y) 为 语句 “y 是 xz 最 好 的 朋友 ”， 
则 语句 “z 恰好 有 一 个 最 好 的 朋友 ”可 以 表示 为 
3y(CBCz,y) A Vz((zy) 一 BCzyz))) 
因此 ， 原 始 语句 可 以 表示 为 
VYr3yCBGz,y) A Vz(Cz 和 天 J 一 下 BCzyz))) 
[注意 ， 我 们 可 以 把 这 个 语句 写 为 Vz 了 1! yB(z，y)， 这 里 了 ! 是 1.4 节 定义 的 唯一 性 量词 。] 
本 
例 13 用 量词 表示 语句 “有 一 位 妇女 已 搭乘 过 世界 上 每 一 条 航线 上 的 一 个 航班 ”。 
解 令 P(w， 几 为 “ww 搭乘 过 航班 f”，Q(f，a) 为 “了 是 航线 a 上 的 一 个 航班 >。 于 是 可 将 
上 述 语 句 表示 为 
JwVyYadflPlw,f) A QC(f,a)) 
其 中 ，w、f 和 a 的 论 域 分 别 为 世界 上 所 有 妇女 、 所 有 空中 航班 和 所 有 航线 。 
. 这 个 语句 也 可 以 表示 为 
JwVvVad ffR(w,f,a) 
其 中 RC(w，f，a) 为 “w 已 搭乘 过 航线 a 上 的 航班 f”。 虽 然 这 样 表示 更 紧凑 ， 但 它 使 变量 之 间 
的 关系 有 点 含糊 不 清 ， 因 此 ， 第 一 个 解 要 好 些 。 S| 


1.5.7 藤 套 量词 的 否定 

带 骨 套 量词 语句 的 否定 可 以 通过 连续 地 应 用 单个 量词 语句 的 否定 规则 得 到 。 如 例 14 一 16 
所 示 。 

例 14 表达 语句 VYz3 了 3y(Czy 一 1) 的 否定， 使 得 量词 前 面 没 有 和 否定 词 。 

解 ”通过 连续 地 应 用 量词 的 德 ， 摩 根 律 ( 见 1.4 节 表 2)， 我 们 可 以 将 7 Yz3 了 y(Czy 王 1) 中 
的 否定 词 移 人 所 有 量词 里 。 我 们 发 现 , aY x3 y(zy 二 1) 等 价 于 3xzn 3y(Czy 一 1)， 而 后 者 又 等 
价 于 3 zxY yjCzy==1)。 由 于 -Czy 二 1) 可 以 简化 为 xy 天 1 ， 所 以 我 们 可 以 得 出 结论 语句 的 否定 
可 以 表达 为 3xV y(xy 了 1)。 | 本 

例 15 使 用 量词 表达 语句 “没有 一 个 妇女 已 搭乘 过 世界 上 每 一 条 航线 上 的 一 个 航班 ”。 

解 ” 这 个 语句 是 例 13 的 语句 “有 一 位 妇女 已 搭乘 过 世界 上 每 一 条 航线 上 的 一 个 航班 ”的 否 
定 。 由 例 13 可 知 ， 我 们 的 语句 可 以 表达 为 a3jwYa3f(Pl(w，f) 和 QC(f，a)， 其 中 Pl(w,， 了 ) 
是 “w 搭乘 过 航班 f”， 而 QC(f，a) 为 “f 是 航线 a 上 的 航班 >。 通 过 连续 地 应 用 量词 的 德 。 摩根 
律 ( 见 1.4 节 表 2) 把 否定 移入 连续 的 量词 内 ， 并 在 最 后 一 步 合 取 式 的 否定 应 用 德 。 摩根 律 ， 我 
们 发 现 给 定 的 语句 等 价 于 下 列 语句 序列 中 的 每 一 个 语句 : 

Vu YajflPlw,f) AQCra)) 三 Vzwdan flPlw,f) A Qf,a)) 
Vwjavy /fm (Plw,f) A QC(f ,a)) 
VwjaVv fl Plw,f) V -1 Qf ,a)) 

最 后 这 个 语句 表示 “对 于 每 位 妇女 ， 存 在 一 条 航线 ， 使 得 对 所 有 的 航班 ， 这 位 妇女 要 么 没有 搭 


人 用 
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ca 
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乘 过 该 航班 ， 要 么 该 航班 不 在 这 条 航线 上 ?”。 4 


例 16 《需要 微 积分 知识 ) 使 用 量词 和 谓词 表达 lim/ (zx) 不 存在 这 一 事实 ， 其 中 /(z) 是 实 


变量 z 的 实 值 函 数 ， 而 a 属于 f 的 定义 域 。 


解 limf(z) 不 存在 意味 着 对 全 体 实数 L, limf (z)#L., 根据 例 8， limf (zx) 关 LL 可 以 表 


达 为 


1Ve>0d >O0Vz0 < eala d=| f(D = 


连续 地 应 用 量化 表达 式 的 否定 规则 ， 我 们 构造 出 一 系列 等 价 语句 : 


Ve>>036>0YVzr0O0<|zr—al<d—>| f(x) —L|<e 

de 之 0 38>>0Vrz(0 一 | zx 一 a| 二 一 | f(z)—L|<e) 
de>0V6>0% Vz(0 一 |z 一 a| 二 6 一 | f(x)—L|<e) 
三 3 了 je>0V9>03xzn (0 志 | z 一 a| 志 8$ 一 | FCz) 一 工 | 二 e) 
三 Je>O0VO>0IjIzO0<Z| z 一 5 过 SG 人 | fl 一 工 | 三 6 


由 


在 最 后 一 步 使 用 了 等 价 式 (zt>~9g) 反 如 人 9， 这 是 依据 1. 3 节 表 7 的 第 5 个 等 价 式 。 


由 于 “limf(z) 不 存在 ”意味 着 对 全 体 实数 L, limf (zx)#L, 这 个 语句 可 以 表达 为 
YLije>0Y6>03z(0< | za | <6N | f(z)—L |e) 


最 后 一 个 语句 表示 ， 对 每 个 实数 工 ， 存 在 实数 e 二 0 使 得 对 每 个 实数 8 这 0， 都 存在 实数 z< 使 得 
0 去 | zx 一 a 小 但 是 :| f(2) 5 | 三 ea 本 


练习 


1. 


将 下 列 语句 翻译 成 汉语 句子 ， 其 中 每 个 变量 的 论 域 是 全 体 实数 。 
a)VYZz 了 3yCz<y) b) YzVYy((CCz0)A(y 之 0)) 一 (zy 过 0)) 
ec)VZVYy 了 z(Czy 一 z) 


. 将 下 列 语句 翻译 成 汉语 句子 ， 其 中 每 个 变量 的 论 域 是 全 体 实 数 。 


a) 了 zVyCzy 一 y) b) YVzVYy((CCzz0) A (y=<0))—>(zr—y>0)) 
VrVyjz(r=y+i+z) 


. 令 QCz，Jy) 是 语句 “z 已 经 发 送 电子 邮件 消息 给 >”， 其 中 工 和 >y 的 论 域 都 是 班 上 的 所 有 学 生 ， 将 下 列 


量化 式 表 达成 汉语 句子 。 

a) 导 工 卫 yQCz，y) b) 习 zVyQCz，y) 
YrIIyQ(r, y) d) 习 >yVZzQGCz，y) 
e) VyjrQ(r, y) fy VzVYyQ(zr, y) 


. 令 P(rz，y) 表 示 语 句 “学 生 工 选修 课程 y”， 其 中 zz 的 论 域 是 班 上 全 体 学 生 的 集合 ，y 的 论 域 是 你 校 所 


有 计算 机 科学 课程 的 集合 。 用 句子 表达 下 列 各 量化 式 。 


a)jIzIjyP(r, y) byIzV yy Plywy-y) 
YrIyP(r, y) d) 习 yVzPCz，y) 
eyVyjIzP(r, y) fjVzVyP(zr, y) 


. 令 下 (z，») 表 示 “ 学 生 工 访问 过 网 站 y”， 其 中 z 的 论 域 是 你 校 全 体 学 生 集合 ，y 的 论 域 是 所 有 网 站 的 


集合 。 用 简单 的 句子 表达 下 列 语句 。 

a)W(Sarah Smith, www. att. com) b) 3zW(x, www. imdb. org) 

c) I yW(José Orez，y) d) Jy(W(Ashok Puri，y) 人 了 (CCindy Yoon, »)) 
e) I yV zy (David Belcher) 人 (W (David Belcher, z)—>W(y, z))) 

f) 习 工 了 yV z((z 天 y) A (Wz, z EW(y, z))) 


. 令 CCz，y) 表 示 “ 学 生 工 注 册 了 课程 y”， 其 中 工 的 论 域 是 你 校 全 体 学 生 的 集合 ，y 的 论 域 是 你 校 开 设 


所 有 课程 的 集合 。 用 简单 的 句子 表达 下 列 语句 。 

a)C(Randy Goldberg, CS 252) b) 3xC(z, Math 695) 

c) I yC(Carol Sitea, y) d) jzClz, Math 222) A CC(z, CS 252)) 
e) rzIyVz((zAy) 人 (CCz，z) 一 CCy，Zz))) 


-a 


2 


2 


10. 


11. 


12. 
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fj3zIyVz (zy A(C(r, zeC(y, z))) 


. 令 T(x，y) 表 示 学 生 喜欢 菜肴 y， 其 中 工 的 论 域 是 学 校 的 所 有 学 生 ，y 的 论 域 是 所 有 菜肴 。 用 简单 


的 汉语 句子 表达 下 列 语句 。 

a)-T(Abdallah Hussein, Japanese) 

b) jzT(zx, Korean) 人 VzT(zx, Mexican) 

c) Jy(T(Monique Arsenault, y)V T(Jay Johnson, »)) 
d) VrVz3y((zrAz) > T(r, yAT(z, y))) 

e) IzIzVy (T(z, yeHT(z, y)) 

fy VrxVzIy(T(rs ya»> T(z, »)) 


. 令 QCz，y) 为 语句 "学生 z 为 竞猜 节目 y 的 参赛 者 ”。 用 QCz，?y)、 量 词 和 逻辑 联结 词 表达 下 列 语句 ， 


其 中 工 的 论 域 是 你 校 所 有 学 生 的 集合 ，y 的 论 域 是 所 有 电视 上 的 竞猜 节目 。 

a) 你 校 有 位 学 生 参 加 了 一 个 电视 竞猜 节目 。 

b) 你 校 没有 学 生 参 加 过 电视 竞猜 节目 。 

©) 你 校 有 位 学 生 参 加 了 “发 发 可 危 ”(Jeopardy) 和 “幸运 之 轮 ”(Wheel of Fortuney 两 档 电视 竞猜 节目 。 
d) 每 个 电视 竞猜 节目 都 有 你 校 的 一 名 参赛 学 生 。 

e) 你 校 至 少 有 两 名 学 生 参 加 了 "发 发 可 危 ? 节 目 。 


. 令 LCz， 臣 为 语句“z 爱 y”， 其 中 工 和 y 的 论 域 都 是 全 世界 所 有 人 的 集合 。 用 量词 表达 下 列 语句 。 


a) 每 个 人 都 爱 Jerry。 b) 每 个 人 都 爱 某 个 人 。 
c) 有 个 每 个 人 都 爱 的 人 。 d) 没 有 人 爱 每 个 人 。 
e) 有 个 Lydia 不 爱 的 人 。 f) 有 个 每 人 都 不 爱 的 人 。 
g) 恰 有 一 个 每 人 都 爱 的 人 。 h) 恰 有 两 个 Lynn 爱 的 人 。 
让 每 个 人 都 爱 自 己 。 站 有 人 除了 自己 以 外 谁 都 不 爱 。 
令 F(Cz，y) 为 语句 “能 愚弄 y”， 其 中 工 和 >y 的 论 域 为 全 世界 所 有 人 的 集合 。 用 量词 表达 下 列 语句 。 
a) 每 个 人 都 能 恩 弄 Fred。 b)Evelyn 能 恩 弄 每 个 人 。 
c) 每 个 人 都 能 愚弄 某 个 人 。 : d) 没 有 人 能 愚弄 每 个 人 。 
e) 每 个 人 都 会 被 某 人 恩 弄 。 人 没有 人 能 愚弄 Fred 和 Jerry 两 个 人 。 
g) Nancy 恰 能 愚弄 两 个 人 。 h) 恰 有 一 个 每 个 人 都 能 轧 弄 的 人 。 
让 没有 人 能 恩 弄 自己 。 有 人 除了 自己 以 外 恰 能 轧 弄 一 个 人 。 


令 SCz) 为 谓词 “z 是 学 生 ”，F(zx) 为 谓词 “zx 是 教员 ”， 而 A(x，y) 是 谓词 “z 向 > 请 教 过 问题 "， 其 中 
论 域 是 你 校 所 有 人 员 的 集合 。 用 量词 表达 下 列 语句 。 

a)Lois 向 Michaels 教授 请 教 过 问题 。 

b) 每 个 学 生 都 向 Gross 教授 请 教 过 问题 。 ‘ 

c) 每 位 教员 都 向 Miller 教授 请 教 过 问题 或 被 Miller 教授 请 教 过 问题 。 

d) 某 个 学 生 从 未 向 任何 教员 请 教 过 问题 。 

e) 有 位 教员 从 未 被 学 生 请 教 过 问题 。 

f) 有 个 学 生 向 所 有 教员 请 教 过 问题 。 

g) 有 位 教员 向 所 有 其 他 教员 请 教 过 问题 。 

h) 有 学 生 从 未 被 教员 请 教 过 问题 。 

令 I(z) 为 语句 “z 有 因特网 连接 ”，C(Cz，y) 为 语句 “z 和 yy 在 因特网 上 交谈 过 ”， 其 中 x 和 y 的 论 域 是 
你 们 班 上 所 有 学 生 的 集合 。 用 量词 表达 下 列 语句 。 

a)Jerry 没有 因特网 连接 。 

b) Rachel 没 在 因特网 上 与 Chelsea 交谈 过 。 

ec)Jan 和 Sharon 从 未 在 因特网 上 交谈 过 。 

d) 班 上 没有 人 与 Bob 交谈 过 。 

e) 除 了 Joseph 以 外 ，Sanjay 与 每 个 人 都 交谈 过 。 

f) 班 上 某 人 没有 因特网 连接 。 

g) 班 上 并 非 每 个 人 都 有 因特网 连接 。 

h) 班 上 恰 有 一 人 有 因特网 连接 。 


13. 


14. 


15. 


16. 


17, 


站 班 上 除了 一 个 学 生 外 都 有 因特网 连接 。 

站 班 上 每 个 有 因特网 连接 的 人 至 少 与 班 上 另 一 名 学 生 在 因特网 上 交谈 过 。 
k) 班 上 有 人 有 因特网 连接 ， 但 从 未 与 班 上 其 他 人 交谈 过 。 

D 班 上 有 两 个 学 生 没 有 在 因特网 上 交谈 过 。 

m) 班 上 有 个 学 生 与 班 上 每 个 人 都 在 因特网 上 交谈 过 。 

n) 班 上 至 少 有 两 个 学 生 没 有 与 同一 个 人 在 因特网 上 交谈 过 。 

o) 班 上 有 两 个 学 生 ， 他 们 中 有 人 与 班 上 其 余 每 个 人 都 交谈 过 。 


令 M(z，y) 为 给 y 发 过 电子 邮件 ”，T(z，y) 为 “zr 给 y 打 过 电话 ”， 其 中 论 域 为 你 们 班 上 所 有 学 


生 。 用 量词 表达 下 列 语句 。( 假 定 所 有 发 出 的 电子 邮件 都 能 收 到 ， 尽 管 有 时 候 并 非 如 此 。) 

a) Chou 从 未 给 Koko 发 过 电子 邮件 。 

b) Arlene 从 未 给 Sarah 发 过 电子 邮件 或 打 过 电话 。 

c)Jose 从 未 收 到 过 Deborah 的 电子 邮件 。 

d) 班 上 每 个 学 生 都 给 Ken 发 过 电子 邮件 。 

e) 班 上 没有 人 给 Nina 打 过 电话 。 

f) 班 上 每 个 人 或 给 Avi 打 过 电话 或 给 他 发 过 电子 邮件 。 

g) 班 上 有 个 学 生 给 班 上 其 他 每 个 人 都 发 过 电子 邮件 。 

h) 班 上 有 个 人 给 班 上 其 他 人 或 打 过 电话 ， 或 发 过 电子 邮件 。 

让 班 上 有 两 个 学 生 互 发 过 电子 邮件 。， 

j 班 上 有 一 个 学 生 给 自己 发 过 电子 邮件 。 

k) 班 上 有 一 个 学 生 既 没有 收 到 过 班 上 其 他 人 的 电子 邮件 ， 也 没有 接 到 过 班 上 其 他 同学 的 电话 。 
D 班 上 每 一 个 学 生 都 从 班 上 其 他 同学 那里 收 到 过 电子 邮件 或 接 到 过 电话 。 

m) 班 上 至 少 有 两 个 学 生 ， 一 个 学 生 给 另 一 个 发 过 电子 邮件 ， 第 二 个 学 生 则 给 第 一 个 学 生 打 过 电话 。 
n) 班 上 有 两 个 同学 ， 他 们 中 有 人 给 班 上 其 余 同 学 或 发 过 电子 邮件 或 打 过 电话 。 

用 量词 和 带 有 多 个 变量 的 谓词 表达 下 列 语句 。 

a) 班 上 有 个 学 生 会 说 印 地 语 。 

b) 班 上 每 个 学 生 都 会 玩 一 些 运动 项 目 。 

c) 班 上 某 个 学 生 去 过 阿拉 斯 加 ， 但 没 去 过 夏威夷 。 

d) 班 上 所 有 学 生 都 至 少 学 过 一 种 程序 设计 语言 。 

e) 班 上 有 一 个 学 生 已 选修 了 这 个 学 校 的 某 个 系 开设 的 所 有 课程 。 

人 班 上 某 个 学 生 恰 好 与 同班 男 一 个 学 生 在 同一 座 城市 长 大 。 

g) 班 上 每 个 学 生 都 至 少 与 另 一 位 学 生 在 至 少 一 个 聊天 组 里 交谈 过 。 

用 量词 和 带 有 多 个 变量 的 谓词 表达 下 列 语句 。 

a) 每 个 计算 机 科学 系 的 学 生 都 需要 学 一 门 离散 数学 课程 。 

b) 班 上 有 一 个 学 生 拥 有 一 台 个 人 计算 机 。 

©) 班 上 每 个 学 生 至 少 选 修了 一 门 计算 机 科学 课程 。 

qd) 班 上 有 一 个 学 生 至 少 选 修了 一 门 计算 机 科学 课程 。 

e) 班 上 每 个 学 生 都 去 过 校园 里 的 每 座 建 筑 。 

f 班 上 有 一 个 学 生 至 少 去 过 校园 里 的 一 座 楼 的 每 个 房间 。 

g) 班 上 每 个 学 生 至 少 都 去 过 校园 里 每 座 楼 的 一 个 房间 。 

离散 数学 班 上 有 1 个 数学 专业 的 新 生 ，12 个 数学 专业 的 二 年 级 学 生 ，15 个 计算 机 科学 专业 的 二 年 级 
学 生 ，2 个 数学 专业 的 三 年 级 学 生 ，2 个 计算 机 科学 专业 的 三 年 级 学 生 ， 和 1 个 计算 机 科学 专业 的 四 
年 级 学 生 。 用 量词 表达 下 列 语句 ， 再 给 出 其 真 值 。 

a) 班 上 有 一 个 三 年 级 学 生 。 

b) 班 上 每 个 学 生 都 是 计算 机 科学 专业 的 。 

c) 班 上 有 个 学 生 既 不 是 数学 专业 的 ， 也 不 是 三 年 级 学 生 。 

d) 班 上 每 个 学 生 要 么 是 二 年 级 学 生 ， 要 么 是 计算 机 科学 专业 的 。 
e) 存 在 这 样 一 个 专业 使 得 该 班级 有 这 个 专业 每 一 个 年 级 的 学 生 。 
使 用 谓词 、 量 词 和 逮 辑 联结 词 ( 如 果 有 必要 ) 表 达 下 列 系统 规范 说 明 。 
a) 每 个 用 户 恰 能 访问 一 个 邮箱 。 


基础 : 逻 帮 和 证 明 








b) 在 所 有 错误 状况 下 有 某 个 进程 能 继续 运行 ， 仅 当 内 核 运行 正确 。 
c) 校 园 网 的 所 有 用 户 都 能 访问 具有 . edu 后 级 的 URL 的 所 有 站 点 。 


* d) 恰 有 两 个 系统 监控 每 个 远程 服务 器 。 
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. 使 用 谓词 、 量 词 和 逻辑 联结 词 ( 如 果 有 必要 ) 表 达 下列 系 统 规范 说 明 。 


a) 在 各 种 故障 情形 下 至 少 要 有 一 个 控制 台 必 须 可 以 访问 。 


b) 只 要 档案 文件 包含 该 系统 的 每 个 用 户 发 送 的 至 少 一 条 消息 ， 那 么 每 个 用 户 的 E-mail 地 址 就 可 以 被 


检索 到 。 
中 对 每 个 安全 漏洞 ， 至 少 有 一 个 机 制 可 以 检测 到 这 个 漏洞 当 且 仅 当 有 一 个 进程 还 未 被 损害 。 
d) 至 少 有 两 条 路 径 可 以 连接 网 络 上 任意 两 个 不 同 的 端点 。 
e) 没 有 人 知道 系统 上 每 个 用 户 的 口令 ， 除 了 系统 管理 员 以 外 ， 他 知道 所 有 口令 。 
使 用 数学 运算 符 和 逻辑 运算 符 、 谓 词 及 量词 表达 下 列 语句 ， 其 中 论 域 是 全 体 整数 。 
a) 两 个 负 整数 的 和 是 负数 。 
b) 两 个 正 整数 的 差 不 一 定 是 正 数 。 
c) 两 个 整数 的 平方 和 大 于 或 等 于 它们 和 的 平方 。 
d) 两 个 整数 积 的 绝对 值 等 于 它们 绝对 值 的 积 。 
使 用 谓词 、 量 词 、 人 逻辑 联结 词 和 数学 运算 符 表达 下 列 语句 ， 其 中 论 域 是 全 体 整 数 。 
a) 两 个 负 整 数 的 积 是 正 数 。 
b) 两 个 正 整 数 的 平均 数 是 正 数 。 
c) 两 个 负 整数 的 差 不 一 定 是 负数 。 
d) 两 个 整数 和 的 绝对 值 不 大 于 它们 绝对 值 的 和 。 
使 用 谓词 、 量 词 、 逻 辑 联 结 词 和 数学 运算 符 表达 语句 “每 个 正 整数 是 四 个 整数 的 平方 和 ”。 


使 用 谓词 、 量 词 、 逻 辑 联结 词 和 数学 运算 符 表达 下 列 数学 语句 : 

a) 两 个 负 实数 的 积 是 正 数 。 b) 一 个 实数 与 它 自身 的 差 是 零 。 

©) 每 个 正 实数 恰 有 两 个 平方 根 。 d) 负 实数 没有 实数 平方 根 。 

将 下 列 骨 套 量化 式 翻译 成 表达 一 个 数学 事实 的 汉语 语句 。 论 域 均 为 全 体 实数 。 
a) I XV yz y=y) 

b)YzYyy(((z0) A (y=<0))—>(z—y>0)) 

Irzdy ze) A (ye A (zr—y>0)) 

d) VxVy((r 闫 0) 人 (y 关 0) 呈 3 (zy 疾 0)) 

将 下 列 舱 套 量化 式 翻译 成 表达 一 个 数学 事实 的 汉语 语句 。 论 域 均 为 全 体 实 数 。 
a) JzV yxy=y) 

b) VzVy((z<0)A (y=<0))—>(zy>0)) 

c) IzIy(rz>y) A (zy)) 

DYVrYyIzlrty=) 


a)Q(1, 1) b)Q(2, 0) 
CVYyQ(, y) d) J xQ(z, 2) 
EIQ fj YrxjyQ(zr, y) 
g) 习 >yVxzQCz，y) hl) Vy3jzxQ(zr, y) 


DYzVy Q(zr, y) 
假定 所 有 变量 的 论 域 都 是 整数 集合 ， 确 定 下 列 语句 的 真 值 。 


a) Ynjmn<m) b) jnym(n<m’) 

cc) Vnjm(lntm=0) d) jnV mnm=m) 

e) JnImnt+m =5) f) Jn3Imln tm =6) 

g) njmntm=4M\n—m=1) h) njmni+m=4An—m=2) 


DYnVm3pp= mt+n)/2) 
假定 每 个 变量 的 论 域 都 是 实数 集合 ， 确 定 下 列 语句 的 真 值 。 


使 用 谓词 、 量 词 、 逻 辑 联结 词 和 数学 运算 符 表 达 语 名 “有 一 个 正 整数 不 是 三 个 整数 的 平方 和 ”。 
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令 Q(z，) 为 语句 “zx 十 y= 二 zx 一 y”。 如 果 两 个 变量 的 论 域 都 是 整数 集合 ， 下 列 各 项 的 真 值 是 什么 ? 
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a)VrIy(z=y) b) Yz 习 y(Cz 一 交 ) 

c) 了 zzVYVyCzy 一 0) d) jz3y(zt+yAy+ zz) 

e) Vr(rA0—> jy(xy=1)) f) jxVy(yA0>zy=1) 

g) YrIy(zt+y=1) h)3zr3y(z+2y=2A2z+4y=5) 
DYzI3y(zt+y=2A2z—y=1) j)VZzVy 了 了 z(z 一 (zz 十 y)/2) 


假定 命题 函数 P(z，y) 的 论 域 由 工 和 yy 的 序 偶 组 成 ， 其 中 工 是 1、2 或 3，y 是 1、2 或 3。 用 析 取 式 
和 合 取 式 写 出 下 列 命题 。 


a) VzV BRE, Y) DirIyP(y, .yy) 

¢) 3zYyP(zs: yy) DVyIzrP(r, y) 

重 写 下 列 语句 ， 使 否定 只 出 现在 谓词 中 ( 即 没有 和 否定 词 在 量词 或 在 含有 逻辑 联结 词 的 表达 式 之 外 ) 。 
下 习习 元 PPkzr y) b)”Vz3yPGz，2y) 

c) 门 了 了 yCQCy) 人 AVYzZ5DR(Czrz，y)) gd) 站 yC3axzRCzr， yV YrSs(r, 3)) 


e) 习 yCVz 了 3zTGrz，y，z)V JrVzU(r, y, 2)) 

表达 下 列 语句 的 和 否定， 并 且 使 所 有 的 否定 词 紧 跟 在 谓词 之 前 。 
a)VZz 了 3yVzT(z，y，z) b)Vz3ayPGcz，y)VYVz3yQGz，y) 
cyVzxzIyPlzr, yy AIR y, z)) d) YrIy(P(lzr, y)>Q(r, y)) 
表达 下 列 语句 的 否定 ， 并 且 使 所 有 的 否定 词 紧 跟 在 谓词 之 前 。 


a) JzYVyVYzxT(r, y, z) b) jxz3yPlrx, yA VrYyQ(zr, y) 

cc) IrzIy (Q(zr, y EQ(y, 7z)) d)VyjzrzIz (T(r, y, z)V Q(zr, y)) 

重 写 下 列 语句 ， 使 否定 只 出 现在 谓词 中 ( 即 没 有 和 否定 词 在 量词 或 在 含有 逻辑 联结 词 的 表达 式 之 外 ) 。 
DIVzYyPlz, y) bn”Vy3azPczr，y) 

CO VyVrPlr, yV Q(zr, y)) dd)-(IzIy Pr, yAVrVyQ(zr, y)) 


eVr(IyVzPlrz, y, z)A IzVYVyP(r, y, 2z)) 

找 出 变 元 z、y 和 > 的 一 个 公共 论 域 ， 使 语句 VzVy((Cz 天 y) 一 Vz((z 一 Z) V(z 一 y))) 为 真 ， 再 找 出 

另外 一 个 论 域 使 其 为 假 。 

找 出 变 元 z、y、xz 和 世 的 一 个 公共 论 域 ， 使 语句 VzVyVz 了 za((zw 天 z) 人 (ww 天 >y) 人 (ww 天 z)) 为 真 ， 

再 找 出 另外 一 个 论 域 使 其 为 假 。 

用 量词 表达 下 列 语句 。 然 后 取 该 语句 的 否定 并 使 否定 词 不 在 量词 的 左边 。 再 用 简单 语句 表达 该 否定 

(不 要 简单 地 表达 为 “不 是 ……… es 

a) 没 有 人 因 玩 彩票 输 过 1000 多 美元 。 

b) 班 上 有 一 个 学 生 恰 好 与 另 一 个 学 生 交 谈 过 。 

c) 班 上 没 人 恰好 给 班 里 另外 两 个 学 生发 过 电子 邮件 。 

d) 某 个 学 生 已 求解 了 本 书 的 每 道 练习 。 

e) 没 有 学 生 求 解 过 本 书 每 节 至 少 一 道 练习 。 

用 量词 表达 下 列 语句 。 然 后 取 该 语句 的 否定 并 使 否定 词 不 在 量词 的 左边 。 再 用 简单 语句 表达 该 否定 

(不 要 简单 地 表达 为 “不 是 …… 3 

a) 班 上 每 个 学 生 都 恰好 选修 过 本 校 两 门 数 学 课 。 

b) 有 人 去 过 世界 上 除了 利比亚 以 外 的 每 个 国家 。 

c) 没 有 人 攀登 过 喜马拉雅 山 的 每 座 山峰 。 

d) 每 位 电影 演员 或 者 与 Kevin Bacon 拍 过 一 部 电影 ， 或 者 与 Kevin Bacon 拍 过 一 部 电影 的 人 拍 过 一 部 
电影 。 

用 量词 和 语句 表达 下 列 命题 的 否定 。 

a) 班 上 每 个 学 生 都 喜欢 数学 。 

b) 班 上 有 一 个 学 生 从 来 没 见 过 计算 机 。 

c) 班 上 有 一 个 学 生 选 修 过 本 校 开 设 的 每 门 数 学 课 。 

d) 班 上 有 一 个 学 生 去 过 校园 内 每 座 楼 的 至 少 一 个 房间 。 

找 出 下 列 全 称 量化 命题 的 反例 (如 果 可 能 的 话 ) ， 其 中 所 有 变量 的 论 域 是 全 体 整 数 。 

a)VZzVYyY(z 一 多 一 工 一 y) bYz3y(y =z) 


六 


关 关 


水 


40. 


41. 
42. 
43. 


44. 
45. 


46. 


47. 


48. 


49. 
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CYVrYy(ry7) 

找 出 下 列 全 称 量化 命题 的 反例 (如 果 可 能 的 话 )， 其 中 所 有 变量 的 论 域 是 全 体 整数 。 

a) YrzIy(z=1/y) b) Yz 了 y(y% 一 z<100) 

CVrYy(zr yy ) 

用 量词 表达 实数 乘法 的 结合 律 。 - 

用 量词 表达 实数 乘法 对 加 法 的 分 配 律 。 

用 量词 和 逻辑 联结 词 表 示 这 样 的 事实 : 每 个 实 系数 线性 多 项 式 ( 即 1 次 多 项 式 )， 其 中 z 的 系数 为 非 
零 ， 有 恰好 一 个 实 根 。 

用 量词 和 逻辑 联结 词 表 示 这 样 的 事实 : 每 个 实 系数 二 次 多 项 式 至 多 有 两 个 实 根 。 

确定 语句 YVz3y(Czy 王 1) 的 真 值 ， 如 果 变 量 的 论 域 为 


a) 非 零 实数 。 b) 非 零 整数 。 c) 正 实数 。 
确定 语句 了 zVy(Cz 委 六 ) 的 真 值 ， 如 果 变 量 的 论 域 为 
a) 正 实数 。 b) 整 数 。 c) 非 零 实数 。 


证 明 两 个 语句 -33xVyP(zx，y) 和 VYz3 ynP(x，y) 是 逻辑 等 价 的 ， 这 里 两 个 PCz，y) 第 一 个 变 元 的 
量词 具有 相同 的 论 域 ， 两 个 PCz，Jy) 第 二 个 变 元 的 量词 也 具有 相同 的 论 域 。 

证 明 YVzP(z)V VY zxQ(z) 和 VYzxVYy(P(z)V QC(y)) 是 逻辑 等 价 的 ， 这 里 所 有 量词 都 有 相同 的 非 空 论 域 。 
(新 变量 > 用 来 把 量化 式 正确 地 组 合 在 一 起 .) 

a) 证 明 YzP(Cz)A3zQcz) 和 Vz3yCPz)AQ(Cy)) 是 逻辑 等 价 的 ， 这 里 所 有 量词 都 有 相同 的 非 空 


论 域 。 
b) 证 明 VzP(Cz)Vv 3zQcz) 和 VYz3yCPCzr)VQ(Gy)) 是 逻辑 等 价 的 ， 这 里 所 有 量词 都 有 相同 的 非 空 
论 域 。 
一 个 语句 称 为 是 前 束 范式 (prenex normal form，PNF) 当 且 仅 当 其 表达 形式 为 
QZziQozz…QszktP(Czi， 2 9 2 ) 
其 中 每 个 Qi (一 1， 2，…， &) 或 者 是 全 称 量词 或 者 是 存在 量词 ， 并 且 有 (mi5 和 和 省 zi ) 是 不 含量 词 的 


谓词 。 例 如 习 zV yCP(zx，y) 人 Q(Cy)) 是 前 束 范 式 ， 而 3zP(Cz)V YZzQ(Gzr) 不 是 (因为 并 不 是 所 有 量词 都 先 
出 现 ) 。 每 个 由 命题 变量 、 谓 词 、T 和 了， 人 个 前 束 范式 。 练 


习 
50. 


5S1. 


52. 


1. 
外 


51 要 求 对 这 一 事实 给 出 证 明 。 

oe re pe 
19，1.4 节 的 练习 45 一 46， 以 及 练习 48 和 49。] 

a) 了 3xP(z)V 3xQ(z)V A， 其 中 A 是 不 含量 词 的 命题 。 

b)- (VzP(r)V VrQ(z)) 

c) JzP(z)—> 3 rzQ(z) 

试 阐述 如 何 把 任意 语句 转换 为 与 之 等 价 的 前 束 范式 。( 注 意 : 本 练习 的 一 个 正式 的 解 需要 用 到 5. 3 节 
的 结构 归纳 法 .) 

用 全 称 量化 、 存 在 量化 和 侵 辑 运算 符 来 表达 1.4 节 中 引入 的 量化 式 3 !zP(x)。 


6 推理 规则 


6. 1 引言 
本 章 后 一 部 分 我 们 将 学 习 证 明 。 数 学 中 的 证 明 是 建立 数学 命题 真实 性 的 有 效 论证 。 所 谓 的 


论证 (argument) ， 是 指 一 连 串 的 命题 并 以 结论 为 最 后 的 命题 。 所 谓 有 效 性 (valid)， 是 指 结论 或 
论证 的 最 后 一 个 命题 必须 根据 论证 过 程 前 面 的 命题 或 前 提 (premise) 的 真实 性 推出 。 也 就 是 说 ， 
一 个 论证 是 有 效 的 当 且 仅 当 不 可 能 出 现 所 有 前 提 为 真 而 结论 为 假 的 情况 。 为 从 已 知 命题 中 推出 
新 的 命题 ， 我 们 应 用 推理 规则 ， 这 是 构造 有 效 论证 的 模板 。 推 理 规则 是 建立 命题 真实 性 的 基本 
工具 。 


在 学 习 数 学 证 明之 前 ， 我 们 先 看 看 只 涉及 复合 命题 的 论证 。 我 们 定义 涉及 复合 命题 的 论证 


的 有 效 性 是 什么 意思 。 然 后 我 们 引入 一 系列 命题 逻辑 的 推理 规则 。 这 些 规则 是 在 产生 有 效 论证 
时 最 重要 的 组 成 部 分 。 在 解释 推理 规则 如 何 用 于 产生 有 效 论证 后 ， 我 们 还 将 描述 一 些 常 见 的 错 
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误 推 理 ， 也 称 为 廖 误 (fallacy) ， 它 直接 导致 无 效 论 证 。 

在 学 习 命 题 逮 辑 的 推理 规则 后 ， 我 们 会 引入 量化 命题 的 推理 规则 。 我 们 将 描述 这 些 推 理 规 
则 如 何 用 于 产生 有 效 论 证 。 这 些 用 于 涉及 存在 量词 和 全 称 量词 的 语句 的 推理 规则 在 计算 机 科学 
和 数学 中 扮演 着 非常 重要 的 角色 ， 尽 管 在 使 用 时 常常 不 会 刻意 提 及 。 

最 后 ， 我 们 将 展示 命题 的 推理 规则 和 量化 命题 的 推理 规则 如 何 结合 使 用 。 这 些 推 理 规则 在 
复杂 的 论证 中 通常 结合 在 一 起 使 用 。 


1.6.2 命题 逻辑 的 有 效 论证 

考虑 下 面 涉及 命题 的 论证 ( 按 定义 是 指 一 连 串 的 命题 ) : 

“如 果 你 有 一 个 当前 密码 ， 那 么 你 可 以 登录 到 网 络 。” 
“你 有 一 个 当前 密码 。” 

所 以 ， 

“你 可 以 登录 到 网 络 。” 

我 们 想 确 定 这 是 否 是 一 个 有 效 论 证 。 也 就 是 说 ， 想 要 确定 当前 提 “ 如 果 你 有 一 个 当前 的 密 
码 ， 那 么 你 可 以 登录 到 网 络 * 和 “你 有 一 个 当前 密码 ”都 为 真 时 ， 结 论 “ 你 可 以 登录 到 网 络 ” 是 否 
为 真 。 

在 讨论 这 个 特定 论证 的 有 效 性 之 前 ,我 们 来 看 看 它 的 形式 。 用 p 代表 “你 有 一 个 当前 密 
码 ”，， 用 g 代 表 “ 你 可 以 登录 到 网 络 ”。 那 么 ， 这 个 论证 形式 化 表示 如 下 : 

Pd 
2 
已 次 





其 中 .是 表示 “所 以 ”的 符号 。 

我 们 知道 ， 当 p 和 g 是 命题 变量 时 ,语句 ((p 一 g) 人 pp) 一 g 是 一 个 永 真 式 ( 见 1.3 节 
练习 10c)。 特 别 地 ， 当 p>g 和 zp 都 为 真 时 ,我们 知道 g 肯定 为 真 。 我们 说 语句 的 这 种 论证 
形式 是 有 效 的 ， 因 为 元 论 什 么 时 候 ， 只 要 它 的 所 有 前 提 ( 论 证 中 的 所 有 语句 ， 不 包含 最 后 的 
一 句 结论 ) 为 真 ， 那 么 结论 也 必须 为 真 。 现 在 假设 “如 果 你 有 一 个 当前 密码 ， 那 么 你 可 以 登录 
到 网 络 ” 和 “你 有 一 个 当前 密码 ”都 为 真 。 当 用 p 表示 “你 有 一 个 当前 密码 ”， 用 g 表示 “你 可 以 
登录 到 网 络 ”， 那 么 接 下 来 必然 的 结论 是 “你 可 以 登录 到 网 络 ” 为 真 。 这 个 论证 是 有 效 的 ， 因 
为 它 的 形式 是 有 效 的 。 注 意 ， 无论 用 什么 命题 替换 p 和 gq， 只 要 p>g 和 pp 都 为 真 ， 那么 g 也 
肯定 为 真 。 

当 用 命题 替换 这 个 论证 形式 中 的 pp 和 gq， 但 是 pz 和 pp 一 gq 不 都 为 真 时 又 会 如 何 呢 ?比如 ， 
假设 p 代表 “你 可 以 访问 网 络 ”，g 代表 “你 能 够 改变 你 的 成 绩 ”"”， 并 且 p 为 真 ,， 但 是 p>g 为 假 。 
在 论证 形式 中 替换 p 和 g 的 值 所 得 到 的 论证 为 : 

“如 果 你 可 以 访问 网 络 ,那么 你 能 够 改变 你 的 成 绩 。” 
“你 可 以 访问 网 络 。” 
..“ 你 能 够 改变 你 的 成 绩 。” | 
该 论证 是 有 效 论证 ， 但 是 因为 其 中 一 个 前 提 即 第 一 个 前 提 为 假 ， 所 以 不 能 得 出 结论 为 真 (很 可 
能 ， 这 个 结论 为 假 ) 。 i 

在 讨论 中 ， 为 了 分 析 一 个 论证 ， 我 们 用 命题 变量 代替 命题 。 这 将 一 个 论证 改变 为 一 个 论证 
形式 。 我 们 发 现 ， 一 个 论证 的 有 效 性 来 自 于 论证 形式 的 有 效 性 。 用 这 些 关键 概念 的 定义 来 总 结 
用 于 讨论 论证 有 效 性 的 术语 。 

下 命题 运 辑 中 的 一 个 论证 是 一 连 串 的 命题 。 除 了 论证 中 最 后 一 个 命题 外 都 叫 做 前 
提 ， 最 后 那个 命题 叫做 结论 。 一 个 论证 是 有 效 的 ， 如 果 它 的 所 有 前 提 为 真 蕴涵 着 结论 为 真 。 

命题 逻辑 中 的 论证 形式 是 一 连 囊 涉及 命题 变 元 的 复合 命题 。 无 论 用 什么 特定 命题 来 替换 其 
中 的 命题 变 元 ， 如 果 前 提 均 真 时 结论 为 真 ， 则 称 该 论证 形式 是 有 效 的 。 
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从 有 效 论证 形式 的 定义 可 知 ， 当 (p 人 p; 人 … 人 Ap,) 一 gq 是 永 真 式 时 ， 带 有 前 提 pl，p;， 
…，p, 以 及 结论 4 的 论证 形式 是 有 效 的 。 ; 

证 明 命题 膛 辑 中 论证 有 效 性 的 关键 就 是 要 证 明 它 的 论证 形式 的 有 效 性 。 因 此 ， 我 们 就 需要 
有 证 明 论 证 形式 有 效 性 的 技术 。 现 在 我 们 将 建立 完成 这 一 任务 的 方法 。 


1.6.3 命题 逻辑 的 推理 规则 

我 们 总 是 可 以 用 一 个 真 值 表 来 证 明 一 个 论证 形式 是 有 效 的 。 通 过 证 明 只 要 前 提 为 真 则 结论 
也 就 肯定 为 真 来 做 到 这 一 点 。 然 而 ， 这 会 是 一 个 完 长 乏味 的 方法 。 例 如 ， 当 论证 形式 涉及 10 
个 不 同 的 命题 变量 时 ， 用 真 值 表 证 明 这 个 论证 形式 的 有 效 性 就 需要 22" 王 1024 行 。 幸 运 的 是 ， 
我 们 不 是 必须 采用 真 值 表 。 反 之 ， 我 们 可 以 先 建 立 一 些 相 对 简单 的 论证 形式 ( 称 为 推理 规则 ) 的 
有 效 性 。 这 些 推理 规则 可 以 作为 基本 构件 用 来 构造 更 多 复杂 的 有 效 论 证 形式 。 现 在 我 们 将 介绍 
命题 逻辑 中 最 重要 的 推理 规则 。 

水 真 式 (p 人 (pp 一 g)) 一 g 是 称 为 假 言 推理 (modus ponens) 或 分 离 规则 (law of detachment) 的 
推理 规则 的 基础 。( 拉 丁 文 modus ponens 的 意思 是 确认 模式 (mode that affirms) 。) 这 个 永 真 式 导 
出 了 下 面 的 有 效 论证 形式 ， 即 在 我 们 开始 关于 论证 的 讨论 中 已 经 看 到 的 ( 同 前 ， 这 里 符号 .. 表 
示 “ 所 以 ”): 


ess 





es 

采用 这 种 记 法 ,将 前 提 写 成 一 列 ， 随 之 是 一 横 线 ， 接 下 来 的 一 行 以 所 以 符号 开头 并 以 结论 结 
尾 。 特 别 地 ， 假 言 推理 告诉 我 们 ， 如 果 一 个 条 件 语句 以 及 它 的 前 提 都 为 真 ， 那么 结论 肯定 为 
真 。 例 1 解释 了 假 言 推理 的 应 用 。 

例 1 假设 条 件 语句 “如 果 今天 下 雪 ， 那 么 我 们 就 去 滑雪 ”以 及 它 的 前 提 “ 今 天 正在 下 雪 ” 为 
真 。 那 么 ,根据 假 言 推理 ， 条 件 语 句 的 结论 “我 们 就 去 滑雪 ”为 真 。 4 

就 像 前 面 提 到 的 ， 当 一 个 或 更 多 前 提 为 假 时 ， 一 个 有 效 论证 可 能 会 导致 一 个 错误 的 结论 。 
在 例 2 中 将 再 次 说 明 。 

例 2 确定 如 下 给 定 的 论证 是 否 有 效 ， 并 且 确 定 由 论证 的 有 效 性 是 否 可 以 推出 它 的 结论 一 
定 为 真 。 


“如 果 \2 之 卫 ， 那 么 (J2)* > ( 记 ) 。 我 们 知道 5 > 也 ， 因 此 


GE =2> (2) 一 上 


解 令 思 为 合 题 "5 二"， 令 4 为 ?> (也 ) 。 论证 的 前 提 为 ~g 和 p， 而 4 是 结论 。 这 
个 论证 是 有 效 的 ， 因 为 这 可 以 通过 假 言 推理 这 个 有 效 论证 形式 来 构造 。 然 而 ， 其 中 的 前 提 V2 > 
也 为 假 。 因 此 ， 我 们 不 能 得 出 结论 为 真 。 此 外 ， 注 意 这 个 论证 的 结论 为 假 , 因为 2 二 卫 。 < 


命题 逻辑 有 许多 很 有 用 的 推理 规则 。 可 能 应 用 最 广泛 的 推理 规则 如 表 1 所 示 。1. 3 市 练习 9、 
10、15 以 及 30 要 求证 明 这 些 推 理 规则 是 有 效 的 论证 形式 。 我 们 现在 给 出 一 些 用 到 这 些 推理 规则 
的 论证 的 例子 。 在 每 一 个 论证 中 ， 首 先 用 命题 变量 表达 论证 中 的 命题 。 然 后 我 们 证 明 所 得 论证 
形式 是 表 1 中 的 一 个 推理 规则 。 


表 1 推理 规则 






(pA(p—>g)) 一 9 
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( 续 ) 

推理 规则 永 真 式 名 称 

-9 

a (aA(p a >"p 取 拒 式 
“二 

pq 

qr ((p—>q)AM(g—>7r))—>(p—7) 言 三 段 论 
pr 

pVg 

1p (( 力 V 9) MA-p) >q 析 取 三 段 论 
2 

人 ~>(pVg) 和 
“VD p>(pVg 附加 律 

和 

(PAD™p 化 简 律 

p 

gq ((p)A(g))—>(pAg) 合 取 律 
“pAg 


pVg 
PVr ((pVq)ACHpPVn) 一 (qV 7 消解 律 
RV 


例 3 说 出 哪个 推理 规则 是 下 列 论 证 的 基础 :“ 现 在 气温 在 冰点 以 下 。 因 此 ， 要 么 现在 气 
温 在 冰点 以 下 ， 要 人 么 正在 下 雨 。” 
解 ” 设 pp 是 命题 “现在 气温 在 冰点 以 下 ”， 而 4 是 命题 “现在 正在 下 雨 ”"。 那 么 这 个 论证 形 如 
p 
dW Vg 
这 是 使 用 附加 律 的 论证 。 q 
例 4 说 出 哪个 推理 规则 是 下 列 论证 的 基础 :“ 现 在 气温 在 冰点 以 下 并 且 现 在 正在 下 雨 。 
因此 ， 现 在 气温 在 冰点 以 下 。” 
解 ” 设 pb 是 命题 “现在 气温 在 冰点 以 下 ”， 而 q 是 命题 “现在 正在 下 雨 ”。 这 个 论证 形 如 
PAg 
a 
这 个 论证 使 用 了 化 简 律 。 4 
例 5 说 出 在 下 列 论证 里 使 用 了 哪个 推理 规则 : 
如 果 今 天 下 雨 ， 则 我 们 今天 就 不 吃 烧 烤 了 。 如 果 我 们 今天 不 吃 烧 烤 ， 则 我 们 明天 再 吃 烧 
烤 。 因 此 ， 如 果 今 天 下 雨 ， 则 我 们 明天 吃 烧烤 。 
解 ” 设 是 命题 “今天 下 雨 ”， 设 4 是 命题 “我 们 今天 不 吃 烧 烤 ”， 而 设 + 是 命题 “我 们 明天 
吃 烧烤 ”。 则 这 个 论证 形 如 





p>q 
2 一 了 
S 
因此 ， 这 个 论证 是 假 言 三 段 论 。 4 
1.6.4 使 用 推理 规则 建立 论证 
当 有 多 个 前 提 时 ， 常 常 需要 用 到 多 个 推理 规则 来 证 明 一 个 论证 是 有 效 的 。 例 6 和 例 7 给 出 
了 解释 ， 其 中 论证 的 每 个 步骤 都 显示 在 不 同 的 行 ， 并 明确 地 写 出 每 一 步 的 理由 。 这 些 例子 也 可 
以 用 来 证 明 如 何 使 用 推理 规则 来 分 析 自 然 语言 表述 的 论证 。 
例 6 证 明 前 提 “ 今 天 下 午 不 是 晴天 并 且 今 天 比 昨 天 冷 "”,“ 只 有 今天 下 午 是 上 晴天， 我 们 才 
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去 游泳 ”， “如果 我 们 不 去 游泳 ， 则 我 们 将 乘 独 木舟 游览 ”?"， 以 及 “如 果 我 们 乘 独 木舟 游览 ， 则 我 
们 将 在 黄昏 前 回 家 ”， 推 导出 结论 “我 们 将 在 黄昏 前 回 家 ”。 

解 设 记 是 命题 “今天 下 午 是 晴天 ”，g 是 命题 “今天 比 昨 天 冷 ”, r 是 命题 “我 们 将 去 游泳 >”， 拓 下 
s 是 命题 “我 们 将 乘 独 木舟 游览 ”"， 而 t 是 命题 “我 们 将 在 黄 异 前 回 家 ”。 那 么 这 些 前 提 表 示 为 4p 
Ag，r>p，-17>s，s>t。 结 论 则 是 1。 针对 假设 -pAgq、r 一 p、-1r 习 s， 以 及 s>t 和 结论 上 ， 我 
们 需要 给 出 一 个 有 效 论 证 。 

如 下 构造 一 个 论证 来 证 明 我 们 的 前 提 能 导致 期 望 的 结论 。 


步骤 理由 

1. 轧 Ad 前 提 引 入 

2.1p 化 简 律 ， 用 (1) 

3.r>p 前 提 引 入 

4.77 取 拒 式 ， 用 (2) 和 (3) 

DS 前 提 引 入 

6.s 假 言 推理 ， 用 (4) 和 (5) 

7. s—>t 前 提 引 入 

8.1 假 言 推理 ， 用 (6) 和 (7) 

注意 我 们 也 可 以 用 真 值 表 来 证 明 只 要 四 个 前 提 的 每 一 个 都 为 真 ， 那 么 结论 也 为 真 。 然 而 ， 
因为 这 里 有 5 个 命题 变 元 p»、g、r、s 和 +， 这 样 的 真 值 表 就 会 有 32 行 。 本 


例 7 证 明 前 提 “ 如 果 你 发 电子 邮件 给 我 ， 则 我 会 写 完 程 序 ” “如果 你 不 发 电子 邮件 给 我 ， 
则 我 会 早点 睡觉 "， 以 及 “如 果 我 早点 睡觉 ， 则 我 醒 来 时 会 感觉 精力 充沛 ”"， 导 致 结论 “如 果 我 不 
写 完 程序 ， 则 我 醒 来 时 会 感觉 精力 充沛 ”。 

解 ” 设 p 是 命题 “你 发 电子 邮件 给 我 "，g 是 命题 “我 会 写 完 程序 ”，r 是 命题 “我 早点 睡觉 ”， 
而 s 是 命题 “我 醒 来 时 会 感觉 精力 充沛 ”。 则 这 些 前 提 是 pq，~1p 悦 r， rr 一 s。 期 望 的 结论 是 
gs。 针 对 假设 p>q、-~1p 琶 r， 以 及 r>s 和 结论 499s 我 们 需要 给 出 一 个 有 效 论 证 。 

这 样 的 论证 形式 证 明 这 些 前 提 导 出 期 望 的 结论 。 


步骤 理由 

1l. p>aq 前 提 引 入 

2.79™>-p (1) 的 逆 否 命题 

385 > 前 提 引 入 

4.7g>r 假 言 三 段 论 ， 用 (2) 和 (3) 

5. 7 一 > 了 前 提 引 入 

6.-0g—>s 言 三 段 论 ， 用 (4) 和 (5) 本 
1.6.5 消解 律 


已 经 开发 出 的 计算 机 程序 能 够 将 定理 的 推理 和 证 明 任务 自动 化 。 许 多 这 类 程序 利用 称 为 消 ,说 

解 律 (resolution) 的 推理 规则 。 这 个 推理 规则 基于 永 真 式 : 
((pVgq)AHpPVr >(qgVr7) 

(此 永 真 式 的 验证 见 1. 3 节 练 习 30。) 消 解 规则 最 后 的 析 取 式 gVr 称 为 消解 式 (resolvent)。 当 在 
此 永 真 式 中 令 g==r 时 ， 可 得 (pVg) 人 (pVq) 习 q。 而且， 当 令 r= 二 F 时 ,可 得 (pVg)A (1p) 
一 Q( 因 为 VE=q)， 这 是 永 真 式 ， 析 取 三 段 论 规则 就 基于 此 式 。 

例 8 使 用 消解 律 证 明 ， 假设 “Jasmine 在 滑雪 或 现在 没有 下 雪 ” 和 “现在 下 雪 了 或 Bart 在 打 
曲棍球 ”蕴含 结 论 “Jasmine 在 滑雪 或 Bart 在 打 曲 棍 球 。” 

解 ” 令 为 命题 “现在 下 雪 了 ”，9 为 命题 “Jasmine 在 滑雪 ”, r 为 命题 “Bart 在 打 曲 棍 球 ”。 ,0 诺 
我 们 可 以 将 假设 分 别 表示 为 42pVg 和 pVr。 使 用 消解 律 ， 命题 gVr 即 “Jasmine 在 滑雪 或 者 
Bart 在 打 曲 棍 球 ”成 立 。 4 
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消解 律 在 基于 逻辑 规则 的 编程 语言 中 扮演 着 重要 的 角色 ， 如 在 Prolog 中 (其 中 用 到 了 量化 
命题 的 消解 规则 )。 而 且 ， 可 以 用 消解 律 来 构建 自动 定理 证 明 系 统 。 要 使 用 消解 律 作 为 仅 有 的 
推理 规则 来 构造 命题 逻辑 中 的 证 明 ， 假设 和 结论 必须 表示 为 子 旬 (clause)， 这 里 子 句 是 指 变量 
或 其 否定 的 一 个 析 取 式 。 我 们 可 以 将 命题 逻辑 中 非 子 句 的 语句 用 一 个 或 多 个 等 价 的 子 句 语句 来 
替换 。 例 如 ， 假 定 有 一 个 形 如 pV (gA 信 7) 的 语句 。 因 为 pV (gA7) 圭 (pV gq) 人 (pVr)， 所 以 我 
们 可 以 用 两 个 子 句 pVgq 和 pVr 来 代替 pV (g 人 r)。 我 们 可 以 用 语句 -4p 和 -9 来 代替 形 如 
了 J CPV9) 的 语句 ， 因 为 德 。 摩根 律 表明 ~-(pV 9g) 硅 ~4p 和 人 ~49。 我 们 也 可 以 用 等 价 的 析 取 式 -pVg 
来 代替 条 件 语句 p 一 gq。 

例 9 证 明 假 设 ( 关 人 da) V> 和 7 一 * 列 含 结论 户 Vs。 

解 可 以 将 假设 (pAq)Vr 重 写 为 两 个 子 句 pVr 和 gq Vr。 还 可 以 将 7 一 s 替换 为 等 价 的 子 
句 4rVs。 使 用 子 句 pVr 和 mrVs， 通 过 消解 律 便 可 得 出 结论 pV s。 二 


1.6.6 雇 误 

几 种 常见 的 雇 误 都 来 源 于 不 正确 的 论证 。 这 些 廖 误 看 上 去 像 是 推理 规则 ， 但 是 它们 是 基于 
可 满足 式 而 不 是 永 真 式 。 这 里 讨论 这 些 廖 误 ， 是 为 了 说 明 在 正确 与 不 正确 的 推理 之 间 的 区 别 。 

命题 ((p 一 gq) 人 gq) 一 p 不 是 永 真 式 ， 因 为 当 pp 为 假 而 g 为 真 时 ， 它 为 假 。 不 过 ， 有 许多 不 
正确 论证 把 它 当 做 永 真 式 。 换 句 话说 ,它们 把 前 提 pg 和 4g 及 结论 pp 当做 有 效 论 证 形式 ， 其 
实 不 然 。 这 类 不 正确 的 推理 称 为 肯定 结论 的 雇 误 (fallacy of affirming the conclusion) 。 

例 10 下 列 论 证 是 否 有 效 ? 

如 果 你 做 本 书 的 每 一 道 练习 ， 则 你 就 学 习 离 散 数学 。 你 学 过 离散 数学 。 

因此 ， 你 做 过 本 书 的 每 一 道 练习 。 

解 ” 设 pp 是 命题 “你 做 过 本 书 的 每 一 道 练 习 ”。 设 g 是 命题 “你 学 过 离散 数学 ”。 这 个 论证 形 
式 是 : 如 果 p>g 并 且 q， 则 p。 这 就 是 使 用 肯定 结论 雇 误 的 不 正确 推理 的 一 个 例子 。 事 实 上 ， 
你 可 能 通过 其 他 某 种 方式 而 不 是 通过 做 本 书 的 每 一 道 练习 来 学 习 离散 数学 。( 你 可 能 通过 阅读 、 
听讲 座 、 做 本 书 的 一 些 但 不 是 全 部 练习 等 方式 来 学 习 离 散 数学 。) 本 

命题 ((p 一 q) 人 -1p) 习 4p 不 是 永 真 式 ， 因 为 当 为 假 而 4 为 真 时 ， 它 为 假 。 许 多 不 正确 的 
论证 都 错误 地 把 它 当 做 推理 规则 。 这 类 不 正确 的 推理 称 为 否定 假设 的 雇 误 (fallacy of denying 
the hypothesis) 。 

例 11@ 设 p 和 9g 与 例 10 一 样 。 如 果 条 件 语 句 p>gq 为 真 ， 并 且 p 为 真 ， 则 得 出 ~p 为 真是 
否 正确 ? 换 名 话说， 假定 如 果 你 做 本 书 里 每 一 道 练习 ， 则 你 就 学 习 了 离散 数学 ; 那么 如 果 你 没 
有 做 过 本 书 里 每 一 道 练习 ， 那 么 是 否 可 以 认为 你 没有 学 习 离 散 数 学 ? 

解 ”即使 你 没有 做 过 本 书 里 每 一 道 练习 ， 你 也 可 能 学 过 离散 数学 。 这 个 不 正确 的 论证 具有 
这 样 的 形式 : pg 和 -1p 蕴含 44， 这 是 一 个 否定 假设 的 廖 误 的 例子 。 a 


1.6.7 量化 命题 的 推理 规则 

我 们 已 经 讨论 了 命题 的 推理 规则 。 现 在 将 要 描述 针对 含有 量词 的 命题 的 一 些 重要 的 推理 规 
则 。 这 些 推理 规则 广泛 地 应 用 在 数学 论证 中 ， 但 通常 不 会 显 式 地 提 及 。 

全 称 实例 (universal instantiation) 是 从 给 定 前 提 VzP(Cz) 得 出 P(c) 为 真 的 推理 规则 ， 其 中 ec 
是 论 域 里 的 一 个 特定 的 成 员 。 当 我 们 从 命题 “所 有 女人 都 是 聪明 的 ”得 出 “Lisa 是 聪明 的 ”结论 
时 ， 这 就 使 用 了 全 称 实例 规则 ， 其 中 Lisa 是 所 有 女人 构成 的 论 域 中 的 一 员 。 

全 称 引 入 (universal generalization) 是 从 对 论 域 里 所 有 元 素 c 都 有 P(e) 为 真 的 前 提 推 出 
VzP(z) 为 真 的 推理 规则 。 我 们 可 以 通过 从 论 域 中 任意 取 一 个 元 素 c 并 证 明 P(c) 为 真 来 证 明 
VY xzP(z) 为 真 时 ， 这 就 使 用 了 全 称 引 入 规则 。 所 选择 的 元 素 c 必须 是 论 域 里 一 个 任意 的 元 素 ， 
而 不 是 特定 的 元 素 。 也 就 是 说 ， 当 我 们 从 Y zp(z) 断 言 对 于 论 域 中 元 素 c 的 存在 性 时 ， 我 们 不 
能 对 c 进行 控制 ， 并 且 除 了 c 来 自 于 论 域 以 外 不 能 对 c 做 出 任何 其 他 假设 。 在 许多 数学 证 明 里 
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都 隐 含 地 使 用 全 称 引 入 ， 而 很 少 明 确 地 指出 来 。 然 而 ， 当 应 用 全 称 引 入 时 错误 地 添加 关于 任意 
元 素 < 莫 名 假设 是 错误 推理 中 屡见不鲜 的 。 

存在 实例 (existential instantiation) 是 允许 从 “如 果 我 们 知道 3zP(z) 为 真 ， 得 出 在 论 域 中 存 
在 一 个 元 素 c 使 得 P(c) 为 真 ” 的 推理 规则 。 这 里 不 能 选择 一 个 任意 值 的 <， 而 必须 是 使 得 P(e) 
为 真 的 那个 <。 通 常 我 们 不 知道 < 是 什么 ， 而 仅仅 知道 它 存在 。 因 为 它 存在 ， 所 以 可 以 给 它 一 
个 名 称 (c) 从 而 继续 论证 。 

存在 引入 (existential geralization) 是 用 来 从 “已 知 有 一 特定 的 c 使 PC(c) 为 真 时 得 出 3 xP(z) 
为 真 ” 的 推理 规则 。 即 如 果 我 们 知道 论 域 里 一 个 元 素 c 使 得 P(e) 为 真 ， 则 我 们 就 知道 3zP(z) 
为 真 。 

这 些 推 理 规则 总 结 在 表 2 中 。 例 12 和 例 13 将 要 说 明 如 何 使 用 量化 命题 的 推理 规则 。 


表 2 量化 命题 的 推理 规则 





推理 规则 名 称 

Be 全 称 实例 
P(e),， 任意 < 

“» YrP(z) 全 称 引入 


3zP(Cz) 
PCC) ， 对 菜 丰 元 素 c 存在 实例 


P(c)， 对 某 个 元 素 c 
“. JzP(z) 存在 引入 





例 12 证 明 前 提 “ 在 这 个 离散 数学 班 上 的 每 个 人 都 学 过 一 门 计算 机 课程 "和 “Marla 是 这 个 
班 上 的 一 名 学 生 ” 蕴 含 结论 “Marla 学 过 一 门 计算 机 课程 ”。 

解 设 DCz) 表 示 “z 在 这 个 离散 数学 班 上 的 ”， 并 且 设 C(z) 表 示 “z 学 过 一 门 计算 机 课程 ”。 
则 前 提 是 Vz(CD(Cz) 一 CCz)) 和 DCMarla) 。 结 论 是 CCMarla) 。 

下 列 步骤 可 以 用 来 从 前 提 建 立 结论 。 


步骤 理由 

1. Yr(D(z)—>C(7z)) 前 提 引 入 

2. D(Marla)—>C(marla) 全 称 实例 ， 用 (1) 

3. DC(Marla) 前 提 引 入 

4. C(Marla) 假 言 推理 ， 用 (2) 和 (3) 4 


例 13 ”证明 前 提 “ 这 个 班 上 有 个 学 生 没 有 读 过 这 本 书 ” 和 “这 个 班 上 的 每 个 人 都 通过 了 第 一 
次 考试 ”蕴含 结论 “通过 第 一 次 考试 的 某 个 人 没有 读 过 这 本 书 ”。 

解 令 CCz) 表 示 “z 在 这 个 班 上 ”，B(z) 表 示 “z 读 过 这 本 书 ”，P(z) 表 示 “z 通过 了 第 一 次 
考试 ”。 前 提 是 3z(CCz) ABCz)) 和 VYz(CCCz) 一 PCz))。 结 论 是 了 3zCPCz) ABCz))。 下 列 步 


又 可 以 用 来 从 前 提 建 立 结论 。 
步骤 理由 
1. 3z(CCCz) 人 BCz)) 前 提 引 入 
2. CC(a) 人 DB(Ca) 存在 实例 ， 用 (1) 
3. CCa) 化 简 律 ， 用 (2) 
4, Vx(tC(r) SP(r)y 前 提 引 入 
5. C(a) 一 PCa) 全 称 实 例 ， 用 (4) 
6. Pl(a) 假 言 推理 ， 用 (3) 和 (5) 
7.4B(a) 化 简 律 ， 用 (2) 
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8. P(a) A B(a) 合 取 律 ， 用 (6) 和 (7) 
9. I xz(P(z) ABCz)) 存在 引入 ， 用 (8) 


1.6.8 命题 和 量化 命题 推理 规则 的 组 合 使 用 

我 们 已 经 建立 了 命题 的 推理 规则 和 量化 命题 的 推理 规则 。 注 意 我 们 在 例 12 和 例 13 的 论证 
中 既 用 了 全 称 实例 (量化 命题 推理 规则 ) 也 用 了 假 言 推理 (命题 推理 规则 ) 。 我 们 常常 需要 组 合 使 
用 这 些 推 理 规则 。 由 于 全 称 实例 和 假 言 推理 在 一 起 使 用 是 如 此 广泛 ， 所 以 这 种 规则 的 组 合 有 时 
称 为 全 称 假 言 推 理 (universal modus ponens)。 这 个 规则 告诉 我 们 : 如 果 YVzx(P(zx) 一 Q(zx)) 为 
真 ， 并且 如 果 P(a) 对 在 全 称 量词 论 域 中 的 一 个 特定 元 素 a 为 真 ， 那么 QCa) 也 肯定 为 真 。 为 了 
看 清 这 点 ， 请 注意 由 全 称 实例 示 可 得 P(a) 一 Q(a) 为 真 。 然 后 ， 由 假 言 推理 可 得 Q(a) 也 肯定 为 
真 。 可 以 将 全 称 假 言 推理 描述 如 下 : 

Vr(P(z) —> Q(z)) 
P(a) ,其 中 a 是 论 域 中 一 个 特定 的 元 素 
”Qta) 

全 称 假 言 推理 常常 用 于 数学 论证 中 。 这 将 在 例 14 中 说 明 。 

例 14 假定 “对 所 有 正 整 数 n， 如 果 nn 大 于 4， 那么 ww 小 于 2"? 为 真 。 用 全 称 假 言 推理 证 明 
100? =<21" 。 

解 ” 令 P(n) 表 示 “n 这 4”，Q() 表 示 “xr 二 2"””。 语句“ 对 所 有 正 整 数 n， 如 果 n 大 于 4， 那 么 
x 小 于 2"” 可 以 表示 为 Yn(P(n) 一 Q(n))， 其 中 论 域 为 所 有 正 整 数 。 假 设 YnCP(n) 一 Q(n)) 为 
真 。 注 意 ， 因 为 100 之 4， 所 以 P(100) 为 真 。 接 着 由 全 称 假 言 推理 可 知 Q(100) 为 真 ， 即 100 一 
2 4 

另 一 个 重要 的 命题 逻辑 推理 规则 和 量化 命题 推理 规则 的 组 合 是 全 称 取 拒 式 (universal 
modus tollens) 。 全 称 取 拒 式 将 全 称 实例 和 取 拒 式 组 合 在 一 起 ， 可 以 用 如 下 方式 表达 : 

Vzr(P(z) —> Q(z)) 
= Q(a) ,其 中 a 是 论 域 中 一 个 特定 的 元 素 
.1 Pla) 

全 称 取 拒 式 的 证 明 留 做 练习 25。 练 习 26 一 29 将 设计 更 多 的 命题 逻辑 推理 规则 和 量化 命题 

推理 规则 的 组 合 规则 。 


练习 
1. 找 出 下 列 论 证 的 论证 形式 ， 并 判定 是 否 有 效 。 如 果 前 提 为 真 ， 能 断定 结论 为 真 吗 ? 
如 果 苏 格拉 底 是 人 ， 那 么 苏 格 拉 底 是 会 死 的 。 
苏 格 拉 底 是 人 
… 苏 格拉 底 是 会 死 的 
2. 找 出 下 列 论证 的 论证 形式 ， 并 判定 是 否 有 效 。 如 果 前 提 为 真 ， 能 断定 结论 为 真 吗 ? 





如 果 George 没有 8 条 腿 ， 那 么 它 就 不 是 蜘蛛 。 
George 是 蜘蛛 。 
.George 有 8 条 腿 
3. 在 下 列 每 个 论证 里 使 用 了 什么 推理 规则 ? 
a) Alice 主 修 数 学 。 因 此 ，Alice 主 修 数 学 或 计算 机 科学 。 
b)Jerry 主 修 数学 和 计算 机 科学 。 因 此 ，Jerry 主 修 数 学 。 
c) 如 果 今 天 下 雨 ， 则 游泳 池 将 关闭 。 今 天 下 雨 。 因 此 ， 游 泳池 关闭 。 
d) 如 果 今 天 下 雪 ， 则 大 学 将 关闭 。 今 天 大 学 没有 关闭 。 因 此 , 今天 没有 下 雪 。 
e) 如 果 我 去 游泳 ， 则 我 会 在 太阳 下 停留 过 久 。 如 果 我 在 太阳 下 停留 过 久 ， 则 我 会 有 了 晒 斑 。 因 此 ， 如 果 
我 去 游泳 ， 则 我 会 有 晒 斑 。 
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. 在 下 列 每 个 论证 里 使 用 了 什么 推理 规则 ? 


a) 袋 鼠 生 活 在 涡 大 利 亚 并且 是 有 袋 类 动物 。 因 此 ， 袋 鼠 是 有 袋 类 动物 。 

b) 今 天 气温 高 于 100 度 或 者 污染 是 有 害 的 。 今 天 外 面 气温 低 于 100 度 。 因 此 ， 污 染 是 有 害 的 。 

c)Linda 是 优秀 的 游泳 者 。 如 果 Linda 是 优秀 的 游泳 者 ， 则 她 可 以 当 救 生 员 。 因 此 ，Linda 可 以 当 救 
生 员 。 

d) 今 年 夏天 Steve 将 在 计算 机 公司 工作 。 因 此 ， 今 年 夏天 Steve 将 在 计算 机 公司 工作 或 者 在 海滩 闲 和 逛 。 

e) 如 果 我 整 夜 做 这 个 作业 ， 则 我 可 以 解答 所 有 的 习题 。 如 果 我 解答 所 有 的 习题 ， 则 我 会 理解 这 些 资 
料 。 因 此 ， 如 果 我 整 夜 地 做 这 个 作业 ， 则 我 会 理解 这 些 资 料 。 


. 使 用 推理 规则 证 明 前 提 “Randy 很 用 功 ”、“ 如 果 Randy 很 用 功 ， 则 他 是 一 个 繁 孩子 ?以 及 “如 果 Randy 


是 一 个 策 孩 子 ， 则 他 不 会 得 到 工作 ? 芍 含 着 结论 “Randy 不 会 得 到 工作 ”。 


. 使 用 推理 规则 证 明 前 提 ”“ 如 果 天 不 下 雨 或 天 不 起 雾 ， 则 帆船 比赛 将 举行 并 且 救 生 表 演 将 进行 ”、“ 如 果 


帆船 比赛 举行 ， 则 将 颁发 奖杯 ”以 及 “没有 颁发 奖杯 ”蕴含 着 结论 “天 下 雨 了 ”。 


. 在 下 面 的 著名 论证 里 使 用 了 什么 推理 规则 ?“ 所 有 的 人 都 是 要 死 的 。 苏 格拉 底 是 人 。 因 此 ， 苏 格拉 底 


是 要 死 的 。” 


. 在 下 面 的 论证 里 使 用 了 什么 推理 规则 ?“ 没 有 人 是 岛屿 。 曼 哈 顿 是 岛屿 。 因 此 ， 曼 哈 顿 不 是 人 。” 
. 对 下 列 的 每 组 前 提 ， 可 以 得 出 什么 样 的 相关 结论 ? 试 解释 从 前 提 获 得 每 个 结论 时 所 使 用 的 推理 规则 。 


a) “如果 我 蘑 天 休假 ， 则 那天 下 雨 或 下 雪 ”。“ 我 在 周二 休假 或 在 周 四 休假 ”。“ 周 二 出 太阳 ”。“ 周 四 未 

b) “如 果 我 吃 了 辣 的 食物 ， 则 我 会 做 奇怪 的 梦 ”"。“ 如 果 我 睡觉 时 打雷 ， 则 我 会 做 奇怪 的 梦 ”"。“ 我 没有 
做 奇怪 的 梦 。” 

c) “我 或 者 聪明 或 者 幸运 。” 我 不 幸运 。”“ 如 果 我 幸运 ， 则 我 将 赢得 大 奖 。 

d) “每 个 主 修 计 算 机 科学 的 人 都 有 一 台 个 人 计算 机 。”“Ralph 没有 个 人 计算 机 。”“Ann 有 一 台 个 人 计 
算 机 。” 

e)“ 对 公司 有 利 的 就 对 美国 有 利 。”“ 对 美国 有 利 的 就 对 你 有 利 。”“ 对 公司 有 利 的 就 是 你 购买 许多 东西 ” 

f) “所 有 的 哮 齿 类 动物 都 哺 咬 它们 的 食物 。”“ 老 鼠 是 哨 齿 类 动物 “野兔 不 嘴 咬 它 们 的 食物 。”“ 蝙 蝙 不 是 
哺 齿 类 动物 。” 


. 对 下 列 的 每 组 前 提 ， 可 以 得 出 什么 样 的 相关 结论 ? 试 解 释 从 前 提 获 得 每 个 结论 时 所 使 用 的 推理 规则 。 


a) “如 果 我 打 曲 棍 球 ， 则 我 第 二 天 会 感到 酸痛 ,”“ 如 果 我 感到 酸痛 ， 则 我 会 用 水 疗 .”“ 我 没有 用 
瑟 关 =” 

b) “如 果 我 工作 ， 则 天 晴 或 半 晴 。”“ 我 上 周一 工作 或 上 周 五 工作 。.”“ 周 二 不 是 晴天 。”“ 周 五 也 不 是 
半 晴 。” 

©) “所 有 的 昆虫 都 有 6 条 腿 。”“ 晴 蚜 是 昆虫 。”“ 蜂 蛛 不 是 6 条 腿 。”“ 蜂 蛛 吃 晴 是 。 

d) “每 个 学 生 都 有 因特网 账号 。”“Homer 没有 因特网 账号 ”Maggie 有 因特网 账号 。” 

e)“ 所 有 对 健康 有 益 的 食物 都 不 好 吃 。”“ 豆 腐 对 健康 有 益 。”“ 你 只 吃 好 吃 的 东西 “你 不 吃 豆腐 。“ 汉 堡 
包 对 健康 无 益 。” 

f) “我 在 做 梦 或 在 幻觉 中 。”“ 我 没有 做 梦 。”“ 如 果 我 在 幻觉 中 ， 则 我 看 见 大 象 在 路 上 跑 。” 

证 明 如 果 由 前 提 pi,s pr» ***, pn g 及 结论 r 构成 的 论证 形式 是 有 效 ， 则 由 前 提 By ss Hy pn 及 

结论 gr 构成 的 论证 形式 也 是 有 效 。 

应 用 练习 11 和 表 1 中 的 推理 规则 证 明 : 由 前 提 (pA 人 D>(rYVs)，g(u 人 ,up 和 5 及 结论 gq>r 

构成 的 论证 形式 是 有 效 的 。 

对 下 列 每 个 论证 ， 解 释 对 每 个 步骤 使 用 了 哪 条 推理 规则 。 

a)“ 班 上 的 学 生 Doug 知道 如 何 写 Java 程序 。 知 道 如 何 写 Java 程序 的 每 个 人 都 可 以 得 到 高 薪 的 工作 。 
因此 ， 班 上 的 某 些 人 可 以 得 到 高 薪 的 工作 。” 

b)“ 班 上 的 某 个 人 喜欢 观赏 鲸鱼 。 每 个 喜欢 观赏 鲸鱼 的 人 都 关心 海洋 污染 。 因 此 ， 班 上 有 人 关心 海洋 
污染 。” 

c)“ 班 上 的 93 个 学 生 每 人 拥有 一 台 个 人 计算 机 。 拥 有 个 人 计算 机 的 每 个 人 都 会 使 用 字 处 理 软件 。 因 
此 ， 班 上 的 学 生 Zeke 会 使 用 字 处 理 软件 。” 
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d) “新 泽 西 州 的 每 个 人 都 生活 在 距离 海洋 50 英里 之 内 。 新 泽 西 州 的 某 些 人 从 来 没有 见 过 海洋 。 因 此 ， 
生活 在 距离 海洋 50 英里 之 内 的 某 些 人 从 来 没有 见 过 海洋 。” 


. 对 下 列 每 个 论证 ， 解 释 对 每 个 步骤 使 用 了 哪 条 推理 规则 。 


a)“ 本 班 学 生 Linda 拥有 红色 敞篷 汽车 。 拥 有 红色 敞篷 汽车 的 每 个 人 都 至 少 领 到 一 张 超速 罚单 。 因 此 ， 
本 班 的 某 人 领 到 一 张 超速 罚单 。” 

b)“5 位 室友 中 的 每 一 位 (Melissa、Aaaron、Ralph、Veneesha 和 Keeshawn) 都 选修 过 离散 数学 课程 。 
每 位 选修 过 离散 数学 课程 的 学 生 都 可 以 选修 算法 课程 。 因 此 ， 所 有 5 位 室友 明年 都 可 以 选修 算法 
课程 。” 

c)“John Sayles 制作 的 所 有 电影 都 很 好 看 。John Sayles 制作 过 关于 煤矿 工人 的 电影 。 因 此 ， 有 一 部 很 
好 看 的 关于 煤矿 工人 的 电影 。” 

d)“ 本 班 有 人 到 过 法 国 。 到 过 法 国 的 每 个 人 都 会 参观 卢 浮 宫 。 因 此 ， 本 班 有 人 参观 过 卢 浮 官 。” 

判断 下 列 论 证 是 否 正确 并 解释 原因 。 

a) 班 上 的 所 有 学 生 都 懂 逻 辑 。Xavier 是 这 个 班 上 的 学 生 。 因 此 ，Xavier 也 懂 逻 辑 。 

b) 每 个 计算 机 专业 的 学 生 都 要 学 离散 数学 。Natasha 在 学 离散 数学 ， 因 此 ，Natasha 是 计算 机 专业 的 。 

©) 所 有 鹦 开 都 喜欢 水 果 。 我 养 的 鸟 不 是 鹦 政 ， 因 此 ， 我 养 的 鸟 不 喜欢 水 果 。 

d) 每 天 吃 麦 片 的 人 都 很 健康 。Linda 不 健康 ， 因 此 ，Linda 没有 每 天 吃 麦 片 。 

判断 下 列 论 证 是 否 正确 并 解释 原因 。 

a) 每 一 个 上 大 学 的 人 都 住 过 宿舍 。Mia 从 未 住 过 宿舍 ， 因 此 ，Mia 没有 上 过 大 学 。 

b) 敞 篷 轿 车 开 起 来 感觉 很 好 。Isaac 的 车 不 是 敞篷 的 ， 因 此 ，Isaac 的 车 开 起 来 感觉 不 好 。 

C) Quincy 喜欢 所 有 的 动作 电影 。Quincy 喜欢 电影 (Eight Men Out》， 因 此 , 《Eight Men Out) 是 一 部 动 


作 电 影 。 
d) 所 有 捕 虾 者 都 设置 了 至 少 12 个 陷阱 。Hamilton 是 捕 虾 者 ， 因 此 ，Hamiltion 设置 了 至 少 12 个 
陷阱 。 


如 下 论证 错 在 哪里 ? 令 五 (z) 为 “zz 很 开心 ”>。 给 定 前 提 3 卫 z 互 (z)， 我 们 得 出 有 (Lola)。 因 此 ，LoLa 
很 开心 。 

如 下 论证 错 在 哪里 ? 令 SC(x，y) 为 “x 比 y 矮 "。 给 定 前 提 sS(s，Max)， 可 得 出 SCMax，Max)。 由 
存在 引入 可 得 出 3zSCz，z)， 因 此 某 人 比 他 自己 矮 。 

判定 下 列 每 个 论证 是 否 有 效 。 如 果 论 证 是 正确 的 ， 使 用 了 什么 推理 规则 ? 如果 它 不 正确 ， 出 现 了 什 
么 逻辑 错误 ? 

a) 如 果 nn 是 满足 nn 二 1 的 实数 ， 则 到 二 1。 假 定之 二 1。 于 是 ”>1。 

b) 如 果 nn 是 满足 二 3 的 实数 ， 则 x 二 9。 假定 x 三 9。 于 是 "入 3。 

c) 如 果 nn 是 满足 nn 二 2 的 实数 ， 则 mn? 二 4。 假定 n<2。 于 是 n* 二 4。 

判定 以 下 是 否 为 有 效 论 证 。 

a) 如 果 z 是 正 实数 ， 那 么 z 是 正 实数 。 因 此 ， 如 果 a 是 正 的 ， 这 里 a 是 实数 ， 则 a 是 正 实数 。 

b) 如 果 xz? 了 关 0， 这 里 zx 是 实数 ， 则 z 关 0。 设 a 是 实数 ，a? 了 0， 则 天 0。 

哪些 推理 规则 用 来 建立 1.4 节 例 26 里 所 描述 的 卡 洛 尔 (Lewis Carrol) 论 证 的 结论 ? 

哪些 推理 规则 用 来 建立 1.4 节 例 27 里 所 描述 的 卡 洛 尔 (Lewis Carrol) 论 证 的 结论 ? 

指出 如 下 试图 证 明 “ 如 果 导 xzP(z) 人 人 了 zQ(z) 为 真 ， 那 么 3z(PCz) AQCz)) 为 真 ? 的 论证 中 有 哪些 


错误 。 

1 MzP(a)Y 习 2ZQ(Cz) 前 提 引 入 

2. 3zP(Cz) 化 简 律 ， 用 (1) 
3.P(c) 存在 实例 ， 用 (2) 

4. 了 习 zQ(Cz) 化 简 律 ， 用 (1) 

5. Q(c) 存在 实例 ， 用 (4) 

6. P(ec) AQCc) 合 取 律 ， 用 (3) 和 (5) 
7. Iz(P(z) A Q(z)) 存在 引入 


指出 如 下 试图 证 明 “ 如 果 YzCP(Cz)V Q(z)) 为 真 ， 那么 VzxP(z)V YzQ(Cz) 为 真 ?的 论证 中 有 哪些 
错误 。 . 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 
x* 34. 


关 3S。 


1. VYz(P(z)V Q(z)) 前 提 引 入 

2. P(e) V QC) 全 称 实例 ， 用 (1) 

3. P(e) 化 简 律 ， 用 (2) 

4. VY zP(z) 全 称 引 入 ， 用 (3) 

5. QC) 化 简 律 ， 用 (2) 

6. YZxQ(z) 全 称 引 入 ， 用 (5) 

7. YzP(Cz)V YzQ(Cz) 合 取 律 ， 用 (4) 和 (6) 

通过 证 明 前 提 VYzCP(z) 一 Q(z)) 和 -Qla)， 推 出 aP(a) (其 中 a 是 对 论 域 中 某 个 特定 元 素 ) 来 检验 全 称 
取 拒 式 。 


试 证 明 全 称 传递 性 ， 即 ， 如 果 YV zx(P(z) 一 Q(z)) 和 Vzx(Q(z) 一 R(z)) 为 真 ， 则 VzCP(z) 一 R(x)) 为 
真 ， 这 里 所 有 量词 的 论 域 都 是 相同 的 。 

用 推理 规则 证 明 : 如 果 Yz(P(z) 一 (Q(z) 人 SC(z))) 和 VzCP(z)AR(z)) 为 真 ， 则 YZz(R(z) A S(z)) 
为 真 。 

用 推理 规则 证 明 : 如 果 YWzCP(z)V Q(z)) 和 YZz((HP(z)A 人 Q(z)) 一 R(z)) 为 真 ， 则 YX 呈 DR(zx) 一 
P(xz)) 也 为 真 ， 这 里 所 有 量词 的 论 域 都 是 相同 的 。 

用 推理 规则 证 明 : 如 果 YzCPCz)V QCz)) 和 VzxCHQ(z)V SCz)),，VYxX(R(z) 一 4S(zx)) 和 xJP(z) 
为 真 ， 则 xaR(z) 为 真 。 

使 用 消解 律 证 明 前 提 “Allen 是 一 个 坏 男孩 或 Hillary 是 一 个 好 女孩 > 和 “Allen 是 一 个 好 男孩 或 David 很 
开心 ”蕴含 结论 “Hillary 是 一 个 好 女孩 或 David 很 开心 ”。 

使 用 消解 律 证 明 前 提 “ 天 没 下 雨 或 Yvette 带 雨 企 了 ”,“Yvette 没有 带 雨 们 或 她 没有 被 淋 湿 ”和 “天 下 雨 
了 或 Yvette 没有 被 淋 湿 ”蕴含 “Yvette 没有 被 淋 湿 ”。 

结合 消解 律 和 前 提 为 假 的 条 件 语句 为 真 这 一 事实 可 推导 出 等 价 式 p 人 -Pp 三 F。 [提示 : 令 gq 二 r= 二 F。] 
用 消解 律 证 明 复 合 命题 (上 Va)A(nzpava)AGCpVvV5noa)A(CnzpVDnc) 不 是 可 满足 的 。 

逻辑 问题 ， 选 自 ( 逻 辑 游戏 : WFF’'N PROOF》CWFF:N PROOF，The Game of Logic)， 有 下 面 两 个 
假设 : 

1)“ 逻 辑 是 很 难 的 或 没有 许多 学 生计 欢 逻辑 ”。 

2) “如果 数学 是 容易 的 ， 则 人 逻辑 不 是 很 难 的 ”。 

把 这 些 假 设 翻译 成 含有 命题 变 元 和 逻辑 联结 词 的 命题 ， 判 定 下 面 每 个 命题 是 不 是 这 些 假设 的 有 效 
结论 : 

a) 如 果 有 许多 学 生 喜 欢 逻 辑 ， 则 数学 不 是 容易 的 。 

b) 如 果 数 学 不 是 容易 的 ， 则 没有 许多 学 生育 欢 逻 辑 。 

c) 数 学 不 是 容易 的 或 者 逻辑 是 很 难 的 。 

d) 逻 辑 不 是 很 难 的 或 数学 不 是 容易 的 。 

e) 如 果 没 有 许多 学 生 喜 欢 逻 辑 ， 则 数学 不 是 容易 的 或 者 逻辑 不 是 很 难 的 。 

判定 下 列 论证 ( 选 自 Kalish and Montague[KaMo64]) 是 否 有 效 : _ 

如 果 超 人 能 够 并 愿意 防止 邪恶 ， 则 他 将 这 样 做 。 如 果 超 人 不 能 够 防止 那 恶 ， 则 他 就 是 无 能 的 ; 如 果 
超人 不 愿意 防止 那 恶 ， 则 他 就 是 恶意 的 。 超 人 没有 防止 邪恶 。 如 果 超 人 存在 ， 则 他 是 无 能 的 或 者 恶 
意 的 。 因 此 ， 超 人 不 存在 。 


1.7 证 明 导 论 
1.7.1 引言 


本 节 我 们 介绍 证 明 的 概念 并 描述 构造 证 明 的 方法 。 一 个 证 明 是 建立 数学 语句 真实 性 的 有 效 


论证 。 证 明 可 以 使 用 定理 的 假设 (如 果 有 的 话 )， 假 定 为 真 的 公理 以 及 之 前 已 经 被 证 明 的 定理 。 
使 用 这 些 以 及 推理 规则 ， 证 明 的 最 后 一 步 是 建立 被 证 命题 的 真实 性 。 


在 我 们 的 讨论 中 ， 将 从 定理 的 形式 化 证 明 转向 非 形式 化 证 明 。1.6 节 介 绍 的 涉及 命题 和 量 


化 命题 为 真 的 论证 是 形式 化 证 明 ， 其 中 提供 了 所 有 步骤 ， 并 给 出 论证 中 每 一 步 所 用 到 的 规则 。 
然而 ， 许 多 有 用 定理 的 形式 化 证 明 会 非常 长 且 难 以 理解 。 实 际 上 ， 为 方便 人 们 阅读 ， 定 理 证 明 
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几乎 都 是 非 形 式 化 证 明 (informal proof)， 其 中 每 个 步骤 会 用 到 多 于 一 条 的 推理 规则 ， 有 些 步 又 
会 被 省 略 ， 不 会 显 式 地 列 出 所 用 到 的 假设 公理 和 推理 规则 。 非 形式 化 证 明 常 常 能 向 人 们 解释 定 
理 为 什么 为 真 ， 而 计算 机 则 更 乐意 用 自动 推理 系统 产生 形式 化 证 明 。 

本 章 讨论 的 证 明 方法 很 重要 ,不仅 因 为 它们 用 于 证 明 数 学 定理 ， 而 且 它 们 在 计算 机 科学 中 
也 有 许多 应 用 。 这 些 应 用 包括 验证 计算 机 程序 是 正确 的 、 建 立 安 全 的 操作 系统 、 在 人 工 智 能 领 
域 做 推理 、 证 明 系 统 规范 说 明 是 一 致 的 等 。 因 此 ， 对 于 数学 和 计算 机 科学 而 言 ， 理 解 证 明 中 的 
技术 非常 必要 。 


1.7.2 一 些 专用 术语 

正式 地 ， 一 个 定理 (theorem) 是 一 个 能 够 被 证 明 是 真 的 语句 。 在 数学 描述 中 ， 定 理 一 词 通 
常 是 用 来 专 指 那些 被 认为 至 少 有 些 重要 的 语句 。 不 太 重 要 的 定理 有 时 称 为 命题 (定理 也 可 以 称 
为 事实 (fact) 或 结论 (result))。 一 个 定理 可 以 是 带 一 个 或 多 个 前 提 及 一 个 结论 的 条 件 语句 的 全 
称 量化 式 。 当 然 ， 它 也 可 以 是 其 他 类 型 的 逻辑 语句 ， 就 如 本 章 稍 后 会 看 到 的 一 些 例 子 。 我 们 用 
一 个 证 明 (proof) 来 展示 一 个 定理 是 真 的 。 证 明 就 是 建立 定理 真实 性 的 一 个 有 效 论 证 。 证 明 中 
用 到 的 语句 可 以 包括 公理 (axiom) (或 假设 (postulate))， 这 些 是 我 们 假定 为 真 的 语句 (例如 ， 在 
附录 1 中 给 出 的 实数 公理 ， 以 及 平面 几何 的 公理 )、 定 理 的 前 提 ( 如 果 有 的 话 ) 和 以 前 已 经 被 证 
明 的 定理 。 公 理 可 以 采用 无 须 定义 的 原始 术语 来 陈述 ， 而 在 定理 和 证 明 中 所 用 的 所 有 其 他 术语 
都 必须 是 有 定义 的 。 推 理 规 则 和 其 术语 的 定义 一 起 用 于 从 其 他 的 断言 推出 结论 ， 并 绑 定 在 证 明 
中 的 每 个 步 又。 实际 上 ， 一 个 证 明 的 最 后 一 步 通常 恰好 是 定理 的 结论 。 然 而 ， 为 清晰 起 见 ， 我 
们 通常 会 重 述 定理 的 结论 作为 一 个 证 明 的 最 后 步骤 。 

一 个 不 太 重 要 但 有 助 于 证 明 其 他 结论 的 定理 称 为 引 理 (lemma) 。 当 用 一 系列 引 理 来 进行 复 
杂 的 证 明 时 通常 比较 容易 理解 ， 其 中 每 一 个 引 理 都 被 独立 证 明 。 推 论 (corollary) 是 从 一 个 已 经 
被 证 明 的 定理 可 以 直接 建立 起 来 的 一 个 定理 。 猜 想 (conjecture) 是 一 个 被 提出 认为 是 真 的 命题 ， 
通常 是 基于 部 分 证 据 、 启 发 式 论 证 或 者 专家 的 直觉 。 当 猜想 的 一 个 证 明 被 发 现时 ， 猜 想 就 变 成 
了 定理 。 许 多 时 候 猜 想 被 证 明 是 假 的 ， 因 此 它们 不 是 定理 。 


1.7.3 理解 定理 是 如 何 陈述 的 
在 介绍 证 明定 理 的 方法 之 前 ， 我 们 需要 理解 数学 定理 是 如 何 陈述 的 。 许 多 定理 断言 一 个 性 

质 相 对 于 论 域 ( 比 如 整数 或 实数 ) 中 的 所 有 元 素 都 成 立 。 虽 然 这 些 定理 的 准确 陈述 需要 包含 全 称 
量词 ， 但 是 数学 里 的 标准 约定 是 省 略 全 称 量词 。 比 如 ， 语 名 

“如 果 zx 二 y， 其 中 之 和 yy 是 正 实数 ， 那 么 二 yy 。 
其 实 它 意味 着 

“对 所 有 正 实数 工 和 y， 如 果 zx 二 y， 那 么 x 二 yy 。” 
此 外 ， 当 证 明 这 种 类 型 的 定理 时 ， 证 明 的 第 一 步 通常 涉及 选择 论 域 里 的 一 个 一 般 性 元 素 。 随 后 
的 步骤 是 证 明 这 个 元 素 具 有 所 考虑 的 性 质 。 最 后 ， 全 称 引 入 蕴含 着 定理 对 论 域 里 所 有 元 素 都 
成 立 。 


1.7.4 证 明定 理 的 方法 

证 明 数 学 定理 会 很 艰难 。 要 构造 证 明 ， 我 们 需要 所 有 可 用 的 手段 ， 包 括 不 同 证 明 方 法 的 强 
大 的 工具 库 。 这 些 方法 提供 了 证 明 的 总 体 思路 和 策略 。 理 解 这 些 方法 是 学 习 如 何 阅读 并 构造 数 
学 证 明 的 关键 所 在 。 一 旦 我 们 选 定 了 一 种 证 明 方 法 ,我 们 使 用 公理 、 术 语 的 定义 、 先 前 证 明 的 
结论 和 推理 规则 来 完成 证 明 。 注 意 在 本 书 中 我 们 总 是 假定 附录 1 中 关于 实数 的 公理 。 当 我 们 证 
明 关 于 几何 学 的 结论 时 也 会 假定 常用 的 公理 。 当 你 自己 构造 证 明 时 ， 一 定 要 小 心 不 要 使 用 除了 
公理 、 定 义 、 已 证 结论 之 外 的 任何 东西 作为 事实 ! 

为 了 证 明 形 如 VY zx(P(z) 一 Q(z)) 的 定理 ， 我 们 的 目标 是 证 明 PC(c) 一 QCc) 为 真 ， 其 中 c 是 
论 域 中 的 任意 元 素 ， 然 后 应 用 全 称 引 入 规则 。 在 这 个 证 明 中 ， 需 要 证 明 条 件 语句 为 真 。 正 因为 
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如 此 ， 我 们 可 以 专注 于 证 明 条 件 语句 为 真 的 方法 。 回 忆 一 下 p>q 为 真 ， 除非 p 为 真 且 gq 为 假 。 
注意 当 要 证 明 语 名 p>g 时 ， 我 们 只 需要 证 明 如 果 p 为 真 则 g 为 真 。 下 面 的 讨论 将 给 出 最 常见 
的 证 明 条 件 语句 的 技术 。 之 后 将 讨论 证 明 其 他 类 型 语句 的 方法 。 在 本 小 节 以 及 1.8 节 ， 我们 将 
开发 一 个 大 的 证 明 技 术 工 具 库 ， 可 用 于 证 明 多 种 不 同类 型 的 定理 。 

当 你 阅读 证 明 时 ， 你 常常 会 发 现 这 样 的 词语 “显然 地 ?或 者 “清楚 地 ”。 这 些 词 意味 着 作者 预 
期 读者 有 能 力 补 上 的 一 些 步 又 已 经 省 略 。 遗 憾 的 是 ， 这 个 假设 往往 无 法 保证 读者 根本 不 确定 怎 
么 补 上 这 些 省 略 的 步 又。 我 们 将 努力 避免 使 用 这 些 词语 ， 并 试图 避免 省 略 太 多 的 步骤。 然而 ， 
如 果 我 们 保留 证 明 中 的 所 有 步骤 ， 我 们 的 证 明 将 会 变 得 极其 元 长 。 


1.7.5 直接 证 明 法 

条 件 语句 p>g 的 直接 证 明 法 的 构造 : 第 一 步 假 设 p 为 真 ; 第 二 步 用 推理 规则 构造 ， 而 第 
三 步 表 明 g 必须 也 为 真 。 直 接 证 明 法 是 通过 证 明 如 果 pp 为 真 ， 那么 gq 也 肯定 为 真 ， 这样 p 为 真 
且 g 为 假 的 情况 永远 不 会 发 生 从 而 证 明 条 件 语 句 如 一 d 为 真 。 在 直接 证 明 中 ,我 们 假定 p 为 真 ， 
并 且 用 公理 、 定 义 和 前 面 证 明 过 的 定理 ， 加 上 推理 规则 来 证 明 g 必须 也 为 真 。 你 会 发 现 许多 结 
论 的 直接 证 明 法 是 相当 简单 的 ， 就 是 一 连 串 显而易见 的 步骤 从 假设 导向 结论 。 然 而 ， 直 接 证 明 
法 有 时 候 需 要 特殊 的 洞察 力 并 且 可 能 是 相当 车手 的 。 这 里 给 出 的 第 一 个 直接 证 明 相 当 简 单 。 之 
后 ， 你 会 看 到 一 些 不 那么 显而易见 的 证 明 。 

我 们 会 提供 几 个 不 同 的 直接 证 明 法 的 例子 。 在 给 出 第 一 个 例子 前 ， 我 们 还 需要 定义 一 些 
术语 。 

整数 nn 是 偶数 ， 如 果 存 在 一 个 整数 上 使 得 nn 二 2k; 整数 站 是 奇数 ， 如 果 存 在 一 个 
整数 四 使 得 ?一 24& 十 1。( 注 意 ， 每 个 整数 或 为 偶数 或 为 奇数 ， 没 有 整数 同时 是 偶数 和 奇数 。) 两 
个 整数 当 同 为 偶数 或 同 为 奇数 时 具有 相同 的 奇偶 性 ; 当 一 个 是 偶数 而 另 一 个 是 奇数 时 具有 相反 
的 奇偶 性 。 

例 1 给 出 定理 “如 果 n 是 奇数 ， 则 x 是 奇数 ”的 直接 证 明 。 

解 ” 注 意 这 个 定理 表述 YnCP(n) 习 Q(n))， 这 里 P(n) 是 “n 是 奇数 ”"，Q(n) 是 “mn 是 奇数 ”。 
正如 前 面 所 说 ,我们 会 遵循 数学 证 明 中 通常 的 惯例 ， 证 明 P(n) 蕴 含 着 Q(n)， 而 不 显 式 使 用 全 
称 实例 规则 。 要 对 这 个 定理 进行 直接 证 明 ， 我 们 假设 这 个 条 件 语 句 的 前 提 为 真 ， 即 假设 是 奇 
数 。 由 奇 整数 的 定义 ， 可 得 n 二 2 十 1， 其 中 有 是 某 个 整数 。 我 们 要 证 明 n* 也 是 奇数 。 在 等 式 
n 二 2k 十 1 两 边 取 平方 得 到 表达 mn 的 等 式 。 这 样 ， 我 们 得 出 巡 王 (2 十 1 和 六 一 4 有 十 4 十 工 一 
2(2 尼 十 2&) 十 1。 由 奇数 定义 ， 可 以 得 到 结论 到 是 奇数 ( 它 是 一 个 整数 的 2 倍 再 加 1)。 因 此 ， 
我 们 证 明了 如 果 nn 是 奇数 ， 则 mw 是 奇数 。 4 

例 2 给 出 一 个 直接 证 明 : 如 果 m 和 都 是 完全 平方 数 ， 那 么 nm 也 是 一 个 完全 平方 数 。 
(一 个 整数 a 是 一 个 完全 平方 数 ， 如 果 存 在 一 个 整数 5 使 得 a 二 5 。) 

解 ” 为 了 构造 这 个 定理 的 一 个 直接 证 明 ， 我 们 假定 这 个 条 件 语句 的 前 提 为 真 ， 即 假定 m 
和 ?7 都 是 完全 平方 数 。 由 完全 平方 数 的 定义 可 知 ， 存 在 整数 ;和 t 使 得 m 二 ss ，n 王 太 。 证 明 的 
目的 是 证 明 当 m 和 nn 是 完全 平方 数 时 mn 也 必须 是 完全 平方 数 。 通 过 用 替换 m 以 及 用 坟 替 
换 n， 我 们 就 能 看 到 如 何 朝 着 目标 进行 证 明了 。 这 就 得 到 mn 二 ss#。 故 再 由 乘法 交换 律 和 结合 
律 ， 可 得 mn 二 ss 六 二 (ss) (tt) 二 (st) (st) 二 (st)*。 由 完全 平方 数 的 定义 可 得 ，mn 也 是 一 个 完全 平 
方 数 ， 因 为 它 是 st 的 平方 ， 这 里 si 为 一 整数 。 这 就 证 明了 如 果 m 和 nn 都 是 完全 平方 数 ， 那 么 
nm 也 是 一 个 完全 平方 数 。 4 


1.7.6 反 证 法 

直接 证 明 法 从 定理 的 假设 导向 结论 。 它 们 从 前 提 开 始 ， 继 续 一 连 串 的 推演 ， 最终 以 结论 作 
为 结束 。 然 而 ， 我 们 会 发 现 尝试 直接 证 明 法 有 时 候 会 走 进 死胡同 。 我 们 需要 其 他 方法 来 证 明 形 
如 VzCP(z) 一 Q(z)) 的 定理 。 不 采用 直接 证 明 法 ， 即 不 从 前 提 开 始 以 结论 结束 来 证 明 这 类 定理 


fh 
和 


a 


的 方法 叫做 间接 证 明 法 。 

一 类 非常 有 用 的 间接 证 明 法 称 为 反 证 法 (proof by contraposition) 。 反 证 法 利用 了 这 样 一 个 
事实 : 条 件 语句 p>g 等 价 于 它 的 逆 否 命题 474g 一 -pp。 这 意味 着 条 件 语 句 p 一 gq 的 证 明 可 以 通过 
证 明 它 的 北 否 命题 4g 一 -1p 为 真 来 完成 。 用 反 证 法 证 明 p 一 gq 时 ， 我们 将 -9 作为 前 提 ， 再 用 公 
理 、 定 义 和 前 面 证 明 过 的 定理 ， 以 及 推理 规则 ， 证明 -1p 必须 成 立 。 我 们 用 两 个 例子 来 解释 反 
证 法 。 这 些 例子 表明 当 不 容易 找到 直接 证 明 时 用 反 证 法 会 很 有 效 。 

例 3 证 明 如 果 n 是 一 个 整数 且 3n 十 2 是 奇数 ， 则 是 奇数 。 

解 ” 我 们 首先 尝试 直接 证 明 。 为 构建 直接 证 明 ， 首 先 假设 3n 十 2 是 奇 整 数 。 这 意味 着 对 某 个 
整数 使 得 3n 十 2 二 2 十 1。 我 们 能 由 此 证 明 是 奇数 吗 ? 我 们 可 以 看 到 3 十 1 一 24， 但 似乎 没有 

gases 居 任何 直接 的 方式 可 以 得 出 n 是 奇数 的 结论 。 由 于 直接 证 明 的 尝试 失败 ， 我 们 接 下 来 尝试 反 证 法 。 

反 证 法 的 第 一 步 是 假设 条 件 语句 “如 果 3n 十 2 是 奇数 ， 则 nn 是 奇数 ”的 结论 是 假 的 ， 也 就 是 
说 ,假设 是 偶数 。 于 是 由 偶数 定义 可 知 ， 存 在 某 个 整数 有 n= 二 2k&。 把 nn 用 2k 代入， 得 到 
3n 十 2 二 3(2k) 十 2 三 6k 十 2 二 2(3k 十 1)。 这 就 告诉 我 们 3n 十 2 是 偶数 (因为 它 是 2 的 倍数 )， 因 此 
不 是 奇数 。 这 是 定理 前 提 的 否定 。 因 为 条 件 语句 结论 的 否定 蕴含 着 前 提 为 假 ， 所 以 原来 的 条 件 
语句 为 真 。 这 样 反 证 法 就 成 功 了 ， 我 们 证 明了 定理 “如 果 3n 十 2 是 奇数 ， 则 nn 是 奇数 ”。 4 

例 4 证 明 如 果 n==ab5， 其 中 a 和。 是 正 整数 ， 那 么 a 过 Yn 或 者 6 过 Wn。 

解 ”因为 没有 简单 明了 的 方法 能 从 等 式 "一 ap( 其 中 ac 和 4 是 正 整 数 ) 直 接 证 明 a 过 Wn 或 者 
6b 过 Yn， 所 以 尝试 反 证 法 。 

反 证 法 的 第 一 步 是 假定 条 件 语句 “如 果 n= 二 ab5p， 其 中 a 和 bb 是 正 整 数 ， 那 么 < 委 Vz 或 者 8 过 
Vn ”的 结论 为 假 。 也 就 是 说 ， 假定 (a 三 Vn)V (6b 过 Yn) 为 假 。 由 析 取 的 含义 和 德 ， 摩根 律 可 
知 ， 这 蕴含 着 (a 过 Vn ) 和 (0 入 wa ) 都 为 假 。 这 又 蕴含 着 a 二 Vn 并 且 b 二 Yn。 我 们 将 两 个 不 等 
式 相 乘 (用 到 的 事实 是 如 果 0 二 s 二 t 且 0 二 wu 二 v， 那么 su 二 tv) 得 到 ab > Vn Vn = 二 n。 这 表示 
ab 天 ?72， 与 命题 2 一 ab 矛盾 。 

因为 条 件 语句 结论 的 否定 蕴含 前 提 为 假 ， 所 以 原来 的 条 件 语句 为 真 。 我 们 的 反 证 法 成 功 
了 ， 证 明了 如 果 ”一 8， 其 中 和 2 是 正 整 数 ， 那么 a 二 Yn 或 者 b 委 Vm 。 所 

空 证 明和 平凡 证 明 ” 当 我 们 知道 p 为 假 时 ， 能 够 很 快 证 明 条 件 语句 p->gq 为 真 ， 因 为 当 p 为 
假 时 p>g 一 定 为 真 。 因此， 如 果 能 证 明 p 为 假 ， 那 么 我 们 就 有 一 个 pg 的 证 明 方法 ， 称 为 空 证 
明 (vacuous proof)。 空 证 明 通 常用 于 证 明定 理 的 一 些 特例 ， 如 一 个 条 件 语句 对 所 有 正 整 数 均 为 真 
( 即 形 如 YnP(n) 的 定理 ， 其 中 P(z) 是 命题 函数 ) 。 这 类 定理 的 证 明 技术 将 在 5. 1 节 中 讨论 。 

例 5 证 明 命题 P(0) 为 真 ， 其 中 P(m) 是 “如 果 z>1， 则 到 之 刀 ， 论 域 是 所 有 整数 的 集合 。 

解 ”注意 命题 P(0) 就 是 “如 果 0 这 1， 则 0 之 0”。 我 们 可 以 用 空 证 明 来 证 P(0)。 事 实 上 ， 
前 提 0 二 1 为 假 。 所 以 P(0) 自 动 地 为 真 。 4 


评注 ”条件 语句 的 结论 0 之 0 为 假 与 该 条 件 语句 的 真 值 无 关 ， 因 为 前 提 为 假 的 条 件 语 
名 是 保证 为 真 的 。 


如 果 知 道 结论 g 为 真 ， 我 们 也 能 够 很 快 就 证 明 条 件 语句 p>q。 通 过 证 明 4 为 真 ， 可 以 推出 
pg 一定 为 真 。 用 为 真 的 事实 来 证 明 p 一 gq 的 方法 叫做 平凡 证 有明 (trivial proof) 。 平 凡 证 明 方 
法 常常 是 很 重要 的 ， 尤 其 是 要 证 明定 理 的 一 些 特例 时 ( 见 1. 8 节 分 情形 证 明 的 讨论 ) 以 及 在 数学 
归纳 法 (在 5.1 节 中 将 讨论 一 种 证 明 技术 ) 的 证 明 中 。 

” 例 6 设 P() 是 “如 果 a 和 6 是 满足 a 宇 6 的 正 整 数 ， 则 a" 宇 2"”， 其 中 论 域 是 所 有 非 负 整 数 
的 集合 。 证 明 命题 PC(0) 为 真 。 

解 “” 命 题 P(0) 是 “如 果 a 宇 5， 则 a 宇 8”。 因 为 a 二 二 1， 所 以 条 件 语句 “如 果 sa 二 2， 则 

a" 宇 ”的 结论 为 真 。 从 而 条 件 语句 PC(0) 为 真 。 这 是 平凡 证 明 法 的 一 个 例子 。 注 意 前 提 “a 宇 6” 


在 这 个 证 明 里 用 不 到 。 q 

证 明 的 小 策略 ”我们 已 经 阐述 了 证 明 形 如 Vzx(P(z) 一 Q(x)) 的 定理 的 两 种 重要 方法 : 直接 
证 明 法 和 反 证 法 。 我 们 还 给 出 了 示例 说 明 如 何 使 用 每 种 方法 。 然 而 ， 当 面临 证 明 形 如 
VY ZX(P(zx) 一 Q(z)) 的 定理 时 ， 你 会 选择 哪 一 种 方法 试图 去 证 明 它 呢 ? 这 里 我 们 提供 一 些 经 验 法 
则 ， 在 1. 8 节 将 用 更 大 篇 幅 详细 讨论 证 明 策 略 。 当 想 要 证 明 形 如 VYzxCP(z) 一 Q(z)) 的 命题 时 ， 
首先 评估 直接 证 明 法 是 否 可 行 。 可 以 通过 展开 前 提 中 的 定义 开始 。 然 后 使 用 这 些 前 提 ， 加 上 公 
理 和 可 用 的 定理 进行 推理 。 如 果 直 接 证 明 法 得 不 到 什么 结果 ， 尝 试 反 证 法 。 回 顾 一 下 ， 在 反 证 
中 要 假定 条 件 语句 的 结论 为 假 ， 并 使 用 直接 证 明 法 来 证 明 这 蕴含 着 前 提 必 为 假 。 例 7 和 例 8 演 
示 了 这 种 策略 。 在 给 出 例子 前 ， 我 们 需要 一 个 定义 。 

实数 + 是 有 理 数 ， 如 果 存 在 整数 pp 和 gq(g 闫 0) 使 得 r= 二 p/gq。 不 是 有 理 数 的 实数 称 
为 无 理 数 。 

例 7 证 明 两 个 有 理 数 的 和 是 有 理 数 。( 注 意 如 果 这 里 要 包含 隐 含 量词 ， 我 们 要 证 明 的 定 
理 就 是 :“ 对 于 每 个 实数 > 和 每 个 实数 *， 如 果 > 和 s 是 有 理 数 ， 则 十 * 是 有 理 数 。) 

解 ”首先 尝试 直接 证 明 法 。 假 设 > 和 * 是 有 理 数 。 由 有 理 数 的 定义 可 知 ， 存 在 整数 请 和 9 
(q 天 0) 使 得 一 办 dg， 存在 整数 上 和 (zx 天 0) 使 得 ==t/u。 我 们 能 用 这 个 信息 证 明 > 十 * 是 有 理 数 
吗 ? 下 一 步 显 然 是 把 r= 二 p/g 和 s 一 内 xz 相 加 ， 得 到 

FF 平 5 时 二 大 Puig 
ga u qu 
因为 9 天 0 且 wx 天 0， 所 以 gx 天 0。 因 此 ， 我 们 已 经 把 ~ 十 * 表示 为 两 个 整数 pu 十 qt 和 qu 的 比值 ， 
其 中 gx 天 0。 这 意味 着 > 十 * 是 有 理 数 。 我 们 证 明了 两 个 有 理 数 的 和 是 有 理 数 ， 寻 求 直接 证 明 的 
尝试 成 功 了 。 4 

例 8 证 明 如 果 是 整数 且 n* 是 奇数 ， 则 ”是 奇数 。 

解 ” 首 先 尝试 直接 证 明 法 。 假 设 nn 是 整数 且 n’ 是 奇数 。 那 么 ， 存 在 整数 使 得 n? 二 2k 十 
1。 我 们 能 用 这 个 信息 证 明 半 是 奇数 吗 ? 似乎 没有 显而易见 的 方法 来 证 明 n 是 奇数 ， 因 为 求解 
会 得 出 等 式 n = 土 V2 十 1 ， 这 不 是 很 有 用 。 

因为 直接 证 明 法 的 尝试 没有 见效 ， 所 以 我 们 接 下 来 尝试 反 证 法 。 我 们 将 语句 “nn 不 是 奇数 ” 
作为 前 提 。 因 为 每 个 整数 不 是 奇数 便 是 偶数 ， 这 意味 着 ”为 偶数 。 这 蕴含 存在 整数 和 使 得 ?一 
2k。 为 了 证 明 这 个 定理 ,我 们 需 证 明 这 个 前 提 蕴 含 着 结论 “n? 不 是 奇数 ”"， 即 wr? 是 偶数 。 我 们 
能 用 n==2k 实现 这 个 目标 吗 ? 在 这 个 等 式 两 边 取 平方 ， 可 得 w= 二 4k* 二 2(2k*)， 这 蕴含 着 也 
是 偶数 ， 因 为 到 一 2t， 其 中 t= 二 2&* 。 我 们 证 明了 如 果 nn 是 整数 且 n? 是 奇数 ， 则 nn 是 奇数 。 寻 找 
反 证 法 的 尝试 成 功 了 。 本 


1.7.7” 归 雇 证 明 法 

假设 我 们 要 证 明 命 题 p 是 真 的 。 再 假定 我 们 能 找到 一 个 矛盾 式 g 使 得 ap 一 q 为 真 。 因 为 g 
是 假 的 ， 而 ~p 一 g 是 真 的 ， 所 以 我 们 能 够 得 出 结论 1?z 为 假 ， 这 意味 着 p 为 真 。 怎 样 才 能 找到 
一 个 矛盾 式 g 以 这 样 的 方式 帮助 我 们 证 明之 是 真 的 呢 ? 

因为 无 论 > 是 什么 ， 命 题 > 人 Ar 就 是 矛盾 式 ， 所 以 如 果 我 们 能 够 证 明 对 某 个 命题 >，D 训 ~ 
(CrA 人 站 为 真 ， 就 能 证 明 p 是 真 的 。 这 种 类 型 的 证 明 称 为 归 廖 证明 法 (proof by contradiction)。 
由 于 归 雇 证 明 法 不 是 直接 证 明 结 论 ， 所 以 它 是 另 一 种 间接 证 明 法 。 下 面 给 出 3 个 归 廖 证明 的 例 
子 。 第 一 个 例子 是 铝 梨 原理 (将 在 5. 2 节 深 入 介绍 的 一 种 组 合 学 技术 ) 的 应 用 。 

例 9 证 明 任 意 22 天 中 至 少 有 4 天 属于 每 星期 的 同一 天 。 

解 ” 令 pp 为 命题 “任意 22 天 中 至 少 有 4 天 属于 每 星期 的 同一 天 ”。 假设 ~p 为 真 。 这 意味 着 
22 天 中 至 多 有 3 天 属于 每 星期 的 同一 天 。 因 为 一 个 星期 有 7 天 ， 这 蕴含 至 多 可 以 选择 21 天 ， 
对 于 每 星期 的 同一 天 ， 最 多 可 以 选 三 天 属于 这 一 天 。 这 个 与 我 们 题 中 有 22 天 的 前 提 相 矛盾。 
也 就 是 说 ， 如 果 是 命题 “22 天 ”， 则 我 们 已 经 证 明了 zt-~(rA 人 5 。 所 以 ， 我 们 知道 p 是 真 
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的 。 我 们 证 明了 22 天 中 至 少 有 4 天 属于 每 星期 的 同一 天 。 4 

例 10 通过 归 廖 证 明 法 来 证 明 V2 是 无 理 数 。 

解 ” 设 p 是 命题 “V2 是 无 理 数 "。 要 采用 归 雇 证 明 法 ,我 们 假定 4p 为 真 。 注 意 ~p 表示 命 
题 “ 并 非 V2 是 无 理 数 ”， 这 就 是 说 V2 是 有 理 数 。 我 们 将 证 明 假 设 ?z 为 真 会 导致 矛盾 。 

如 果 V2 是 有 理 数 ， 则 存在 整数 a 和 2 满足 V2 二 a/b， 其 中 5 了 关 0 并 且 a 和 6 没有 公 因 子 ( 这 
样 分 数 a/8 是 既 约 分 数 。)( 这 里 用 到 了 事实 : 每 个 有 理 数 都 能 写成 既 约 分 数 )。 因 为 V2 ==a/b， 
当 这 个 等 式 的 两 端 取 平方 时 ， 可 得 出 


因此 ， 
2 = a 
根据 偶数 的 定义 可 得 a? 是 偶数 。 接 下 来 我 们 用 到 一 个 基于 练习 16 的 事实 : 如 果 a? 是 偶数 ， 则 
a 也 一 定 是 偶数 。 男 外 ， 因 为 a 是 偶数 ， 由 偶数 的 定义 ， 存 在 某 个 整数 c 有 a 二 2c<。 这 样 ， 
26 = 4e 
等 式 两 边 除 以 2 得 : 
苹 二 2 
由 偶数 定义 ， 这 意味 着 & 是 偶数 。 再 次 应 用 事实 : 如 果 一 个 整数 的 平方 是 偶数 ， 那 么 这 个 数 
自身 也 一 定 是 偶数 ， 我 们 得 出 结论 也 必然 是 偶数 。 
现在 ， 我 们 证 明了 假设 2p 导致 等 式 V2 = 二 a/5， 其 中 4a 和 没有 公 因 子 , 但 a 和 2 都 是 偶 
数 ， 即 2 整除 a 和 5。 注 意 命题 V2 = 二 a/5， 其 中 a 和 46 没有 公 因 子 ， 这 意味 着 ,特别 是 ，2 也 不 
能 整除 a 和 5。 因为 我 们 的 假设 4p 导致 2 整除 a 和 5。 与 2 不 能 整除 a 和 的 矛盾 ， 所 以 -1p 一 定 
是 假 的 。 即 命题 p 是 “V2 是 无 理 数 ”是 真 的 。 我 们 证 明了 V2 是 无 理 数 。 可 
归 雇 证 明 法 可 以 用 于 证 明 条 件 语句 。 在 证 明 中 ， 我 们 首先 假设 结论 的 否定 为 真 。 然 后 采用 
定理 的 前 提 和 结论 的 否定 来 得 到 一 个 矛盾 式 。( 这 样 证 明 是 有 效 的 原因 是 基于 娟 4d 与 
(pA 人 -9) 习 F 是 逻辑 等 价 的 。 想 要 了 解 这 些 语句 是 等 价 的 ， 很 容易 注意 到 每 个 语句 只 在 一 种 情 
况 下 为 假 ， 即 当 p 为 真 且 4g 为 假 时 。) 
注意 ， 我 们 可 以 把 一 个 条 件 语句 的 反 证 改写 成 归 廖 证明。 在 pg 的 反 证 里 ， 假定 4 为 
真 。 然 后 证 明 -p 也 必然 为 真 。 为 了 把 p>gq 的 反 证 改写 成 归 廖 证明， 假定 p 和 -9 都 为 真 。 然 
后 利用 -gq 一 p 的 证 明 步 骤 来 证 明 -4p 也 必然 为 真 。 这 样 导出 矛盾 式 p 人 -pp， 从 而 完成 归 雇 证 
明 。 例 11 解释 条 件 语句 的 反 证 如 何 改 写成 归 诬 证 明 的 。 
例 11 用 归 廖 法 证 明定 理 “ 如 果 3n 十 2 是 奇数 ， 则 nn 是 奇数 ”。 
解 ” 假 定 p 表示 “3n 十 2 是 奇数 ”"，g 表示 “n 是 奇数 ”。 为 构造 归 雇 证明， 假设 p 和 -4q 都 为 
真 。 也 就 是 假设 3n 十 2 是 奇数 而 不 是 奇数 。 因 为 n 不 是 奇数 ， 所 以 n 是 偶数 。 因 为 nn 偶数， 
所 以 存在 整数 不 使 得 2 一 22。 这 草 含 着 3n 十 2 二 3(2k) 十 2 二 6k 十 2 二 2(3k 十 1)。 由 于 3n 十 2 是 21， 
这 里 t= 二 3k 十 1， 所 以 3n 十 2 是 偶数 。 注 意 语句 “3n 十 2 是 偶数 ”等 价 于 语句 -4p， 因 为 一 个 整数 是 
偶数 当 且 仅 当 它 不 是 奇数 。 由 于 p 和 -1p 都 为 真 ， 所 以 得 出 一 个 矛盾 式 。 这 完成 了 一 个 归 雇 证 
明 ， 证 明了 如 果 3n 十 2 是 奇数 ， 则 nn 是 奇数 。 4 
注意 我 们 也 可 以 用 归 雇 法 证 明 p 一 g 是 真 的 ， 通 过 假设 p 和 na 都 为 真 来 证 明 g 也 一 定 为 
真 。 这 蕴含 着 gq 和 -gq 都 为 真 ， 导 致 矛盾 。 这 一 点 告诉 我 们 ， 可 以 将 一 个 直接 证 明 转 变 为 一 个 
归 廖 证 明 。 
等 价 证 明 法 ”为 了 证 明 一 个 双 条 件 命题 的 定理 ， 即 形 如 p**g 的 语句 ， 我 们 证 明 p 一 gq 和 
4 一 力 都 是 真 的 。 这 个 方法 的 有 效 性 是 建立 在 重 言 式 的 基础 上 : 
(CPe>q)<>( 力 一 9) 人 (9 一 力 ) 
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例 12 证 明定 理 * 如 果 n 是 整数 ， 则 是 奇数 当 且 仅 当 mn* 是 奇数 ”。 
解 ” 这 个 定理 具有 这 样 的 形式 “p 当 且 仪 当 gq”， 其 中 pp 是 “n 是 奇数 ”而 g 是 “mn 是 奇数 ”。 
(通常 可 以 不 显 式 地 表达 全 称 量化 ,) 为 了 证 明 这 个 定理 ， 需 要 证 明 p>q 和 gp 都 为 真 。 


我 们 已 经 (在 例 1 中 ) 证 明了 p>q 为 真 且 (在 例 8 中 )q>p 为 真 。 pomp 
因为 已 经 证 明了 p>q 和 g 一 p 都 为 真 ， 所 以 也 就 证 明了 这 个 定理 为 真 。 4 
有 时 候 一 个 定理 会 阐述 多 个 命题 都 是 等 价 的 。 这 样 的 定理 阐述 命题 p，ps，ps，…，p， 


都 是 等 价 的 。 这 可 以 写成 
Pg 2 gh 2 ed 
这 就 是 说 ， 所 及 个 命题 都 具有 相同 的 真 值 ， 因 此 对 所 有 的 i 和 jj， 其 中 1<i<n, 1<j<<n, Pp; 
和 p; 是 等 价 的 。 证 明 这 些 命 题 互 相等 价 的 一 种 方式 是 使 用 永 真 式 
peep pe pp > p) A (p> ps) 人 … 人 (加 一 力 ) 
这 说 明 ， 如 果 可 以 证 明 nn 个 条 件 语 句 pi 一 p,，ps 一 ps，*…，p,pi 都 为 真 ， 则 命题 p,，p;， 
ps, *", p, 都 是 等 价 的 。 

这 个 方法 比 证 明 对 所 有 的 i 隆 j，1 二 i<n， 1 二 j 二 xn， 都 有 旋 一 方 (注意 这 里 有 之 一 2 个 这 样 
的 条 件 语 句 ) 更 加 有 效 。 

当 要 证 一 组 命题 等 价 时 ， 我 们 可 以 建立 一 个 条 件 语句 链 ， 条件 语句 的 选择 只 要 能 够 保证 从 
任 一 个 语句 出 发 都 能 通过 这 个 链 到 达 另 一 个 语句 。 例如 ， 通 过 证 明 p>p、 ps™p, ps”pi, 
就 能 够 证 明 p, 、p。、p; 是 等 价 的 。 

例 13 证 明 下 列 三 个 关于 整数 的 语句 是 等 价 的 : 

i: n 是 偶数 

ps: n 一 1 是 奇数 

Ps: 2 是 偶数 

解 ” 可 以 通过 证 明 条 件 语句 p, 一 p;，p: 一 p; 和 ps 一 p, 都 为 真 来 证 明 这 些 语句 是 等 价 的 。 

用 直接 证 明 来 证 明 p, 一 p; 为 真 。 假定 n 为 偶数 。 则 存在 整数 &， 有 7 二 2k。 因 此 ,nn 一 1 二 
2k 一 1 二 2(k 一 1) 十 1 。 这 意味 着 n 一 1 是 奇数 ， 因 为 它 形 如 2m 十 1， 其 中 mm 一 & 一 1。 

还 是 用 直接 证 明 来 证 明 p, 一 p;。 现 在 假定 n 一 1 是 奇数 。 则 存在 整数 &， 有 nn 一 1 二 2k 十 1。 
因此 ，n==2k 十 2, 而 对 二 (2k 十 2)?*= 二 4k 十 Bk 十 4 二 2(2k? 十 44 十 2)。 这 意味 着 rr 是 整数 2 十 
4& 十 2 的 2 倍 ， 所 以 ww 是 偶数 。 

要 证 明 ps; 一 p， 可 以 用 反 证 法 。 即 证 明 如 果 nn 不 是 偶数 ， 则 ww 也 不 是 偶数 。 这 等 同 于 证 
明 如 果 nn 是 奇数 ， 那 么 ww 是 奇数 ， 这 在 例 1 中 已 被 证 明 。 证 毕 。 4 

反例 证 明 法 1.4 节 曾 提 到 要 证 明 形 如 VYzP(z) 的 语句 为 假 ， 只 要 能 寻找 一 个 反例 ， 即 存 
在 一 个 例子 z 使 P(z) 为 假 。 当 我 们 遇 到 一 个 形 如 VY zxP(zx) 的 语句 时 ， 而 我 们 又 相信 它 是 假 的 ， 
或 者 所 有 的 证 明 尝 试 都 失败 了 ， 就 可 以 寻找 一 个 反例 。 我 们 用 例 14 来 说 明了 反例 证 明 法 的 
应 用 。 

例 14 证 明 语句 “每 个 正 整数 都 是 两 个 整数 的 平方 和 ?为 假 。 

解 ” 为 了 证 明 此 语句 为 假 ， 我 们 寻找 一 个 反例 ， 即 寻找 一 个 特殊 的 整数 ， 它 不 是 两 个 数 的 
平方 和 。 很 快 就 能 发 现 反例 ， 因 为 3 不 能 写成 两 个 数 的 平方 和 。 为 表明 确实 如 此 ， 注 意 不 超过 ze 下 
3 的 完全 平方 数 只 有 0: =0 和 1 1。 再 者 ，0、1 的 任意 两 项 相 加 之 和 都 得 不 出 3。 因 此 ， 我 们 
证 明了 “每 个 正 整 数 都 是 两 个 整数 的 平方 和 ”为 假 。 4 


1.7.8 证 明 中 的 错误 

在 构造 数学 证 明 时 容易 犯 许多 常见 错误 。 这 里 简 述 其 中 的 一 些 错误 。 这 当中 最 常见 的 错误 
是 算术 和 基本 代数 方面 的 。 甚 至 职业 数学 家 也 会 犯 这 种 错误 ， 尤 其 是 在 处 理 复杂 的 公式 时 。 每 
当 进行 这 样 的 计算 时 都 应 当 尽 可 能 仔细 地 检查 。( 你 应 当 复 习 基 本 代数 中 让 你 头疼 的 方面 ， 特 
别 是 在 你 学 习 5. 1 节 之 前 。) 
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wm be] 数学 证 明 的 每 一 步 都 应 当 是 正确 的 ， 并 且 结 论 必须 从 之 前 的 步骤 中 逻辑 地 导出 。 许 多 错误 
是 源 于 引入 了 不 是 前 面 步骤 得 出 的 逻辑 推导 。 下 面 的 例 15 一 17 说 明了 这 一 点 。 
例 15 下 面 这 个 著名 的 1=2 的 所 谓 “ 证 明 ” 错 在 哪里 ? 
“证 明 ” 步骤 如 下 ， 其 中 a 和。 是 两 个 相等 的 正 整数 。 


步骤 理由 

1. a=b 给 定 的 前 提 

2. a’=ab (1) 两 边 乘 以 a 

3. a —b:=ab—pb? (2) 两 边 减 去 多 

4. (a—b) (at+b)=6b(a—b) (3) 两 边 分 解 因 式 

5. at+b=6 (4) 两 边 除 以 a 一 5 

6. 26=6 (5) 把 a 替换 成 5， 因为 a==5 并 化 简 

7. 2=1 (6) 两 边 除 以 5 

解 ”除了 步骤 5 两 边 除 以 (a 一 56) 之 外 ， 每 个 步骤 都 有 效 。 错 误 在 于 a 一 5b 等于零。 一 个 等 
式 两 边 用 同一 个 数 相 除 只 有 在 除数 不 是 零 时 才 是 有 效 的 。 q 


例 16 下 面 这 个 “证 明 ” 错 在 哪里 ? 

“定理 ” 如 果 n 是 正 数 ， 则 nn 是 正 数 。 

“证 明 ” 假定 ww 是 正 数 。 因 为 条 件 命题 “如 果 n 是 正 数 ， 则 rw 是 正 数 ?为 真 ， 所 以 可 以 得 
出 n 是正 数 。 

解 令 P(n) 为 “nn 是正 数 ”，Q(n) 为 “nm 是 正 数 "。 则 前 提 是 Q(n)。 命 题 “ 如 果 nn 是正 数 ， 
则 x 是 正 数 ”也 就 是 语句 YnCP(n) 一 Q(n))。 从 前 提 Q(n) 和 语句 Yn(P(n) 一 Q(n)) 不 能 得 出 结 
论 P(n)， 因 为 没有 有 效 的 推理 规则 可 用 。 相 反 ， 这 是 一 个 肯定 结论 的 雇 误 示例 。 一 个 反例 是 
当 n= 二 一 1 时 ， Rw 二 1 为 正 数 ， 但 对 却 是 负数 。 本 

例 17 下 面 的 “证 明 ” 错 在 哪里 ? 

“定理 ” 如 果 n 不 是 正 数 ， 则 nr 不 是 正 数 。( 这 是 例 16 中 “定理 ”的 逆 否 命题 。) 

“证 明 ” 假定 不 是 正 数 。 因 为 条 件 语句 “如 果 n 是正 数 ， 则 nw 是 正 数 ?为 真 ， 所 以 可 得 
7 不 是 正 数 。 

解 令 P(n) 和 Qn) 如 例 16 所 示 。 则 前 提 是 a4P(n)， 语句 “如 果 n 是正 数 ， 则 x 是 正 数 ” 
是 语句 YnCP(mn) 一 Qn))。 从 前 提 -4PCn) 和 YnCP(n) 一 Q(n)) 不 能 得 出 -Qln)， 因 为 没有 有 效 
的 推理 规则 可 用 。 相 反 ， 这 是 一 个 否定 假设 的 廖 误 示例 。 如 例 16 那样 ，n 二 一 1 即 为 反例 。 本 

最 后 ， 简 要 讨论 一 种 比较 难 应 付 的 错误 。 许 多 不 正确 的 论证 都 基于 一 种 称 为 窃取 论题 的 廖 
误 。 当 证 明 的 一 个 或 多 个 步骤 基于 待 证 明 命题 的 真实 性 时 ， 就 会 发 生 这 样 的 廖 误 。 换 名 话说 ， 
当 命题 使 用 自身 或 等 价 于 自身 的 命题 来 进行 证 明 时 会 产生 这 种 廖 误 。 所 以 这 种 廖 误 也 称 为 循环 
推理 。 

例 18 下 面 的 论证 是 否 正确 ? 这 里 假定 要 证 明 当 wn? 是 偶 整 数 时 是 一 个 偶 整数 。 

假定 ww 是 偶数 ， 则 存在 某 个 整数 使 n= 二 2k。 令 n= 二 21， 其 中 /是 某 个 整数 。 这 证 明了 
是 偶数 。 

解 ” 这 个 论证 不 正确 。 证 明 中 出 现 了 语句 “ 令 ”一 22， 其 中 /! 是 某 个 整数 ”"。 证 明 中 没有 给 
出 论证 说 明 nn 可 以 写 为 21:， 其 中 1 为 某 个 整数 。 这 是 一 个 循环 论证 ， 因 为 这 个 命题 等 价 于 待 证 
的 命题 ( 即 2 是 偶数 ) 。 当 然 ， 结 果 本 身 是 正确 的 ， 只 是 证 明 方 法 不 对 。 | 

在 证 明 中 犯错 是 学 习 过 程 的 一 部 分 。 当 你 犯 了 某 个 错误 并 被 别人 发 现时 ， 应 该 仔细 分 析 哪 
里 出 了 错误 并 确保 不 再 犯 同样 的 错误 。 即 使 是 职业 数学 家 在 证 明 时 也 会 犯错 误 。 有 些 重要 结论 
的 错误 证 明 常 常会 愚弄 人 们 ， 许 多 年 以 后 才 发 现 其 中 的 细微 错误 。 这 种 情况 并 不 少见 。 


1.7.9 良好 的 开端 
我 们 已 经 开发 了 一 个 基本 的 证 明 方法 库 。 在 下 一 节 将 介绍 其 他 重要 的 证 明 方 法 。 第 5 章 还 
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将 介绍 一 些 重要 的 证 明 技术 ， 包 括 数学 归纳 法 ， 它 可 以 用 于 证 明 对 所 有 正 整 数 都 成 立 的 结论 。 


第 


6 章 将 介绍 组 合 证 明 的 概念 。 
本 节 介 绍 了 形 如 Yz(CPCz)Q(Cz)) 定 理 的 几 种 证 明 方法 ， 包 括 直接 证 明 法 和 反 证 法 。 有 许 


多 定理 通过 直接 利用 前 提 和 定理 中 名 词 的 定义 很 容易 构造 其 证 明 。 不 过 ， 要 是 不 借助 于 灵活 地 
利用 反 证 法 或 归 雇 证 明 ， 或 其 他 的 证 明 技 术 ， 证明 一 个 定理 通常 还 是 很 困难 的 。 在 1.8 节 中 ， 
我 们 会 讲述 证 明 策略 。 我 们 会 描述 当 直观 的 方法 行 不 通 时 可 用 于 寻找 证 明 的 各 种 方法 。 构 造 证 
明 是 一 种 只 能 通过 体验 来 学 习 的 艺术 ， 这 体验 包括 写 证 明 、 让 他 人 评论 你 的 证 明 ， 以 及 阅读 和 
分 析 其 他 证 明 。 


练习 


. 用 直接 证 法 证 明 两 个 奇数 之 和 是 偶数 。 

.用 直接 证 法 证 明 两 个 偶数 之 和 是 偶数 。 

. 用 直接 证 法 证 明 偶数 的 平方 是 偶数 。 

. 用 直接 证 法 证 明 一 个 偶数 的 相反 数 或 负数 也 是 偶数 。 

, 证 明 如 果 m 十 n 和 nn 十 p 都 是 偶数 ， 其 中 mw、n 和 zp 都 是 整数 ， 那 么 m 十 p 也 是 偶数 。 你 用 的 是 什么 证 


明 方 法 ? 


. 用 直接 证 法 证 明 两 个 奇数 之 积 是 奇数 。 

. 用 直接 证 法 证 明 每 个 奇数 都 是 两 个 平方 数 的 差 。 

,证明 如 果 n 是 完全 平方 数 ， 那 么 n 十 2 不 是 完全 平方 数 。 

. 使 用 归 廖 法 证 明 一 个 无 理 数 与 一 个 有 理 数 之 和 是 无 理 数 。 

.用 直接 证 法 证 明 两 个 有 理 数 之 积 是 有 理 数 。 

.证明 或 反驳 两 个 无 理 数 之 积 是 无 理 数 。 

. 证明 或 反驳 一 个 非 零 有 理 数 与 一 个 无 理 数 之 积 是 无 理 数 。 

. 证 明 如 果 z 是 无 理 数 ， 则 1/z 是 无 理 数 。 

. 证 明 如 果 z 是 有 理 数 且 zx 了 关 0， 则 1/z 是 有 理 数 。 

. 使 用 反 证 法 证 明 如 果 zx 十 y 宇 2， 这 里 x 和 yy 是 实数 ， 那 么 x 宇 1 或 者 y 宇 1。 
. 证 明 如 果 m 和 是 整数 并 且 mn 是 偶数 ， 那 么 m 是 偶数 或 者 n 是 偶数 。 
. 证 明 如 果 n 是 整数 而 且 ni 十 5 是 奇数 ， 则 n 是 偶数 。 使 用 


a) 反 证 法 证 明 b) 归 廖 法 证 明 


. 证 明 如 果 n 是 整数 而 且 3n 十 2 是 偶数 ， 则 n 是 偶数 。 使 用 


a) 反 证 法 证 明 b) 归 廖 法 证 明 


. 证 明 命题 P(0)， 其 中 PCn) 是 命题 “如 果 nn 是 个 大 于 1 的 正 整数 ， 则 ww 二 n”。 你 使 用 什么 类 型 的 证 明 


方法 ? 


. 证 明 命题 P(1)， 其 中 P(n) 是 命题 < 如 果 n 是 个 正 整数 ， 则 wz? 宇 na”。 你 使 用 什么 类 型 的 证 明 方 法 ? 
. 设 P(n) 是 命题 “如 果 a 和 6b 是 正 实数 ， 则 (a 十 )" 宇 a" 十 5"””。 证 明 P(1) 为 真 。 你 使 用 什么 类 型 的 证 明 


方法 ? 


. 证 明 如 果 你 从 装 有 蓝 色 和 黑色 袜子 的 抽 民 中 选择 三 只 袜子 ， 你 一 定 能 得 到 一 双 蓝 袜子 或 者 一 双 黑 


袜子 。 


. 证 明 在 任意 64 天 中 至 少 有 10 天 在 每 星期 的 同一 天 里 。 
. 证 明 在 任意 25 天 中 至 少 有 3 天 在 同一 个 月 份 。 
. 用 归 雇 法 证 明 没 有 有 理 数 7 使 得 xr’ 十 r 十 1 二 0。[ 提 示 : 假设 一 上 /是 一 个 根 ， 这 里 和 8 是 整数 且 


a/6 是 既 约 分 数 。 通 过 乘 以 8 得 到 一 个 整数 的 等 式 。 再 看 看 a 和 4 是 否 分 别 是 奇数 或 偶数 。] 


. 证 明 如 果 是 正 整 数 ， 则 是 偶数 当 且 仅 当 7n 十 4 是 偶数 。 

. 证明 如 果 nn 是正 整 数 ， 则 n 是 奇数 当 和 且 仅 当 5n 十 6 是 奇数 。 

. 证 明 mr 二 nn? 当 且 仅 当 m= 二 n 或 m= 二 一 n。 

. 证 明 或 反驳 如 果 m 和 nn 是 使 得 mn 二 1 的 整数 ， 则 m= 二 1 且 n= 二 1, 或 者 m= 二 一 1 且 n 二 一 1。 

. 证 明 下 面 三 条 语句 是 等 价 的 ， 其 中 a 和 65 是 实数 : (Da 小 于 5; (iDa 和 28 的 平均 值 大 于 a; (iii)a 和 %。 
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的 平均 值 小 于 2 。 

31. 证 明 下 面 三 条 语句 是 等 价 的 : (i)3z 十 2 是 偶数 ; (iiDz 十 5 是 奇数 ; (iii)z? 是 偶数 。 

32. 证 明 下 面 三 条 语句 是 等 价 的 : (Dz 是 有 理 数 ; (ii)zx/2 是 有 理 数 ; (iii)3z 一 1 是 有 理 数 。 

33. 证 明 下 面 三 条 语句 是 等 价 的 : (Dz 是 无 理 数 ; (iD3z 十 2 是 无 理 数 ; (iii) z/2 是 无 理 数 。 

34. 下 列 求解 方程 V2zx’ 一 1 == xz 的 推理 过 程 是 否 正确 ? (1) V2zx? 一 1 = 二 x ,已 知 ; (2)2zx’ 一 1 二 zx?，(1) 
式 两 边 取 平方 ; (3)z! 一 1 二 0，(2) 式 两 边 都 减 去 x?; (4) (zx 一 1) (zx 十 1) 二 0， 对 左边 的 x? 一 1 进行 因 
式 分 解 ; (5)x 二 1 或 x 二 一 1]， 因 为 ab 二 0 蕴含 a 二 0 或 6=0。 

35. 下 列 求解 方程 Vz 十 3= 3 一 xz 的 步骤 是 否 正 确 ? (1) Vz 十 3 二 3 一 +， 已 知 ; (2)x 十 3 二 x? 一 6zx 十 9， 
(1) 式 两 边 取 平方 ; (3)0 二 xz? 一 7z 十 6，(2) 式 两 边 都 减 去 z 十 3: (4)0= 二 (zx 一 1) (zx 一 6)， 对 (3) 式 左边 
进行 因 式 分 解 ; (5)zx==1 或 + 二 6， 因 为 ab 二 0 蕴 食 a= 二 0 或 5 二 0， 所 以 从 (4) 可 得 到 解 。 

36. 证 明 : 可 以 通过 证 明 pi 司 p、ps 呈 ps 和 pip 来 证 明 命 题 p、p;、p: 和 ps 是 等 价 的 。 

37. 证 明 : 可 以 通过 证 明 条 件 语句 p1 一 p,、ps3 一 p11、ps 一 p;、p: 阅 ps 和 ps 一 ps 来 证 明 命题 pi 、ps,、p;、 


ps 和 ps 是 等 价 的 。 

38. 试 找 出 下 列 命题 的 一 个 反例 :“ 每 个 正 整 数 都 是 3 个 整数 的 平方 和 ”。 

39. 证 明 在 实数 al ，a;，…，a, 中 至 少 有 一 个 数 大 于 或 等 于 这 些 数 的 平均 值 。 你 使 用 什么 类 型 的 证 明 
方法 ? 


40. 使 用 练习 39 来 证 明 如 果 把 前 10 个 正 整数 以 任意 顺序 放 在 一 个 圆周 上 ， 则 圆周 上 存在 相 邻 位 置 的 3 个 
整数 ， 它 们 之 和 大 于 或 等 于 17。 
. 证 明 如 果 nn 是 整数 ， 则 下 面 4 个 语句 是 等 价 的 : (i)n 是 偶数 ; (ii)z 十 1 是 奇数 ; (iii) 3 十 1 是 奇数 ; 
(iv)3n 是 偶数 。 
42. 证 明 下 面 关 于 整数 的 4 个 语句 是 等 价 的 : (Dn? 是 奇数 ，(iD)1 一 ?是 偶数 ，(iii)za 是 奇数 ，(iv)n? 十 
1 是 偶数 。 


1.8 证 明 的 方法 和 策略 


1.8.1 引言 
,加 1.7 节 介绍 了 各 种 不 同 的 证 明 方法 ， 并 说 明 每 一 种 方法 如 何 使 用 。 本 节 将 继续 这 方面 的 讨 
””” 论 。 我 们 将 介绍 几 种 其 他 常用 的 证 明 方法 ， 包 括 分 别 考虑 不 同情 形 进行 定理 证 明 的 方法 。 我 们 
还 将 讨论 具有 预期 性 质 的 事物 的 存在 性 证 明 方法 。 
1.7 节 只 简要 讨论 了 构造 证 明 的 策略 。 这 些 策略 包括 选择 证 明 方法 ， 然 后 基于 该 方法 一 步 
一 步 地 成 功 构造 论证 。 在 开发 了 多 功能 的 证 明 方法 库 之 后 ， 本 节 将 研究 关于 证 明 的 艺术 和 科学 
方面 的 一 些 问题 。 我 们 将 提供 如 何 寻找 一 个 定理 的 证 明 的 一 些 忠告 。 我 们 还 将 描述 一 些 穿 门 ， 
包括 如 何 通过 反 向 思维 和 通过 改编 现 有 证 明 来 发 现 证 明 。 
数学 家 工作 时 ， 他 们 拟定 猜测 并 试图 证 明 或 推翻 之 。 这 里 通过 证 明 用 多 米 诺 或 其 他 形状 的 
骨牌 来 拼接 棋盘 的 有 关 结 论 来 简要 描述 这 个 过 程 。 查 看 这 类 拼接 游戏 ， 我 们 将 能 够 迅速 形成 狂 
测 并 证 明定 理 ， 而 无 需 先 开发 一 套 理 论 。 
本 节 最 后 将 讨论 开放 问题 所 起 的 作用 。 特 别 地 ， 我 们 会 讨论 一 些 有 趣 的 问题 ， 或 者 悬 而 未 
决 数 百年 后 被 解决 了 的 ， 或 者 仍然 是 开放 问题 。 


1.8.2 穷 举 证 明 法 和 分 情形 证 明 法 

有 时 候 采 用 单一 的 论证 不 能 在 定理 的 所 有 可 能 情况 下 都 成 立 ， 故 不 能 证 明 该 定理 。 现 在 介 
绍 一 种 通过 分 别 考虑 不 同 的 情况 来 证 明定 理 的 方法 。 该 方法 是 基于 现在 要 介绍 的 一 个 推理 规 
则 。 为 了 证 明 如 下 的 条 件 语句 
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一 


(PV pV*V p>q 
可 以 用 永 真 式 
[Cp V ps VV 加) 一 ge[( 轴 一 9) A (p> 9q) A A (p,q)] 
作为 推理 规则 。 这 个 推理 规则 说 明 可 以 通过 分 别 证 明 每 个 条 件 语 句 p; 一 gq(i 二 1，2，…，n) 来 
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证 明 由 命题 p ，ps，…，p， 的 析 取 式 组 成 前 提 的 原 条 件 语 句 。 这 种 论证 称 为 分 情形 证 明 法 
(proof by cases) 。 有 时 为 了 证 明 条 件 语句 p->g 为 真 ， 方 便 的 做 法 是 用 析 取 式 py V psV…V 上 pp， 
代替 p 作为 条 件 语句 的 前 提 ， 其 中 pp 与 piV ps V…V zp 是 等 价 的 。 

穷 举证 明 法 有些 定理 可 以 通过 检验 相对 少量 的 例子 来 证 明 。 这 样 的 证 明 叫 做 穷 举 证 明 法 
(exhaustive proof ，proof by exhaustion) ， 因 为 这 些 证 明 是 要 穷尽 所 有 可 能 性 的 。 一 个 穷 举证 明 
是 分 情形 证 明 的 特例 ， 这 里 每 一 种 情形 涉及 检验 一 个 例子 。 下 面 给 出 穷 举证 明 法 的 一 些 例证 。 

例 1 证 明 如 果 是 一 个 满足 n 志 4 的 正 整 数 时 ， 则 有 (nn 十 1) 三 3”。 

解 ”采用 穷 举 证 明 法 。 我 们 只 需 检 验 当 nn 二 1、2、3、4 时 ， 不 等 式 (z 十 1)3 过 3" 成立。 对 
于 n= 二 1， 有 (n 十 1)*= 二 2*==8 而 3" 二 3!: = 二 3; 对 于 ?一 2， 有 (z 十 1) = 二 3: 二 27 而 3 二 3: 二 9; 对 于 


n 二 3， 有 (n 十 1)* 二 4 二 64 而 3"= 二 3; 二 27; 对 于 n= 二 4， 有 (n 十 1)*= 二 5; 二 125 而 3" 二 3 二 81。 在 smi 六 


这 四 种 情况 的 每 一 种 情形 下 ,都 有 (Cn 十 1)* 宇 3”"。 用 穷 举 证 明 法 证 明了 如 果 nn 是 一 个 满足 n 志 4 
的 正 整 数 时 ， 则 (n 十 1): 宇 3”。 4 

例 2 证 明 不 超过 100 的 连续 正 整 数 同 时 是 短 次 数 的 只 有 8 和 9( 一 个 整数 是 考 次 数 (perfect 
power) 如果 它 等 于 mw， 其 中 是 正 整 数 ，a 是 大 于 1 的 整数 ) 。 

解 采用 穷 举 证 明 法 。 特 别 地 ， 可 以 通过 下 面 的 方法 来 证 明 此 事实 : 查看 不 超过 100 的 正 
整数 2， 首先 检查 二 是 否 是 宕 次 数 ， 如 果 是 ,在 检查 n 十 1 是 否 也 是 和 宕 次 数 。 一 个 更 快捷 的 方法 
是 仅仅 查看 不 超过 100 的 所 有 短 次 数 并 检查 紧 挨 着 的 下 一 个 整数 是 否 也 是 适 次 数 。 不 超过 100 
的 正 整数 的 平方 有 1、4、9、16、25、36、49、64、81 和 100。 不 超过 100 的 正 整 数 的 立方 有 
1、8、27 和 64。 不 超过 100 的 正 整 数 的 4 次 宕 有 1、16 和 81。 不 超过 100 的 正 整 数 的 5 次 宕 有 
1 和 32。 不 超过 100 的 正 整数 的 6 次 寡 有 1 和 64。 除 了 1 以 外 ， 没 有 高 于 6 次 的 正 整数 的 寡 次 
数 不 超 过 100 的 。 观 察 不 超过 100 的 一 系列 究 次 数 ， 发现 只 有 xz 一 8 时 ,是 堪 次 数 ， 而 2 十 1 
也 是 寡 次 数 。 即 2 一 8，3 二 9， 是 不 超过 100 的 唯一 两 个 连续 的 宕 次 数 。 S| 

当 只 需要 检查 一 个 语句 的 相对 少量 的 情形 时 ， 人 们 可 以 穷 举 证 明 法 。 当 要 求 计算 机 检查 一 
个 语句 的 数量 非常 巨大 的 情形 时 它 不 会 抱怨 ， 但 仍然 有 局 限 性 。 注 意 当 不 可 能 列 出 所 有 要 检查 
的 情形 时 ， 即 使 是 计算 机 也 不 能 检查 所 有 情形 。 

分 情形 证 明 法 “分 情形 证 明 一 定 要 覆盖 定理 中 出 现 的 所 有 可 能 情况 。 我 们 用 两 个 例子 来 解 
释 分 情形 证 明 法 。 在 每 一 个 例子 中 ， 你 应 该 检查 一 下 所 有 可 能 的 情形 都 已 被 覆盖 了 。 

例 3 证 明 如 果 为 整数 ， 则 有 7 三 n。 

解 ” 我 们 通过 分 别 考虑 当 n 二 0， 当 n 宇 1 和 当 n< 一 1 三 种 情形 来 证 明 对 每 个 整数 有 ni 宇 n。 
我 们 将 证 明 分 为 三 种 情形 是 因为 通过 分 别 考虑 零 、 正 整数 和 负 整 数 可 以 更 直截了当 地 证 明 这 个 
结论 。 

情形 (D : 当 n 二 0 时， 因为 0 二 0， 从 而 0* 宇 0。 这 表明 在 这 种 情况 下 ， x n 是 真 的 。 

情形 Gi) 当 n 宇 1 时 ， 把 不 等 式 n 宇 1 两 边 同时 乘 以 正 整数 n， 得 到 nn，n 宇 rn，1。 这 蕴含 
着 当 n 宇 1 时 有 nn: 之 n。 

情形 Gi) : | 时 。 可 是 ， 7 宇 0。 因而 有 nn。 

因为 在 所 有 三 种 情形 下 均 有 不 等 式 ww* 宇 x， 于 是 可 得 出 结论 ， 如 果 为 整数 ， 则 及 宇 n。 
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例 4 用 分 情形 证 明 法 证 明 |zxzy|= 二 |zx| |y|， 其 中 zx 和 y 是 实数 。( 回 顾 一 下 |a | 是 
a 的 绝对 值 。 当 a 宇 0 时 等 于 a， 而 当 ac 委 0 时 等 于 一 a.) 

解 ” 在 定理 的 证 明 中 ， 我 们 用 事实 当 a 宇 0 时 | a | = 并 且 当 c 委 0 时 |a | 二 一 a 来 消除 
绝对 值 符 号 。 由 于 | zx | 和 | y| 出 现在 公式 中 ， 就 需要 四 种 情形 : (i)x 和 >y 都 为 非 负 的 ; 
GiDz 为 非 负 的 且 y 是 负 的 ; (iii)z 是 负 的 且 y 为 非 负 的 ; (iv)z 是 负 的 且 y 是 负 的 。 我 们 用 p、 
p:、ps 和 ps 来 标记 四 个 命题 分 别 陈述 四 种 情形 对 应 的 假设 ， 用 gq 代表 原 命题 。( 注 意 : 我 们 通 
过 每 一 种 情形 中 选择 恰当 正 负 号 就 可 以 去 掉 绝 对 值 符号 .) 


Exe [| 
人 RS 全 入 


情形 (i) : 可 以 看 出 户 一 9， 因 为 当 z>0 且 y 宇 0 时 zy 宇 0, 因此 |zy| = 二 zy 二 |z| |y|。 

情形 (iD : 要 得 出 pp 一 q， 注 意 如 果 zx 宇 0 且 y<0， 则 zy 和 0， 因 此 | zy | = 一 zy 二 zx( 一 y) 二 
| 工 | |y|。( 因 为 y<0, 我 们 有 | y | = 一 y。) 

情形 (iii) : 要 得 出 p; 一 gqg， 可 遵循 前 一 种 情形 的 推理 过 程 ， 只 需 将 zx 和 y 的 角色 互 换 。 

情形 (iv) : 要 得 出 p, 一 gq， 注 意 当 x<0 且 y=<0 时 ，zy>>0。 因 此 | zy | 一 zy 王 (一 2) 
《一 zw Hpk 

因为 | zy| 王 |z| |y| 对 所 有 四 种 情形 均 成 立 ， 而 这 些 情况 包含 了 一 切 可 能 。 我 们 能 
够 得 出 结论 当 二 和 > 是 实数 时 ，| zy|= 二 |z||y|。 4 

充分 利用 分 情形 证 明 法 ”前面 解 释 分 情形 证 明 法 的 例子 提供 了 一 些 何 时 应 用 这 种 证 明 法 的 
启发 。 特 别 地 ， 当 一 个 证 明 不 可 能 同时 顾及 所 有 情形 时 ， 应 该 考虑 采用 分 情形 证 明 法 。 什 么 时 
候 应 该 采用 这 样 的 证 明 呢 ? 一般 地 ， 当 没有 明显 的 思路 开始 一 个 证 明 ， 而 每 一 种 情形 的 额外 信 
息 又 能 推进 证 明 时 ， 可 以 寻求 分 情形 证 明 法 。 例 5 说 明了 如 何 有 效 地 利用 分 情形 证 明 法 。 

例 5 构造 一 个 关于 整数 平方 的 十 进 制 数 字 末 位 的 猜想 ， 并 证 明 你 的 结论 。 

解 ”最 小 的 完全 平方 数 分 别 是 1、4、9、16、25、36、49、64、81、100、121、144、169、 
196、225 等 。 注 意 完 全 平方 数 的 十 进 制 数字 的 末 位 是 : 0、1、4、5、6 和 9, 而 2、3、7、8 从 
来 不 出 现在 完全 平方 数 的 十 进 制 数字 的 末 位 。 我 们 猜想 这 样 的 结论 : 一 个 完全 平方 数 的 十 进 制 
数字 的 末 位 是 : 0、1、4、5、6 或 9。 如 何 证 明 这 个 结论 呢 ? 

首先 注意 ， 把 整数 表示 为 104a 十 5， 这 里 a 和 6 是 正 整 数 , 5b 是 0、1、2、3、4、5、6、7、 
8 或 9。 这 里 a 是 n 减 去 n 的 十 进 制 数 字 的 末 位 再 除 以 10 所 得 到 的 整数 。 其 次 注意 ， 
(104a 十 :二 100a? 十 20ab 十 太 二 10(10a? 十 2ab) 十， 因而 ，r 的 十 进 制 数 字 的 末 位 与 的 十 进 
制 数字 的 末 位 相同 。 进 一 步 ，& 的 十 进 制 数字 的 末 位 与 (10 一 5) 二 100 一 205 十 WF 相同 。 因 此， 


把 证 明 缩减 为 以 下 6 种 情形 。 

情形 (D : n 的 末 位 数字 是 1 或 9。 这 样 wx 的 十 进 制 数字 的 末 位 是 1 二 1 或 9 二 81 的 末 位 数 
字 ， 即 为 1。 

情形 (ii) : n 的 末 位 数字 是 2 或 8。 这 样 nw 的 十 进 制 数 字 的 末 位 是 2 = 二 4 或 8 二 64 的 末 位 
数字 ， 即 为 4。 


情形 (iii) : xn 的 末 位 数字 是 3 或 7。 这 样 w 的 十 进 制 数字 的 末 位 是 3 二 9 或 7 二 49 的 末 位 
数字 ， 即 为 9。 

情形 (iv) : n 的 末 位 数字 是 4 或 6。 这 样 ww 的 十 进 制 数 字 的 末 位 是 4 二 16 或 6 二 36 的 末 位 
数字 ， 即 为 6。 

情形 (v) : 2” 的 未 位 数字 是 5。 这样 x 的 十 进 制 数字 的 末 位 是 5 二 25 的 末 位 数字 ， 即 为 5。 

情形 (vi) : 的 末 位 数字 是 0。 这 样 x 的 十 进 制 数字 的 末 位 是 0 一 0 的 未 位 数字 ， 即 为 0。 

因为 考虑 了 所 有 的 6 种 情况 ， 所 以 能 够 得 出 结论 当 n 是 整数 时 ，n? 的 十 进 制 数字 的 末 位 是 
0、 了 未 、5 6 或 和 本 

在 分 情形 证 明 中 ， 有 时 我 们 能 消除 几乎 全 部 而 只 留 下 少量 情形 。 如 例 6 所 示 。 

例 6 证 明 z 十 3y 二 8 没有 整数 解 。 

解 ”由 于 当 | | 二 3 时 之 >>8 且 当 |y| 辫 2 时 3 交 >>8， 所 以 能 够 很 快 将 证 明 简 化 为 只 需 
检验 几 种 简单 的 情形 。 这 样 只 剩 下 当 工 等 于 一 2、 一 1、0、1、2， 而 y 等 于 一 1、0、1 的 情形 。 
我 们 可 以 用 穷 举 法 完成 证 明 。 为 了 解决 剩 下 的 情形 ， 注 意 x 的 可 能 取 值 是 0、1、4，3y 的 可 
能 取 值 是 0 和 3, 而 x 与 3y 可 能 取 值 的 最 大 和 是 7。 因 此 ， 当 xz 和 yy 是 整数 时 zx’ 十 3y 二 8 是 
不 可 能 成 立 的 。 4 

不 失 一 般 性 在 例 4 的 证 明 中 ， 我 们 省 略 了 情形 (iii)z<0 和 y 宇 0， 因为 在 互 换 x 和 yy 角 
色 后 它 与 情形 (说 xz 宇 0 和 y<0 是 相同 的 。 为 了 缩短 证 明 篇 幅 ， 可 以 不 失 一 般 性 (without loss of 
generality) 地 假设 zx 过 0，><0， 而 把 情形 (iD 和 (iii) 的 证 明 合 在 一 起 。 这 个 语句 隐 含 着 我 们 可 以 
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采用 与 x 之 0 和 ><0 情形 一 样 的 论证 来 完成 x 二 0 和 y 宇 0 情形 的 证 明 ， 其 中 有 一 些 显而易见 的 
改变 。 

一 般 地 ， 当 证 明 中 用 到 “不 失 一 般 性 ”( 缩 写 为 WLOG) 一 词 时 ， 我们 断言 通过 证 明定 理 的 
一 种 情形 ， 不 需要 用 额外 的 论证 来 证 明 其 他 特定 的 情形 。 也 就 是 说 ， 其 他 的 一 系列 情形 论证 可 
以 通过 对 论证 做 一 些 简单 的 改变 ， 或 者 通过 补充 一 些 简单 的 初始 步骤 来 完成 。 当 引入 了 不 失 一 
般 性 的 概念 后 ， 分 情形 证 明 法 就 变 得 更 加 有 效 了 。 当 然 ， 不 正确 地 应 用 这 个 原理 会 导致 不 幸 的 
错误 发 生 。 有 时 候 所 做 的 假设 会 导致 失去 一 般 性 。 这 类 假设 通常 是 由 于 忽略 了 一 个 情形 可 能 与 
其 他 情形 有 着 巨大 的 差异 。 这 样 会 导致 一 个 不 完整 的 或 许 不 可 补救 的 证 明 。 事 实 上 ， 许 多 著名 
定理 的 不 正确 证 明 也 是 依赖 于 应 用 “不 失 一 般 性 ”的 想法 试图 论证 那些 不 能 快速 从 简单 情形 来 证 
明 的 情形 。 

现在 我 们 来 说 明 在 证 明 中 不 失 一 般 性 和 其 他 证 明 技 术 的 有 效 结合 。 

例 7 证 明 如 果 工 和 yy 是 整数 并 且 zy 和 zz 十 y 均 为 偶数 ， 则 z 和 y 也 是 偶数 。 

解 ” 我 们 会 用 到 反 证 法 、 不 失 一 般 性 的 概念 和 分 情形 证 明 法 。 首 先 假定 x 和 y 不 都 是 偶 
数 。 即 假设 z 是 奇数 或 y 是 奇数 或 均 为 奇数 。 不 失 一 般 性 ， 我 们 假定 x 是 奇数 ， 因 此 存在 整数 
m 使 得 z= 二 2m 十 1。 

为 了 完成 证 明 ， 我们 需要 证 zy 是 奇数 或 者 zx 十 y 是 奇数 。 考 虑 两 种 情形 : (i) y 是 偶数 ; 
GDy 是 奇数 。 在 (iD 中 存在 整数 使 得 y 一 22， 因 此 z 十 y= 二 (2m 十 1) 十 2n 二 2C(m 十 n) 十 1 是 奇 
数 。 在 (让 中 存在 整数 nn 使 得 y= 二 2n 十 1， 因 此 zy 二 (2m 十 1) (2n 十 1)= 二 4mn 十 2m 十 2n 十 1 二 2 
(2mn 十 m 十 ) 十 1 是 奇数 。 从 而 完成 了 反 证 法 证 明 。( 注 意 我 们 在 证 明 中 使 用 不 失 一 般 性 是 合 
理 的 ， 因 为 当 y 是 奇数 时 的 证 明 可 以 通过 上 面 的 证 明 中 简单 地 交换 xz 和 yy 的 角色 而 获得 .) 十 

穷 举证 明 法 和 分 情形 证 明 法 中 的 常见 错误 ”推理 中 的 一 种 常见 错误 是 从 个 例 中 得 出 不 正确 
结论 。 不 管 考虑 了 多 少 不 同 的 个 例 ， 都 不 能 从 个 例 来 证 明定 理 ， 除 非 每 一 种 可 能 情况 都 覆盖 
了 。 证 明定 理 这 样 的 问题 类 似 于 要 证 明 计 算 机 程序 总 能 产生 所 期 望 的 输出 。 除 非 所 有 的 输入 值 
都 测试 了 ， 否 则 无 论 测试 了 多 少 输入 值 ， 也 不 能 得 出 结论 程序 总 能 产生 正确 的 输出 。 

例 8 每 个 正 整数 都 是 18 个 整数 的 四 次 寡 之 和 是 否 为 真 ? 

解 ” 要 判断 一 个 正 整数 n 是否 可 写 为 18 个 整数 的 四 次 短 的 和 ， 我 们 先 从 最 小 的 正 整数 开 
始 考察 。 因 为 整数 的 四 次 寡 分 别 是 0，1，16，81，…， 如 果 能 从 这 些 数 中 选择 18 个 项 后 相 加 
得 2z， 则 ) 郊 就 是 18 个 四 次 寡 之 和 。 可 以 证 明 ， 从 1 到 78 的 所 有 正 整 数 都 可 以 写成 18 个 整数 的 
四 次 寡 的 和 (细节 留 给 读者 证 明 )。 然 而 ， 如 果 认 为 这 就 检查 够 了 ， 那 就 会 得 出 错误 的 结论 。 每 
个 正 整 数 是 18 个 四 次 寡 之 和 并 不 为 真 ， 因 为 79 并 不 是 18 个 四 次 寡 的 和 (读者 请 自行 验证 ) 。 

4 

另 一 个 常见 错误 是 做 出 了 莫须有 的 假设 导致 在 分 情形 证 明 中 没有 考虑 到 所 有 情形 。 如 例 9 
所 示 。 

例 9 下 面 的 “证 明 ” 错 在 哪里 ? 

“定理 ” 如 果 工 是 实数 ， 则 x? 是 正 实数 。 

“证 明 ” 令 轧 为 “zr 是 正 数 ”，p, 为 “z 是 负数 ”，9 为 “z 是 正 数 ”。 要 证 明 pi 一 gq 为 真 ， 注 
意 当 工 是 正 数 时 ，z? 为 正 数 ， 因 为 这 是 两 个 正 数 zx 和 z 的 积 。 要 证 明 p; 一 q， 注 意 当 工 是 负数 
时 ，z? 是 正 数 ， 因 为 这 是 两 个 负数 zx 和 z 的 积 。 证 毕 。 

解 ”上面 “ 证 明 ” 存 在 的 问题 是 忘 了 考虑 z==0 的 情形 。 当 z==0 时 ， 字 =0 不 是 正 数 ， 因 此 假 
设 的 定理 为 假 。 如 果 pp 是“z 是 实数 ”， 那 我 们 可 以 将 假设 p 分 三 种 情形 p,、p。 和 ps 来 证 明 结 
论 ， 其 中 pi 是 “z 是 正 数 ”， p; 是 “z 是 负数 ”， ps 是 “z 一 0”， 因为 有 等 价 式 p>p1V p V ps。 本 


1.8.3 存在 性 证 明 
许多 定理 是 断言 特定 类 型 对 象 的 存在 性 。 这 种 类 型 的 定理 是 形 如 3zP(Cz) 的 命题 ， 其 中 也 
是 谓词 。3 xP(z) 这 类 命题 的 证 明 称 为 存在 性 证 明 (existence proof) 。 有 多 种 方式 来 证 明 这 类 定 
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理 。 有 时 可 以 通过 找 出 一 个 使 得 P(a) 为 真 的 元 素 xa( 称 为 一 个 物证 ) 来 给 出 3zP(Cz) 的 存在 性 证 
明 。 这 样 的 存在 性 证 明 称 为 是 构造 性 的 (constructive)。 也 可 以 给 出 一 种 非 构造 性 的 
Cnonconstructive) 存 在 性 证 明 ， 即 不 是 找 出 使 P(a) 为 真 的 元 素 a， 而 是 以 某 种 其 他 方式 来 证 明 
了 zP(z) 为 真 。 给 出 非 构 造 性 证 明 的 一 种 常用 方法 是 使 用 归 廖 证 明 ,， 证 明 该 存在 量化 式 的 否定 
式 蕴含 一 个 矛盾 。 例 10 可 以 解释 构造 性 的 存在 性 证 明 的 概念 ， 而 例 11 可 以 解释 非 构 造 性 的 存 
在 性 证 明 的 概念 。 

例 10 一 个 构造 性 的 存在 性 证 明 证 明 存在 一 个 正 整 数 ， 可 以 用 两 种 不 同 的 方式 将 其 表 
示 为 正 整 数 的 立方 和 。 

解 经 过 大 量 的 计算 (如 使 用 计算 机 搜索 ) 可 找到 

1729 二 103 十 9 一 123 十 1 

因为 我 们 已 经 把 一 个 整数 写成 两 种 不 同 的 立方 和 ， 因 而 得 证 。 

关于 这 个 例子 有 一 个 有 趣 的 故事 。 英 国 数学 家 G. H. 哈代 ， 在 一 次 前 往 医 院 看 望 生 病 的 印 
度 天 才 拉 马 努 金 时 ， 提 到 他 乘坐 的 出 租车 的 编号 1729 是 个 枯燥 的 数字 。 拉 马 努 金 回答 :“ 不 ， 


这 是 一 个 非常 有 趣 的 数 ， 它 是 可 以 用 两 种 方式 表示 为 立方 和 的 最 小 数 。” 4 
例 11 一 个 非 构 造 性 的 存在 性 证 明 : 证 明 存在 无 理 数 z 和 y 使 得 zx* 是 有 理 数 。 
解 由 1.7 节 例 10 可 知 V2 是 无 理 数 。 考 虑 数 V2”。 如 果 它 是 有 理 数 ， 那 就 存在 两 个 无 理 
us 


戈 弗 雷 。 哈 罗 德 .哈代 (Godfrey Harold Hardy，1877 一 1947) 哈代 是 Isaac 
Hardy 和 Sophia Hall Hardy 的 两 个 孩子 中 的 老大 ， 出 生 在 英格兰 的 萨 里 郡 的 
Cranleigh。 他 父亲 是 Cranleigh 学 校 的 地 理 和 绘画 老师 ， 同 时 还 教 唱歌 课 ， 并且 踢 足 
球 。 他 母亲 教授 钢琴 课 并 且 协 助 管理 一 家 年 轻 学 生 的 寄宿 处 。 哈 代 的 双亲 致力 于 儿童 
教育 。 哈 代 早 在 2 岁 时 就 显露 出 对 数字 的 能 力 ， 那 时 他 能 写 到 百 万 级 的 数字 。 他 有 一 
位 私人 数学 教师 ， 而 没有 去 上 Cranleigh 学 校 的 正规 课程 。 他 13 岁 时 上 了 一 所 私立 高 
中 ， 温 切 斯 特 公 学 ， 并 且 获 得 了 奖学金 。 他 擅长 学 习 并 在 数学 方面 表现 出 浓厚 的 兴 
趣 。1896 年 ， 他 获得 奖学金 而 进入 剑桥 大 学 的 三 一 学 院 ， 在 学 习 期 间 他 获得 诸多 奖项 ，1899 年 毕业 。 

1906 一 1919 年 哈代 在 剑桥 大 学 的 三 一 学 院 任 数 学 讲师 ， 当 时 他 也 被 任命 为 牛津 大 学 几何 学 的 沙 利 文 讲 
座 教 授 。 由 于 著名 哲学 家 和 数学 家 伯 特 兰 。 罗 素 从 事 反 战 活 动 而 被 三 一 学 院 解 雇 ， 哈 代 对 剑桥 大 学 开始 没 
有 好 感 ， 也 不 喜欢 繁琐 的 行政 工作 。1931 年 他 重 返 剑桥 大 学 任 纯 数学 的 Sadleirian 教授 ， 直 到 1942 年 退休 。 
他 是 一 位 纯 数 学 家 ， 对 数学 具有 一 种 精英 观点 ， 和 希望 他 的 研究 永远 不 会 有 应 用 。 具 有 讽刺 意义 的 是 ， 他 或 
许 是 以 哈代 一 温 伯 格 定律 的 发 现 者 之 一 而 闻名 于 世 的 ， 而 这 个 定律 则 预测 了 遗传 的 模式 。 他 在 这 个 领域 的 
工作 是 给 (科学 》(Science) 期 刊 的 一 封 信 ， 其 中 他 用 简单 的 代数 概念 证 明了 一 篇 遗传 学 论文 中 的 错误 。 哈 代 
的 工作 主要 在 数论 和 函数 论 方面 ， 探 索 的 主题 为 黎 曼 zeta 函数 、 傅 里 叶 级 数 和 素数 分 布 。 他 对 许多 重要 问 
题 做 出 了 重要 的 贡献 ， 如 将 正 整 数 表示 为 上 次 寡 之 和 的 Waring 问题 和 将 奇 整数 表示 为 三 个 素数 之 和 的 问 
题 。 他 为 人 们 所 记忆 的 还 有 他 和 剑桥 同事 李 特 尔 伍德 (John E，Littlewood) 合 作 共 同 撰写 了 100 多 篇 论文 ， 
以 及 和 印度 数学 天 才 拉 马 努 金 (Srinivasa Ramanujan) 的 合作 。 他 和 李 特 尔 伍德 的 合作 还 造就 一 个 笑话 : 当时 
的 英国 只 有 三 个 重要 的 数学 家 ， 了 哈代 、 李 特 尔 伍德 和 哈代 一 李 特 尔 伍德 ， 尽 管 人 们 认为 哈代 创造 了 一 个 虚 
构 的 人 物 李 特 尔 伍德 ， 因 为 李 特 尔 伍德 在 剑桥 之 外 没什么 名 气 。 哈 代 从 拉 马 努 金 发 给 他 的 不 同 凡响 且 极 具 
创造 性 的 著作 中 慧眼 识 天 才 ， 而 其 他 数学 家 则 没 能 发 现 这 个 天 才 。 哈 代 将 拉 马 努 金 带 到 剑桥 大 学 并 与 之 合 
作 重 要 的 论文 ， 建 立 了 关于 一 个 整数 的 划分 数 的 新 的 结论 。 哈 代 对 数学 教育 也 充满 兴趣 ， 他 的 书 ( 纯 数学 教 
程 )A Course of Pure Mathematics) 在 20 世纪 前 半 叶 的 本 科 数 学 教学 中 具有 深远 影响 。 哈 代 还 写 了 《一 个 数 
学 家 的 辩 白 》(A Mathematiciars Apology) ， 其 中 对 是 否 值得 奉献 一 生 研究 数学 这 样 一 个 问题 给 出 了 自己 的 
回答 。 这 代表 了 哈代 对 于 什么 是 数学 和 数学 家 在 做 什么 的 一 种 观点 。 

哈代 对 运动 也 有 浓厚 的 兴趣 。 他 是 一 个 狂热 的 板 球 爱 好 者 并 且 成 绩 不 俗 。 他 有 一 个 特点 就 是 不 喜欢 
照相 (为 世人 所 知 的 照片 具有 五 张 ) 也 不 喜欢 镜子 ， 进 入 酒店 房间 后 会 立刻 用 毛巾 盖 住 它 。 
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数 和 y 且 z* 是 有 理 数 ， 即 z= VZ ，y= VZ 。 另 一 方面 如 果 V3 是 无 理 数 ， 那 么 可 以 令 z= 
V2 且 y=V23, 因此 二 = N22) 一 V2 =2. 

这 个 证 明 是 非 构 造 性 存在 性 证 明 的 一 个 例子 ， 因 为 我 们 并 没有 找 出 无 理 数 x 和 y 使 得 z 
是 有 理 数 。 相 反 ， 我 们 证 明了 或 者 zx= VZ ，y 二 V3， 或 者 x 二 V2 ”，y 一 V3 具有 所 需 性 质 ， 但 
并 不 知道 这 两 对 中 哪 一 对 是 解 。 4 

非 构造 性 存在 性 证 明 通常 相当 微妙 ， 如 例 12 所 示 。 

例 12 ”蚕食 游戏 (Chomp) 是 两 个 人 玩 的 游戏 。 在 这 个 游戏 中 ， 曲 奇 饼 放 在 和 矩形 格 中 。 左 上 
角 的 曲 奇 饼 有 毒 ， 如 图 1a 所 示 。 两 个 玩家 轮流 做 动作 : 每 个 动作 中 一 个 玩家 都 要 吃 一 块 剩余 
的 曲 奇 饼 ， 以 及 它 右 下 角 的 所 有 曲 奇 饼 (例如 ， 如 图 1b 所 示 )。 没 有 别 的 选择 而 只 能 吃 有 毒 曲 
奇 饼 的 玩家 为 输 。 请 问 ， 两 个 玩家 之 一 是 否 有 获胜 的 策略 。 即 其 中 一 个 玩家 是 否 能 够 一 直 做 动 
作 而 保证 其 获胜 ? 


uots 


拉 马 奴 金 (Srinivasa Ramanujan，1887 一 1920) ”著名 的 数学 天 才 拉 马 奴 金 在 马 德 
拉 斯 市 (Madras， 现 名 钦 奈 (Chennai)) 附 近 的 印度 南部 出 生 并 长 大 。 他 的 父亲 是 一 家 
布 店 的 职员 。 他 的 母亲 通过 在 当地 一 寺庙 唱歌 来 补贴 家 用 。 拉 马 奴 金 在 当地 的 一 所 英 
语 学 校 学 习 ， 显 露出 其 对 数学 的 兴趣 和 天 赋 。13 岁 那 年 他 掌握 了 大 学 生 使 用 的 一 本 教 
科 书 。 当 他 15 岁 时 ， 一 名 大 学 生 借 给 他 一 本 《 纯 数 学 概要 》(Synopsis of Pure 
Mathematics) 。 拉 马 奴 金 决 定 把 这 本 不 带 任何 证 明 或 说 明 的 书 中 的 6000 多 个 结论 重新 
做 一 遍 ， 写 在 纸 上 后 来 收集 起 来 形成 笔记 。1904 年 他 从 高 中 毕业 ， 赢 得 奖学金 进入 马 
德 拉 斯 大 学 。 他 报 读 的 是 美术 课程 ， 但 是 他 忽视 除数 学 以 外 的 所 有 科目 ， 因 而 失去 了 奖学金 。 大 学 期 间 
(1904 一 1907) 他 有 四 次 考试 不 及 格 ， 只 有 数学 学 得 好 。 这 期 间 他 在 笔记 中 写 下 了 许多 原创 性 的 著作 ， 有 
时 是 已 经 发 表 工 作 的 重新 发 现 ， 有 时 是 新 的 发 现 。 

没有 大 学 学 位 ， 拉 马 奴 金 要 找 一 份 体面 的 工作 是 很 困难 的 。 为 了 生存 ， 他 不 得 不 依靠 朋友 们 的 施舍 。 
他 教学 生 数学 ， 但 是 他 的 不 同 寻常 的 思维 方式 和 不 能 遵循 教学 大 纲 导 致 了 问题 。1909 年 通过 包办 婚姻 他 
和 一 个 小 他 九 岁 的 年 轻 姑娘 结婚 。 为 了 养活 自己 和 他 的 妻子 ,他 搬 到 马 德 拉 斯 寻找 工作 。 他 把 他 笔记 中 
的 数学 著作 给 可 能 的 雇主 看 ,但 是 他 的 书 让 他 们 不 知 所 措 。 然而， 总 统 学 院 的 一 位 教授 认可 了 他 的 天 赋 
并 支持 他 ，1912 年 他 获得 了 一 份 会计 员 的 工作 ， 赚 取 微 薄 的 薪水 。 

此 时 ， 拉 马 奴 金 依然 在 继续 着 他 的 数学 研究 ， 并 于 1910 年 在 印度 的 期 刊 上 发 表 了 他 的 第 一 篇 论文 。 
他 认识 到 他 的 工作 在 印度 数学 家 之 上 ， 遂 决定 写 信 给 英国 顶尖 的 数学 家 。 起 初 的 几 位 数学 家 将 他 的 信 都 
当做 了 请 求 帮助 。 但 是 1913 年 1 月 他 给 G，H. 哈代 写 信 ， 他 也 没 看 好 拉 马 奴 金 ， 但 是 信 中 的 那些 虽然 
没有 给 出 证 明 的 数学 陈述 却 让 哈代 有 些 困惑 。 他 决定 与 他 的 同事 和 合作 者 J.E. 李 特 尔 伍德 一 起 仔细 检 
查 这 些 陈述 。 经 过 仔细 研究 ， 他 们 判定 拉 马 奴 金 可 能 是 一 个 天 才 ， 因 为 他 的 陈述 “只 有 那些 最 高 水 平 的 数 
学 家 才 有 可 能 写 得 出 来 ， 而 且 也 一 定 是 真 的 ， 因 为 如 果 这 些 陈述 不 成 立 ， 就 没有 人 有 这 样 的 想象 力 来 发 
明 这 些 陈述 。” 

1914 年 哈代 为 拉 马 奴 金 安 排 了 奖学金 并 将 他 带 到 英格兰 。 哈 代 亲 自 教 他 数学 分 析 ， 一 起 合作 了 五 
年 ， 证 明了 一 些 有 关 整 数 的 划分 数 的 重要 定理 。 在 这 期 间 ， 拉 马 奴 金 在 数论 领域 做 出 了 重要 贡献 ， 同 时 
在 连 分 数 、 无 穷 级 数 、 椭 圆 函 数 方面 做 些 工 作 。 拉 马 奴 金 对 于 某 些 类 型 的 函数 和 级 数 有 着 惊人 的 洞察 力 ， 
但 是 他 声称 的 有 关 素 数 的 定理 则 是 错误 的 ， 这 也 解释 了 他 对 于 什么 是 正确 的 证 明 只 有 模糊 的 概念 。 他 是 
当时 被 任命 的 英国 皇家 学 会 院士 最 年 轻 的 成 员 之 一 。 不 幸 的 是 ，1917 年 拉 马 奴 金 得 了 严重 的 疾病 。 那 时 
被 认为 是 由 于 不 适应 英国 气候 并 染 上 了 肺结核 。 现 在 看 来 是 由 于 拉 马 奴 金 严格 的 素食 主义 以 及 英国 战 时 
的 食物 短缺 造成 他 得 了 维生素 缺乏 症 。1919 年 他 回 到 印度 ， 继 续 他 的 数学 研究 ， 即 使 是 在 病床 上 也 是 如 
此 。 他 笃信 宗教 ， 认 为 他 的 数学 天 赋 来 自 于 家 族 的 神 Namagiri。 他 将 数学 和 宗教 联系 起 来 。 他 说 道 : 
“一 个 方程 对 我 来 说 没有 意义 ， 除 非 它 表达 了 神 的 意志 。”1920 年 4 月 他 短暂 的 一 生 走 到 了 尽头 ， 年 仅 32 
岁 。 拉 马 奴 金 留 下 一 些 笔记 ， 记 载 着 没有 发 表 的 结果 。 这 些 笔记 中 的 著作 解释 了 拉 马 奴 金 的 一 些 见 解 ， 
但 是 也 相当 概略 。 有 些 数学 家 倾注 了 多 年 的 研究 试图 解释 和 证 明 这 些 笔记 中 的 结果 。 
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解 ”我 们 会 给 出 第 一 个 玩家 获胜 策略 的 非 构造 性 存在 证 明 。 即 我 们 将 证 明 第 一 个 玩家 总 有 
获胜 的 策略 ， 而 没有 明确 描述 玩家 的 具体 动作 步骤 。 

首先 ， 游 戏 结束 时 不 会 是 一 个 平局 ， 因 为 每 一 步 动 作 至 少 要 吃 掉 一 块 曲 奇 饼 ， 因 此 不 超过 
mXn 步 动作 游戏 就 会 结束 ， 这 里 mXn 是 网 格 的 初始 值 。 现 假设 在 游戏 开始 ， 第 一 个 玩家 吃 
掉 了 右 下 角 的 曲 奇 饼 。 这 有 两 种 可 能 ， 这 是 第 一 个 玩家 获胜 策略 的 第 一 步 ， 或 者 这 是 第 二 个 玩 
家 可 以 做 一 个 动作 成 为 第 二 个 玩家 获胜 策略 的 第 一 步 。 在 第 二 种 情况 下 ， 第 一 个 玩家 可 以 不 是 
只 吃 右 下 角 的 曲 奇 饼 ， 而 是 采用 第 二 个 玩家 获胜 策略 的 第 一 步 相 同 的 步骤 (然后 继续 那个 获胜 
策略 ) 。 这 将 保证 第 一 个 玩家 获胜 。 
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a) 看 食 游 戏 (左上 角 的 曲 奇 饼 有 毒 ) b) 三 种 可 能 动作 
图 1 


注意 我 们 证 明了 获胜 策略 的 存在 性 ， 但 是 没有 刻画 实际 的 获胜 策略 。 因 此 ， 这 个 证 明 是 
一 个 非 构造 性 存在 性 证 明 。 事 实 上 ， 没 有 人 能 够 通过 刻画 第 一 个 玩家 应 该 ein 
描述 适用 于 所 有 长 方形 网 格 的 蚕食 游戏 的 获胜 策略 。 然 而 ， 在 某 种 特殊 的 情况 ， 比 如 当 网 格 
是 正方 形 时 ， 以 及 当 网 格 只 有 两 行 曲 奇 饼 时 ， 获 胜 策略 是 可 以 描述 的 (参见 5. 2 节 的 练习 15 
和 练习 16) 。 4 


1. 8.4 唯一 性 证 明 

某 些 定理 断言 具有 特定 性 质 的 元 素 唯一 存在 。 换 句 话 说， 这 些 定理 断言 恰好 只 有 一 个 元 素 
具有 这 个 性 质 。 要 证 明 这 类 语句 ， 需 要 证 明 存 在 一 个 具有 此 性 质 的 元 素 ， 以 及 没有 其 他 元 素 具 
有 此 性 质 。 唯 一 性 证 明 (Cuniqueness proof) 的 两 个 部 分 如 下 : 

存在 性 : 证 明 存 在 某 个 元 素 x 具有 期 望 的 性 质 。 

唯一 性 : 证 明 如 果 y 了 去 z， 则 y 不 具有 期 望 的 性 质 。 

我 们 也 可 以 等 价 地 证 明 如 果 xz 和 yy 都 具有 期 望 的 性 质 ， 则 z 一 y。 


评注 证 明 存 在 唯一 元 素 工 使 得 P(z) 为 真 等 同 于 证 明 语 句 3zCPCz)AVYVyCy 天 
x PCy) YY 


我 们 用 例 13 说 明 唯 一 性 证 明 的 要 素 。 

例 13 证 明 : 如 果 a 和 4 是 实数 并 且 a 关 0， 那么 存在 唯一 的 实数 使 得 ar 十 2 一 0。 

解 ， 首先， 注意 实数 r= 一 b/a 是 ar 十 6==0 的 一 个 解 ， 因 为 a( 一 6/a) 十 6 二 一 b 十 6 二 0。 因 
此 ， 对 于 ar 十 6 二 0 而 言 ， 实 数 ~ 是 存在 的 。 这 是 证 明 的 存在 性 部 分 。 

其 次 ， 假设 实 数 ;使 得 as 十 6 二 0 成 立 。 则 有 ar 十 一 as 十 0， 这 里 ~ 一 一 6/a。 从 两 边 减 去 0， 
得 到 ar 二 as。 最 后 式 子 两 边 同 除 以 a, 这 里 a 是 非 零 的 ， 得 到 ~=s。 这 意味 着 如 果 天 >， 则 
as 十 gb 天 0。 这 建立 了 证 明 的 唯一 性 部 分 。 4 


1.8.5 证 明 策 略 
寻找 证 明 是 一 项 富 于 挑战 性 的 工作 。 当 你 面 对 待 证 命题 时 ， 应 该 先 把 术语 替换 成 其 定义 ， 
再 仔细 分 析 前 提 结 论 的 含义 。 这 样 做 之 后 ， 用 一 种 可 用 的 证 明 方 法 去 尝试 证 明 结论 。 一 般 情况 
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下 ， 如 果 语 句 是 条 件 语 句 ， 就 应 该 首先 尝试 直接 证 明 法 ; 如 果 这 样 不 行 ， 就 尝试 间接 证 明 法 。 
如 果 这 些 方法 都 不 行 ， 就 尝试 归 廖 证 明 法 。 

正 向 和 反 向 推理 ”无论 选 择 什 么 证 明 方 法 ， 都 需要 为 证 明 找 一 个 起 点 。 条 件 语句 的 直接 证 
明 就 从 前 提 开 始 。 利 用 这 些 前 提 以 及 公理 和 已 知 定理 ， 用 导向 结论 的 一 系列 步骤 来 构造 证 明 。 
这 类 推理 称 为 正 向 推理 (forward reasoning)， 是 用 来 证 明 相 对 简单 结论 的 一 类 最 常见 推理 方式 。 
同样 ， 要 开始 间接 证 明 ， 就 从 结论 的 否定 开始 ， 用 一 系列 步骤 来 得 出 前 提 的 否定 。 

但 是 ， 正 向 推理 常常 难以 用 来 证 明 更 复杂 的 结论 ， 因 为 得 出 想 要 的 结论 所 需要 的 推理 可 能 
并 不 明显 。 在 这 种 情况 下 使 用 反 向 推理 (backward reasoning) 可 能 会 有 所 帮助 。 要 反 向 推理 证 
明 命 题 gs， 我 们 就 寻找 一 个 命题 p 并 可 证 明 其 具有 性 质 p 一 g。( 注 意 ， 和 寻找 一 个 命题 r 并 能 证 
明 其 具有 gr 不 会 有 所 帮助 ， 因 为 从 gr 和 vr 得 出 q 为 真是 一 种 窃取 论题 的 错误 推理 ,) 反 
向 推理 的 解释 如 例 14 和 例 15 所 示 。 

例 14 ”给 定 两 个 正 实数 和 y， 其 算术 均值 是 (z 十 /2 而 其 几何 均值 是 VE 。 当 比较 不 
同 正 实数 对 的 算术 和 几何 均值 时 ， 可 以 发 现 算术 均值 总 是 大 于 几何 均值 。( 例 如 ， 当 z= 二 4 和 


y=6 时 ， 有 5=(4 十 6)/2>> V4 6 = V34 .) 能 否 证 明 这 个 不 等 式 恒 为 真 ? 
解 ” 当 xz 和 yy 是 不 同 正 实数 时 ， 要 证 明 (z 十 y)/2 过 Vzy ， 我 们 可 以 采用 反 向 推理 。 我 们 
构造 一 系列 等 价 的 不 等 式 。 这 些 等 价 的 不 等 式 是 : 
(z+ /2 之 Wzy， 
(z+ /4> xy, 
(元 十 人 > 47zy, 
T+2rzy++y > 4ry, 
zx—2rzy+y > 0, 
(ZI:>0 
由 于 当 zx 了 关 y 时 ， 有 (zx 一 y)*0， 所 以 最 后 一 个 不 等 式 为 真 。 由 于 所 有 这 些 不 等 式 都 等 价 ， 所 
以 可 得 出 当 z 天 >y 时 , (z 十 y)/2 之 Vzy 。 一 旦 做 了 这 样 的 反 向 推理 ,我们 颠倒 这 些 步 又 就 能 轻 
而 易 举 地 构造 出 正 向 推理 的 证 明 。 现 在 给 出 这 个 证 明 。 

假设 x 和 yy 是 两 个 不 同 的 实数 。 那 么 (x 一 y)*0， 因 为 非 零 实 数 的 平方 是 正 的 ( 见 附录 1)。 
由 于 (x 一 y) ?二 zx? 一 2zy 十 六 ， 所 以 这 北 含 着 妇 一 2zy 十 多 之 0。 两 边 同 时 加 上 4xy， 得 去 十 
2zy 十 之 4zy。 因 为 x 十 2zy 十 二 (zx 十 y)*， 因 此 (zx 十 y)*4zy。 两 边 同 时 除 以 4， 可 得 
(z 十 y)*/4zy。 最 后 ， 两 边 同时 开平 方 (保持 不 等 式 性 质 ， 因 为 两 边 都 是 正 的 ) 得 (z 十 y)/2 二 
Vzxy 。 从 而 得 出 结论 如 果 z 和 y 是 两 个 不 同 的 实数 ， 那 么 它们 的 算术 均值 (x 十 y)/2 大 于 它们 
的 几何 均值 Vzy 。 d 

例 15 假定 两 人 玩 游戏 ， 轮 流 从 最 初 有 15 块 石头 的 堆 中 每 次 取 1、2 或 3 块 石头 。 取 最 后 
一 块 石头 的 人 赢得 游戏 。 证 明 无 论 第 二 个 玩家 如 何 取 ， 第 一 个 玩家 都 能 赢得 游戏 。 

解 ” 为 了 证 明 第 一 个 玩家 ( 甲 ) 总 能 赢得 游戏 ,我 们 可 以 用 反 向 推理 。 在 最 后 一 步 ， 如 果 留 
给 甲 的 石头 堆 中 剩 下 1、2 或 3 块 石头 ， 则 甲 就 能 获胜 。 如 果 第 二 个 玩家 ( 乙 ) 不 得 不 从 有 4 块 石 
头 的 堆 中 取石 头 ， 就 人 迫使 乙 留 下 1、2 或 3 块 石头 。 因 此 ， 甲 要 获胜 的 一 种 方法 是 在 倒数 第 二 步 
给 乙 留 下 4 块 石头 。 当 轮 到 甲 的 时 候 面 临 5、6 或 7 块 石头 时 ( 当 乙 不 得 不 从 8 块 石 头 的 堆 中 取石 
头 时 就 会 出 现 这 种 情况 ) ， 甲 就 能 留 下 4 块 石头 。 因 此 ， 为 迫使 乙 留 下 5、6 或 7 块 石 头 ， 甲 应 该 
在 其 倒数 第 三 步 给 乙 留 下 8 块 石头 。 这 意味 着 当 轮 到 甲 取 时 还 有 9、10 或 11 块 石 头 。 同 样 ， 当 
甲 走 第 一 步 时 应 该 留 下 12 块 石 头 。 我 们 可 以 把 这 个 论证 倒 过 来 就 能 证 明 无 论 乙 如 何 取 ， 甲 总 是 
有 石头 取 从 而 甲 赢 得 游戏 。 这 些 步 又 依次 给 乙 留 下 12、8 和 4 块 石 头 。 a 


日 ”原文 如 此 ， 实 为 肯定 结论 的 廖 误 。 一 一 译 者 注 
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改编 现 有 证 明 在 寻找 可 用 于 证 明 语句 方法 时 ， 一 个 很 好 的 思路 是 利用 类 似 结论 现 有 的 证 
明 。 一 个 现 有 的 证 明 通 常 可 以 改编 用 于 证 明 其 他 结论 。 即 使 不 是 这 样 ， 现 有 证 明 中 的 一 些 想法 
也 会 有 所 帮助 。 因 为 现 有 证 明 能 为 新 证 明 提 供 线索 ， 就 应 该 多 阅读 和 理解 在 学 习 中 遇 到 的 证 
明 。 这 一 过 程 如 例 16 所 示 。 

例 16 在 1.7 节 例 10 中 证 明了 v2 是 无 理 数 。 现 在 推测 V3 是 无 理 数 。 我 们 能 够 改编 1. 7 
节 例 10 的 证 明 来 证 明 V3 是 无 理 数 吗 ? 

解 ”为 改编 在 1.7 节 例 10 的 证 明 ， 开 始 先 模仿 这 个 证 明 的 步 又， 只 是 要 用 V3 代替 V2 。 首 
先 ， 假 设 V3 =c/d， 这 里 分 数 c/d 是 既 约 的 。 等 式 的 两 边 取 平 方 得 到 3 二 c/q， 因 此 34d? = 二 ec。 类 
似 于 1.7 节 例 10 中 由 等 式 2 =a? 证 明 2 是 a 和 65 的 公 因 子 的 方法 , 我们 可 以 用 这 个 等 式 能 证 明 
3 一 定 是 c 和 4 的 公 因 子 吗 ? (回忆 一 下 如 果 xs 是 整数 ， 则 整数 * 是 整数 上 的 因子 。 一 个 整数 n 
是 偶数 当 且 仅 当 2 是 的 因子 。) 事 实证 明 是 可 以 的 ， 只 是 需要 借助 于 将 第 4 章 讨论 的 数论 内 容 。 
我 们 勾画 出 剩 下 的 证 明 ， 但 把 这 些 步骤 的 理由 留 到 第 4 章 。 因 为 3 是 忆 的 因子 ， 它 也 必然 是 c 的 
因子 。 再 者 ， 因 为 3 是 c 的 因子 ，9 就 是 c 的 因子 ， 这 意味 着 9 是 34? 的 因子 。 这 蕴含 着 3 是 
的 因子 ， 这 意味 着 3 是 4 的 因子 。 这 样 3 就 是 c 和 4d 的 因子 ,与 c/d 是 既 约 分 数 相 了 矛盾。 在 为 这 
些 步 又 添加 理由 后 ， 我 们 就 完成 了 通过 改编 V2 是 无 理 数 的 证 明 来 证 明 V3 是 无 理 数 。 注 意 这 个 证 
明 可 以 推广 到 Wn 是 无 理 数 ， 这 里 是 一 个 非 完 全 平方 的 正 整数 。 这 里 的 细节 留 给 第 4 章 。 4 

当 你 面临 要 证 明 一 个 新 定理 时 ， 特 别 是 当 新 定理 类 似 于 你 原先 证 明 过 的 定理 时 ， 一 个 好 的 
窍门 就 是 寻找 你 可 以 改编 的 现 有 的 证 明 。 


1.8.6 寻找 反例 

在 1.7 节 ， 介 绍 了 应 用 反例 证 明 法 来 证 明 一 些 语 句 是 假 的 。 当 面 对 一 个 猜想 时 ， 你 首先 可 
以 试图 去 证 明 这 个 狂想， 如果 你 的 尝试 没有 成 功 ， 你 可 以 试图 寻找 一 个 反例 。 如 果 你 不 能 找到 
反例 ， 你 可 以 再 试图 证 明 这 个 语句 。 无 论 如 何 ， 寻 找 反 例 都 是 一 个 相当 重要 的 方法 ， 并 时 常 能 
提供 对 问题 的 领悟 。 下 面 例 17 说 明了 反例 的 作用 。 

例 17 在 1.7 节 例 14 中 通过 寻找 反例 证 明了 语句 “每 个 正 整 数 都 是 两 个 整数 的 平方 和 ?为 
假 。 也 就 是 说 ， 存 在 正 整 数 不 能 写成 两 个 整数 的 平方 和 。 尽 管 不 能 把 每 一 个 正 整数 写成 两 个 整 
数 的 平方 和 ， 但 也 许 我 们 能 把 每 一 个 正 整数 写成 三 个 整数 的 平方 和 。 即 语句 “每 个 正 整 数 都 是 
三 个 整数 的 平方 和 ?是 真 还 是 假 呢 ? 

解 ” 因 为 我 们 知道 并 不 是 每 个 正 整数 都 是 两 个 整数 的 平方 和 ， 可 能 最 初 怀 疑 每 一 个 正 整数 
能 写 为 三 个 整数 平方 和 。 因 此 ， 首 先 寻 找 反 例 。 即 如 果 能 够 找到 一 个 特殊 的 整数 不 是 三 个 整数 
的 平方 和 就 能 证 明 语 句 “ 每 个 正 整 数 都 是 三 个 整数 的 平方 和 ”为 假 。 为 寻找 反例 ， 试 着 将 连续 的 
正 整 数 写成 三 个 整数 的 立方 和 。 可 以 发 现 1= 王 0: 十 0: 十 1:，2 王 0 十 12 十 12 ，3 王 12 十 12 十 1 ，4 一 
0 十 0? 十 2?，5 二 0: 十 1 十 2? ，6 二 1 十 1 十 2 ， 但 无 法 找到 将 7 写 为 三 个 整数 的 平方 和 的 方法 。 
要 证 明 没有 三 个 数 的 平方 加 起 来 等 于 7， 注 意 可 以 用 的 平方 数 是 那些 不 超过 7 的 平方 数 ， 即 0、 
1 或 4。 因 为 0、1 或 4 的 任意 三 项 相 加 得 不 出 7， 所 以 7 是 一 个 反例 。 我 们 得 到 结论 语句 “每 个 
正 整 数 都 是 三 个 整数 的 平方 和 ?为 假 。 

我 们 已 经 证 明了 并 不 是 每 个 正 整数 都 是 三 个 整数 的 平方 和 。 下 一 个 问题 要 问 是 不 是 每 个 正 
整数 都 是 四 个 整数 的 平方 和 。 有 些 实验 证 据 表 明 答 案 是 对 的 。 例 如 ，7 王 王 十 王 十 二 十 和 ，25 一 
到 十 22 十 2 十 1 和 87 二 9 十 2 十 1 十 1:。 于 是 得 出 猜想 “每 个 正 整数 都 是 四 个 整数 的 平方 和 ”是 
真 的 。 对 于 证 明 参 见 [Ro10j。 S| 
1. 8. 7 证 明 策 略 实践 


我 们 在 学 习 数学 时 仿佛 数学 事实 是 刻 在 石头 上 的 。 数 学 教科 书 ( 包 括 这 本 书 的 绝 大 部 分 ) 正 
式 地 提出 定理 及 其 证 明 。 这 样 的 展示 并 不 能 揭示 数学 发 现 过 程 。 这 一 过 程 以 探索 概念 和 例子 开 
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始 ， 提 出 问题 ， 形 成 猜想 ， 并 企图 通过 证 明 或 者 通过 反例 来 解决 这 些 猜想 。 这 些 就 是 数学 家 的 
日 常 活动 。 不 管 你 信 不 信 ， 教 科 书 中 所 讲授 的 材料 起 初 都 是 以 这 个 方式 发 展 出 来 的 。 
人 们 基于 各 种 可 能 证 据 来 拟定 猜想 。 对 特殊 情形 的 考察 可 能 够 导致 一 个 猜想 ， 就 像 识 别 一 


些 可 能 的 模式 。 对 已 知 定理 的 假设 和 结论 稍 做 改变 也 能 导致 可 信 的 猜想 。 有 些 时 候 ， 猜 想 的 建 se 于 加 


立 是 基于 直觉 或 者 其 至 认为 结果 成 立 的 信念 。 无 论 猜想 是 怎样 产生 的 ， 一旦 它 被 形式 化 描述 ， 
目标 就 是 证 明 或 者 驳斥 它 。 当 数学 家 相信 猜想 可 能 是 真 的 时 ， 他 们 会 尝试 寻找 证 明 。 如 果 他 们 
找 不 到 证 明 ， 他 们 就 会 寻找 反例 。 当 他 们 不 能 找到 反例 时 ， 他 们 又 会 转 回来 再 次 试图 证 明 猜 
想 。 尽 管 许多 猜想 很 快 被 解决 ， 但 有 些 猜想 则 抵御 了 数 百 年 攻关 ， 还 导致 数学 新 分 支 的 发 展 。 
本 节 稍 后 将 会 提 到 几 个 著名 的 猜想 。 


1.8.8 拼接 


通过 对 棋盘 拼接 游戏 的 简要 研究 能 够 解释 证 明 策 略 的 各 个 方面 。 研 究 棋盘 的 拼接 游戏 是 一 i 


种 能 快速 发 现 多 种 结论 并 用 各 种 证 明 方法 来 构造 其 证 明 的 很 有 效 方法 。 在 这 个 领域 几乎 创造 了 
无 穷 多 的 猜想 及 其 研究 。 我 们 需要 定义 一 些 术 语 。 一 个 棋盘 是 一 个 由 水 平和 垂直 线 分 割 成 同样 
大 小 方 格 组 成 的 矩形 。 象 棋 游 戏 是 在 8 行 和 8 列 的 木板 上 进行 ， 这 块 板 称 为 标准 棋盘 (Cstandard 
checkerboard) ， 如 图 2 所 示 。 在 这 一 节 我 们 用 术语 拼 板 (board) 指 任意 大 小 的 矩形 棋盘 ， 以 及 
删除 一 个 或 多 个 方 格 剩 下 的 棋盘 组 成 。 一 个 骨牌 (domino) 是 一 块 一 乘 二 的 方 格 组 成 的 矩形 ， 如 
图 3 所 示 。 当 一 个 拼 板 的 所 有 方 格 由 不 重 释 的 骨牌 覆盖 并 且 没 有 骨牌 悬空 时 ， 我 们 就 说 一 个 拼 
板 由 骨牌 所 拼接 (tiled) 。 现 在 来 研究 一 些 有 关 用 骨牌 拼接 拼 板 的 结论 。 








图 2 标准 棋盘 图 3 两 种 骨牌 


例 18 我 们 能 用 骨牌 拼接 标准 棋盘 吗 ? 

解 ”我 们 可 以 找到 许多 用 骨牌 拼接 标准 棋盘 的 方法 。 例 
如 ， 可 以 水 平 放 32 块 骨 牌 拼接 它 ， 如 图 4 所 示 。 这 样 一 个 拼 
接 的 存在 完成 了 一 个 构造 性 的 存在 证 明 。 当 然 ， 还 有 大 量 其 他 
的 方法 可 以 完成 这 个 拼接 。 可 以 在 拼 板 上 垂直 放 32 块 骨 牌 ， 
或 者 水 平 放 一 些 和 垂直 放 一 些 来 拼接 它 。 但 对 于 一 个 构造 性 存 





在 证 明 只 需要 找到 一 个 这 样 的 拼接 就 可 以 了 。 | 
例 19 我 们 能 拼接 从 标准 棋盘 中 去 掉 四 个 角 的 方 格 之 一 得 i 
we -JH 
解 为 了 回答 这 个 问题 ， 注 意 一 个 标准 棋盘 有 64 个 方 格 ， 
因此 去 掉 一 个 方 格 就 会 产生 由 63 个 方 格 构成 的 拼 板 。 现 在 假 图 4 拼接 标准 棋盘 


设 能 够 拼接 一 个 从 标准 棋盘 中 去 掉 一 个 角 的 方 格 的 拼 板 。 因 为 
每 一 个 骨牌 盖 住 两 个 方 格 ， 并 且 没 有 两 个 骨牌 重 玲 没有 骨牌 悬空 ， 所 以 拼 板 上 一 定 有 偶数 个 方 
格 。 因 此 ， 可 以 用 归 廖 证 明 法 证 明 标 准 棋盘 去 掉 一 个 方 格 后 不 能 用 骨牌 拼接 ， 因 为 这 样 一 个 拼 
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板 有 奇数 个 方 格 。 S| 

现在 考虑 一 个 比较 琼 手 的 情况 。 

例 20 我 们 能 拼接 标准 棋盘 中 去 掉 左 上 角 和 右 下 角 方 格 
得 到 的 拼 板 吗 ， 如 图 5 所 示 ? 

解 ” 去 掉 标准 棋盘 中 两 个 方 格 得 到 的 拼 板 包含 64 一 2 一 62 
个 方 格 。 因 为 62 是 偶数 ， 不 能 像 例 19 那样 很 快 排除 标准 棋 
盘 去 掉 左 上 角 和 右 下 角 方 格 后 拼接 的 存在 性 ， 例 19 中 排除 了 
标准 棋盘 去 掉 一 个 方 格 后 用 骨牌 拼接 的 存在 性 。 读 者 应 该 尝 
试 的 第 一 个 方法 可 能 是 通过 依次 放置 骨牌 来 试图 构造 这 个 拼 
板 的 拼接 。 然 而 ， 无 论 怎么 试验 ,我 们 都 不 能 找到 这 样 的 一 
个 拼接 。 因 为 我 们 的 努力 没有 得 到 一 个 拼接 ， 所 以 导向 一 个 
猜测 拼接 不 存在 。 

我 们 通过 证 明 无 论 怎样 在 拼 板 上 依次 放置 骨牌 都 会 走 进 
死胡同 从 而 可 以 试图 证 明 不 存在 拼接 。 为 构造 这 样 的 证 明 ， 人 
不 得 不 考虑 在 选择 依次 放置 骨牌 时 可 能 出 现 的 所 有 可 能 情况 。 
例如 ， 要 履 盖 紧 挨 着 去 掉 的 左上 和 角 方 格 的 第 一 行 第 二 列 的 方 格 就 有 两 种 选择 。 我 们 可 以 用 水 平 
方式 拼接 或 者 垂直 方式 拼接 来 覆盖 它 。 这 两 种 选择 的 每 一 种 都 会 导致 下 一 步 的 不 同 选择 ， 如 此 
继续 。 很 快 就 会 发 现 对 于 人 来 说 这 不 是 一 个 有 效 的 解决 方案 ， 尽 管 可 以 用 计算 机 通过 穷 举 法 来 
完成 这 样 的 证 明 ( 练 习 45 要 求 你 提供 这 样 的 证 明 来 解释 一 个 4X4 棋盘 去 掉 对 角 后 不 能 拼接 ) 。 

我 们 需要 另 一 种 方法 。 或 许 有 一 个 比较 容易 的 方法 可 以 证 明 标 准 棋盘 去 掉 两 个 对 角 后 不 存 
在 拼接 。 正 如 许多 证 明 一 样 ， 一 个 关键 的 观察 能 启发 我 们 。 我 们 交替 用 白 和 黑 给 这 个 棋盘 的 方 
格 涂 色 ， 如 图 2 所 示 。 观 察 在 这 样 的 拼 板 拼 接 中 一 个 骨牌 覆盖 一 个 白 方 格 和 一 个 黑 方 格 。 其 
次 ， 注 意 这 样 的 拼 板 白色 方 格 和 黑色 方 格 数量 不 等 。 我 们 可 以 用 这 些 观 察 通 过 归 雇 证 明 法 来 证 
明 一 个 标准 棋盘 去 掉 两 个 对 角 后 不 能 用 骨牌 拼接 。 现 在 给 出 这 样 的 证 明 。 

证 ”假设 能 用 骨牌 拼接 标准 棋盘 去 掉 两 个 对 角 后 的 拼 板 。 注 意 标 准 棋盘 去 掉 两 个 对 角 后 包 
含 64 一 2 一 62 个 方 格 。 拼 接 需要 用 到 62/2=31 个 骨牌 。 注 意 在 这 个 拼接 中 ， 每 个 骨牌 盖 住 一 
个 白 的 和 一 个 黑 的 方 格 。 因 此 ， 这 个 拼接 盖 住 31 个 白 的 和 31 个 黑 的 方 格 。 然 而 ， 当 去 掉 两 个 
对 角 方 格 时 ， 剩 下 的 方 格 或 者 是 32 块 白 的 30 块 黑 的 ， 或 者 是 30 块 白 的 32 块 黑 的 。 这 与 能 用 
骨牌 覆盖 标准 棋盘 去 掉 两 个 对 角 后 的 拼 板 的 假设 相 矛 盾 ， 从 而 完成 证 明 。 S| 

我 们 还 可 以 用 骨牌 之 外 其 他 类 型 的 板块 来 拼接 。 我 们 研究 用 
同样 的 方 格 沿边 粘连 起 来 构成 的 相同 形状 的 板块 而 非 骨 牌 来 做 拼 -二 





接 游戏 。 这 样 的 板块 称 为 是 多 联 骨 牌 (polyomino)， 这 个 术语 是 由 
数学 家 所 罗 门 。 戈 洛 姆 在 1953 年 创造 的 ， 他 为 此 写 了 一 本 消遣 性 
的 书 [Go94]。 我 们 将 两 个 具有 同样 数量 方 格 的 多 联 骨 有 牌 当 做 是 一 
样 的 ， 如 果 通 过 旋转 和 翻转 其 中 一 个 而 能 得 到 另 一 个 。 例 如 ， 有 | Lobw 
两 种 类 型 的 三 联 骨 有 牌 ( 见 图 6) ， 它 是 由 三 个 方 格 沿边 粘连 起 来 的 多 向 6 一 个 直角 三 联 骨 牌 
联 骨 牌 。 一 种 三 联 骨 牌 是 直 三 联 骨 牌 (straight triomino)， 它 由 三 和 一 个 直 三 联 骨牌 
个 水 平 连接 的 方 格 构 成 ; 另 一 种 是 直角 三 联 上 骨牌 Cright triomino)， 
酷似 字母 工 的 形状 ， 及 其 翻转 和 旋转 (必要 时 ) 。 这 里 将 研究 用 直 三 联 骨 牌 拼接 棋盘 ，5. 1 节 再 
研究 用 直角 三 联 骨 牌 的 拼接 问题 。 

例 21 你 能 用 直 三 联 骨 牌 拼接 标准 棋盘 吗 ? 

解 ” 标 准 棋盘 含有 64 个 方 格 ， 每 一 个 三 联 骨 牌 覆 盖 3 个 方 格 。 因 此 ， 如 果 三 联 骨 牌 拼接 
了 一 个 拼 板 ， 拼 板 的 方 格 数量 一 定 是 3 的 倍数 。 因 为 64 不 是 3 的 倍数 ， 所 以 三 联 骨 有 牌 不 能 用 
于 覆盖 8X8 棋盘 。 4 
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下 面 的 例 22， 考 虑 了 用 直 三 联 骨 牌 拼接 一 个 标准 棋盘 去 掉 一 个 角 的 问题 。 

例 22 我 们 能 用 直 三 联 骨 牌 拼 接 标准 棋盘 中 去 掉 四 个 角 的 任 一 个 角 的 拼 板 吗 ? 一 个 8X8 
棋盘 去 掉 一 个 角 后 包含 64 一 1 一 63 个 方 格 。 用 直 三 联 骨 牌 对 四 种 可 能 的 任 一 做 拼接 都 要 用 
63/3 一 21 个 直 三 联 骨 牌 。 然 而 当 我 们 试验 时 ， 找 不 到 一 个 用 直 三 联 骨 牌 对 这 样 的 拼 板 拼 接 。 
穷 举证 明 法 也 没有 带 来 什么 希望 。 我 们 能 改编 例 20 的 证 明 来 证 明 这 样 的 拼接 不 存在 吗 ? 

解 例 20 证 明了 用 骨牌 拼接 去 掉 对 角 的 标准 棋盘 是 不 可 能 的 ， 为 了 尝试 改编 例 20 的 归 廖 
证 明 ， 我 们 给 棋盘 的 方 格 涂 色 。 因 为 是 用 直 三 联 骨 牌 而 不 是 骨牌 ， 我 们 用 三 种 而 不 是 两 种 颜色 
为 方 格 着 色 ， 如 图 7 所 示 。 注 意 在 这 个 着 色 中 有 21 个 灰色 方 格 、21 个 黑色 方 格 、22 个 白色 方 
格 。 接 着 ， 做 一 个 重要 的 观察 ， 当 一 个 直 三 联 骨 牌 覆 盖 棋 盘 的 3 个 方 格 时 ， 它 覆盖 一 个 灰色 
的 、 一 个 黑色 的 和 一 个 白色 的 方 格 。 然 后 注意 3 种 颜色 的 每 一 个 都 出 现在 一 个 角 的 方 格 中 。 于 
是 ,不 失 一 般 性 ,我们 可 以 假设 轮换 颜色 ， 使 得 去 掉 的 方 格 是 灰色 的 。 因 此 假设 剩余 的 拼 板 包 
含 20 个 灰色 方 格 、21 个 黑色 方 格 、22 个 白色 方 格 。 ee 

如 果 能 用 直 三 联 骨 牌 拼接 这 块 拼 板 ， 那 么 将 用 63/3 一 21 
个 直 三 联 骨 牌 。 这 些 直 三 联 骨 牌 覆 盖 21 个 灰色 方 格 、21 个 黑 
色 方 格 、21 个 白色 方 格 。 这 与 该 拼 板 包含 20 个 灰色 方 格 、21 
个 黑色 方 格 、22 个 白色 方 格 相 矛盾 。 因 此 不 能 用 直 三 联 骨 牌 
拼接 这 个 拼 板 。 4 


1.8.9 开放 问题 的 作用 











数学 中 的 许多 进展 是 人 们 在 试图 解决 著名 的 悬而未决 的 
问题 时 而 做 出 的 。 在 过 去 的 20 年 中 ， 有 许多 悬而未决 的 问题 
最 后 被 最 终 解决 ， 比 如 数论 中 300 多 年 前 的 一 个 猜想 被 证 明 。 








这 个 猜想 断言 称 为 费 马 大 定理 的 命题 为 真 。 图 7 用 三 种 颜色 对 标准 棋盘 


费 马 大 定理 : 只 要 妹 是 满足 7 之 2 的 整数 ， 方 程 方 格 着 色 
ZX 十 y 二” 


就 没有 满足 工 yz 天 0 的 整数 解 T、y 和 之 。 


评注 方程 十 yy 二 z* 有 无 穷 多 个 整数 解 工 y 和 zx， 这 些 解 称 为 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 2 ， 对 
应 于 具有 整数 边 长 的 直角 三 角形 的 边 长 。 参 见 练 习 32。 


这 个 问题 有 一 段 很 有 意思 的 典故 。 在 17 世纪 ， 费 马 在 一 本 丢 番 图 的 著作 的 空白 处 匆匆 写 
道 ， 他 有 了 “巧妙 的 证 明 ”: 当 n 是 大 于 2 的 整数 时 zx" 十 y" 二 xz" 没有 非 零 的 整数 解 。 但 他 从 来 没 
有 发 表 过 一 个 证 明 ( 费 马 几 乎 没有 发 表 过 任何 东西 )， 在 他 死 后 留 下 的 文章 中 也 找 不 到 任何 证 
明 。 数 学 家 花 了 300 年 寻找 这 个 证 明 却 没有 成 功 ， 尽 管 许多 人 相信 能 找到 一 个 相对 简单 的 证 
明 。( 已 经 有 一 些 特殊 情形 下 的 证 明 ， 比 如 欧 拉 的 当 * 一 3 时 的 证 明和 费 马 本 人 的 当 * 一 4 时 的 
证 明 。) 历 年 来 ， 有些 有 声望 的 数学 家 认为 他 们 证 明了 这 个 定理 。 在 19 世纪 ， 这 些 失败 的 尝试 
之 一 导致 了 被 称 为 代数 数论 的 数论 分 支 的 发 展 。 直 到 20 世纪 90 年 代 ， 当 安德鲁 " 怀 尔 斯 
(Adrew Wiles) 采 用 从 所 谓 椭 圆 曲 线 理论 的 深奥 的 数论 领域 中 最 近 发 展 的 思想 来 证 明 费 马 大 定 
理 时 ， 才 找到 了 几 百 页 长 的 高 等 数学 的 正确 证 明 。 公 共 电 视 台 Nova 系列 的 节目 介绍 说 ， 怀 尔 
斯 利用 这 个 强 有 力 的 理论 来 寻找 费 马 大 定理 的 证 明 花 费 了 将 近 10 年 时 间 ! 另外 ， 他 的 证 明 还 
基于 许多 数学 家 的 重大 贡献 。( 感 兴趣 的 读者 可 以 查阅 LRol0] 来 了 解 关 于 费 马 大 定理 的 更 多 信 
息 和 关于 这 个 问题 及 其 解决 的 其 他 参考 资料 。) 
下 面 我 们 给 出 一 个 开放 问题 ， 这 个 问题 描述 很 简单 ， 但 却 很 难 求解 。 
例 23 3x 十 1 猜想 令 工 是 把 偶 整数 z 转换 成 z/2、 把 奇 整数 工 转换 成 3z 十 1 的 变 


加 也 叫做 色 股 数组 。 一 一 译 者 注 
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换 。 一 个 著名 的 猜想 ， 有 时 称 为 3z 十 1 猜想 : 对 于 所 有 正 整 数 zx， 当 反复 地 应 用 变换 工时， 最 
终 会 得 到 整数 1。 例 如 ， 从 z= 二 13 开始 ;发现 T(13) 王 3。13 十 1 王 40，T(40) 王 40/2 一 20， 
T(20)=20/2=10,，T(10)=10/2==5，T(5)==3。5 十 1 二 16,T(16)==8, T(8)==4,，T(4)=2， 
T(2) 一 1。 对 于 直到 5. 6，10” 的 所 有 整数 都 验证 了 3z 十 1 猜想 。 

3z 十 1 猜想 具有 有 趣 的 历史 ， 从 20 世纪 50 年 代 以 来 就 吸引 了 数学 家 的 注意 力 。 这 个 猜想 
被 多 次 提出 ， 具 有 许多 其 他 名 称 ， 包 括 : Collatz 问题 、Hasse 算法 、Ulam 问题 、Syracuse 问 
题 以 及 Kakutani 问题 等 。 许 多 数学 家 抛 开 原 有 工作 花 时 间 来 解决 这 个 猜想 。 这 还 引起 一 则 笑 
话说 这 个 问题 是 旨 在 减缓 美国 数学 研究 的 阴谋 的 一 部 分 。 参 见 Jeffrey Lagaris 的 文章 [Lal0] 来 
了 解 对 这 个 问题 有 趣 的 讨论 以 及 试图 解决 这 个 问题 的 数学 家 所 发 现 的 结果 。 4 

第 4 章 我 们 将 描述 关于 素数 的 更 多 的 开放 问题 。 对 已 经 熟悉 素数 的 基础 概念 的 学 生 可 能 想 
要 探索 在 4. 3 节 讨 论 的 开放 问题 。 我 们 还 将 在 教材 中 提 到 其 他 一 些 重要 的 开放 问题 。 


1.8.10 其 他 证 明 方法 

本 章 介绍 了 证 明 中 使 用 的 基本 方法 。 同 时 描述 了 如 何 利用 这 些 方法 来 证 明 各 种 结论 。 后 续 
章节 中 将 会 用 到 这 些 证 明 方 法 。 特 别 是 ， 在 第 2、3、4 章 中 将 用 这 些 证 明 方法 证 明 有 关 集 合 、 
函数 、 算 法 和 数论 的 结论 ， 在 第 9、10、11 章 中 用 于 证 明 图 论 中 的 结论 。 在 我 们 要 证 明 的 这 些 
定理 中 有 一 个 著名 的 停机 定理 ， 它 阐述 了 存在 一 个 不 能 用 任何 过 程 来 解决 的 问题 。 可 是 ， 除 了 
我 们 讨论 过 的 方法 外 还 有 许多 重要 的 证 明 方 法 。 本 书 稍 后 介绍 其 中 一 些 方法 。 特 别 是 ，5.1 节 
讨论 数学 归纳 法 ， 这 是 非常 有 用 的 方法 ， 用 于 证 明 形 如 VnP(n) 的 语句 ， 其 中 论 域 是 正 整 数 集 
合 。5. 3 节 介 绍 结构 归纳 法 ， 可 用 来 证 明 与 递归 定义 的 集合 相关 的 结论 。2. 5 节 使 用 康 托 尔 对 
角 线 方法 ， 用 来 证 明 与 无 穷 集 的 大 小 相关 的 结论 。 第 6 章 介绍 组 合 证 明 的 概念 ， 可 采用 计数 论 
证 的 方式 证 明 相 关 结 论 。 读 者 应 当 注意 相关 书籍 专门 描述 本 节 中 讨论 的 内 容 ， 包 括 乔治 . 波 利 
亚 (George Polya) 的 许多 优秀 著作 (LPo61j、LPo71]j、[Po90]) 。 

最 后 ， 请 注意 我 们 没有 给 出 一 个 能 够 用 于 证 明 数 学 中 定理 的 过 程 。 这 样 一 个 过 程 不 存在 的 
理由 涉及 数理 逻辑 中 的 一 个 深奥 的 定理 。 


练习 

1. 证 明 当 nn 是 1n<4 的 正 整 数 时 ， 有 到 十 1 过 2" 。 

2. 证 明 不 存在 小 于 1000 的 正 的 完全 立方 数 是 两 个 正 整数 的 立方 和 。 

3. 证 明 如 果 z 和 ，y 都 是 实数 ， 则 max(z，y) 十 min(zx，y) 二 zx 十 y。[ 提 示 : 使 用 分 情形 证 明 法 ， 两 种 情形 
分 别 对 应 于 z 宇 y 和 z<y。] 

4. 使 用 分 情形 证 明 法 来 证 明 当 a、5 和 c 都 是 实数 时 就 有 min(a，min(b,， 0c)) 二 min(min(a, 5),， 0)。 

5. 用 不 失 一 般 性 的 概念 证 明 当 z 和 y 是 实数 时 有 minCz，y) 王 (Cz 十 y 一 | x 一 y | )/2 和 max(z，y) 一 
Cet-yt ol wy | ,2 

6. 用 不 失 一 般 性 的 概念 证 明 当 z 和 y 是 奇偶 性 相反 的 整数 时 有 5z 十 5y 是 一 个 奇 整数 。 

7. 证 明 三 角 不 等 式 : 如 果 工 和 y 都 是 实数 , 则 |z| 十 |y| 宇 | z+y| (其 中 | zz | 表示 zz 的 绝对 值 ， 
当 zx 宇 0 时 它 等 于 z， 当 z<0 时 它 等 于 一 z) 。 

8. 证 明 存在 一 个 正 整数 等 于 所 有 小 于 它 的 正 整 数 的 和 。 你 的 证 明 是 构造 性 的 还 是 非 构造 性 的 ? 

9. 证 明 存 在 100 个 连续 的 不 是 完全 平方 的 正 整 数 。 你 的 证 明 是 构造 性 的 还 是 非 构造 性 的 ? 

10. 证 明 2X10s% 十 15 或 2X105% 十 16 不 是 完全 平方 数 。 你 的 证 明 是 构造 性 的 还 是 非 构造 性 的 ? 

11. 证 明 存 在 一 对 连续 的 整数 ， 其 中 一 个 整数 是 完全 平方 数 ， 另 一 个 是 完全 立方 数 。 

12. 证 明 651000 一 82001 十 3177 791212 一 92399 十 22001 和 244493 一 58192 十 731777 这 三 个 数 中 任意 两 个 数 之 积 是 非 负 
的 。 你 的 证 明 是 构造 性 的 还 是 非 构造 性 的 ? [提示 : 不 要 尝试 计算 这 些 数 1] 

13. 证 明 或 驳斥 存在 有 理 数 zx 和 无 理 数 y， 使 得 x” 是 无 理 数 。 

14. 证 明 或 驶 斥 如 果 a 和 已 是 有 理 数 ， 那 么 a* 也 是 有 理 数 。 

15. 证 明 下 列 每 一 个 命题 均 可 用 于 表达 这 样 的 事实 : 存在 一 个 唯一 的 元 素 z 使 得 P(z) 为 真 。[ 注 意 ， 这 
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等 同 于 命题 3 !1zP(x)。] 

a) JzVy(P(ye r= y) 

b) 导 zPGz)AVzVyyCPGz)A 人 PCy) 一 Z 一 y) 

HIP A Vy Py z=3)) 

证 明 : 如 果 a、5 和 < 是 实数 且 a 关 0， 则 方程 az 十 6 二 c 存在 唯一 的 解 。 

假定 a 和 2 是 奇数 且 “ 天 0。 证 明 存 在 唯一 的 整数 c 满足 | a 一 c | = | 6b 一 c|。 

证 明 如 果 7 是 无 理 数 ， 则 存在 唯一 的 整数 使 得 + 和 之 间 的 距离 小 于 1/2。 

证 明 如 果 n 是 奇数 ， 则 存在 唯一 的 整数 使 得 n 是 & 一 2 和 上 十 3 之 和 。 

证 明 给 定 实数 x， 存 在 唯一 的 数 n 和 e 使 得 z= 二 nn 十 6:， 这 里 n 是 整数 且 0 过 e 过 1。 

证 明 给 定 实数 x， 存 在 唯一 的 数 n 和 使 得 z= 二 =n 一 e， 这 里 n 是 整数 且 0 委 s 一 1。 

用 正 向 推理 证 明 : 如 果 xz 是 非 零 实数 ， 则 x? 十 1/x? 宇 2。[ 提 示 : 对 所 有 非 零 实数 zx， 从 不 等 式 (z 一 
1/z?)? 宇 0 开始 证 明 。] 

两 个 实数 zx 和 y 的 调和 均值 (harmonic mean) 是 2zy/(z 十 y)。 通 过 计算 不 同 正 实数 对 的 调和 均值 和 几 
何 均值 ， 构 造 一 个 关于 这 两 种 均值 相对 大 小 的 猜想 并 证 明之 。 

两 个 实数 x 和 yy 的 平方 均值 (quadratic mean) 是 V(r + yy)/2, 通过 计算 不 同 正 实数 对 的 算术 均值 
和 平方 均值 ， 构 造 一 个 关于 这 两 种 均值 相对 大 小 的 猜想 并 证 明之 。 

在 黑板 上 写 下 数字 1，2，…，2n， 其 中 是 奇数 。 从 中 任意 挑 出 两 个 数 j 和， 在 黑板 上 写 下 
| 7 一 &| 并 擦 掉 7 和 &。 继 续 这 个 过 程 ， 直 到 黑板 上 只 剩 下 一 个 整数 为 止 。 证 明 : 这 个 整数 必 为 奇数 。 
假设 5 个 1 和 4 个 0 绕 圆周 排列 。 在 任何 两 个 相同 的 位 之 间 插 入 一 个 0， 在 任何 两 个 不 同 的 位 之 间 插 
入 一 个 1， 以 产生 9 个 新 的 位 。 然 后 删除 原来 的 9 位。 证明 当 反复 进行 这 个 过 程 时 ， 永 远 不 能 得 到 9 
个 0。[ 提 示 : 采用 反 向 推理 ,假设 真 的 以 9 个 0 结束 。] 

构造 一 个 关于 一 个 整数 的 4 次 寡 的 十 进 制 末 位 数字 的 猜想 。 用 分 情形 证 明 法 证 明 你 的 猜想 。 

构造 一 个 关于 一 个 整数 平方 的 十 进 制 末 两 位 数字 的 猜想 。 用 分 情形 证 明 法 证 明 你 的 猜想 。 

证 明 不 存在 正 整 数 nn 使 得 n? 十 n= 二 100。 

证 明 方 程 2x? 十 5y* = 二 14 没有 工 和 y 的 整数 解 。 

证 明 方 程 z* 十 y= 二 625 没有 过 和 y 的 整数 解 。 

证 明 方 程 x? 十 y= 二 xz* 有 无 穷 多 个 正 整数 解 xz<、y 和 xz。[ 提 示 ; 令 二 mw 一 太 、y 二 2mn 以 及 z 二 me 十 
ww， 其 中 m 和 nn 是 整数 。] 

改编 1.7 节 例 4 的 证 明 来 证 明 如 果 nn 二 abc， 其 中 4、5、c 是 正 整 数 ， 则 a 三 Yn 、5b 过 Vn 或 者 c 壹 Vn。 


证 明 Y2 是 无 理 数 。 

证 明 任 两 个 有 理 数 之 间 都 有 一 个 无 理 数 。 

证 明 任 一 个 有 理 数 和 任 一 个 无 理 数 之 间 都 有 一 个 无 理 数 。 

设 S= 吉 下 和 上 其 中 TX1s TX2, ”9 Tn 和 yi， N29 "9 Vn 是 两 个 不 同 的 正 实数 序列 的 

排列 ， 各 自 有 个 元 素 。 

a) 证 明 : 在 这 两 个 序列 的 所 有 排列 中 ， 当 两 个 序列 都 排序 (每 个 序列 中 的 元 素 都 以 非 降序 排列 ) 时 ，S 
取 最 大 值 。 

b) 证 明 : 在 这 两 个 序列 的 所 有 排列 中 ， 当 一 个 序列 排 成 非 降序 ， 另 一 个 序列 排 成 非 升 序 时 ，S 取 最 
小 值 。 


证 明 或 驶 斥 : 如 果 你 有 一 个 盛 有 8 加 仑 水 的 瓶 和 两 个 容量 分 别 为 5 加 仑 和 3 加 仓 的 空 瓶 ， 那 么 你 可 以 
通过 不 断 地 把 一 瓶 水 全 部 或 部 分 倒 人 另 一 个 瓶 中 而 测量 出 4 加 仓 的 水 。 

对 下 列 这 些 整 数 验证 3z 十 1 猜想 : 

a)6 b)7 c)17 d)21 

对 下 列 这 些 整 数 验证 3z 十 1 猜想 ; 

a)16 b)11 oy d)113 


证 明 或 驳斥 : 你 能 用 骨牌 拼接 去 掉 两 个 相 邻 角 ( 也 就 是 说 ， 不 是 对 角 ) 的 标准 棋盘 。 
证 明 或 驶 斥 : 你 能 用 骨牌 拼接 去 掉 所 有 四 个 角 的 标准 棋盘 。 
证 明 : 你 能 用 骨牌 拼接 带 有 偶数 个 方 格 的 长 方形 棋盘 。 
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44. 证 明 或 驳斥 : 你 能 用 骨牌 拼接 去 掉 三 个 角 的 5X 5 的 棋盘 。 
45. 通过 穷 举 法 证 明 : 用 骨牌 拼接 去 掉 两 个 对 角 的 4X4 棋盘 是 不 可 能 的 。[ 提 示 : 首先 证 明 你 能 假设 可 
以 去 掉 左 上 角 和 右 下 角 的 方 格 。 对 原始 棋盘 的 方 格 用 1 到 16 进行 编号 ， 从 第 一 行 开始 ， 在 这 一 行 向 
右 编 号 ， 然 后 在 第 2 行 最 左边 的 方 格 开始 向 右 编号 等 。 去 掉 第 1 和 16 号 方 格 。 开 始 证 明 时 ， 注 意 2 
号 方 格 或 者 被 一 个 水 平 放置 的 骨牌 覆盖 ， 此 时 覆盖 了 2 和 3 两 个 方 格 ， 或 者 垂直 放置 而 覆盖 2 和 6 号 
方 格 。 分 别 考虑 每 一 种 情形 以 及 由 此 产生 的 所 有 子 情形 。] 
* 46. 证 明 : 当 从 一 个 8X8( 如 同 正文 中 的 着 色 ) 的 棋盘 去 掉 一 块 白 的 和 一 块 黑 的 方 格 后 ， 你 能 用 骨牌 拼接 
棋盘 上 留 下 的 方 格 。[ 提 示 : 证 明 当 去 掉 一 个 白 格 和 一 个 黑 格 后 ， 通 过 插入 如 图 所 示 的 隔 板 ， 由 剩余 





47. 证 明 : 从 一 个 8X8( 如 同 正文 中 的 着 色 ) 的 棋盘 去 掉 两 块 白 的 
拼接 棋盘 留 下 的 方 格 。 
* 48. 如 果 存 在 ， 找 出 所 有 这 样 的 拼 板 : 从 一 个 8X8 的 棋盘 上 删除 其 中 一 个 方 格 后 能 用 直 三 联 骨 牌 拼接 的 
拼 板 。[ 提 示 : 首先 基于 着 色 和 旋转 可 以 消除 尽 可 能 多 的 需要 考虑 的 拼 板 。] 
* 49. a) 画 5 种 不 同 的 四 联 骨 牌 ， 这 里 四 联 骨 牌 是 指 由 4 个 方 格 组 成 的 多 联 骨 牌 。 
b) 对 于 5 种 不 同 的 四 联 骨 牌 的 每 一 种 ， 证 明 或 驳斥 可 以 用 这 些 四 联 骨 牌 拼 接 一 个 标准 棋盘 。 
* 50. 证 明 或 驳斥 : 可 以 用 直 四 联 骨 牌 拼接 10X10 的 棋盘 。 


关键 术语 和 结论 

术语 

命题 (proposition) : 一 个 或 为 真 或 为 假 的 语句 。 

命题 变 元 (propositional variable) : 代表 一 个 命题 的 变量 。 

真 值 (truth value) : 真 或 假 。 

Jp(p 的 否定 ，negation of 如) : 与 p 的 真 值 相反 的 命题 。 

逻辑 运算 符 (logical operators) : 用 于 组 合 命题 的 运算 符 。 

复合 命题 (compound proposition) : 用 逻辑 运算 符 组 合 命题 构造 出 的 命题 。 

真 值 表 (truth table) : 显示 命题 所 有 可 能 真 值 的 表 。 

pVgq(lp 和 9g 的 析 取 ，disjunction of p and q) : 命题 “ 户 或 9”， 它 为 真 当 且 仅 当 刀 和 9 至 少 有 一 个 
为 真 。 

访 Ad( 力 和 d 的 合 取 ，conjunction of p and gq) : 命题 “p 与 9”， 它 为 真 当 且 仅 当 pp 和 9 均 为 真 。 

POOqlp 和 gq 的 异 或 ，exclusive or of p and g): 命题 “p XOR g”， 它 为 真 当 且 仅 当 p 和 4g 中 恰 有 
一 个 为 真 。 

pg(p 冀 含 gq，p implies q) : 命题 “如 果 p， 则 gq”， 它 为 假 当 且 仅 当 p 为 真 而 4 为 假 。 

pq 的 逆 命题 (converse of p>g): 条 件 语句 g>p。 

p>g 的 逆 否 命题 (contrapositive ofp 一 gq) ; 条 件 语句 -gp。 

pg 的 反 命 题 (inverse of pg) : 条 件 语 句 -jp 一 1g。 

pq( 双 条 件 ，biconditional) : 命题 “p 当 生 仅 当 g”， 它 为 真 当 且 仅 当 p 和 4 真 值 相 同 。 
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位 (bit): 0 或 1。 

布尔 变量 (Boolean variable): 以 0 或 1 为 值 的 变量 。 

位 运算 (bit operation) : 一 位 或 多 位 的 运算 。 

位 串 (bit string): 一 串 位 。 

按 位 运算 (bitwise operations): 位 串 上 的 运算 ， 对 一 个 位 串 的 位 和 另 一 位 串 的 对 应 位 进行 
运算 。 

逻辑 门 (logic gate) : 对 一 个 或 多 个 位 执行 逻辑 运算 以 产生 输出 位 的 逻辑 单元 。 

逻辑 电路 (logic circuit) : 由 逻辑 门 构成 的 能 产生 一 个 或 多 个 输出 位 的 开关 电路 。 

永 真 式 (tautology) : 永远 为 真 的 复合 命题 ， 也 称 为 重 言 式 。 

矛盾 式 (contradiction) : 永远 为 假 的 复合 命题 。 

可 能 式 (contingency): 有 时 成 真有 时 为 假 的 复合 命题 。 

相 容 的 复合 命题 (consistent compound propositions) : 存在 变量 的 真 值 赋值 使 得 所 有 这 些 命题 为 
真 的 那些 复合 命题 。 

可 满足 的 复合 命题 (satisfiable compound proposition):; 存在 一 个 变量 的 真 值 赋值 使 得 该 命题 为 
真 的 复合 命题 。 

逻辑 等 价 的 复合 命题 (logically equivalent compound propositions) : 总 是 具有 同样 真 值 的 复合 
命题 。 

谓词 (predicate) : 句子 中 代表 主语 属性 的 那 部 分 。 

命题 函数 (propositional function) : 包含 一 个 或 多 个 变量 的 语句 ， 当 每 一 个 变量 被 赋值 或 被 量词 
约束 时 ， 就 变 成 命题 。 

论 域 (domain (or universe) of discourse) :命题 函数 中 变量 可 能 取 到 的 所 有 值 。 

了 zP(Cz)(CP(Cz) 的 存在 量化 ，existential quantification of P(x)): 该 命题 为 真 当 且 仅 当 在 论 域 中 
存在 一 个 + 使 P(z) 为 真 。 

VxzP(z)(P(Cz) 的 全 称 量化 ，universal quantification of P(x)): 该 命题 为 真 当 上 且 仅 当 论 域 中 的 
所 及 使 P(z) 均 为 真 。 

过 辑 等 价 表达 式 (logically equivalent expressions) : 无 论 用 什么 样 的 命题 函数 和 论 域 ， 真 值 都 相 
同 的 表达 式 。 

自由 变量 (free variable) : 命题 函数 中 未 被 绑 定 的 变量 。 

约束 变量 (bound variable) : 被 量化 的 变量 。 

量词 的 作用 域 (scope of a quantifier) : 语句 中 量词 绑 定 其 变量 的 那 部 分 。 

论证 (argument) : 一 连 串 的 命题 。 

论证 形式 (argument form) : 一 连 串 包含 命题 变量 的 复合 命题 。 

前 提 (premise) : 论证 或 论证 形式 中 最 后 命题 以 外 的 命题 。 

结论 (conclusion) : 论证 或 论证 形式 中 最 后 的 命题 。 

有 效 论证 形式 (valid argument form) : 一 连 串 包含 命题 变量 的 复合 命题 ， 其 中 所 有 前 提 为 真 蕴 
含 着 结论 为 真 。 

有 效 论 证 (valid argument) : 具有 有 效 论 证 形式 的 论证 。 

推理 规则 (rule of inference) : 可 用 于 证 明 论证 是 有 效 的 一 个 有 效 论 证 形式 。 

廖 误 (fallacy) : 常常 被 错误 地 当做 一 个 推理 规则 (有 时 甚至 是 一 个 错误 的 论证 ?使 用 的 一 种 的 无 
效 论 证 形式 。 

循环 论证 或 窃取 论题 (circular reasoning or begging the question) : 论证 中 的 一 个 或 多 个 步骤 是 
基于 待 证 命题 的 真实 性 的 推理 。 

定理 (theorem): 可 以 证 明 为 真 的 数学 断言 。 

猜想 (conjecture) : 真 值 未 知 的 数学 断言 。 
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证 明 (proof) : 对 定理 为 真 的 展示 过 程 。 

公理 (axiom) : 假设 为 真 的 并 可 作为 基础 用 来 证 明定 理 的 命题 。 

引 理 (lemma) : 用 来 证 明 其 他 定理 的 定理 。 

推论 (corollary) : 可 以 被 证 明 是 刚刚 证 明 的 一 个 定理 的 结论 的 命题 。 

空 证 明 (vacuous proof) : 基于 p 为 假 的 事实 而 对 蕴含 式 -~~4 的 证 明 。 

平凡 证 明 (trivial proof) : 基于 g 为 真 的 事实 而 对 蕴含 式 p 一 gq 的 证 明 。 

直接 证 明 法 (direct proof) : 通过 证 明 当 p 为 真 时 g 必然 为 真 来 证 明 p 一 gq 为 真 。 

反 证 法 (proof by contraposition) : 通过 证 明 当 g 是 假 时 p 一 定 是 假 来 证 明 pg 为 真 。 

归 订 证 明 法 (proof by contradiction) : 基于 蕴含 式 4p>g 的 真 值 (其 中 g 是 矛盾 式 ) 而 得 出 命题 p 
为 真 的 证 明 。 

穷 举 证 明 法 (exhaustive proof) : 通过 检查 一 系列 所 有 可 能 的 情形 来 建立 一 个 结论 的 证 明 。 

分 情形 证 明 法 (proof by cases) : 一 个 证 明 分 解 为 不 同 的 情形 ， 这 些 情形 覆盖 所 有 的 可 能 性 。 

不 失 一 般 性 (without loss of generality) : 证 明 中 的 一 个 假定 ， 使 得 有 可 能 通过 减少 证 明 中 所 需 

考虑 的 情形 来 证 明 一 个 定理 。 

反例 (counterexample) : 使 得 PCz) 为 假 的 元 素 z。 

构造 性 的 存在 性 证 明 (constructive existence proof); 具有 特定 性 质 的 元 素 存在 并 通过 显 式 方式 
来 寻找 这 样 的 元 素 的 证 明 。 

非 构 造 性 的 存在 性 证 明 (nonconstructive existence proof): 具有 特定 性 质 的 元 素 存在 ， 但 不 显 式 
地 寻找 这 样 的 元 素 的 证 明 。 

有 理 数 (rational number) : 一 个 可 以 表示 为 两 个 整数 p 和 g( 其 中 g 关 0) 之 比 的 数 。 

唯一 性 证 明 (uniqueness proof) : 证 明 具 有 特定 性 质 的 元 素 唯 一 地 存在 。 


结论 

1.3 节 表 6、 表 7、 表 8 给 出 的 逻辑 等 价 式 。 
量词 的 德 * 摩根 律 。 

命题 演算 的 推理 规则 。 
量化 命题 的 推理 规则 。 


复习 题 
1. a) 定 义 一 个 命题 的 否定 。 
b)“ 这 是 一 门 无 聊 的 课程 ”的 否定 是 什么 ? 
2. a) (用 真 值 表 ) 定 义 命题 p 和 9g 的 析 取 、 合 取 、 蜡 或 、 条 件 和 双 条 件 命 题 。 
b)“ 今 晚 我 去 看 电影 ”和 “我 将 完成 离散 数学 作业 ”的 析 取 、 合 取 、 蜡 或 、 条 件 和 双 条 件 命题 是 什么 ? 
3. a) 用 汉语 给 出 至 少 五 种 不 同 的 方式 表达 条 件 语句 pg。 
b) 定 义 一 个 条 件 语 句 的 逆 命 题 和 逆 否 命题 。 
ec) 叙述 条 件 语 名 “如 果 明 天 阳光 明媚 ， 则 我 将 到 林 中 散步 ”的 逆 命 题 和 赣 否 命题 。 
4. a) 两 个 命题 逻辑 等 价 的 含义 是 什么 ? 
b) 描 述 证 明 两 个 复合 命题 逻辑 等 价 的 不 同方 法 。 
c) 至 少 用 两 种 方法 证 明 -J4pV (rr 一 ~49) 和 -pV -9V-7 是 等 价 的 。 
5. (依赖 于 1. 3 节 的 练习 ) 
a) 给 定 一 个 真 值 表 ， 试 解释 怎样 用 析 取 范式 构造 一 个 该 真 值 表 对 应 的 复合 命题 。 
b) 试 解释 为 什么 a) 说 明 运 算 符 人 、V 和 5 是 功能 完备 的 。 
ce) 是 否 有 一 个 运算 符 使 得 只 含 这 个 运算 符 的 集合 是 功能 完备 的 ? 
6. 一 个 谓词 P(z) 的 全 称 和 存在 量化 是 什么 ? 它们 的 否定 又 是 什么 ? 
7. a) 量 化 命题 3]xY yP(zx，y) 和 YWy3zxP(z，y) 的 区 别 是 什么 ， 其 中 PCz，?) 为 谓词 ? 
b) 给 出 谓词 P(xz，y) 的 一 个 例子 ,使 得 3xY yP(x，y) 和 Yy3zxP(zx，y) 具 有 不 同 的 真 值 。 
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8. 试 描述 命题 逻辑 中 有 效 论 证 是 什么 意思 ， 并 且 证 明 论 证 “如 果 地 球 是 平 的 ， 那 你 就 能 航行 到 地 球 边 
缘 ”,“ 你 不 能 航行 到 地 球 边 缘 ”， 因 此 ,“ 地 球 不 是 平 的 ?是 一 个 有 效 论证 。 

9. 用 推理 规则 证 明 如 果 前 提 “ 所 有 的 斑马 都 有 条 纹 ”,“Mark 是 一 匹 斑马 ?是 真 的 ， 那 么 结论 “Mark 有 条 
纹 ” 是 真 的 。 

10. a) 描 述 条 件 语句 p>g 的 一 个 直接 证 明 、 一 个 反 证 和 一 个 归 雇 证 明 分 别 是 什么 意思 。 
b) 分 别 给 出 语句 “如 果 是 偶数 ， 则 十 4 是 偶数 ”的 一 个 直接 证 明 、 一 个 反 证 和 一 个 归 雇 证 明 。 

11. a) 描 述 双 条 件 语句 pe>q 的 一 种 证 明 方式 。 
b) 证 明 命题 “整数 3n 十 2 是 奇数 当 且 仅 当 整数 9n 十 5 是 偶数 ， 其 中 是 整数 ”。 

12. 为 了 证 明 语 句 如、 加 、zs 和 ps 都 是 等 价 的 ， 是 否 只 要 证 明 条 件 语句 加 一 加、 加 一 加 和 轧 一 ps 都 
是 有 效 的 就 足够 了 ? 如 果 不 是 ， 请 给 出 可 用 来 证 明 这 四 个 语句 都 是 等 价 的 另外 一 组 条 件 语句 。 

13. a) 假 定形 如 YVzP(z) 的 语句 为 假 。 要 如 何 证 明 呢 ? 
b) 证 明 语 句 “对 每 个 正 整数 来 说 ,zr* 宇 2n” 为 假 。 

14. 构造 性 与 非 构造 性 存在 性 证 明之 间 的 差异 是 什么 ? 分 别 举 一 个 例子 。 

15. 证 明 存 在 唯一 的 元 素 z 使 得 P(z) 为 真 (其 中 P(Cz) 是 命题 函数 ) 的 要 素 是 什么 ? 

16. 阐释 如 何 用 分 情形 证 明 法 来 证 明 有 关 绝 对 值 的 结果 : 对 所 有 实数 和 >y 有 |xzy|=|zl |y|。 


补充 练习 

1. 令 p 为 命题 “我 将 做 本 书 中 的 每 一 道 练习 ” 且 9 为 命题 “这 门 课程 我 会 得 ‘A”。 将 下 列 各 项 表示 为 p 和 
d 的 组 合 。 

a) 这 门 课程 我 会 得 “A’ 仅 当 我 做 本 书 中 的 每 道 练习 。 

b) 这 门 课程 我 会 得 ‘A”， 而 且 我 会 做 本 书 中 每 一 道 练习 。 

©) 或 者 这 门 课程 我 不 会 得 ‘A”， 或 者 我 不 会 做 本 书 中 的 每 一 道 练习 。 
d) 我 这 门 课程 得 ‘A’ 的 充分 必要 条 件 是 我 做 本 书 中 的 每 一 道 练习 。 

2. 求 复 合 命题 (pV gq) 一 (p 人 一 7) 的 真 值 表 。 

3. 证 明 下 列 复合 命题 为 永 真 式 。 

a) (gM (pq))—>p b)((pVg)A-p)—>q 

4. 给 出 下 列 条 件 语句 的 逆 命 题 、 反 命题 和 逆 否 命题 。 

a) 如 果 今 天 下 雨 ， 我 就 开车 上 班 。 
b) 如 果 | xz | 二 x， 那 么 'x 宇 0。 
©) 如 果 n 大 于 3， 那 么 x 大 于 9。 

5. 给 定 条 件 语句 p>q， 找 出 其 反 命题 的 逆 命 题 、 反 命题 的 反 命题 、 逆 否 命 题 的 逆 命 题 。 

6. 给 定 条 件 语句 pq， 找 出 其 反 命题 的 反 命题 、 逆 命题 的 反 命题 、 逆 否 命 题 的 反 命题 。 

7. 用 命题 变量 p、g、r 和 ; 构造 一 个 复合 命题 ， 使 它 在 这 些 命题 变量 中 恰 有 三 个 为 真 时 取 真 值 ， 其 他 情 
况 下 为 假 。 

8. 证 明 下 列 语句 是 不 相 容 的 :“ 如 果 Sergei 得 到 该 工作 机 会 ， 那 他 将 获得 一 笔 签约 奖金 .如果 Sergei 得 
到 该 工作 机 会 ， 那 他 将 获得 一 份 高 薪 。”“ 如 果 Sergei 获得 一 笔 签约 奖金 ， 那 他 将 不 会 获得 一 份 高 薪 。” 
“Sergei 得 到 了 该 工作 机 会 .” 

9. 证 明 下 列 语句 是 不 相 容 的 :“ 如 果 Miranda 没有 修 过 离散 数学 课程 ， 那 她 将 不 能 毕业 。”“ 如 果 Miranda 
不 能 毕业 ， 那 她 将 不 没有 资格 获得 那 份 工 作 .”“ 如 果 Miranda 读 了 这 本 书 ， 那 她 将 有 资格 获得 那 份 工 
作 。”“Miranda 没有 修 过 离散 数学 课程 ， 但 她 读 过 这 本 书 。” 

据说 在 中 世纪 ， 教 师 通过 称 为 伴随 游戏 (obligato game) 的 一 种 技巧 来 测试 学 生 的 实时 命题 逻辑 能 力 。 

一 个 伴随 游戏 包含 若干 轮 ， 在 每 轮 老师 依次 会 给 学 生 断 言 ， 学 生 必须 接受 或 拒绝 。 当 学 生 接 受 一 个 断言 

时 ， 它 被 添加 作为 一 个 承诺 ; 当 学 生 拒绝 一 个 断言 ， 就 将 其 否定 添加 作为 一 个 承诺 。 如 果 能 做 到 在 整个 

测试 过 程 中 的 所 有 承诺 保持 相 容 ， 学 生 就 通过 了 测试 。 

10. 假定 在 一 个 有 三 轮 的 伴随 游戏 中 ,老师 首先 给 学 生命 题 pg， 然后 命题 a4(pVr)V g， 最 后 是 命题 gq。 

学 生 3 次 回答 的 8 种 可 能 的 序列 中 的 哪个 能 通过 测试 ? 
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假定 在 一 个 有 四 轮 的 伴随 游戏 中 ， 老 师 首 先 给 学 生命 题 a(p 一 (gq 人 7))， 然 后 命题 pV 4q9， 然 后 命题 
7， 最 后 是 命题 (人 Ar) V (g 习 p)。 学 生 四 次 回答 的 16 种 可 能 的 序列 中 的 哪个 能 通过 测试 ? 

试 阐述 为 什么 每 一 个 伴随 游戏 均 有 一 个 获胜 策略 。 

练习 13 和 14 是 基于 1. 2 节 例 7 中 描述 的 骑士 和 无 赖 岛 的 场景 的 。 

假定 你 遇见 三 个 人 ，Aaron、Bohan 和 Crystal。 如 果 Aaron 说 “我 们 都 是 无 赖 *， 而 Bohan 说 “我 们 三 
人 中 恰 有 一 人 是 无 赖 "， 那 么 你 能 确定 Aaron、Bohan 和 Crystal 分 别 是 哪 种 人 吗 ? 
假定 你 遇见 三 个 人 ，Anita、Boris 和 Carmen。 如 果 Anita 说 “我 是 无 赖 ，Boris 是 骑士 >”， 而 Boris 说 
“我 们 三 人 中 恰 有 一 人 是 骑士 "，Anita、Boris 和 Carmen 分 别 是 哪 种 人 ? 

(改编 自 L[Sm78]) 假 定 在 一 个 岛 上 住 着 三 类 人 : 骑士 、 无 赖 和 普通 人 (也 称 为 是 间谍 )。 骑 士 总 是 说 真 
话 ， 无 赖 总 是 说 谎话 ， 普 通 人 有 时 说 谎话 有 时 说 真 话 。 侦 探 为 了 调查 一 宗 罪 案 而 询问 了 岛 上 的 三 个 
人 ，Amy、Brenda 和 Claire。 侦 探知 道 三 人 中 有 一 人 犯罪 了 ， 但 不 知 是 哪个 人 。 他 们 还 知道 罪犯 是 一 
个 骑士 ， 另 两 个 人 不 是 骑士 。 此 外 ， 侦 探 还 记录 了 如 下 供述 。Amy 说 :“ 我 是 清白 的 ”Brenda 说 : 
“Amy 说 的 是 真 的 .”Claire 说 :“Brenda 不 是 普通 人 。?” 经 过 分 析 这 些 信息 ， 侦 探 非常 肯定 地 确认 了 罪 
犯 。 他 是 谁 ? 

证 明 : 如 果 S 是 一 个 命题 ， 这 里 S 是 条 件 命题 “如 果 S 是 真 的 ， 则 独 角 兽 是 存在 的 ”"， 那 么 “ 独 角 兽 是 
存在 的 ”是 真 的 。 证 明 S 不 能 是 一 个 命题 (这 个 悖 论 称 为 是 L6b 悖 论 ) 。 

证 明 : 假设 “牙齿 仙女 是 真人 ”,“ 牙 齿 仙女 就 不 是 真人 ”， 结 论 “ 你 能 在 彩虹 尽头 找到 金子 ?是 一 个 有 
效 论证 。 这 样 能 证 明 结 论 是 真 的 吗 ? 

假定 命题 p; 的 真 值 为 了 当 i 是 一 个 正 奇数 时 ， 而 为 F 当 i 是 一 个 正 偶数 时 。 试 找 出 Vi (p; A pin) 
和 他 (pi V pin) 的 真 值 。 

试用 可 满足 性 问题 对 16 X 16 的 数 独 谜 题 ( 用 4 X 4 的 单元 ) 进 行 建 模 。 

令 P(z) 为 语句 “学 生 并 会 微 积分 ”，Q(y) 为 “> 班 上 有 个 学 生 会 微 积 分 ”。 用 P(xz) 和 QCy) 的 量化 式 表 
示 下 列 各 项 。 

a) 某 个 学 生 会 微 积 分 。 

b) 不 是 每 个 学 生 都 会 微 积 分 。 

c) 每 个 班 上 都 有 一 个 学 生 会 微 积 分 。 

d) 每 个 班 上 的 每 个 学 生 都 会 微 积 分 。 

e) 至 少 有 一 个 班 上 没有 学 生 会 微 积分 。 

令 P(m，nn) 为 语句 “m 整除 x”， 其 中 变量 m 和 的 论 域 均 为 正 整 数 集合 。( 所 谓 “m 整除 x”， 是 指 存 
在 某 个 整数 使 得 n= 二 km。) 确 定 下 列 每 条 语句 的 真 值 。 


a) P(4, 5) b)P(2, 4) 
CYVmYVYnPlm, n) d) jmYnP(m, n) 
e) nymPlm, n) f) YnP(l, n) 


试 为 了 zy(Cz 天 yAVz(Cz 一 工 ) V (z 三 y))) 中 的 量词 找 一 个 论 域 使 得 该 语句 为 真 。 

试 为 3x3 y(zx 关 yA VY z((z 二 xz) 人 (z= 二 y))) 中 的 量词 找 一 个 论 域 使 得 该 语句 为 假 。 

用 存在 和 全 称 量词 表达 语句 “ 没 人 有 多 于 三 个 的 祖母 *， 使 用 命题 函数 G(x，y)， 它 表示 “zr 是 y 的 
祖母 。” 

用 存在 和 全 称 量词 表达 语句 “每 个 人 恰 有 两 个 亲生 父母 ”， 使 用 命题 函数 P(x，y)， 它 表示 “zx 是 y 的 
亲生 父母 。” 

量词 3, 表示 “恰好 存在 nn 个 ”， 因 此 ,zxzP(z) 意 思 是 在 论 域 中 恰好 存在 nn 个 值 使 得 PC(z) 为 真 。 确 定 
下 列 语句 的 真 值 ， 其 中 论 域 由 所 有 实数 组 成 。 


a) J oz(z’:=—1) b)j1x( | xz|=0) 

c) Jsx(x! =2) dd) jrz(z= | zxz|) 

用 存在 量词 、 全 称 量词 和 命题 逻辑 来 表示 以 下 每 一 个 命题 ， 其 中 了 ,如 练习 26 所 定义 。 
a) J ,ozP(zx) b) 31xP(zx) 

c) JzP(z) d) 3 3zP(z) 


令 P(xz，y) 为 命题 函数 。 证明 xY yP(zx，y) 习 VYy3 xzP(z，y) 为 永 真 式 。 
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令 P(z) 和 Q(z) 为 命题 函数 。 求 证 3 zx(P(z) 一 Q(z)) 和 VzxP(z) 习 了 zxQ(z) 总 是 具有 同样 的 真 值 。 
如 果 Y yxP(z，y) 为 真 ， 是 否 必然 有 XY yP(z，y) 为 真 ? 

如 果 VYVz3yPClz，y) 为 真 ， 是 否 必然 有 XzYV yP(z，y) 为 真 ? 

找 出 下 列 语句 的 否定 。 

a) 如果 今 天 下 雪 ， 那 么 我 明天 去 滑雪 。 

b) 班 上 每 个 人 都 懂 数 学 归纳 法 。 

c) 班 上 有 些 学 生 不 喜欢 离散 数学 。 

dg) 每 堂 数 学 课 都 会 有 某 个 学 生 上 课 就 睡 着 了 。 

用 量词 表示 “ 班 上 每 个 学 生 都 选修 过 数学 学 院 里 每 个 系 的 一 些 课程 ”。 

用 量词 表示 “在 美国 某 学 院 的 校园 里 有 座 楼 的 每 间 屋 子 都 漆 成 了 白色 ”。 

用 唯一 量词 表示 语句 :“ 本 班 里 恰好 一 个 学 生 选 修了 学 校 里 恰好 一 门 数学 课 ”， 然 后 再 用 量词 而 不 用 
唯一 量词 表示 这 个 语句 。 

描述 一 个 推理 规则 ， 可 用 它 来 证 明 论 域 中 恰 有 两 个 元 素 x 和 y 使 得 PCz) 和 P(y) 为 真 。 用 汉语 句子 
表达 这 个 推理 规则 。 

使 用 推理 规则 证 明 如 果 前 提 Yzx(CP(z) 一 Q(z))、VYV xz(Q(z) 一 R(x)) 和 -JR(a) 为 真 ， 其 中 a 在 论 域 中 ， 
那么 结论 Pl(a) 为 真 。 

证 明 如 果 zx? 是 无 理 数 ， 则 xz 是 无 理 数 。 

证 明 如 果 z 是 无 理 数 且 xz 宇 9， 则 Vz 是 无 理 数 。 

证 明 给 定 一 个 非 负 整数 nx， 存在 唯一 的 非 负 整 数 mm 使 得 m? 志 n 二 (m 十 1)?。 

证 明 存 在 一 个 整数 m 使 得 m? 记 10” 。 你 的 证 明 是 构造 性 的 还 是 非 构造 性 的 ? 

证 明 存 在 这 样 一 个 正 整数 : 它 可 以 用 两 种 不 同 的 方式 写成 正 整数 的 平方 和 。 (使 用 计算 机 或 计算 器 来 
加 速 完 成 计算 。) 

反驳 如 下 命题 : 每 个 正 整数 均 可 表示 为 8 个 非 负 整数 的 立方 和 。 

反 驶 如 下 命题 ， 每 个 正 整数 均 可 表示 为 至 多 两 个 非 负 整数 的 平方 与 一 个 非 负 整数 的 立方 的 和 。 

反 驶 如 下 命题 ， 每 个 正 整数 均 可 表示 为 36 个 非 负 整数 的 5 次 寡 的 和 。 

假设 以 下 定理 的 真实 性 : 当 nn 是非 完全 平方 数 的 正 整 数 时 , Vn 是 个 无 理 数 。 由 此 证 明 V2 十 V3 是 无 
理 数 。 


计算 机 课题 
按 给 定 的 输入 和 输出 写 程序 。 


. 已 知 命题 p 和 9 的 真 值 ， 求 这 些 命 题 的 合 取 、 析 取 、 异 或 、 条 件 语 句 和 双 条 件 命题 的 真 值 。 

. 已 知 两 个 长 度 为 n 的 位 串 ， 求 它们 的 按 位 AND、 按 位 OR 及 按 位 XOR。 

. 给 定 一 个 复合 命题 ， 通 过 对 其 命题 变量 所 有 可 能 的 真 值 赋值 检查 其 真 值 来 判定 它 是 否 是 可 满足 的 。 
.给 定 模 糊 逻 辑 中 命题 p 和 9 的 真 值 ， 求 p 和 9g 的 析 取 和 合 取 的 真 值 ( 参 看 1. 1 节 练 习 46 和 练习 47)。 
. 给 定 正 整数 mm、n， 以 交互 方式 做 蚕食 游戏 。 

. 给 定 棋盘 的 一 部 分 ， 寻 找 用 各 种 不 同类 型 的 多 联 骨 牌 拼接 该 棋盘 ， 包 括 骨 牌 、 两 种 三 联 骨 牌 和 更 大 的 


多 联 骨 牌 。 


计算 和 探索 
使 用 一 个 计算 程序 或 你 自己 编写 的 计算 程序 做 下 面 的 练习 。 


1, 
2, 
3. 
* 4. 
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找 出 这 样 的 正 整数 : 它 不 是 9 个 不 同 的 正 整数 的 立方 和 。 

找 出 大 于 79 的 正 整数 : 它 不 是 18 个 正 整 数 的 四 次 宕 的 和 。 

找 出 尽 可 能 多 这 样 的 正 整数 : 它 可 以 用 两 种 不 同 的 方式 写成 正 整 数 的 立方 和 ，1729 就 具有 这 个 性 质 。 
试图 为 不 同 初始 格局 的 曲 奇 饼 看 食 游 戏 找 出 获胜 策略 。 

构造 出 12 种 不 同 的 五 联 骨 牌 ， 这 里 五 联 骨 牌 是 由 5 个 方 格 组 成 的 多 联 骨牌 。 

寻找 所 有 可 以 用 12 种 不 同 的 五 联 骨 牌 的 每 一 个 来 拼接 的 由 60 个 方 格 组 成 的 矩形 。 
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写作 课题 

用 本 教材 以 外 的 资料 ， 本 二 天 最 未 与 庆 本 本。 

1. 试 讨 论 逻 辑 悖 论 ， 包 括 克 里 特 人 Epimenides 的 悖 论 、Jourdain 的 纸牌 悖 论 以 及 理发 师 悖 论 ， 说 明 如 何 
解决 它们 。 

2. 试 描述 模糊 逻辑 怎样 用 于 实际 应 用 。 可 以 参考 一 两 本 最 近 出 版 的 为 普通 读者 写 的 模糊 逻辑 书籍 。 

3. 描述 一 些 可 以 用 可 满足 性 问题 来 建 模 的 实际 问题 。 

4. 试 描述 一 些 已 经 被 发 明 的 不 必 借 助 于 计算 机 来 解决 数 独 谜 题 的 技巧 。 

5. 试 描述 由 菜 曼 。 艾 伦 (Layman Allen) 提 出 的 “WFF’”N PROOF，The Game of Modern Logic” 的 基本 规 


他 


mH 


10. 
11. 


12. 
13. 


14. 


则 。 给 出 WFF”N PROOF 中 包含 的 一 些 博弈 示例 。 

阅读 刘易斯 ， 卡 罗 尔 (Lewis Carroll) 关 于 符号 逻辑 的 一 些 著作 。 详 细 描述 他 用 于 表示 逻辑 论证 的 模型 
和 用 于 论证 的 推理 规则 。 

扩展 1.4 节 对 Prolog 的 讨论 ， 进 一 步 解释 Prolog 如 何 使 用 消解 规则 。 

试 讨论 在 计算 逻辑 中 使 用 的 一 些 技 术 ， 包括 Skolem 规则 。 


.“ 自 动 定理 证 明 ” 的 任务 是 使 用 计算 机 来 机 械 地 证 明定 理 。 试 讨论 自动 定理 证 明 的 目标 和 应 用 ， 以 及 在 


开发 自动 定理 证 明 器 上 取得 的 进展 。 

试 讨论 如 何 使 用 DNA 计算 来 求解 可 满 性 问题 的 一 些 示例 。 

查找 一 些 著 名 的 开放 问题 的 错误 证 明 以 及 1970 年 以 来 被 解决 的 开放 问题 ， 描述 每 个 证 明 中 的 错误 
类 型 。 

讨论 有 关 和 看 食 游 戏 中 已 知 的 一 些 获胜 策略 。 

试 描述 在 乔治 . 波 利 亚 (George P6lya) 有 关 推 理 的 著作 (包括 [Po62]、[LPo71] 和 [Po90]) 中 所 讨论 的 证 
明 策 略 的 各 个 方面 。 

试 描述 用 多 联 骨 牌 进行 拼接 的 一 些 问题 和 结果 ， 如 在 LGo94] 和 [LMa91] 中 所 描述 的 一 样 。 
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Discrete Mathematics and Its Applications, 7E 


基本 结构 : 集合 、 函 数 、 序 列 、 求 和 与 矩阵 





离散 数学 的 许多 内 容 主要 研究 离散 结构 ， 用 以 表示 离散 对 象 。 许 多 重要 的 离散 结构 是 用 集 
合 来 构建 的 ， 这 里 集合 就 是 对 象 的 汇集 。 由 集合 构建 的 离散 结构 包括 : 组 合 一 一 无 序 对 象 汇 
集 ， 广 泛 用 于 计数 ， 关 系 一 序 偶 的 集合 用 于 表示 对 象 之 间 的 关系 ; 图 一 一 结 点 和 连接 结 点 的 
边 的 集合 ; 有 限 状 态 机 一 一 为 计算 机 器 建 模 。 这 是 我 们 将 在 后 续 章 节 要 研究 的 一 些 主题 。 

函数 的 概念 在 离散 数学 中 是 非常 重要 的 。 函 数 给 第 一 个 集合 中 的 每 一 个 元 素 指 派 第 二 个 集 
合 中 的 恰好 一 个 元 素 ， 这 里 两 个 集合 不 一 定 要 不 同 。 函 数 在 整个 离散 数学 中 起 着 重要 的 作用 。 
可 以 用 以 表示 算法 的 计算 复杂 度 ， 研 究 的 集合 的 大 小 ， 计 算 对 象 的 数量 ， 以 及 无 数 的 其 他 应 用 
方式 。 像 序列 和 字符 串 这 样 非常 有 用 的 结构 就 是 特殊 类 型 的 函数 。 这 一 章 我 们 将 介绍 序列 的 概 
念 ， 即 表示 元 素 的 有 序 排列 。 另 外 还 将 介绍 一 些 重 要 类 型 的 序列 并 讨论 如 何 用 序列 前 面 的 项 来 
定义 后 续 的 项 。 我 们 还 会 论述 从 几 个 初始 项 来 确定 一 个 序列 的 问题 。 

在 离散 数学 研究 中 ， 我 们 还 常常 将 一 个 数列 的 连续 项 加 起 来 。 因 为 将 数列 中 的 项 以 及 其 他 
数 的 索引 集 的 项 加 起 来 ， 已 经 是 一 个 相当 普遍 的 现象 ， 以 至 于 开发 了 一 个 特殊 的 符号 来 表示 把 
这 些 项 加 起 来 。 在 这 一 章 中 ， 我 们 引入 用 于 表示 求 和 的 符号 。 我 们 还 会 给 出 贯穿 于 离散 数学 研 
究 的 某 些 类 型 的 求 和 公式 。 例 如 ， 对 数列 进行 排序 使 其 项 按 递增 顺序 排列 的 算法 ， 在 分 析 算 法 
所 需 的 步 又 时 就 会 遇 到 这 样 的 求 和 问题 。 

通过 引入 一 个 集合 的 大 小 或 基数 的 概念 就 可 以 研究 无 限 集合 的 相对 大 小 问题 。 当 一 个 集合 
是 有 限 的 或 者 与 正 整 数 的 集合 具有 一 样 的 大 小 ， 我 们 说 这 个 集合 是 可 数 的 。 在 这 一 章 中 ， 我们 
会 确立 一 些 令 人 惊奇 的 结论 : 有 理 数 的 集合 是 可 数 的 ， 而 实数 集 则 不 是 。 本 章 还 将 展示 我 们 所 
讨论 的 概念 如 何 用 于 证 明 存 在 一 些 函 数 是 不 能 用 任何 编程 语言 写 的 计算 机 程序 来 计算 的 。 

矩阵 在 离散 数学 中 可 用 于 表示 很 多 种 离散 结构 。 我 们 会 复习 用 来 表示 关系 和 图 时 所 需 的 抢 
阵 和 和 挎 阵 运算 的 一 些 基本 内 容 。 和 抢 阵 运算 可 用 于 求解 许多 涉及 这 些 结构 的 问题 。 


2.1 集合 


2.1.1 引言 

这 一 节 我 们 将 研究 最 基本 的 离散 结构 一 一 集合 ， 所 有 其 他 离散 结构 都 建立 于 集合 之 上 。 集 
合 可 用 于 把 对 象 聚集 在 一 起 。 通 常 ， 一 个 集合 中 的 对 象 都 有 相似 的 性 质 ， 但 也 不 绝对 。 例 如 ， 
目前 就 读 于 你 们 学 校 的 所 有 学 生 构 成 一 个 集合 。 同 样 ， 目 前 选修 任何 学 校 的 一 门 离散 数学 课 的 
学 生 可 以 组 成 一 个 集合 。 此 外 ， 在 你 们 学 校 就 读 且 正 选修 一 门 离散 数学 课 的 所 有 学 生 组 成 一 个 
集合 ， 这 个 集合 可 以 从 上 述 两 个 集合 中 取 共 同 的 元 素 得 到 。 集 合 语言 是 以 有 组 织 的 方式 来 研究 
这 些 集合 的 工具 。 下 面 给 出 集合 的 一 种 定义 。 这 是 一 种 直观 的 定义 ， 不 属于 集合 形式 化 理论 的 
一 部 分 。 

集合 是 对 象 的 一 个 无 序 的 聚集 ， 对 象 也 称 为 集合 的 元 素 (element) 或 成 员 
(member) 。 集 合 包 含 (contain) 它 的 元 素 。 我 们 用 aE A 来 表示 a 是 集合 A 中 一 个 元 素 。 而 记号 
.Q 区 A 表示 a 不 是 集合 A 中 的 一 个 元 素 。 

通常 我 们 用 大 写字 母 来 表示 集合 。 用 小 写字 母 表示 集合 中 的 元 素 。 

描述 集合 有 多 种 方式 。 一 种 方式 是 在 可 能 的 情况 下 一 一 列 出 集合 中 的 元 素 。 我 们 采用 在 花 
括号 之 间 列 出 所 有 元 素 的 方法 。 例 如 ，{a，65，c，d} 表 示 含 4 个 元 素 a、b、c 和 4 的 集合 。 这 
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. 种 描述 集合 的 方式 也 称 为 是 花 名 册 方 法 (roster method) 。 


例 1 英语 字母 表 中 所 有 元 音字 母 的 集合 V 可 以 表示 为 V 一 (ae，e，i，o，z) 。 4 
例 2 小 于 10 的 正 奇数 集合 O 可 以 表示 为 O=={1,，3,，5,，7，9}。 4 
例 3 尽管 集合 常用 来 聚集 具有 共同 性 质 的 元 素 ， 但 也 不 妨碍 集合 拥有 表面 上 看 起 来 毫 
不 相干 的 元 素 。 例 如 {a，2，Fred，New Jersey} 是 包含 4 个 元 素 a、2、Fred 和 New Jersey 的 
集合 。 4 
有 时 候 用 花 名 册 方 法 表示 集合 时 并 不 列 出 它 的 所 有 元 素 。 先 列 出 集合 中 的 某 些 元 素 ， 当 元 
素 的 一 般 规律 显而易见 时 就 用 省 略 号 (…) 代 替 。 
例 4 小 于 100 的 正 整数 集合 可 以 记 为 (1，2，3，…，99) 。 4 
描述 集合 的 另 一 种 方式 是 使 用 集合 构造 器 (set builder) 符 号 。 我 们 通过 描述 作为 集合 的 
成 员 必 须 具有 的 性 质 来 刻画 集合 中 的 那些 元 素 。 例 如 ， 小 于 10 的 所 有 奇数 的 集合 O 可 以 
写成 
0 二 {z | xz 是 小 于 10 的 正 奇数 } 
或 者 ， 指 定 全 集 为 正 整数 集合 ， 如 
O 王 (位 GZ 工 为 奇数 , 工 <10) 
当 不 可 能 列 出 集合 中 所 有 元 素 时 我 们 常用 这 类 记 法 来 描述 集合 。 例 如 ， 所 有 正 有 理 数 集合 
Q' ， 可 以 被 写成 
Q =(zERIz=z/q' 户 和 9 为 正 整数 )} 
这 些 集合 通常 用 黑体 表示 ， 它 们 在 离散 数学 中 发 挥 着 重要 的 作用 : 
N 二 {0,1,2,3,…}, 自然 数 集 
Z={…, 一 2, 一 1,0,1,2,…}), 整数 集 
Z' 二 {1,2,3,…), 正 整 数 集 
Q= {p/q|pE€EZ,gqE€2, 且 gq 关 0}, 有 理 数 集 
R,， 实数 集 
R*， 正 实数 集 
C, 复数 集 
(注意 有 些 人 认为 0 不 是 自然 数 ， 所 以 当 你 阅读 其 他 书籍 的 时 候 要 仔细 检查 术语 自然 数 是 怎样 
用 的 。) 
回顾 表示 实数 的 区 间 记 号 。 当 a 和 2 是 实数 且 a<2 时 ， 我 们 可 以 写 
[a,b]= {zla<z< 0) 
Lasb) = {xz | a 志 zr 
(a,b]={r|la<=z<b} 
(a = (| 之 之 各 
注意 La， 相称 为 是 从 a 到 6 的 闭 区 间 ， 而 (a，) 称 为 是 从 a 到 6 的 开 区 间 。 
集合 可 以 把 其 他 的 集合 当做 自己 的 成 员 ， 如 例 5 所 示 。 
例 5 集合 {IN，Z，Q，R} 包 含 了 四 个 元 素 ， 每 一 个 元 素 都 是 一 个 集合 。 这 个 集合 的 四 个 
元 素 是 : N， 自 然 数 集 ; Z， 整 数 集 ; Q， 有 理 数 集 ; 以 及 R， 实 数 集 。 « 
评注 计算 机 科学 中 的 数据 类 型 或 类 型 的 概念 是 建立 在 集合 这 一 概念 上 。 特 别 地 ， 数 
据 类 型 或 类 型 是 一 个 集合 的 名 称 ， 连 同 可 以 作用 在 集合 对 象 上 的 一 组 操作 的 集合 。 例 
如 ， 布尔 (boolean) 是 集合 {0，1} 的 一 个 名 称 ， 连 同 对 其 上 一 个 或 多 个 元 素 实施 运算 ， 
如 AND、OR 和 NOT。 
由 于 许多 数学 语句 需要 断言 以 两 种 不 同方 式 描述 的 对 象 聚集 实际 上 是 同一 个 集合 ， 所 以 我 


们 需要 理解 两 个 集合 相等 的 含义 。 
两 个 集合 相等 当 且 仅 当 它们 拥有 同样 的 元 素 。 所 以 ， 如 果 和 A 和 B 是 集合 ， 则 A 
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和 B 是 相等 的 当 且 仅 当 YXx(XEAerzEB)。 如 果 A 和 B 是 相等 的 集合 ， 就 记 为 A 二 B。 

例 6 集合 {1，3，5} 和 {3，5, 1) 是 相等 的 ， 因 为 它们 拥有 同样 的 元 素 。 注 意 集合 中 元 素 
的 排列 顺序 无 关 紧 要 。 还 要 注意 同一 个 元 素 被 列 出 来 不 止 一 次 也 没关系 ， 所 以 {1，3，3，3， 
5，5，5，5} 和 {1，3，5} 是 同一 个 集合 ， 因 为 它们 拥有 同样 的 元 素 。 | 

空 集 有 一 个 特殊 的 不 含 任 何 元 素 的 集合 。 这 个 集合 称 为 空 集 (empty set 或 null set) ， 并 
用 好 表示 。 空 集 也 可 以 用 {) 表 示 ( 这 里 我 们 用 一 对 花 括 号 来 表示 空 集 )。 经 常 具 有 一 定性 质 的 元 
素 组 成 的 集合 其 实 就 是 空 集 。 例 如 ， 大 于 自身 的 平方 的 所 有 正 整 数 的 集合 是 空 集 。 

只 有 一 个 元 素 的 集合 叫做 单元 素 集 (singleton set)。 一 个 常见 的 错误 是 混淆 空 集 名 与 单元 
素 和 集合 {名 }。 集 合 { 名 } 的 唯一 元 素 是 空 集 本 身 ! 考虑 计算 机 文件 系统 中 的 文件 夹 做 一 个 类 比 有 
助 于 记 住 这 个 区 别 。 空 集 可 以 比 做 一 个 空 的 文件 夹 ， 而 仅 包含 一 个 空 集 的 集合 可 以 比 做 一 个 文 
件 夹 里 只 有 一 个 文件 夹 ， 即 空 文件 夹 。 

朴素 集合 论 ”注意 集合 定义 (定义 1) 中 用 到 的 术语 对 象 ， 而 没有 指定 一 个 对 象 是 什么 。 
于 对 象 的 直觉 概念 基础 上 ， 将 集合 描述 为 对 象 的 聚集 最 先是 由 德国 数学 家 乔治 ， 康 托 于 1895 
年 提出 的 。 由 集合 的 直觉 定义 以 及 无 论 什么 性 质 都 存在 一 个 恰好 由 具有 该 性 质 的 对 象 组 成 的 集 
合 这 种 直觉 概念 的 使 用 所 产生 的 理论 导致 悖 论 (paradox) 或 逻辑 不 一 致 性 。 这 已 由 英国 哲学 家 
伯 特 兰 。 罗素 (Bertrand Russell) 在 1902 年 所 证 实 ( 有 关 悖 论 的 描述 参见 练习 46) 。 这 些 逻辑 不 
一 致 性 可 以 通过 由 公理 出 发 构造 集合 论 来 避免 。 然 而 ， 我 们 在 本 书 中 将 使 用 康 托 集合 论 的 原始 
版 本 ， 即 所 谓 的 朴素 集合 论 Cnaive set theory) ， 因 为 本 书 中 所 考虑 的 所 有 集合 都 可 以 用 康 托 原 
始 理论 来 处 理 并 保持 一 致 性 。 如 果 有 学 生 愿 意 继续 学 习 公理 集合 论 ， 他 们 会 发 现 了 解 朴 素 集 合 
论 也 会 很 有 帮助 。 他 们 还 会 发 现 公 理 集 合 论 的 发 展 远 比 本 书 中 的 内 容 要 抽象 。 建 议 有 兴趣 的 读 
者 参考 [Su72] 以 了 解 更 多 关于 公理 集合 论 的 内 容 。 


2.1.2 文 氏 图 

集合 可 以 用 文 氏 图 形象 地 表示 。 文 氏 图 是 以 英国 数学 家 约翰 。 文 (John Venn) 的 名 字 命名 
的 ， 他 在 1881 年 介绍 了 这 种 图 的 使 用 。 在 文 氏 图 中 全 集 (universal set)U， 包 含 所 考虑 的 全 部 
对 象 ， 用 和 矩形 框 来 表示 。( 注 意 全 集 随 着 我 们 所 关注 的 对 象 会 有 所 不 同 。) 在 矩形 框 内 部 ， 圆 形 
或 其 他 几何 图 形 用 于 表示 集合 。 有 时 候 用 点 来 表示 集合 中 特定 的 元 素 。 文 氏 图 常用 于 表示 集合 
之 间 的 关系 。 下 面 例 7 展示 了 怎样 使 用 文 氏 图 。 

例 7 画 一 个 文 氏 图 表示 英语 字母 表 中 元 音字 母 集合 V。 

解 ” 画 一 个 矩形 表示 全 集 U， 这 是 26 个 英文 字母 的 集合 。 在 矩形 中 画 一 个 圆 表 示 集 合 V。 
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乔治 ， 康 托 (Georg Cantor，1845 一 1918) 出 生 于 俄罗斯 的 圣 彼 德 堡 ， 他 父亲 是 
E 一 名 成 功 的 商人 。 康 托 青少年 时 对 数学 产生 了 浓厚 的 兴趣 。1862 年 他 在 苏黎世 开始 了 
| 他 的 大 学 学 习 ， 不 过 在 他 父亲 去 世 时 就 离开 了 那里 。1863 年 他 在 柏林 大 学 继续 大 学 学 
| 习 ， 并 得 到 著名 数学 家 Weierstrass、Kummer 和 Kronecker 的 指导 。1867 年 在 完成 了 
一 篇 数论 的 博士 论文 后 他 获得 博士 学 位 。1869 年 康 托 得 到 哈雷 大 学 的 一 个 职位 ， 并 在 
那里 一 直 工 作 到 去 世 。 

康 托 被 认为 是 集合 论 的 葛 基 人 。 他 在 这 一 领域 的 贡献 包括 发 现 了 实数 集合 是 不 可 
数 的 。 他 在 数学 分 析 方 面 的 贡献 也 引 人 注 目 。 康 托 对 哲学 也 有 兴趣 ， 并 写 了 若干 论文 将 他 在 集合 的 理论 
与 形而上学 联系 在 一 起 。 

1874 年 康 托 结婚 并 育 有 5 个 子女 。 他 忧郁 的 气质 与 妻子 的 乐观 性 情 正好 相互 平衡 。 尽 管 他 从 父亲 那 
里 得 到 了 大 笔 遗 产 ， 但 作为 教授 他 的 收入 却 少 得 可 怜 。 为 此 他 曾 试图 获得 柏林 大 学 一 个 待遇 更 好 的 职位 。 
他 的 任命 被 Kronecker 阻挠 了 ， 因 为 Kronecker 不 认可 康 托 集合 论 的 观点 。 康 托 晚 年 受到 精神 疾病 的 折 
磨 ，1918 年 死 于 心脏 病 。 





基 we 豆 


SE 


102 第 2 章 





在 圆 中 用 点 表示 集合 V 的 元 素 ( 见 图 1) 。 4 


2. 1.3 子 集 U 

RN 集合 A 是 集合 B 的 子 集 当 且 仅 当 A 的 每 个 元 
素 也 是 B 的 元 素 。 我们 用 记号 AC 忆 表示 集合 A 是 集合 B 
的 子 集 。 

我 们 看 到 ，ACSCB 当 且 仅 当 量化 式 

VrX(rEA—>zrEB) 
为 真 。 注 意 要 证 明 A 不 是 B 的 子 集 ， 我 们 只 需要 找到 一 个 
元 素 zEA 但 zg B。 这 样 的 + 就 是 zE A 蕴含 ze B 的 一 个 图 1 元 音字 母 集合 的 文 氏 图 
反例 。 

我 们 可 以 用 下 面 的 规则 判断 一 个 集合 是 否 是 另 一 个 集合 的 子 集 : 

证 明 A 是 B 的 子 集 : 要 证 明 ACB,， 需要 证 明 如 果 z 属 于 A 则 xz 也 属于 B。 

证 明 A 不 是 B 的 子 集 : 要 证 明 A 生 B， 需要 找 一 个 -EA 使 得 zB。 

例 8 所 有 小 于 10 的 正 奇数 的 集合 是 所 有 小 于 10 的 正 整数 的 集合 的 子 集 ， 有 理 数 集 是 实 
数 集 的 一 个 子 集 ， 你 们 学 校 主 修 计 算 机 科学 的 学 生 的 集合 是 你 们 学 校 全 体 学 生 集合 的 子 集 ， 在 
中 国 的 所 有 人 的 集合 是 在 中 国 的 所 有 人 的 集合 的 子 集 ( 即 它 是 自身 的 子 集 )。 注 意 属于 每 对 集合 
中 第 一 个 集合 的 元 素 也 属于 该 对 集合 中 第 二 个 集合 就 可 以 很 快 得 出 这 些 事 实 。 4 

例 9 其 平方 小 于 100 的 整数 集合 不 是 非 负 整数 集合 的 子 集 ， 因 为 一 1 在 前 一 个 集合 中 [由 
于 (一 1)* 过 100] 但 不 在 后 一 个 集合 中 。 在 你 校 选 修 离散 数学 的 人 的 集合 不 是 你 校 计算 机 专业 学 
生 集合 的 子 集 ， 如 果 至 少 有 一 个 学 生 不 是 计算 机 专业 的 但 却 选修 了 离散 数学 。 本 

定理 1 表明 每 个 非 空 集合 S 都 至 少 有 两 个 子 集 ， 空 集 和 集合 S 本身， 即 BSCSS 和 SCS。 

于 天 对 于 任意 集合 S，(D JOSES 和 (iD)SSES。 

证 ”这 里 证 明 (i)，(ii) 的 证 明 留 做 练习 。 

解 令 S 为 一 个 集合 。 为 了 证 明 名 己 S， 必 须 证 明 YV x(xE LC 一 xE 5S) 为 真 。 因 为 空 集 没 有 
元 素 ， 所 以 zxE 区 总 是 假 。 因 此 zxE BxES 总 是 真 ， 因 为 其 前 提 为 假 ， 并 且 前 提 为 假 的 条 件 
语句 为 真 。 即 Y zx(zE 多 一 zES) 为 真 。 这 完成 了 (iD 的 证 明 。 注 意 这 是 空 证 明 的 一 个 示例 。 4 

当 我 们 要 强调 集合 A 是 集合 B 的 子 集 但 是 A 关 B 时 ， 就 写成 ACB 并 说 A 是 B 的 真子 集 。 
如 果 ACB 是 真 的 ， 则 必 有 ASB 且 必 有 B 的 某 个 元 素 工 不 是 A 的 元 素 。 即 A 是 B 的 真子 集 
当 且 仅 当 


us 


a 伯 特 兰 ， 罗 素 (Bertrand Russell，1872 一 1970) ”罗素 生 于 一 个 以 积极 参与 进步 运 
| 动 、 强 力 崇尚 自由 而 闻名 的 英国 家 庭 。 年 幼 时 就 成 为 孤儿 的 罗素 由 祖父 母 扶 养 ， 并 在 
| 家 里 接受 教育 。1890 年 他 进入 剑桥 大 学 的 三 一 学 院 ， 在 数学 和 伦理 学 方面 表现 出 色 。 
| 他 在 几何 学 基础 方面 的 工作 为 他 赢得 了 一 个 研究 职位 。1910 年 ， 三 一 学 院 任 命 他 讲授 
| 逻辑 和 数学 原理 的 课程 。 
| 罗素 毕生 为 进步 事业 而 奋斗 。 他 有 着 强烈 的 和 平 主义 见解 ， 他 对 第 一 次 世界 大 战 
的 抗议 导致 他 被 三 一 学 院 解 雇 。 由 于 写 了 一 篇 被 认为 具有 煽动 性 的 文章 ，1918 年 他 被 
囚禁 6 个 月 。 罗 素 还 为 英国 妇女 的 选举 权 而 斗争 。 由 于 参与 主张 核 裁军 的 抗议 活动 ，1961 年 在 他 89 岁 
高 龄 时 第 二 次 入 狱 。 

罗素 最 伟大 的 工作 是 他 提出 的 可 以 作为 所 有 数学 学 科 基 础 的 原理 。 他 最 著名 的 著作 是 与 怀特 海 
(Altred North Whitehead) 合 作 撰 写 的 《数学 原理 》(Principia Mathematica) ， 它 试图 用 一 组 基本 公理 推导 出 
数学 的 一 切 。 他 还 撰写 了 许多 书籍 论述 哲学 、 物 理学 和 他 的 政治 理念 。1950 年 罗素 赢得 诺 贝 尔 文 
学 奖 。 
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Yr(rEA—>zrEB)A Izxr(r€EBArEA) 

为 真 。 文 氏 图 可 以 用 来 解释 集合 A 是 集合 B 的 子 集 。 我 们 把 全 集 U 画 成 长 方形 。 在 这 长 方形 
中 画 一 圆 表示 B。 由 于 A 是 B 的 子 集 ， 我 们 在 代表 B 的 圆 内 画 圆 表示 A。 这 个 关系 如 图 2 
所 示 。 

证 明 两 个 集合 具有 相同 元 素 的 一 个 有 效 方法 是 证 明 Uv 
每 个 集合 是 另 一 个 的 子 集 。 换 言 之 ， 可 以 证 明 如 果 A 
和 B 为 集合 并 且 ASB 和 BCA, 则 有 A==B。 也 就 是 
说 ，A 二 B 当 有 卓 仅 当 Y x(xEA>rxEB) 和 Vx(XEB>zx (4) 2 
EA); 或 者 等 价 于 当 且 仅 当 VzCzEAc>zEB)， 这 就 
是 A 和 B 相等 的 信义 。 因 为 这 个 证 明 两 个 集合 相等 的 
方法 很 有 效 ， 这 里 就 再 强调 一 下 。 

证 明 两 个 集合 相等 : 要 想 证 明 两 个 集合 A 和 B 相 图 2 表示 A 是 B 的 子 集 的 文 氏 图 
等 ， 就 证 明 ASCSB 和 BCA。 

集合 可 以 以 其 他 集合 作为 其 成 员 。 人 例如， 下面 列 出 的 集合 : 

A 二 {名 ，{a}，{65}，{a, 5}}， 3B=(z|z 是 集合 {ae，b 的 子 集 ) 

注意 这 两 个 集合 是 相等 的 ， 即 A 王 B。 同 时 注意 {e)EA， 但 是 ac 红 A。 


.4 集合 的 大 小 

本 人 有] 省 导 用 于 计 这 问题 3 为 此 我 们 需要 讨论 集合 的 大 小 问题 。 

令 3 为 集合 。 如 果 S 中 恰 有 元 个 不 同 的 元 素 ， 这 里 妹 是 非 负 整数 ， 我 们 就 说 S 是 
有 限 集 , 而 nn 是 S 的 基数 。S 的 基数 记 为 | S | 。 


评注 ”术语 基数 (cardinality) 来 自 于 将 术语 基数 (cardinal number) 作 为 一 个 有 限 集 的 大 
小 的 常用 语 。 








2 


eh 


例 10 令 A 为 小 于 10 的 正 奇数 集合 。 则 | A | =5。 4 

例 11 令 S 为 英语 字母 表 中 字母 的 集合 。 那 么 | S | 一 26。 4 

例 12” 由 于 空 集 没有 元 素 ， 所 以 | 8 | =0。 4 

我 们 对 不 是 有 限 的 集合 也 有 兴趣 。 

EEE 一 个 集合 称 为 是 无 限 的 如 果 它 不 是 有 限 的 。 

例 13 正 整数 集合 是 无 限 的 。 

我 们 将 在 2. 5 节 将 基数 的 概念 扩展 到 无 限 集 ， 这 是 一 个 富有 挑战 性 且 又 充满 惊奇 的 主题 。 2 本 
2.1.5 窜 集 


许多 问题 涉及 要 检查 一 个 集合 的 元 素 的 所 有 可 能 组 合 看 它们 是 否 满足 某 种 性 质 。 为 了 考虑 


Links 。 





约翰 ， 文 (John Venn，1834 一 1923) ”出 生 于 伦敦 郊区 的 一 个 慈善 家 庭 。 他 在 伦敦 
上 学 ， 并 于 1857 年 获得 剑桥 Caius 学 院 的 数学 学 位 。 他 当选 该 学 院 的 研究 员 并 任 此 职 
直至 去 世 。1859 年 他 接受 牧师 的 圣 职 ,但 在 短暂 的 宗教 工作 后 回 到 了 剑桥 ， 并 在 那里 
创建 了 伦理 学 教育 计划 。 除 了 数学 方面 的 工作 之 外 ， 文 还 对 历史 有 兴趣 ， 他 撰写 了 大 
量 关于 他 的 学 院 和 家 庭 的 文章 。 
| 文 所 著 的 《符号 逻辑 》(Symbolic Logic) 一 书 澄清 了 最 初 由 布尔 引入 的 若干 概念 。 
在 这 本 书 中 文 提出 了 一 种 系统 的 研究 方法 ， 其 中 使 用 了 后 人 称 为 文 氏 图 的 几何 图 形 。 
今天 这 些 图 形 主 要 用 于 分 析 逻 辑 论证 以 及 解释 集合 之 间 的 关系 。 除 了 在 符号 逻辑 方面 的 工作 以 外 ， 文 对 
概率 论 也 做 出 了 贡献 ， 写 人 了 他 编写 的 广 为 采 用 的 概率 论 教 科 书 中 。 
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集合 S 中 元 素 所 有 可 能 的 组 合 ， 我 们 构造 一 个 以 S 的 所 有 子 集 作 为 其 元 素 的 新 集合 。 

再 给 定 集合 S，S 的 宕 集 (power set) 是 集合 S 所 有 子 集 的 集合 。S 的 寄 集 记 
为 PP(S)。 

例 14 集合 {0，1，2} 的 寡 集 是 什么 ? 

解 ” 寡 集 PC({0，1，2)}) 是 (0，1，2} 所 有 子 集 的 集合 。 因 此 ， 

PO Ls 2))={B. {OF {1 (2, (0 1 ,405 2)7 {UH, Dr {0 1 OD) 

注意 空 集 和 集合 自身 都 是 这 个 子 集 的 集合 的 成 员 。 | 

例 15 空 集 的 寡 集 是 什么 ? 集合 {名 }) 的 究 集 是 什么 ? 

解 ” 空 集 只 有 一 个 子 集 ， 即 它 自身 。 因 此 ， 


PG) = {2} 
集合 {名 ) 有 两 个 子 集 ， 即 信和 集合 {名 } 自 身 。 于 是 ， 
PG) = {2 ,2G}} 4 


如 果 一 个 集合 有 个 元 素 ， 那 么 它 的 短 集 就 有 2" 个 元 素 。 我 们 将 在 本 书后 续 章 节 中 以 不 同 的 
方式 来 证 明 这 一 事实 。 。 


2.1.6 笛 卡 儿 积 

有 时 候 元 素 聚 集中 其 次 序 是 很 重要 的 。 由 于 集合 是 无 序 的 ， 所 以 就 需要 用 一 种 不 同 的 结构 
来 表示 有 序 的 聚集 。 这 就 是 有 序 nn 元 组 。 

有 序 元 元 组 (ordered n-tuple)(al，as，…，a,) 是 以 a 为 第 1 个 元 素 ，as 为 第 2 个 
元 素 ， "9 Qn 为 第 7 个 元 素 的 有 序 聚 集 。 

两 个 有 序 ”元 组 是 相等 的 当 且 仅 当 每 一 对 对 应 的 元 素 都 相等 。 换 言 之 ，(a ，a ，…， 
ai) 一 (0，D ，…， b,) 当 和 且 仅 当 对 于 Ly 丙 有 ai 二 6,。 特别 地 ， 有 序 二 元 组 称 为 序 
偶 (ordered pair)。 序 偶 (a,，5) 和 (c，4d) 相 等 当 且 仅 当 a 二 c 和 6 二 4。 注 意 (a, 5) 和 (5，a) 不 相 
和 等， 除非 < 王 5。 


unis 





勒 内 ， 简 卡 儿 (René Descartes，1596 一 1650) ”出 生 于 法 国 距 巴 黎 西 南 约 200 英里 
| 的 图 尔 附 近 的 一 个 贵族 家 庭 。 他 是 他 父亲 第 一 位 妻子 的 第 三 个 孩子 ， 在 他 出 生 几 天 后 
母亲 就 去 世 了 。 由 于 笛 卡 儿 健 康 欠 佳 ， 他 父亲 ， 一 位 省 里 的 法 官 ， 推 迟 了 儿子 接受 正 
| 规 教 育 ， 直 到 8 岁 他 才 进 入 La Flache 的 Jesuit 学 院 。 该 校 校 长 喜欢 他 ， 并 因 他 身体 虚 
| 弱 而 允许 他 晚 起床 。 从 那 时 起 笛 卡 儿 把 早晨 时 间 都 花 在 床上 ， 他 认为 这 是 最 有 利于 他 
| 思考 的 时 间 。 

1612 年 笛 卡 儿 离 开学 校 去 了 巴黎 ， 并 在 那里 学 了 两 年 数学 。1616 年 他 获得 普 
瓦 提 埃 大 学 (University of Poitiers) 的 法 律 学 位 。18 岁 时 笛 卡 儿 厌 倦 了 学 习 ， 决 定 去 看 看 外 面 的 世界 。 
他 移居 巴黎 ， 并 成 为 一 个 成 功 的 赌 徒 。 可 是 他 慢 慢 厌倦 了 这 种 无 聊 的 生活 ， 他 搬 到 了 圣 日 耳 曼 的 郊区 ， 
专注 于 数学 研究 。 当 他 的 赌 友 找到 他 时 ， 他 决定 离开 法 国 ， 并 参军 。 不 过 他 从 未 参加 过 战斗 。 有 一 天 ， 
当 他 御寒 而 待 在 军营 中 一 间 过 热 的 房间 里 时 ， 他 做 了 几 个 狂热 的 梦 ， 揭示 他 将 以 数学 家 和 哲学 家 为 
职业 。 

结束 军旅 生涯 以 后 ， 他 游 斋 欧洲 。 然 后 ， 在 巴黎 待 了 几 年 ， 研 究 数学 和 哲学 ， 并 制造 光学 仪器 。 
笛 卡 儿 决 定 去 荷兰 ， 花 了 20 年 时 间 在 那里 走访 ， 同 时 完成 了 他 最 重要 的 工作 。 这 期 间 他 写 了 几 本 书 ， 
包括 他 最 著名 的 《方法 论 》(Discours) ， 该 书 中 有 他 对 解析 几何 的 贡献 。 笛 卡 儿 还 对 哲学 做 出 了 基础 性 的 
贡献 。 

1649 年 笛 卡 儿 受 克里斯蒂 娜 女王 邀请 访问 瑞典 宫廷 ， 并 做 她 的 哲学 老师 。 尽 管 他 不 情愿 生活 在 他 所 
说 的 “岩石 和 冰雪 中 的 能 的 乐土 >， 但 最 终 还 是 接受 邀请 搬 到 瑞典 。 不 幸 的 是 ，1649 一 1650 年 的 冬季 分 外 
寒冷 ， 笛 卡 儿 染 上 了 肺炎 并 于 2 月 中 名 去世。 
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在 随后 几 章 中 我 们 将 要 学 习 的 许多 离散 结构 都 是 基于 (以 笛 卡 儿 的 名 字 命名 的 ) 集 合 的 笛 卡 
儿 积 的 概念 。 我 们 先 定义 两 个 集合 的 笛 卡 儿 积 。 
令 A 和 B 为 集合 。A 和 号 的 箭 卡 儿 积 (Cartesian product) 用 AXB 表 示 ， 是 所 有 
序 偶 (a， 间 的 集合 ， 其 中 aEA 且 0E 了 。 于 是 ， 
AXB={(a,b)|a€EAAvbeE SB) 
例 16 令 和 A 为 一 所 大 学 所 有 学 生 的 集合 ，B 表示 该 大 学 开设 的 所 有 课程 的 集合 。A 和 B 
的 笛 卡 儿 积 A XB 是 什么 ， 如 何 应 用 ? 
解 ” 笛 卡 儿 积 AXB 由 所 有 形 如 (a，5) 的 序 偶 组 成 ， 其 中 a 是 该 校 的 学 生 而 5 是 该 校 开 设 
的 一 门 课程 。 集 合 AXB 的 一 种 用 法 是 可 以 用 来 表示 该 校 学 生 选 课 的 所 有 可 能 情况 。 a 
例 17 A=(1，2) 和 B8=(ae，2，c) 的 笛 卡 儿 积 是 什么 ? 
解 笛 卡 儿 积 AX 刀 是 
AXBS {Ca) 1B), lye), Cva) (2,0) 250)}s 4 
注意 笛 卡 儿 积 AXB 和 BXA 是 不 相等 的 ， 除非 A= 名 或 B= 二名 ( 这 样 AXB=B) 或 A=B 
(参见 练习 31 和 38) 。 其 解释 如 例 18 所 示 。 
例 18 证 明 笛 卡 儿 积 BXA 不 等 于 笛 卡 儿 积 AXB,， 其 中 A 和 B 为 如 例 17 中 的 集合 。 
解 ” 笛 卡 儿 积 BXA 是 
BXA={(a,1l),(a;2), 6,1) ,66,2), Cc,1), (Ce,2)}) 
这 不 等 于 例 17 中 得 到 的 AXB。 S| 
对 于 两 个 以 上 的 集合 也 可 以 定义 笛 卡 儿 积 。 
集合 A,，A: ，…，A, 的 笛 卡 儿 积 用 Aj XA,X…XA, 表示 ， 是 有 了 序 n 元 组 (ai， 
Qs，"…，4,) 的 集合 ， 其 中 a; 属 于 A;,， i 二 1，2,，…， nn。 换言之 ， 
A XA, XX XA, = {asa sa) | a EE Asi = 1,2," ,n} 
例 19 管 卡 儿 积 AxXBxC 是 什么 其 中 A={0, 1}, B={1, 2}, C= 二 {0, 1, 2}? 
解 笛 卡 儿 积 AXBXC 由 所 有 有 序 三 元 组 (a,，b，c) 组 成 , 其 中 4a€A, bE€B, cE€EC,。 
因此 ， 
AXBXCS{(0, Ls CO ls 1)s (C03 1 2207 005 Zs 0 (Oy 25 55 COs 25 2%3 
(Cis ls Oh, CLI, T, ys Cl 1 Bs (ln OF bls ys Rl Dy Da 


评注 当 A、B、C 是 集合 时 ，(AXB)XC 与 AXBXC 是 不 同 的 (参见 练习 39)。 


我 们 用 记号 A? 来 表示 AXA， 即 集合 A 和 自身 的 笛 卡 儿 积 。 类 似 地 ，A4 =AXAXA， 

A' 二 AXAXAXA， 等 等 。 更 一 般 地 ， 
A*= {(ayass sa) | a € A,i= 1,2,.,n) 

例 20 假设 A={1， 2}。 则 A:={(1, 1),， (1, 2)，(2, 1), (2，2)} 并 且 A:= 二 {(1, 1， 

ye ly Ty Ws Kls 2 ls WL ss Wy Cy Ty DD 2 
4 

笛 卡 儿 积 AXB 的 一 个 子 集 R 称 为 是 从 集合 A 到 集合 B 的 一 个 关系 (relation) 。R 的 元 素 是 
序 偶 ， 其 中 第 一 个 元 素 属于 A 而 第 二 个 元 素 属 于 B。 例如 ,R={(a, 0), (a, 1), (a，3)， 
(5，1)，(8，2)，(c，0) ，(c，3)} 是 从 集合 {ae，5，c) 到 集合 (0，1，2，3)} 的 关系 。 从 集合 A 
到 其 自身 的 一 个 关系 称 为 是 A 上 的 一 个 关系 。 

例 21 集合 {0，1，2，3} 上 的 小 于 等 于 关系 (如 果 a<b 则 包含 (a，5)) 中 的 序 偶 是 什么 ? 

解 ” 序 偶 (a,，5) 属 于 R 当 和 且 仅 当 a 和 2 属于 {0，1，2，3} 且 a 二 5。 所 以 ，R 中 的 序 偶 是 
C0 00%, 0; 访 。 C0， 汶 ， 的 时， 名， 1 人 加 人 区 人 区 全 人 多 。 种 

我 们 将 在 第 9 章 用 详细 的 篇 幅 研究 关系 及 其 性 质 。 


2.1.7 使 用 带 量词 的 集合 符号 
有 时 我 们 通过 使 用 特定 的 符号 来 显 式 地 限定 一 个 量化 命题 的 论 域 。 例 如 ，VYxzESCPCz)) 


[0 a | 
conterr fi 
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表示 P(z) 在 集合 S 所 有 元 素 上 的 全 称 量化 。 换 句 话 说 ，YV XE S(P(z)) 是 Vzx(xES>P(z)) 的 
简写 。 类 似 地 ，3zESCPCr)) 表 示 PCz) 在 集合 S 所 有 元 素 上 的 存在 量化 。 即 3 x€ SCP(zx)) 
是 3XCzESAP(Cz)) 的 简写 。 

例 22 语句 VxXER(z’ 宇 0) 和 XEZlz 二 1) 的 含义 是 什么 ? 

解 语句 VxE Rlz 宇 0) 声 称 对 任意 实数 Zz，z? 宇 0。 这 个 语句 可 以 表达 为 “任意 实数 的 平 
方 是 非 负 的 ”。 这 是 一 个 真 语句 。 

语句 3zEZ(z 三 1) 声 称 存在 一 个 整数 二 使 得 z 盖 =1。 这 个 语句 可 以 表达 为 “有 某 个 整数 ， 
其 平方 是 1”。 这 个 语句 也 是 一 个 真 语句 ， 因 为 z==1 就 是 这 样 一 个 整数 (一 1 也 是 ) 。 « 


2. 1.8 真 值 集 和 量词 

现在 我 们 把 集合 理论 和 谓词 逻辑 的 一 些 概念 结合 起 来 。 给 定 谓词 P 和 论 域 D， 定 义 忆 的 真 
值 集 (truth set) 为 也 中 使 PCz) 为 真 的 元 素 工 组 成 的 集合 。P(z) 的 真 值 集 记 为 {zED | PCz) )。 

例 23 谓词 P(xz)、Q(z)、R(z) 的 真 值 集 都 是 什么 ,这 里 论 域 是 整数 集合 ，P(z) 是 
“| 交 | = 二]”，Q(z) 是 “z= 二 2”，R(xz) 是 “| z | 三 z2? 

解 P 的 真 值 集 {zx€EZ| |z|= 三 1) 是 满足 | xz | =1 的 整数 集合 。 因 为 当 zxz=1 或 z= 一 1 
时 有 | z | 二 1， 而 没有 其 他 整数 xz 能 满足 ， 因 此 P 的 真 值 集 是 {一 1，1}。 

Q 的 真 值 集 {zEZ | zz 二 2} 是 满足 x 二 2 的 整数 集合 。 因 为 没有 整数 工 满足 x 二 2， 所 以 这 


是 个 空 集 。 
R 的 真 值 集 {XEZ| | z| = 二 zx} 是 满足 | zx | = 工 的 整数 集合 。 因 为 | x | = 二 z 当 且 仅 当 zz 宇 
0， 所 以 R 的 真 值 集 是 N， 非 负 整数 集合 。 S| 


注意 VzP(z) 在 论 域 U 上 为 真 当 目 仅 当 P 的 真 值 集 是 集合 U。 同 样 ，3 xP(z) 在 论 域 U 上 
为 真 当 且 仅 当 P 卫 的 真 值 集 非 空 。 


练习 

1. 列 出 下 述 集 合 的 成 员 。 
a) {zx | 工 是 使 得 x? 二 1 的 实数 } b) {xz | z 是 小 于 12 的 正 整数 } 
c) {zx | 工 是 一 个 整数 的 平方 且 二 100} d){z|z 工 是 整数 且 关 一 2》 


2. 用 集合 构造 器 给 出 下 列 每 个 集合 的 描述 。 
O36, O Lo b){—3, —2, —1; 0; 1; 2, 3} 
CO{m, n, o, p} 
3. 对 下 面 每 一 对 集合 ， 判 断 第 一 个 是 否 是 第 二 个 的 子 集 ， 第 二 个 是 否 是 第 一 个 的 子 集 ， 或 者 哪个 也 不 是 
另 一 个 的 子 集 。 
a) 从 纽约 至 新 德里 的 航空 公司 航班 的 集合 ， 从 纽约 至 新 德里 的 不 经 停航 空 公司 航班 的 集合 。 
b) 说 英语 的 人 的 集合 ， 说 中 文 的 人 的 集合 。 
c) 飞 鼠 的 集合 ， 会 飞行 的 生物 的 集合 。 
4. 对 下 面 每 一 对 集合 ， 判 断 第 一 个 是 否 是 第 二 个 的 子 集 ， 第 二 个 是 否 是 第 一 个 的 子 集 ， 或 者 哪个 也 不 是 
另 一 个 的 子 集 。 
a) 说 英语 的 人 的 集合 ， 说 带 有 澳大利亚 口音 的 英语 的 人 的 集合 。 
b) 水 果 的 集合 ， 柑 橘 类 水 果 的 集合 。 
ce) 学习 离 散 数学 的 学 生 的 集合 ， 学 习 数 据 结构 的 学 生 的 集合 。 
5. 判断 下 面 每 对 集合 是 否 相 等 。 
Rs 8, ss onds By Bs Bhs, 6 1} b){{(1}}, {1, {1)} 
OL, {8} 
6. 设 A={2,4，6}， B= 二 {2，6)},， C= 二 {4，6},，D 二 {4，6，8}。 判 断 这 些 集合 中 哪个 是 另外 一 个 的 子 集 。 
7. 对 下 面 的 每 个 集合 ， 判 断 2 是 否 为 该 集合 的 元 素 。 
a){zER|z 是 大 于 1 的 整数 } b){zER |z 是 一 个 整数 的 平方 } 
ce){2，{2}》 d){{2}, {{2)}} 
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e@){{(2}, {2, {2})}} f){{{2)}} 

. 对 练习 7 中 的 每 个 集合 ， 判 断 {2) 是 否 为 该 集合 的 一 个 元 素 。 

. 判断 下 列 语句 是 真 还 是 假 。 
a)06E 多 b)Y € {0} {OCG 
d) GSC{0} e) {0} € {0} f) {0}C{0} 
{GZ}SE{G) 

10. 判断 下 列 语句 是 真 还 是 假 。 
VDE{Y} DOE{GD, {8})} {GE{LD)} 
dG}E{{GD)} (DIC{GD, {2}} D{{G}IIC{G, {2})} 


11, 


12. 
13. 
14. 
15. 
16. 
17. 
18. 
19. 


20. 


21. 


22. 
23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 
32. 


33. 


DDTC{I{G}, (8G)}} 

判断 下 列 语句 是 真 还 是 假 。 

a)ZE {xz} b){z}S{z) 人 
d) {zr}€E{{(z}} GE{zx} DG EL{z} 
用 文 氏 图 说 明 所 有 不 超过 10 的 正 整 数 集合 中 的 奇数 子 集 。 

用 文 氏 图 说 明 在 一 年 所 有 的 月 份 集合 中 月 份 名 称 中 不 包含 字母 R 的 所 有 月 份 的 集合 。 
用 文 氏 图 说 明 集合 关系 ASB 和 BESEC。 

用 文 氏 图 说 明 集合 关系 ACB 和 了 CC。 

用 文 氏 图 说 明 集合 关系 ACB 和 ACC。 

假定 A、B 和 C 为 集合 ， 且 ACB，BCC,。 证 明 ASC。 

找 出 两 个 集合 A 和 B, 使 得 AEB 且 ACSB。 


下 列 各 集合 的 基数 是 什么 ? 

a) {a} b){{a)} 

€){a, {a}} d){a, {a}, {a, {a}}} 

下 列 各 集合 的 基数 是 什么 ? 

a) 他 b){ 好 ) 

Og, {GZ}} DG, {8}, {GS, {2G}}} 

找 出 下 列 各 集合 的 寡 集 。 

a) {a} b){a, 5b} OO{(g, {2}} 
如 果 A 和 B 是 两 个 集合 ， 且 有 相同 的 宕 集 ， 能 否 得 出 结论 A==B? 

下 列 集合 各 有 多 少 个 元 素 ? 

a)P({a, b, {a, b}}) DPIUG, a, {a}, {{a}}}) OPPCG)) 
判断 下 列 各 集合 是 否 为 某 集合 的 寡 集 。 

a) 所 bD)(Z, {a}} 
(GS, {a}, {GS, a}} dG, {a}, {6}, {a, 6}} 


证 明 P(A)ISEP(CB) 当 且 仅 当 ASB。 

证 明 如 果 ACC 并 且 BCD, 则 AXBCCXD。 

令 A={a， pc d}， B= 二 {y，xz}。 求 

a)AXB byBxA 


什么 ? 给 出 一 个 例子 说 明 这 个 笛 卡 儿 积 如 何 使 用 。 


例子 说 明 这 个 笛 卡 儿 积 如 何 使 用 。 

假定 AXB= 儿 ， 其 中 A 和 B 为 集合 。 你 能 得 出 什么 结论 ? 

今 A 为 集合 。 证 明 Z XA=AX2=2。 

今 A={as 8, cr B={z; y}, C=1{0; 1}, 求 

a)AXBXC bICXBXA 
CXAXB d)BXBXxB 


求 4 如 果 


令 A 为 一 所 大 学 的 数学 系 所 开设 课程 的 集合 ，B 为 该 大 学 所 有 数学 教授 的 集合 ， 笛 卡 儿 积 AXB 是 


笛 卡 儿 积 AXBXC 是 什么 , 其 中 A 是 所 有 航线 的 集合 ，B 和 C 都 是 所 有 美国 城市 的 集合 ? 给 出 一 个 
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a)A 王 (0，1，3》} b)A={1, 2, a, b} 
34. 求 A 如 果 
a)A= {a} b)A= {0, a} 


35. 如 果 A 有 m 个 元 素 ，B 有 个 元 素 ， 则 AXB 有 多 少 个 不 同 的 元 素 ? 

36. 如 果 A 有 wm 个 元 素 ，B 有 nn 个 元 素 ，C 有 个 元 素 ， 则 AXBXC 有 和 多少 个 不 同 的 元 素 ? 
37. 如 果 A 有 zz 个 元 素 且 n 是 一 个 正 整数 ， 则 A" 有 多 少 个 不 同 的 元 素 ? 

38. 证 明 AXB 关 BXA 除非 A 二 B， 其 中 A 和 B 均 为 非 空 集合 。 

39. 试 解释 为 什么 AXBXC 和 (AXB)XC 不 同 。 

40. 试 解释 为 什么 (AXB)X(CXD) 和 AX(BXC)XD 不 同 。 

41. 将 下 列 量化 表达 式 翻 译 成 汉语 句子 并 确定 其 真 值 。 


a)YV 基 ER(z2 尖 一 1) b) 习 zEZ(Cz: 一 2) 

VrEZzr>0) d)IzER(z’=7) 
42. 将 下 列 量 化 表达 式 翻 译 成 汉语 句子 并 确定 其 真 值 。 

a) J XER(z’ =—1) b) JzEZ(z+1>7) 

cJ)VYZEZ(CZz 一 1EZ) dVrEZ(r ED) 
43. 给 出 以 下 各 个 谓词 的 真 值 集合 ， 这 里 域 是 整数 集合 。 

a P(Z)s -23 DQ(z): z>zx 


c)RCz): 2z 十 1 一 0 
44. 给 出 以 下 各 个 谓词 的 真 值 集合 ， 这 里 域 是 整数 集合 。 
a) P(x): zs 之 1 b)Q(z): zx’:= 
OR(z): zr<r’ 
* 45. 序 偶 所 定义 的 性 质 是 两 个 序 偶 相等 当 且 仅 当 其 第 一 个 元 素 相 等 且 第 二 个 元 素 相 等 。 令 人 惊奇 的 是 ， 
我 们 可 以 用 集合 论 的 基本 概念 来 构造 序 偶 ， 从 而 取代 用 序 偶 作为 最 基本 的 概念 。 证 明 如 果 将 序 偶 (a， 
妃 定 义 为 {{fae)，{a，b)}， 那 么 (ae， 约 一 (c，d) 当 且 仅 当 a= 一 <c 且 2 一 4。[ 提 示 : 首先 证 明 {{a}，{a， 
四 )} 一 {{cy，{c，d2))} 当 且 仅 当 a=< 且 0 一 dj] 
* 46. 这 里 介绍 罗素 悖 论 (Russel's paradox) 。 令 S 为 这 样 的 集合 ， 它 包含 集合 zx 如 果 集 合 z 不 属于 它 自 己 ， 
NS={z| Ex} 
章 ] a) 证 明 从 S 是 它 自己 的 一 个 元 素 的 假设 能 推出 矛盾 。 
b) 证 明 从 S 不 是 它 自己 的 一 个 元 素 的 假设 能 推出 矛盾 。 
从 a) 和 b) 可 知 ，S 不 可 能 是 由 其 定义 所 描述 的 集合 。 这 一 悖 论 是 可 以 避免 的 ， 只 要 对 集合 可 以 拥有 
的 元 素 类 型 加 以 限制 即 可 。 
* 47. 给 出 一 个 能 列 出 一 个 有 限 集合 所 有 子 集 的 步骤 。 


2.2 集合 运算 


2.2.1 引言 

两 个 或 多 个 集合 可 以 以 许多 不 同 的 方式 结合 在 一 起 。 例 如 ， 从 学 校 主 修 数 学 的 学 生 集合 和 

ue 加 主 修 计 算 机 科学 的 学 生 集合 人 手 ， 可 以 构成 主 修 数 学 或 计算 机 科学 的 学 生 集合 、 既 主 修 数学 又 

主 修 计 算 机 科学 的 学 生 集合 、 所 有 不 主 修 数学 的 学 生 集合 等 。 

ES 今 A 和 B 为 集合 。 集 合 A 和 B 的 并 集 ， 用 AUB 表 示 ， 是 一 个 集合 ， 它 包含 A 
或 卫 中 或 同时 在 A 和 B 中 的 元 素 。 

一 个 元 素 z 属于 A 和 了 如 的 并 集 当 且 仅 当 z 属于 A 或 x 属于 B。 这 说 明 

AUB={(zlzEA4AVxzEB) 

图 1 所 示 的 文 氏 图 表示 两 个 集合 A 和 B 的 并 集 。 表 示 A 的 圆圈 内 或 表示 B 的 圆圈 内 的 阴 
影 区 域 表 示 AUB。 

我 们 将 给 出 集合 并 集 的 例子 。 

例 1 集合 {1，3，5} 和 集合 {1，2，3} 的 并 集 是 集合 {1，2，3，5)， 即 {1,， 3, 5}U{1, 2， 
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纵 三 和 位 ; 2 35 5} 4 
例 2 学 校 主 修 计算 机 科学 的 学 生 集 合 与 主 修 数 学 的 学 生 集 合 的 并 集 就 是 或 主 修 数 学 或 主 
修 计 算 机 科学 或 同时 主 修 这 两 个 专业 的 学 生 的 集合 。 本 
令 和 AA 和 B 为 集合 。 集 合 A 和 B 的 交集 ， 用 A 门 B 表示 ， 是 一 个 集合 ， 它 包含 同 
时 在 A 和 B 中 的 那些 元 素 。 
一 个 元 素 z 属于 集合 A 和 B 的 交集 当 且 仅 当 z 属于 A 而 且 z 属 于 B。 这 说 明 
ANMB={r|IzEAAzrE€B} 
图 2 所 示 的 文 氏 图 表示 集合 A 和 B 的 交集 。 同 时 在 代表 A 和 B 的 两 个 圆 之 内 的 阴影 区 域 
表示 A 和 B 的 交集 。 





A U 8 为 阴影 区 A n 8B 为 阴影 区 
图 1 A 和 B 并 集 的 文 氏 图 图 2 A 和 B 交集 的 文 氏 图 


我 们 给 出 交集 的 几 个 例子 。 
例 3 集合 人 ，3，5} 和 {1，2，3} 的 交集 是 {1，3}， 即 {1, 3, 5} 站 {1, 2，3}) 二 {1，3}。 
4 

例 4 学 校 所 有 主 修 计算 机 科学 的 学 生 集 合 与 所 有 主 修 数 学 的 学 生 集 合 的 交集 是 所 有 有 既 主 
修 计 算 机 科学 又 主 修 数学 的 学 生 的 集合 。 4 

再 站 两 个 集合 称 为 是 不 相交 的 ， 如 果 它 们 的 交集 为 空 集 。 

例 5 令 A= 人 和， 3, 5, 7,，9}, 而 B= 二 {2,，4,，6，8，10}。 因 为 A 站 B= 二名， 所 以 A 和 B 
不 相交 。 q 

我 们 经 常 对 寻找 集合 的 并 集 的 基数 很 感 兴趣 。 注 意 |A | 十 1B| 把 只 属于 A 或 只 属于 B 
的 元 素数 了 恰好 一 次 ， 而 对 既 属于 A 又 属于 B 的 元 素数 了 恰好 两 次 。 因 此 ， 如 果 从 | A | 十 
| B | 中 减 去 同时 属于 A 和 B 的 元 素 的 个 数 ， 则 A 站 了 3 中 的 元 素 也 就 只 数 了 一 次 。 于 是 

IAUB|I=|AI+|B|I-|ANB| 

把 这 一 结果 推广 到 任意 多 个 集合 的 并 集 就 是 所 谓 的 包含 排斥 原理 或 简称 容 斥 原理 (principle of 
inclusion-exclusion) 。 容 斥 原理 是 枚 举 中 的 一 项 重要 技术 。 我 们 将 在 第 6 章 和 第 8 章 详细 讨论 这 
一 原理 和 其 他 的 计数 技术 。 

还 有 其 他 一 些 重 要 的 组 合集 合 的 方式 。 

FE 今 A 和 B 为 集合 。A 和 B 的 差 集 ， 用 A 一 BB 表示 ， 是 一 个 集合 ， 它 包含 属于 A 
而 不 属于 B 的 元 素 。A 和 B 的 差 集 也 称 为 BB 相对 于 A 的 补 集 。 

评注 集合 A 和 B 的 差 集 有 时 候 也 记 为 A \B。 

一 个 元 素 属于 A 和 B 的 差 集 当 和 且 仅 当 xEA 且 xFB， 这 说 明 

A—B= {xz|xE€EAAzrg¢B}) 

图 3 所 示 的 文 氏 图 表示 和 集合 A 和 B 的 差 集 。 在 表示 集合 A 的 圆圈 内 部 同时 在 表示 集合 如 
的 圆圈 外 部 的 阴影 区 域 表 示 A 一 B。 

让 我 们 举 几 个 差 集 的 例子 。 

例 6 集合 {1，3，5} 和 {1，2，3} 的 差 集 是 {5}， 即 {1，3，5} 一 {1，2，3) 二 {5}。 这 不 同 
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于 {1，2，3} 和 {1，3，5}) 的 差 集 {2}。 | 
例 7 学 校 主 修 计算 机 科学 的 学 生 集 合 和 主 修 数学 的 学 生 集合 的 差 集 是 学 校 主 修 计算 机 科 
学 但 不 主 修 数 学 的 学 生 集合 。 q 


一 旦 指定 了 全 集 U， 就 可 以 定义 集合 的 补 集 。 
令 U 为 全 集 。 集 合 A 的 补 集 ， 用 A 表示， 是 A 相对 于 口 的 补 集 。 所 以 , 集合 A 
的 补 集 是 U 一 A。 
”一 个 元 素 属于 下 当 且 仅 当 z 4 A。 这 说 明 
A={zE€EU|zxz¢A) 
图 4 中 代表 集合 A 的 圆圈 外 面 的 阴影 区 域 表 示 A 。 





A 一 B 为 阴影 区 和 4 为 阴影 区 
图 3 A 和 B 的 差 集 的 文 氏 图 (阴影 部 分 图 4 集合 A 的 补 集 的 文 氏 图 (阴影 
是 A 一 B) 部 分 是 A ) 
我 们 举 几 个 补 集 的 例子 。 
例 8 令 4A=(ae，e，i，o，z) (其 中 全 集 为 英语 字母 表 中 字母 的 集合 ) 。 那 么 A 一 (606，c，d， 
Er 4 


例 9 令 A 为 大 于 10 的 正 整 数 的 集合 (全 集 为 所 有 正 整 数 集合 )。 那 么 A 二 {1，2，3, 4， 
5, 6, 7, 8, 9, 10} 
下 面 的 证 明 留 给 读者 : 可 以 用 A 和 B 的 补 集 的 交集 来 表示 A 和 B 的 差 集 。 即 
A—B=ANB 


2.2.2 集合 恒等式 

表 1 列 出 了 最 重要 的 集合 恒等式 。 我 们 将 用 三 种 不 同 的 方法 证 明 其 中 的 几 个 恒等式 。 介绍 
这 些 方法 是 想 说 明 对 一 个 问题 的 求解 往往 有 不 同 的 途径 。 表 中 未 证 明 的 恒等式 留 给 读者 练习 。 
读者 应 该 注意 这 些 集合 恒等式 和 1. 3 节 讨 论 的 逻辑 等 价 式 的 相似 之 处 (比较 1.6 节 中 表 6 和 这 
里 的 表 1) 。 事 实 上 ， 这 里 给 出 的 集合 恒等式 可 以 直接 由 对 应 的 逻辑 等 价 式 证 明 。 不 仅 如 此 ， 
这 两 者 都 是 布尔 代数 (在 第 12 章 讨 论 ) 中 的 恒等式 的 特例 。 








表 1 集合 恒等式 
恒 等 式 名 称 

AmU=A 

ei 恒 等 律 

AUU=U 

ANGZ=% i 

AUA=A 

A 宕 等 律 

(DBD=A 补 律 

AUB=BUA 交换 律 


ANMB=BNA 
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( 续 ) 


恒等式 名 称 


AUC(BUO)=(AUB)UC 
AN(BNO=(ANBD NC 


AUC(BNMNO=(AUBN AUO 
ANMN(BUO=(ANB)U ANO) 


ANMB=AUB 































AUB=ANE 管 所 麻 根 妇 
AU(ANMB)=A . 
ANMNC(AUB)=A 吸收 律 
AUA=U 

3 互补 律 


ANA=% 





证 明 集合 相等 的 一 种 方法 是 证 明 每 一 个 是 另 一 个 的 子 集 。 回 想 一 下 为 了 证 明 一 个 集合 是 另 
一 个 集合 的 子 集 ， 可 以 通过 证 明 一 个 元 素 如 果 属 于 第 一 个 集合 ， 必 定 属于 第 二 个 集合 。 通 常 我 
们 用 直接 证 明 法 来 证 明 。 我 们 将 通过 证 明 第 一 德 。 摩 根 律 来 说 明 这 一 方法 。 

例 10 证 明 A 门 B=AUB。 

解 ” 我 们 通过 证 明 互 为 子 集 来 证 明 两 个 集合 A 门 B 和 AUB 相等 。 

首先 ,证明 A 门 BSAUB。 这 个 可 以 通过 证 明 如 果 z 在 A 门 B 中 ， 则 也 必然 在 AUB 中 来 实 
现 。 现 在 假定 zE 人 站 互 。 根 据 补 的 定义 ，zEA 站 B。 再 由 交集 的 定义 可 知 ， 命 题 ?(CzEA)A 
(zxE B)) 为 真 。 

再 应 用 命题 逻辑 的 德 * 摩根 律 ， 可 得 Jj (zxE 有 A) 或 3 (rE B)。 根 据 命题 否定 的 定义 ， 有 we 疗 
XfA 或 x B。 再 由 补 集 的 定义 ， 这 蕴含 着 zEA 或 TEB。 因 此 ， 由 并 集 的 定义 ， 可 得 
zxEAUB。 从 而 得 证 A 门 BCAUB.。 

接 下 来 ,证 明和 AUBCANmB。 这 个 可 以 通过 证 明 如 果 z 在 AUB 中， 则 也 必然 在 A 门 B 中 
来 做 到 。 现 假设 zxEAU 巨 。 由 并 集 的 定义 ， 我 们 知道 <-E A 或 z<EB。 用 补 的 定义 ,可 得 zg A 
或 TK B。 所 以 ,命题 (zxEA)V-J(zEB) 为 真 。 

再 应 用 命题 逻辑 的 德 ，。 摩 根 律 ， 可 得 (CCzEA)A(CzEB)) 为 真 。 由 交集 的 定义 ， 可 得 
J(zEANB) 成 立 。 再 由 补 集 的 定义 ,可 以 得 出 zxEA 门 B。 这 就 证 明了 AUBSANMB. 

由 于 已 经 证 明了 每 一 个 集合 是 另 一 个 的 子 集 ， 所 以 这 两 个 集合 相等 ， 和 恒等式 得 证 。 4 

我 们 可 以 用 集合 构造 器 来 更 简洁 地 表达 例 10 中 的 推理 过 程 ， 如 例 11 所 示 。 

例 11 用 集合 构造 器 和 逻辑 等 价 式 来 证 明 第 一 德 ， 摩根 律 A 门 B==AUB。 

解 ”通过 下 列 步骤 证 明 这 一 恒等式 。 


ANMB={z| x¢ANMB)} 补 集 的 定义 
={z|-(zE(ANMNB))} 不 属于 符号 的 含义 
={z|-4 (XEAAMzEB)} 交集 的 定义 
={z| -4 (EA)V-IzEB)} 逻辑 等 价 式 的 第 一 德 。 摩根 律 
={z | x¢EAVzrEB) 不 属于 符号 的 含义 
={zx| XEAVzrEB) 补 集 的 定义 
={z| x€EAUB} 并 集 的 定义 
=AUB 集合 构造 器 记号 的 含义 
注意 除了 用 到 补 集 、 并 集 、 集 合成 员 、 集 合 构造 器 记号 的 定义 外 ， 这 个 证 明 还 用 到 了 逻辑 
等 价 式 的 第 一 德 。 摩根 律 。 4 


当 通 过 证 明 恒 等 式 的 一 边 是 另 一 边 的 子 集 的 方式 来 证 明 涉 及 两 个 以 上 集合 的 恒等式 时 ， 需 
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要 跟踪 一 些 不 同 的 情形 ， 如 证 明 集 合 分 配 律 的 例 12 所 示 。 

例 12 证 明 表 1 中 的 第 二 分 配 律 : 对 任意 集合 A、B 和 C, 证 明 AmCBUC)=(4AmB)U 
(AmcC) 。 

解 ”我 们 将 通过 说 明 等 式 的 每 一 边 是 另 一 边 的 子 集 来 证 明 这 个 恒等式 。 

假定 xzEAPmCBUC)。 那 么 zEA4A 且 zEBUC。 由 并 集 的 定义 可 得 ，zEA,， 且 xzEB 或 
ZzEC( 或 两 者 ) 。 换 句 话 ， 是 我 们 知道 复合 命题 CzEA)A(CzEB)V(CzeEC)) 为 真 。 再 由 合 取 对 
析 取 的 分 配 律 ， 有 ((zEA4A)A(CzEB))V(CzEA)A 人 ACEC))。 因 此 可 得 ， 或 者 zxEA 且 xzEB， 
或 者 YEA 且 xEC。 由 交集 的 定义 , 可 知 z€EANB 或 z€E ANC。 使 用 并 集 的 定义 ,可 得 出 
XE(ANMB)U(C(ANC)。 从 而 得 出 结论 AN (BUOSANB)U(ANMO)。 

现在 假定 zE(CAmB)UCAmcC)。 则 由 并 集 的 定义 ，zEAmB 或 xzEAnmC。 由 交集 的 定义 
可 得 ，zEA4A 且 zEDB, 或 者 zEA 且 zEC。 由 此 可 知 ，zEA,， 并 且 zEB 或 zxEC。 因 此 ,由 
并 集 的 定义 可 知 ，zEA 且 zEBUC。 再 由 交集 的 定义 ， 可 得 zEAm(CBUC)。 从 而 得 出 结论 
(CAnB)UCAnCcCSEAmCBUC) 。 这 就 完成 了 该 恒等式 的 证 明 。 本 

”集合 恒等式 还 可 以 通过 成 员 表 来 证 明 。 我 们 考虑 一 个 元 素 可 能 属于 的 集合 的 每 一 种 组 合 ， 

并 验证 在 相同 集合 组 合 中 的 元 素 同 属于 恒等式 两 边 的 集合 。 用 1 表示 元 素 属 于 一 个 集合 , 用 0 
表示 元 素 不 属于 一 个 集合 (读者 应 注意 到 成 员 表 和 真 值 表 的 相似 之 处 ) 。 

例 13 用 成 员 表 证 明 4An(CBUC=(AnB)UCAmnC) 。 

解 表 2 给 出 了 这 些 集合 组 合 的 成 员 表 。 这 个 表格 有 8 行 。 由 于 对 应 于 APmn(CBUcC) 和 
(ANMB)UCANMCO) 的 两 列 相同 ， 所 以 恒等式 有 效 。 4 

已 经 证 明 过 的 集合 恒等式 可 以 用 来 证 明 其 他 的 集合 恒等式 。 考 虑 下 面 的 例 14。 


表 2 分 配 律 的 成 员 表 






(ANB)U(ANO 











©O OO ~ pp OO OO ~ ~ 
OP ~ oO ~ -~ 
© OO oO oO oO Oo ~ ~— 
© OO OO oO oO ~ OO ~ 
QO DO US 





1 
1 
1 
0 
0 
0 
0 
0 


OO ~ OO pp OO pp OO ~ 





© oO oO oO ~ pm ~ 


例 14 令 A、B、C 为 集合 。 证明 
AUCBNMNO=CUBNA 


解 ”我 们 有 
AUCBNMOC=ANBNO) 由 第 一 德 。 摩根 律 
=AN(BUO) 由 第 二 德 . 摩根 律 
=(BUONA 由 交集 的 交换 律 
=(CUB)NA 由 并 集 的 交换 律 4 


2.2.3 扩展 的 并 集 和 交集 

由 于 集合 的 并 集 和 交集 满足 结合 律 ， 所 以 只 要 A、B、C 为 集合 ， 则 AUBUC 和 ANBNMC 
均 有 定义 ， 即 这 样 的 记号 是 无 二 义 性 的 。 也 就 是 说 ， 我 们 不 需要 用 括号 来 指明 哪个 运算 在 前 ， 
因为 AU(CBUC)=(AUB)UC 及 AnmCBnC=(CAnB)mc。 注意 AUBUC 包含 那些 至 少 属 
于 A、B、C 中 一 个 集合 的 元 素 , 而 AnBmncC 包 含 那 些 属于 A、B、C 全 部 3 个 集合 的 元 素 。3 
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个 集合 A、B、C 的 这 两 种 组 合 如 图 5 所 示 。 





a) 阴影 部 分 是 A4UBUC b) 阴影 部 分 是 A4N BN Cc 
图 5 集合 A、B、C 的 并 集 和 交集 


例 15 令 A=10, 2, 4, 6, 8}, B={0, 1, 2, 3, 4}, C={0, 3, 6,9}。 AUBUC 和 
ANBNC 是 什么 ? 
解 AUBUC 包 括 那 些 至 少 属于 A、B、C 之 一 的 元 素 。 所 以 
A BUCS= 012,34,658.9) 
集合 4AmnBmcC 包 括 那些 属于 全 部 3 个 集合 的 元 素 。 因 此 
ANMBNMC= {0} 4 
还 可 以 考虑 任意 多 个 集合 的 并 集 和 交集 。 引 入 下 面 的 定义 。 
一 组 集合 的 并 集 是 包含 那些 至 少 是 这 组 集合 中 一 个 集合 成 员 的 元 素 的 集合 。 
我 们 用 下 列 记号 


A UAUmUA=|U a 
表示 集合 Al， A,， nk A 的 并 集 。 
同一 组 集合 的 交集 是 包 合 那 些 属于 这 组 集合 中 所 有 成 员 集 合 的 元 素 的 集合 。 
我 们 用 下 列 记号 
ANANNA-NM A 
表示 集合 Al ，As，…，A, 的 交集 。 我 们 用 例 16 说 明 扩展 的 并 集 和 交集 。 


例 16 令 A4A=(i， 计 1，i 十 2，…)，i 一 1，2，…。 那 么 ， 
U A;= U {ii lit+2} = {1,2,3,.} 
i i 
= 站 (ii 十 1 十 290)》 == (ngn 十 lyn 十 2,…) 二 A， 4 


i=l] 


我 们 可 以 将 并 集 和 交集 的 记号 扩展 到 其 他 系列 的 集合 。 尤 其 可 以 使 用 下 面 的 记号 
和 下 
表示 集合 A,，A, ，…，A,… 的 并 集 。 类 似 地 ， 这 些 集合 的 交集 可 以 表示 为 
A 


更 一 般 地 ， 当 I 是 一 个 集合 时 ， 可 以 用 记号 门 :erA; 和 UierA; 分 别 表示 对 于 i ET 的 集合 A， 
的 交集 和 并 集 。 注意 我 们 有 门 jiszA; ={z| Yi€EI(zE A,)} 和 UierA:; ={z| J3i€EI(rE A,)}., 
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例 17 假设 对 于 i 二 1， 2， 3 “a 集合 A = (1, 2 "3 "sy i 那么 ， 
U4- U 1,2,3,，… 一 (1,2, 3 一 2 
而 
NM .= 1213, ,i} = {1} 

要 想 知道 这 些 集合 的 并 集 是 正 整 数 集 ， 注意 每 一 个 正 整 数 至 少 属于 一 个 集合 ， 因 为 整数 n 
属于 A 二 {1，2，…，n)， 并 且 集 合 中 的 每 一 个 元 素 都 是 正 整 数 。 要 想 知道 这 些 集合 的 交集 是 
1}， 注 意 属于 所 有 集合 A, ，A,，… 的 元 素 只 有 1。 也 就 是 说 ，Al = 二 {1}， 而 且 对 于 i=1， 
2， … 均 有 1EA,。 本 


2.2.4 集合 的 计算 机 表示 

计算 机 表示 集合 的 方式 有 多 种 。 一 种 办 法 是 把 集合 的 元 素 无 序 地 存储 起 来 。 可 是 如 果 这 样 
的 话 ， 在 进行 集合 的 并 集 、 交 集 或 差 集 等 运算 时 会 非常 费时 ， 因 为 这 些 运算 将 需要 进行 大 量 的 
元 素 搜 索 。 我 们 将 要 介绍 一 种 利用 全 集中 元 素 的 任何 一 种 顺序 来 存放 集合 元 素 的 方法 。 集 合 的 
这 种 表示 法 使 我 们 很 容易 计算 集合 的 各 种 组 合 。 

假定 全 集 忆 是 有 限 的 (而 且 大 小 合适 ， 使 U 的 元 素 个 数 不 超 过 计算 机 能 使 用 的 内 存量 )。 


首先 为 U 的 元 素 任意 规定 一 个 顺序 ， 例 如 wa ，a ，…，a,。 于 是 可 以 用 长 度 为 ”的 位 串 来 表示 
U 的 子 集 A: 其 中 位 串 中 第 位 是 1， 如 果 a; 属于 A; 是 0， 如 果 ai 不 属于 A。 例 18 阐明 了 这 
到 方法。 


例 18 令 U=(1，2，3，4，5，6，7，8，9，10}， 而 且 UU 的 元 素 以 升序 排序 ， 即 a;==i。 
表示 U 中 所 有 奇数 的 子 集 、 所 有 偶数 的 子 集 和 不 超过 5 的 整数 的 子 集 的 位 串 是 什么 ? 
解 ” 表 示 U 中 所 有 奇数 的 子 集 {1，3，5，7，9} 的 位 串 ， 其 第 1、3、5、7、9 位 为 1， 其 他 
位 为 0。 即 
10 1010 1010 
(我 们 已 把 长 度 为 10 的 位 串 分 成 长 度 为 4 的 片段 组 合 以 便 阅 读 ) 。 类 似 地 ，U 中 所 有 偶数 的 子 
集 ， 即 (2，4，6,，8，10}， 可 由 位 串 
01 0101 0101 
表示 。U 中 不 超过 5 的 所 有 整数 的 集合 (1，2，3，4，5}， 可 由 位 串 
11 1110 0000 
表示 。 | 
用 位 串 表 示 集 合 便于 计算 集合 的 补 集 、 并 集 、 交 集 和 差 集 。 要 从 表示 集合 的 位 串 计算 它 的 
补 集 的 位 串 ， 只 需 简 单 地 把 每 个 1 改 为 0， 每 个 0 改 为 1， 因 为 zxEA 当 且 仅 当 x& A 。 注 意 当 
把 每 位 看 成 是 真 值 时 (用 1 表示 真 ，0 表示 假 )， 上 述 运算 对 应 于 取 每 位 的 非 。 
例 19 我 们 已 经 知道 集合 {(L，3，5，7，9} 的 位 串 ( 全 集 为 (1，2，3，4，5，6，7，8，9， 
10}) 是 
10 1010 1010 
它 的 补 集 的 位 串 是 什么 ? 
解 用 0 取代 1,， 用 1 取代 0， 即 可 得 到 此 集合 的 补 集 的 位 串 
01 0101 0101 
这 对 应 于 集合 {2，4，6，8，10}。 本 
要 想得到 两 个 集合 的 并 集 和 交集 的 位 串 ， 我 们 可 以 对 表示 这 两 个 集合 的 位 串 按 位 做 布尔 运 
算 。 只 要 两 个 位 串 的 第 i 位 有 一 个 是 1， 则 并 和 集 的 位 串 的 第 i 位 是 1， 而 当 两 位 都 是 0 时 为 0。 
因此 ， 并 集 的 位 串 是 两 个 集合 位 串 的 按 位 或 (bitwise OR)。 当 两 个 位 串 的 第 i 位 均 为 1 时 ， 交 
集 位 串 的 第 位 为 1， 和 否则 为 0。 因此 交集 的 位 串 是 两 个 集合 位 串 的 按 位 与 (bitwise AND) 。 
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例 20 集合 {1，2，3，4，5) 和 {1，3，5，7，9} 的 位 串 分 别 是 11 1110 0000 和 10 1010 
1010。 用 位 串 找 出 它们 的 并 集 和 交集 。 
解 ”这 两 个 集合 的 并 集 的 位 串 是 
11 1110 0000 V 10 1010 1010=11 1110 1010 
它 对 应 集合 (1，2，3，4，5，7，9}。 这 两 个 集合 的 交集 的 位 串 是 
11 1110 0000 A 10 1010 1010=10 1010 0000 


它 对 应 集合 (1，3，5) 。 4 
练习 
1. 令 A 为 住 在 离 学 校 一 英里 以 内 的 所 有 学 生 的 集合 ，B 是 走路 上 学 的 所 有 学 生 的 集合 。 描 述 下 列 各 集合 
中 的 学 生 : 
VANMB byAUB 
c)A 一 也 d)B 一 A 


2. 假定 A 是 学 校 二 年 级 学 生 的 集合 ，B 是 学 校 选修 离散 数学 课 的 学 生 集合 。 用 A 和 B 来 表示 下 列 各 个 
集合 。 
a) 学 校 选修 离散 数学 课 的 二 年 级 学 生 集 合 。 
b) 学 校 不 选修 上 离散 数学 课 的 二 年 级 学 生 集合 。 
©) 学 校 二 年 级 学 生 或 选修 离散 数学 课 的 学 生 的 集合 。 
d) 学 校 里 既 不 在 二 年 级 学 生 也 不 选修 离散 数学 课 的 学 生 的 集合 。 
3. 令 A={1,， 2，3, 4,，5}，B= 二 {0，3，6}。 求 


a)4UB b)A 门 召 
A—B d)B—A 

4. 令 A={a, b, c,d, e}, B={a, b, c,d, e，f，g，h}。 求 
a)AUB by)ANMB 
WA=B d)B 一 A 


在 练习 5 一 10 中 ， 假 定 A 是 某 个 全 集 U 的 子 集 。 
5. 证 明 表 1 中 的 补 集 律 : 五 =A。 
6. 证 明 表 1 中 的 恒 等 律 : 


WAUG=A byANMU=A 
7. 证 明 表 1 中 的 支配 律 : 

a)AUU=U b)Af 和 = 好 
8. 证 明 表 1 中 的 寡 等 律 ; 

a)AUA=A byANMNA=A 
9. 证 明 表 1 中 的 交换 律 : 

a)AUA=U DANA= 2 
10. 证 明 : 

a)A 一 好 一 A b) 儿 一 A= 弛 
11. 令 A 和 B 为 两 个 集合 。 试 证 明 表 1 中 的 交换 律 : 

a)AUB=BUA b ANMNB=BNA 


12. 证 明 表 1 中 的 第 一 个 吸收 律 : 如 果 A 和 B 为 两 个 集合 ， 那么 AU (AN 门 B)=A。 
13. 证 明 表 1 中 的 第 二 个 吸收 律 : 如 果 A 和 B 为 两 个 集合 ,那么 An (CAUB)=A4A。 
14. 如 果 A 一 B= 二 {1，5, 7，8},，B 一 A 二 {2,10)}, 且 AN 门 B=={3，6，9)}, 试 找 出 集合 A 和 B。 


15. 通过 以 下 两 种 方式 证 明 表 1 中 的 第 一 个 德 。 摩根 律 : 如 果 A 和 B 为 两 个 集合 , 那么 AUB=ANB 
a) 通 过 证 明 两 边 互 为 子 集 。 b) 使 用 成 员 表 。 

16. 令 A 和 B 为 集合 。 证明: 
a) (ANB)SA bAS(CAUB) 


c)A 一 BSA dAfm(CB 一 A) 王 弛 
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AU(B—A)=AUB 
17. 如 果 A、B、C 为 集合 ,试用 下 面 的 方法 证 明 ANBNnC=AUBUC 





a2) 通过 证 明 两 边 互 为 子 集 。 b) 使 用 成 员 表 。 

18. 邻 A、B、C 为 集合 。 证 明 : 
a)(AUB)EC(AUBUO) b) (ANBNOCANMB) 
ec)(A 一 B) 一 CEA 一 C dA—ONC—B)=G 


© (B—A)U(C—A)=(BUO)—A 
19. 证 明 如 果 A 和 B 为 集合 ， 则 


a)A—B=ANMB b) (ANMNB)U (ANB)=A 
20. 证 明 如 果 A 和 B 为 集合 且 ASB， 则 
a)AUB=B by)ANMNB=A 


21. 证 明 表 1 中 的 第 一 结合 律 : 如 果 A、B、C 为 集合 ,那么 AU(CBUC)=(AUB) UC。 

22. 证 明 表 1 中 的 第 二 结合 律 : 如 果 A、B、C 为 集合 , 那么 AmnCBnc)=(CAnB)mc。 

23. 证 明 表 1 中 的 第 一 分 配 律 : 如 果 A、B、C 为 集合 ， 那么 AU (BN 站 0C)=(AUB)N (AUO)， 

24. 令 A、B、C 为 集合 。 证明 (A 一 B) 一 C=(A 一 C0) 一 (B 一 0)。 

25, SA={0, LZ, 4, 6 .8 10}, B={0r Ty 2 3 4 5 GG: C= HM Br 67 (5 Bo Wy OE, 当 


dANMNBNMNC bAUBUC 

AUB NC VANB)UC 
26. 画 出 集合 A、B、C 的 下 列 每 个 组 合 的 文 氏 图 : 

WANC(BUO) DANBNC 


YA—B)U(A—CU B=—O) 
27. 画 出 以 下 集合 4A、B、C、D 的 每 个 组 合 的 文 氏 图 : 


a)AN (CB—O) b)(ANMNB)U ANO) 
ANB)U ANO) 

28. 画 出 以 下 集合 A、B、C、D 的 每 个 组 合 的 文 氏 图 : 
a) (ANMB)U CND) DAUBUCUD 


oA—(BNCNMND) 
29. 如 果 集 合 A 与 B 具 有 下 列 性 质 ， 你 能 就 A 和 B 说 些 什 么 ? 


a)AUB=A bpANMB=A 
cA—B=A dANMNB=BNA 
eA—B=B 一 A 

30. 如 果 集 合 A、B、C 满足 下 述 条 件 ， 你 能 断定 A 二 B 吗 ? 
a)AUC=BUC b)ANMNC=BNMC 


AUC=BUC 并 有 ANC=BNC 
31. 令 A 和 B 为 全 集 U 的 子 集 。 证 明 ASB 当 且 仅 当 BSA。 
集合 A 和 B 的 对 称 差 ， 用 A 中 B 表示 ， 是 属于 A 或 属于 B 但 不 同时 属于 A 与 B 的 元 素 组 成 的 集合 。 
32. 求 {1，3，5) 和 {1，2，3}) 的 对 称 差 。 
33. 求 某 校 主 修 计 算 机 科学 的 学 生 集合 与 主 修 数 学 的 学 生 集合 的 对 称 差 。 
34. 画 出 集合 A 与 B 的 对 称 差 的 文 氏 图 。 
35. 证 明 A@BB=(AUB) 一 (A 站 mB)。 
36. 证 明 A®BB= (A 一 B)U(B 一 A)。 
37. 证 明 如 果 A 是 全 集 U 的 子 集 ， 则 


a)4A 四 4 一 好 b)ABGZ=A 
ADBU=A d)ADBA=U 

38. 如 果 A 和 B 为 集合 , 证明: 
a)ADB= BOA b) (ABB)®BB=A 


39. 如 果 AB 二 A， 你 能 就 集合 A 和 B 说 些 什 么 ? 
* 40. 判断 对 称 差 是 否 满足 结合 律 ， 即 如 果 A、B、C 为 集合 ， 是 否 有 A 四 (BE 申 C) 一 (4 巾 B)@ 巾 C 成 立 ? 
* 41. 假定 A、B、C 为 集合 ， 使 得 A 申 C=B 申 CC。 是否 必 定 有 A= B? 
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42 
43 
44 
45 
46 


. 如 果 A、B、C、 呈 为 集合 ，(AB) 昌 (CBD) 二 (AC) 四 (B@D) 是 否 成 立 ? 
. 如 果 A、B、C、D 为 集合 ，(A 旬 B) 田 (CBD) 二 (4@@D) 四 (BC) 是 否 成 立 ? 
* 证 明 如 果 A 和 B 是 有 限 集 ， 则 AUB 是 有 限 集 。 
. 证 明 如 果 A 是 无 限 集 ， 则 只 要 B 是 一 个 集合 ，AUB 也 是 一 个 无 限 集 。 
. 证 明 : 如 果 A、B、C 为 集合 ， 则 
[YEU A eb ANBL | ANGT= | .BNC + ANBNG 


(这 是 第 8 章 将 要 学 习 的 包含 排斥 原理 的 一 个 特例 。) 


47 


. 令 而 三 但，2 3 = 23 求 


aU » {la 


48. 令 4A: 一 (…， 一 2， 一 1，0，1，…，zi)。 求 
a) Ua b) 门 4 

49. 令 A; 为 所 有 长 度 不 超过 i 的 非 空位 串 ( 即 长 度 至 少 为 1) 的 集合 。 求 
a) Ua b) (a. 

50. 试 求 UE:A; 和 门生 1A;， 如 果 对 于 任意 正 整 数 i， 
adAi= (is it laiT2s “rr}。 
b)A;={0, i}。 
©)A;= 二 (0， 让 ， 即 满足 0 二 z=i 的 实数 工 的 集合 。 

d)A; 二 (i，co)， 即 满足 x 之 i 的 实数 工 的 集合 。 

51. 试 求 U1A; 和 门生 1A;， 如 果 对 于 任意 正 整 数 i 
到 光一 (一 区 一 计 1 ws —1s 0 1l, ww, i—1, is 
b)A;={—is i}。 
oA; 二 [一 i，]， 即 满足 一 <x<i 的 实数 工 的 集合 。 

d)A; 二 [i，co)， 即 满足 zx 宇 i 的 实数 工 的 集合 。 

52. 假定 全 集 U 一 {1，2，3，4，5，6，7，8，9，10}。 用 位 串 表 示 下 列 各 集合 ， 假 定 如 果 i 属于 该 集合 ， 
则 其 位 串 的 第 i 位 为 1， 否 则 第 i 位 为 0。 
8){13，4，5》 b){1, 3, 6, 10} 
{2r Bs 7 

53. 使 用 上 题 中 的 同一 个 全 集 ， 求 下 列 位 串 各 自 代 表 的 集合 。 

a)11 1100 1111 b)01 0111 1000 
c)10 0000 0001 

54. 下 列 位 串 各 代表 有 限 全 集 的 什么 子 集 ? 

a) 所 有 位 全 为 0 的 串 。 b) 所 有 位 全 为 1 的 串 。 

55. 对 应 于 两 个 集合 之 差 的 位 串 是 什么 ? 

56. 对 应 于 两 个 集合 的 对 称 差 的 位 串 是 什么 ? 

5 A= ,D6 die}s B= Be dy Bg Bs 1 v}» C={e, € i 0 Us Ty yr Es D={d, es 
By Ds Wa a 说 明 怎 样 用 位 串 的 按 位 运算 求 下 列 集合 的 组 合 : - 
al)AUB b)A 门 召 
AUDNMNBUO d)AUBUCUD 

58. 怎样 用 位 串 求 出 同一 全 集 U 的 n 个 子 集 的 并 集 和 交集 ? 
集合 A 的 后 继 是 集合 AU{A}。 

59. 求 下 列 集合 的 后 继 。 

a){1, 2, 3} DY 
©) {gg} dD{G, {GG}} 
60. 一 个 含 n 个 元 素 的 集合 的 后 继 有 几 个 元 素 ? 


有 时 候 一 个 元 素 在 一 个 无 序 集中 出 现 的 次 数 也 有 意义 。 当 同一 个 元 素 作为 成 员 可 以 出 现 不 止 一 
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次 时 ， 这 个 无 序 元 素 集 就 是 多 重 集 。 符号 {mi al m2 ad2, ”9 Mm * ar } 表 示 的 是 QI1 出 现 7721 次 ， 
az 出 现 mz 次 等 的 多 重 集 。 整 数 m; 称 为 ai 的 重 数 ，i 二 1，2，…，r。 
令 P 和 Q 为 多 重 集 ， 多重 集 P 和 Q 的 并 集 是 多 重 集 ， 其 中 每 个 元 素 的 重 数 是 该 元 素 在 已 和 Q 中 
的 重 数 的 最 大 值 。 已 和 Q 的 交集 是 多 重 集 ， 其 中 每 个 元 素 的 重 数 是 该 元 素 在 己 和 Q 中 重 数 的 最 小 
值 . 已 和 Q 的 差 集 是 个 多 重 集 ， 其 中 每 个 元 素 的 重 数 是 该 元 素 在 已 中 的 重 数 减 去 它 在 Q 中 的 重 数 ， 
当然 这 不 能 是 负数 ， 如 果 是 负数 就 以 0 作为 重 数 。P 和 Q 的 和 集 是 多 重 集 ， 其 中 每 个 元 素 的 重 数 是 
该 元 素 在 已 和 Q 中 的 重 数 的 和 。P 和 Q 的 并 集 、 交 集 和 差 集 分 别 用 PUQ、PnQ 和 了 P 一 Q 表 示 ( 不 
要 将 这 些 运 算 与 集合 上 的 类 似 运算 相 混淆 )。 忆 和 Q 的 和 集 用 己 十 Q 表示 。 
61. 令 A 和 B 分 别 为 多 重 集 {3，a，, 2，6b, 1:c)} 和 {2*a，3，b,，4。d}。 求 
a)AUB byANMB A—B 
d)B—A eA++B 
62. 假定 A 是 多 重 集 ， 其 元 素 是 某 大 学 一 个 系 需要 的 计算 机 设备 的 类 型 ， 而 元 素 的 重 数 则 是 每 一 类 所 需 
设备 的 件数 ; B 是 同一 所 大 学 另 一 个 系 类 似 的 多 重 集 。 例 如 A 可 以 是 多 重 集 {107。PC，44“。 路 由 
器 ，6， 服务 器 }， 而 B 可 以 是 {14.，PC，6， 路 由 器 2， 大 型 计算 机 )。 
a) 假 定 两 个 系 使 用 同样 的 设备 ，A 和 B 的 什么 组 合 代 表 该 大 学 应 该 买 的 设备 ? 
b) 假 定 两 个 系 使 用 同样 的 设备 ，A 和 B 的 什么 组 合 代表 两 个 系 都 使 用 的 设备 ? 
中 假定 两 个 系 使 用 同样 的 设备 ，A 和 B 的 什么 组 合 代表 第 二 个 系 使 用 ， 但 第 一 个 系 不 使 用 的 设备 ? 
d) 假 定 两 个 系 不 共享 设备 ，A 和 B 的 什么 组 合 代表 该 大 学 应 该 购买 的 设备 ? 
人 工 智能 中 使 用 模糊 集合 。 全 集 U 中 每 个 元 素 在 模糊 集合 S 中 都 有 个 隶属 度 ， 即 0 和 1 之 间 ( 包 括 0 
和 1) 的 实数 。 模 糊 集合 S 的 表示 法 是 列 出 元 素 及 其 隶属 度 (隶属 度 为 0 的 元 素 不 列 )。 例 如 ， 用 {0. 6 Alice， 
| 0. 9 Brian，0. 4 Fred，0. 1 Oscar，0.5 Rita} 表 示 名 人 集合 下 ， 说明 Alice 在 下 中 的 隶属 度 为 0.6，Brian 在 
F 中 的 素 属 度 为 0.9，Fred 在 下 中 的 隶属 度 为 0.4，Oscar 在 下 中 的 隶属 度 为 0.1， 而 Rita 在 下 中 的 隶属 
度 为 0. 5( 因 此 这 些 人 里 Brian 最 出 名 而 Oscar 最 不 出 名 )。 再 假定 RR 是 富 人 集合 ，R 二 {0.4 Alice，0.8 
Brian, 0.2 Fred, 0.9 Oscar, 0.7 Rita } 。 
63. 模糊 集合 S 的 补 集 是 集合 S， 元 素 在 S 中 的 隶属 度 等 于 1 减 去 该 元 素 在 S 中 的 隶属 度 。 求 F( 不 出 名 
者 的 模糊 集合 ) 和 R( 不 富裕 者 的 模糊 集合 )。 
64. 模糊 集合 S 和 T 的 并 集 是 模糊 集合 SUT， 其 中 每 个 元 素 的 隶属 度 是 该 元 素 在 S 和 了 中 成 员 度 的 最 
大 值 。 求 名 人 或 富 人 的 模糊 集合 FUR。 
65. 模糊 集合 S 和 T 的 交集 是 模糊 集合 S 门 T， 其 中 每 个 元 素 的 隶属 度 是 该 元 素 在 S 和 了 中 的 成 员 度 的 
最 小 值 。 求 既 出 名 又 富裕 者 的 模糊 集合 FN 站 R。 


2.3 函数 


2.3.1 引言 

在 许多 情况 下 我 们 都 会 为 一 个 集合 的 每 个 元 素 指派 另 一 个 集合 (可 以 就 是 第 一 个 集合 ) 中 的 
一 个 特定 元 素 。 例 如 ， 假 定 对 离散 数学 课 的 每 个 学 生 指 派 一 个 从 {A，B，C，D，F} 中 字母 作 
为 他 的 得 分 。 再 假定 Adams 的 得 分 是 A，Chou 的 得 分 是 C，Goodfriend 的 得 分 是 B， 
Rodriguez 的 得 分 是 A， 而 Stevens 的 得 分 是 下 。 这 一 得 分 指派 如 图 1 所 示 。 

这 种 指派 就 是 函数 的 一 个 例子 。 在 数学 和 计算 机 科学 中 函数 的 概念 分 外 重要 。 例 如 在 离散 
数学 中 函数 用 于 定义 像 序列 和 字符 串 这 样 的 离散 结构 。 函 数 还 可 用 于 表示 计算 机 需要 多 少时 间 
来 求解 给 定 规模 的 问题 。 许 多 计算 机 程序 和 子 程序 被 设计 用 来 计算 函数 值 。 弟 归 函 数 是 基于 自 
身 来 定义 的 函数 ， 在 计算 机 科学 中 应 用 广泛 ， 我 们 会 在 第 5 章 讨 论 。 这 一 节 只 是 回顾 一 下 离散 
数学 中 会 用 到 的 有 关 函 数 的 基本 概念 。 

令 和 和 B 为 非 空 集合 。 从 和 到 B 的 函数 是 对 元 素 的 一 种 指派 ， 对 A 的 每 个 元 
素 恰 好 指派 B 的 一 个 元 素 。 如 果 B 中 元 素 5 是 唯一 由 函数 了 指派 给 A 中 元 素 a 的 ， 则 我 们 就 
写成 f(a) 二 bp。 如 果 厂 是 从 A 到 吾 的 函数 ， 就 写成 了: A 一 B。 


评注 “函数 有 时 也 称 为 映射 (mapping) 或 者 变换 (transformation) 。 
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有 许多 描述 函数 的 方式 。 有 时 候 明 确 说 明 指 派 关 系 (如 图 1 所 示 )。 通 常 我 们 会 给 出 一 个 公 ， 


式 来 定义 函数 ， 如 f(x) 二 zx 十 1。 有 时 候 也 用 计算 机 程序 来 描述 函数 。 

函数 f: A 一 B 也 能 由 从 A 到 B 的 关系 来 定义 。 回 顾 2.1 节 A 到 B 的 关系 就 是 集合 AXB 
的 子 集 。 对 于 A 到 B 的 关系 ， 如 果 对 每 一 个 元 素 a€E A 都 有 且 仅 有 一 个 序 偶 (a，65)， 则 它 就 定 
义 了 A 到 B 的 一 个 函数 f。 这 个 函数 通过 指派 f(a) 二 5 来 定义 ， 其 中 (a,， 65) 是 关系 中 唯一 以 a 
为 第 一 个 元 素 的 序 偶 。 
”如果 三 是 从 A 到 已 的 函数 ， 我 们 说 人 是 太 的 定义 域 (domain)， 而 已 是 太 的 陪 域 
(codomain) 。 如 果 f(a) 二 bp， 我 们 说 5 是 a 的 像 (image)， 而 & 是 0 的 原 像 (preimage) 。j 丰 的 值 域 
(range) 或 像 是 A 中 元 素 的 所 有 像 的 集合 。 如 果 是 从 A 到 B 的 函数 ,我们 说 把 A 映射 











(map) 到 B。 
图 2 表示 A 到 B 的 函数 。 
Adams ® @ 4 
Chou @ eB 
Goodfriend @ eC 
Rodriguez e@ eD SS 
Stevens ® erF 淘 
图 1 离散 数学 课程 成 绩 的 指派 图 2 函数 了 把 A 映射 到 B 


当 定 义 一 个 函数 的 时 候 ， 我们 需要 指定 它 的 定义 域 、 陪 域 、 定 义 域 中 元 素 到 陪 域 的 映射 。 
当 两 个 函数 有 相同 的 定义 域 、 陪 域 ,定义 域 中 的 每 个 元 素 映 射 到 陪 域 中 相同 的 元 素 时 ， 这 两 个 
函数 是 相等 的 。 注 意 ， 如 果 改 变 函 数 的 定义 域 或 陪 域 ,那么 将 得 到 一 个 不 同 的 函数 。 如 果 改 变 
元 素 的 映射 关系 ， 也 会 得 到 一 个 不 同 的 函数 。 

例 1 一 5 提供 了 函数 的 例子 。 在 每 个 例子 中 ， 我 们 都 描述 了 定义 域 、 陪 域 、 值 域 和 定义 域 
中 元 素 的 赋值 。 

例 1 引用 本 节 开 头 的 例子 中 给 学 生 打 分 的 函数 ， 描 述 其 定义 域 、 陪 域 、 值 域 。 

解 令 G 为 函数 ,表示 在 离散 数学 课 上 一 个 学 生 的 得 分 。 例 如 GC(Adams) 二 A。 则 G 的 定 
义 域 是 集合 {Adams，Chou，Goodfriend,， Rodriguez，Stevens}， 陪 域 是 集合 {A，B, C, DD， 
F}。G 的 值 域 是 {A，B，C，F}， 因 为 除了 DD 以 外 每 个 分 数值 被 指派 给 某 个 学 生 。 4 

例 2 令 RR 为 包含 序 偶 (Abdul,，22),， (Brenda, 24), (Carla, 21), (Desire, 22), 
(Eddie，24) 和 (Felicia，22) 的 一 个 关系 。 这 里 每 一 对 包括 学 生 及 其 年 龄 。 那 么 ， 该 关系 五 确定 
的 函数 是 什么 ? 

解 ” 如 果 是 由 这 个 关系 定义 的 函数 ， 则 f(AbduD) = 二 22，f(Brenda) 二 24,，f(Carla)= 二 21, f 
(Desire) 二 22，f(Eddie) 二 24，f(Felicia) 一 22。( 这 里 f(z) 是 zz 的 年 龄 ， 其 中 zz 是 学 生 。) 定 义 域 为 
集合 {Abdul，Brenda，Carla，Desire，Eddie，Felicia} 。 还 需要 指定 一 个 陪 域 ,， 包含 学 生 所 有 可 能 
的 年 龄 。 因 为 所 有 学 生 的 年 龄 很 可 能 小 于 100 岁 ， 我 们 可 以 取 小 于 100 的 正 整 数 作为 陪 域 。( 注 
意 ， 我 们 也 可 以 选择 不 同 的 陪 域 ， 如 所 有 正 整数 的 集合 或 者 10 一 90 的 正 整 数 的 集合 ， 但 是 这 会 
改变 函数 。 采 用 这 个 陪 域 使 得 我 们 以 后 可 以 通过 增加 更 多 学 生 的 名 字 和 年 龄 来 扩展 函数 。.) 这 里 
定义 的 函数 的 值 域 是 这 些 学 生 的 不 同年 龄 的 集合 ， 即 集合 {21，22，24})。 4 

例 3 令 f 为 函数 ， 给 长 度 大 于 或 等 于 2 的 位 串 指 派 其 最 后 两 位 。 例 如 ，f(11010) 二 10。 
那么 ，f 的 定义 域 就 是 所 有 长 度 大 于 或 等 于 2 的 位 串 的 集合 ， 而 陪 域 和 值 域 都 是 集合 {00，01， 
10, .1} 4 

例 4 令 函 数 f:Z>Z 给 每 个 整数 指派 其 平方 。 于 是 f(z) 二 x*， 这 里 f 的 定义 域 是 所 有 
整数 的 集合 ，f 的 陪 域 是 所 有 整数 的 集合 ，f 的 值 域 是 所 有 那些 完全 平方 数 的 整数 集合 ， 即 {0， 
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1, 4, 9; YY。 4 
例 5 函数 的 定义 域 和 陪 域 往往 用 程序 语言 描述 的 。 例 如 Java 语句 
int floor(float real) {……} 
和 C 十 十 函数 语句 
int floor(float x){…》 
说 的 都 是 floor 函数 的 定义 域 是 (由 浮 点 数 表示 的 ) 实 数 集合 ， 而 它 的 陪 域 是 整数 集合 。 4 
一 个 函数 称 为 是 实 值 函 数 如 果 其 陪 域 是 实数 集合 ， 称 为 整数 值 函数 如 果 其 陪 域 是 整数 集 
合 。 具 有 相同 定义 域 的 两 个 实 值 函 数 或 两 个 整数 值 函数 可 以 相 加 和 相 乘 。 
令 户 和 万 是 从 人 到 及 的 函数 ， 那 么 万 十 户 和 万 户 也 是 从 A 到 及 的 函数 ， 其 定 
义 为 对 于 任意 XEA 
Cf = fe) 
fife) (zx) = fi (x) fz) 
注意 ， fi+f 和 ff 的 定义 是 利用 万 和 f2 在 并 的 值 来 计算 它们 在 zz 的 值 。 
例 6 令 方 和 万 是 从 有 R 到 了 的 函数 ， 使 得 f(z) 二 x? 且 f(x) 二 x 一 x*。 函 数 用 十 f; 和 
万 户 是 什么 ? 
解 ” 从 函数 的 和 与 积 的 定义 可 知 
(fii fiz) = fr) fz)=r(r—zr)=z 


(frifi zrz) = rr x) = rw | 
当 f 是 一 个 从 A 到 B 的 函数 时 ， 可 以 定义 A 的 子 集 的 像 。 
ES 仿 f 为 从 A 到 B 的 函数 ，S 为 A 的 一 个 子 集 。S 在 函数 下 的 像 是 由 S 中 元 素 的 
像 组 成 的 B 的 子 集 。 我 们 用 f(S) 表 示 S 的 像 ， 于 是 
f(S)=1{1| 3s€ SC= £6))) 
我 们 也 用 简写 {f(s) | sE S}) 来 表示 这 个 集合 。 


评注 用 f(S) 表 示 和 集合 S 在 函数 下 的 像 可 能 会 有 潜在 的 二 义 性 。 这 里 ，f(S) 表 示 
一 个 集合 ， 而 不 是 函数 f 在 集合 S 处 的 值 。 


例 7 令 A={a， b, Cy 六 让 e} 而 B= {1， 2 站 3 且 f(a)=2， f(b)=1, f(c)=4, f 
(d) 二 1 及 f(e) 二 1。 子 集 S= 二 {6b，c，d} 的 像 是 集合 FCS) 一 (1，4) 。 4 


2. 3.2 一 对 一 函数 和 了 映 上 函数 

有 些 函 数 不 会 把 同样 的 值 赋 给 定义 域 中 两 个 不 同 元 素 。 这 种 函数 称 为 一 对 一 的 。 

FE 汉 数 f 称 为 是 一 对 一 (one-to-one) 或 单 射 函数 (injection)， 当 且 仅 当 对 于 f 的 定义 
域 中 的 所 有 a 和 六 及 (a) 王 大 (8) 蕴 含 4a 一 0。 一 个 函数 如 果 是 一 对 一 的 ， 就 称 为 是 单 射 的 
(injective) 。 

注意 ， 函 数 /是 一 对 一 的 当 且 仅 当 只 要 “天 就 有 f(a) 了 关 f(b)。 这 种 表达 7 为 一 对 一 函数 
的 方式 是 通过 对 定义 中 的 列 含 式 取 逆 和 否 命题 而 来 的 。 


评注 ”我们 可 以 用 量词 来 表达 f 是 一 对 一 的 ， 如 YayVb(f(a) 一 f(b) 一 a 二 6) 或 等 价 地 
VaVp(Ca 天 pa) 天 8))， 其 中 论 域 是 函数 的 定义 域 。 





a ©l 
我 们 通过 一 对 一 的 函数 和 不 是 一 对 一 的 函数 示例 来 说 明 这 
个 概念 。 be .2 
例 8 判断 从 {a， Os, Gs d} 到 {1， ibs Ms 5} 的 函数 f 是 ce ®3 
香 为 一 对 一 的 ， 这 里 f(a)= 二 4，f(6)= 二 5，f(c)= 二 1 而 f(4d)= 二 3。 i cl 


解 f 是 一 对 一 的 ， 因 为 f 在 它 定义 域 的 四 个 元 素 上 取 不 
同 的 值 。 如 图 3 所 示 。 | 图 3 一 个 一 对 一 函数 ®5 
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例 9 判断 从 整数 集合 到 整数 集合 的 函数 f(x) 二 x? 是 否 为 一 对 一 的 。 

解 ”函数 f(x) 二 zx? 不 是 一 对 一 的 ， 因 为 f(1)= 二 f( 一 1)=1, 但 1 关 一 1。 

注意 ， 如 果 函 数 f(x) 二 x? 的 定义 域 限 制 在 Z* 上 ， 那么 它 就 是 一 对 一 的 。( 技 术 上 ， 当 限 
定 一 个 函数 的 定义 域 时 ， 我 们 得 到 了 一 个 新 的 函数 ， 受 限定 义 域 中 的 元 素 函 数值 与 原 函 数值 相 
同 ， 受 限 函 数 对 于 受 限定 义 域 以 外 的 原 定义 域 中 的 元 素 无 定义 。) | 

例 10 判断 实数 集合 到 它 自身 的 函数 f(x) 二 zx 十 1 是 否 为 一 对 一 函数 。 

解 ” 函 数 f(x) 二 zx 十 1 是 一 对 一 的 。 要 证 明 这 一 点 ， 只 需 注 意 当 zx 关 y 时 xz 十 1 关 y 十 1。 外 

例 11 假设 从 一 组 只 能 有 单个 工人 完成 的 工作 集合 中 为 一 组 雇员 中 的 每 个 工人 指派 一 项 
工作 。 这 种 情况 下 ， 为 每 个 工人 指派 一 项 工作 的 函数 就 是 一 对 一 的 。 要 了 解 这 一 点 ， 注 意 如 果 
工 和 y 是 两 个 不 同 的 工人 ， 则 7F(z) 天 Coy)， 因 为 两 个 工人 工 和 >y 必须 被 指派 不 同 的 工作 。 4 

现在 我 们 来 给 出 一 些 条 件 保证 函数 为 一 对 一 的 。 

EE 国 定义 域 和 陪 域 都 是 实数 集 子 集 的 函数 f 称 为 是 递增 的 ， 如 果 对 的 定义 域 中 的 工 
和 y， 当 Xx<<y 时 有 了 f(z) 三 f(y); 称 为 是 严格 递增 的 ， 如 果 当 z<y 时 有 f(z) 二 f(y)。 类 似 
地 ， 厂 称 为 是 递减 的 ， 如 果 对 的 定义 域 中 的 和 y， 当 zx<y 时 有 f(z) 宇 f(y); 称 为 是 严格 
递减 的 ， 如 果 当 x 二 y 时 有 (zx) 这 f(y) (定义 中 严格 一 词 意 味 着 严格 不 等 式 )。 


评注 一 个 函数 f 是 递增 的 ， 如 果 VYVZXYy(z 二 y 阅 f(x) 三 f(y)); 是 严格 递增 的 ， 如 
果 VxXYy(z 二 yf(x) 二 f(y)); 是 递减 的 ， 如 果 YWXYVy(rT 二 yf(X) 宇 f(y)); 是 严 
格 递减 的 如 果 VzVy(Cz<y->(z) 二 rr(y))。 这 里 论 域 均 为 函数 了 的 定义 域 。 


从 上 述 定义 可 知 ( 参 见 练习 26 和 27) 严 格 递增 的 或 者 严格 递减 的 函数 必定 是 一 对 一 的 。 但 
是 ， 一 个 函数 如 果 不 是 严格 意义 上 的 递增 或 递减 ， 就 不 是 一 对 一 的 了 。 

有 些 函 数 的 值 域 和 陪 域 相等 。 即 陪 域 中 的 每 个 成 员 都 是 定义 域 中 某 个 元 素 的 像 。 具 有 这 一 
性 质 的 函数 称 为 映 上 函数 。 

一 个 从 信 到 吾 的 函数 三 称 为 映 上 (onto) 或 满 射 (surjection) 函数 ， 当 且 仅 当 对 每 个 
bEB 有 元 素 aE€A 人 A 使 得 f(a) 二 6b。 一 个 函数 f 如 果 是 映 上 的 就 称 为 是 满 射 的 (surjective)。 


评注 一 个 函数 f 是 映 上 的 如 果 Yy3x(f(Xx) 二 y)， 其 中 工 的 论 域 是 函数 的 定义 域 ， 
y 的 论 域 是 函数 的 陪 域 。 


我 们 现在 举 几 个 映 上 函数 和 非 映 上 函数 的 例子 。 

例 12 令 f 为 从 {a,， 5，c，d} 到 {1，2，3) 的 函数 ， 其 定义 为 f(a) 二 3，f(5) 二 2，f(0) 二 
1 及 f(qd) 二 3。f 是 映 上 函数 吗 ? . 

解 ” 由 于 陪 域 中 所 有 3 个 元 素 均 为 定义 域 中 元 素 的 像 ， 所 以 f 是 映 上 的 。 如 图 4 所 示 。 





注意 ， 如 果 陪 域 是 {1，2，3，4) 的 话 ，/ 就 不 是 映 上 的 了 。 | 

例 13 从 整数 集 到 整数 集 的 函数 /(z) 二 zx’ 是 映 上 的 吗 ? 

解 ”函数 /不 是 映 上 的 ， 因 为 没有 整数 使 z? 二 一 1。 汪 

例 14 从 整数 集 到 整数 集 的 函数 /(z) 一 z 十 1 是 映 上 的 吗 ? 

解 ” 这 个 函数 是 映 上 的 ， 因 为 对 每 个 整数 y 都 有 一 个 整数 工 使 得 “。 。2 
f(z) 一 y。 要 了 解 这 一 点 ， 只 要 注意 f(z) 一 y 当 且 仅 当 z 十 1 一 y， 而 这 ，。 wy 
又 当 且 仅 当 z 一 y 一 1。 4 


例 15 考虑 例 11 中 将 工作 指派 给 工人 的 函数 。 函 数 /是 映 上 的 ， 图 4 一 个 晓 上 四 数 
如 果 对 于 每 项 工作 都 有 一 名 工人 被 指派 这 项 工作 。 函 数 f 不 是 映 上 的 ， 当 至 少 有 一 项 工作 没有 
Wo 4 
有 巴 数 f 是 一 一 对 应 (one-to-one correspondance) 或 双 射 (bijection) 函 数 ， 如 果 它 既 
汪 一 二 的 又 是 映 上 的 。 这 样 的 函数 称 为 是 双 射 的 (bijective) 。 
例 16 和 例 17 阐述 双 射 函数 的 概念 。 
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例 16 令 f 为 从 {a,，656，c，d} 到 {1，2，3，4}) 的 函数 ， 其 定义 为 f(a)==4， f(b) = 二 2， 
f(o)==1 及 f(d)= 二 3。f 是 双 射 函数 吗 ? 

解 ” 函 数 f 是 一 对 一 的 和 映 上 的 。 它 是 一 对 一 的 ， 因 为 定义 域 中 没有 两 个 值 被 指派 相同 的 函数 
值 ; 它 是 映 上 的 ， 因 为 陪 域 中 所 有 4 个 元 素 均 为 定义 域 中 元 素 的 像 。 于 是 ，f 是 双 射 函数 。 S| 

图 5 给 出 了 4 个 函数 ， 其 中 第 一 个 是 一 对 一 的 ， 但 不 是 映 上 的 ; 第 二 个 是 映 上 的 ,但 不 是 
一 对 一 的 ; 第 三 个 既是 一 对 一 的 ， 也 是 映 上 的 ; 第 四 个 既 不 是 一 对 一 的 ， 也 不 是 映 上 的 。 图 5 
中 的 第 五 个 对 应 关系 不 是 函数 ， 因 为 它 给 一 个 元 素 指 派 了 两 个 不 同 的 元 素 。 


@@] ae a ol] ae 
a 1 
@2 mt be .2 eke ®2 
2 b 
pa ce ©3 @3 
e4 de de @4 we 
a) 一 对 一 ， 非 映 上 b) 映 上 ， 非 一 对 一 ©) 一 对 一 ， 映 上 d) 既 非 一 对 一 ， 也 非 映 上 e) 不 是 函数 
5 不 同类 型 的 对 应 关系 的 例子 

假定 f 是 从 集合 A 到 自身 的 函数 。 如 果 A 是 有 限 的， 那么 /是 一 对 一 的 当 且 仅 当 它 是 映 上 的 。 
(可 由 练习 72 的 结论 推出 .) 当 人 为 无 限 的 时 ， 这 一 结论 不 一 定 成 立 (将 在 2.5 节 中 予以 证 明 ) 。 

例 17 令 A 为 集合 。A 上 的 恒 等 函 数 是 函数 : A 一 A， 其 中 对 所 有 的 zxEA 


el ©l 


®3 ce® 
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LA(Z) 一 工 
换言之 ， 恒 等 函数 中 是 这 样 的 函数 ， 它 给 每 个 元 素 指 派 到 自身 。 函 数 。 是 一 对 一 的 和 上 映 上 的 ， 
所 以 它 是 双 射 函数 。( 注 意 : 是 一 个 希腊 字母 ， 读 作 iota。) 本 


为 方便 今后 的 引用 ， 我 们 这 里 总 结 一 下 为 了 建立 一 个 函数 是 否 为 一 对 一 的 和 映 上 的 需要 证 
明 些 什么 。 参 照 这 个 总 结 回顾 例 8 一 17 是 很 有 启发 的 。 

假设 了: A 一 B。 

要 证 明 f 是 单 射 的 : 证 明 对 于 任意 z，yEA， 如 果 f(z) 二 f(y)， 则 z 一 y。 

要 证 明 f 不 是 单 射 的 : 找到 特定 的 zx，yEA， 使 得 zx 关 y 且 f(x) 二 f(y)。 

要 证 明 f 是 满 射 的 : 考虑 任意 元 素 yYE B， 并 找到 一 个 元 素 z€ A 使 得 f(x) 二 y。 

要 证 明 f 不 是 满 射 的 : 找到 一 个 特定 的 yE B， 使 得 对 于 任意 zxEA 有 f(z) 关 y。 


2.3.3 反 函 数 和 函数 组 合 
现在 考虑 从 集合 A 到 集合 B 的 一 一 对 应 f。 由 于 f 是 映 上 函数 ， 所 以 B 的 每 个 元 素 都 是 A 中 
某 元 素 的 像 。 又 由 于 f 还 是 一 对 一 的 函数 ， 所 以 B 的 每 个 元 素 都 是 A 中 唯一 一 个 元 素 的 像 。 于 是 ， 
我 们 可 以 定义 一 个 从 B 到 A 的 新 函数 ， 把 了 给 出 的 对 应 关系 颠倒 过 来 。 这 就 导致 了 定义 9。 
ES 令 /为 从 集合 A 到 集合 再 的 一 一 对 应 。 三 的 反 函 数 (或 北 函 数 ) 是 这 样 的 函数 ， 它 
指派 给 B 中 元 素 5 的 是 A 中 使 得 f(a) 二 6b 唯一 元 素 a。f 的 反 另 数 用 f/f 表示。 于 是 ， 当 
f(a)=6b 时 f-1(b)=a， 
评注 “ 切 勿 将 函数 f! 与 1/f 混淆 ,后 者 表示 定义 域 中 每 个 元 素 工 对 应 函数 值 为 
1/f(z) 的 一 个 函数 。 注 意 仅 当 f(x) 为 非 0 实数 时 后 者 才 有 意义 。 


图 6 解释 了 反 函 数 的 概念 。 

如 果 函 数 了 不 是 一 一 对 应 的 ， 就 无 法 定义 反 函 数 。 如 果 f 不 是 一 一 对 应 的 ， 那 么 它 或 者 不 
是 一 对 一 的 ， 或 者 不 是 映 上 的 。 如 果 f 不 是 一 对 一 的 ， 则 陪 域 中 的 某 元 素 5b 是 定义 域 中 多 个 元 
素 的 像 。 如 果 f 不 是 映 上 的 ， 那么 对 于 陪 域 中 某 个 元 素 5， 定义 域 中 不 存在 元 素 “ 使 A(a) 一 5。 
因此 ， 如 果 f 不 是 一 一 对 应 的 ， 就 不 能 为 陪 域 中 每 个 元 素 5 都 指派 定义 域 中 唯一 的 元 素 a 使 
f(a) 二 6b( 因 为 对 某 个 5b 或 者 有 多 个 这 样 的 a， 或 者 没有 这 样 的 a)。 
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图 6 函数 广 :是 函数 三 的 反 函 数 

一 一 对 应 关系 称 为 可 逆 的 (invertible)， 因 为 可 以 定义 这 个 函数 的 反 函 数 。 如 果 函 数 不 是 一 
一 对 应 关系 ， 就 说 它 是 不 可 逆 的 (Cnot invertible)， 因 为 这 样 的 函数 不 存在 反 函 数 。 

例 18 令 f 为 从 {a，6b，c} 到 {1，2，3) 的 函数 ，f(a) 二 2，f(b)= 二 3 及 f(c)= 二 1。f 可 道 
吗 ? 如 果 可 逆 ， 其 反 函 数 是 什么 ? 

解 f 是 可 递 的 ， 因 为 它 是 一 个 一 一 对 应 关系 。 反 函数 广 ' 丰 倒 f 给 出 的 对 应 关系 ， 所 以 
F111D)=c, fF (2)=a 而 (8) = 4 

例 19 令 f:2Z>Z， 使 得 f(x) 二 zx 十 1。f 可逆 吗 ? 如果 可 道 其 反 函 数 是 什么 ? 

解 f 可 逆 ， 因 为 由 例 10 和 例 14 已 证 明 它 是 一 一 对 应 关系 。 要 苏 倒 对 应 关系 ,， 设 y 是 工 
的 像 ， 则 y= 二 x 十 1。 从 而 z= 一 > 一 1。 这 意味 着 y 一 1 是 在 广 之 下 赋予 y 的 Z 的 唯一 元 素 。 因 
此 ， 广 :(y) 一 y 一 1。 本 

例 20 邻 f 是 从 R 到 R 的 函数 ，f(z) 二 x*。f 可 道 吗 ? 

解 ” 由 于 f( 一 2) 二 f(2)= 二 4， 所 以 f 不 是 一 对 一 的 。 要 想 定义 反 函 数 ， 就 得 为 4 指派 两 个 
元 素 。 因 此 f 是 不 可 逆 的 。( 注 意 我 们 也 可 以 证 明 因 为 它 不 是 映 上 的 ， 所 以 了 不 是 可 逆 的 。 是 

有 时 候 ， 可 以 通过 限制 函数 的 定义 域 或 者 陪 域 或 者 两 者 ,来 获得 一 个 可 逆 的 函数 ， 如 例 
21 所 示 。 

例 21 证 明 如 果 我 们 将 例 20 中 的 函数 FCz) 王 之 限定 为 从 所 有 非 负 实数 集合 到 所 有 非 负 
实数 集合 的 函数 ， 那 么 了 就 是 可 逆 的 。 

解 ” 从 非 负 实数 集合 到 非 负 实数 集合 的 函数 FCz) 王 空 是 一 对 一 的 。 要 想 了 解 这 点 ， 注 意 
如 果 f(z)==f(y)， 那 么 z= 二。 所 以 式 一 六 二 (zx 十 y) (x 一 y) 二 0。 这 意味 着 Xz 十 y= 二 0 或 者 z 一 
y 一 0， 故 zx 一 ?或 者 z 王 一 y。 因 为 和 >》 都 是 非 负 的 ， 那 必然 有 二 y。 因 此 ， 这 个 函数 是 一 对 
一 的 。 再 者 ， 当 陪 域 是 所 有 非 负 实数 集合 时 ，f(z)= 二 zx? 是 映 上 的 ， 因 为 每 一 个 非 负 实数 有 一 


个 平方 根 。 即 如 果 y 是 非 负 实数 ， 则 存在 一 个 非 负 实数 二 使 得 z== Vy ， 也 就 是 之 =>。 因 为 从 
非 负 实数 集合 到 非 负 实数 集合 的 函数 f(x) 二 x? 是 一 对 一 的 和 上 映 上 的 ， 所 以 它 是 可 逆 的 。 它 的 
反 函 数 由 规则 广 '(y) 二 Vy 给 出 。 4 

令 g 为 从 集合 A 到 集合 B 的 函数 ，f 是 从 集合 BB 到 集合 C 的 芳 数 ， 男 数 f 和 g 
的 合成 (composition)， 记 作 Fog， 定 义 为 对 任意 cEA 

(fog)(a) = f(g(a)) 

换 名 话说， 函数 fog 指派 给 A 的 元 素 a 的 就 是 了 指派 给 g(a) 的 元 素 。 即 为 了 找到 (fo8g) 
(a)， 我 们 首先 对 a 应 用 函数 g 得 到 g(a)， 然 后 再 对 结果 g(a) 应 用 函数 f 得 到 (fog)(a) 王 
f(g(a))。 注 意 ，fog 没有 定义 除非 g 的 值 域 是 了 的 定义 域 的 子 集 。 图 7 阐述 了 函数 的 合成 。 

例 22 令 g 为 从 集合 {a，b，c} 到 它 自身 的 函数 ，g(a) 二 bp，g(b) 二 c， 且 g(0) 二 a。 令 f 为 
从 集合 {a，6，c} 到 们 ，2，3}) 的 函数 ，f(a)= 二 3，f(Bb) 二 2,， 且 f(c) 二 1。f 和 gg 的 合成 是 什么 ? 
g 和 f 的 合成 是 什么 ? 

解 ” 合 成 函数 fog 的 定义 是 (fog)(a)= 二 f(g(a))=f(6)==2, (fog)(b)= f(g(b))= 


二 


(f © g)(a) 


f(g(a)) 





fa 
图 7 孔 数 f 和 g 的 组 合 


f()=1, 8B (fog)()=f(g(0))= f(a)=3, 
注意 ，gof 是 没有 定义 的 ， 因 为 f 的 值 域 不 是 g 的 定义 域 的 子 集 。 4 
例 23 令 了 上 和 8 为 从 整数 集 到 整数 集 的 函数 ， 其 定义 为 f(x) 二 2z 十 3 和 g(x) 二 3z 十 2。f 
和 g 的 合成 是 什么 ? g 和 j 的 合成 是 什么 ? 
解 ” 合 成 函数 fog 和 gof 均 有 定义 。 即 
(fog) (xz) = flg(z)) = f(3z+2) = 2(3z 十 2) 十 3 一 6z 十 7 
及 
(gof (zx) 一 gCFGz)) 一 g(2z 十 3) 一 3(2z 十 3) 十 2 一 6z 十 11 4 


评注 ”尽管 例 23 中 对 函数 和 gg 而 言 fog 和 gof 均 有 定义 ，fog 和 gof 并 不 相等 。 

换言之 ， 对 函数 的 合成 而 言 交 换 律 不 成 立 。 

在 构造 函数 和 它 的 反 函 数 的 合成 时 ， 不 论 以 什么 次 序 合 成 ， 得 到 的 都 是 恒 等 函数 。 要 看 清 
这 一 点 ， 假 定 f 是 从 集合 A 到 集合 B 的 一 一 对 应 关系 。 那 么 存在 反 函 数 广 且 是 从 B 到 A 的 
一 一 对 应 关系 。 反 函数 把 原 函 数 的 对 应 关系 颠倒 过 来 ， 所 以 当 f(a) 二 5b 时 f(b) 一 a， 当 
(5) 二 a 时 ，f(a)= 一 5。 因此 ， 

(fo (0) = (fa) = (4) 一 4 
及 
(fof 6) = ff 0) = fla)=6 

因此 广 :of= 入 o 广 :一 如 其 中 心 和 (cc 分 别 是 集合 A 和 B 上 的 恒 等 函 数 。 这 就 是 说 ， 
人 三 六 
2.3.4 函数 的 图 

可 以 将 一 个 AXB 中 的 序 偶 集合 和 每 个 从 A 到 B 的 函数 关联 起 来 。 这 个 序 偶 集合 称 为 该 函 
数 的 图 (graph)， 并 且 经 常用 图 来 表示 以 帮助 理解 函数 的 行为 。 

所 璃 加 今 f 为 从 集合 A 到 集合 B 的 函数 ,函数 的 图 像 是 序 偶 集合 {(a, 5) | aEA 且 
f(a)=6}, 

根据 定义 ， 从 A 到 B 的 函数 了 的 图 是 AXB 中 包含 下 面 序 偶 的 子 集 ， 其 中 序 偶 中 第 二 项 等 
于 由 f 指派 给 第 一 项 的 B 中 的 元 素 。 还 有 ， 注 意 一 个 从 A 到 B 的 函数 的 图 和 由 函数 f 确定 的 
从 A 到 B 的 关系 是 一 样 的 ， 如 2.3 节 所 描述 的 。 

例 24 展示 从 整数 集 到 整数 集 的 函数 f(n) 二 2n 十 1 的 图 。 

解 /的 图 是 形 为 (x，2n 十 1) 的 序 偶 的 集合 ， 其 中 为 整数 。 该 图 如 图 8 所 示 。 由 
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例 25 展示 整数 集 到 整数 集 的 函数 f(z) 二 zx? 的 图 。 
解 f 的 图 是 形 为 (t+，f(zx)) 二 (zx，z*) 的 序 偶 的 集合 ， 其 中 x 为 整数 。 该 图 如 图 9 所 示 。 
a 





图 8 从 Z 到 Z 的 函数 72) 一 22 十 1 的 图 图 9 从 Z 到 Z 的 f(z)=zx? 的 图 
2.3.5 一 些 重要 的 函数 

下 面 介绍 离散 数学 中 两 个 重要 的 函数 ， 即 下 取 整 函数 和 上 取 整 函数 。 令 z 为 实数 。 下 取 整 
函数 把 工 向 下 取 到 小 于 或 等 于 z 又 最 接近 z 的 整数 ， 而 上 取 整 函数 则 把 zx 向 上 取 到 大 于 或 等 于 
工 又 最 接近 z 的 整数 。 在 对 象 计数 时 常会 用 到 这 两 个 函数 。 在 分 析 求 解 一 定 规 模 的 问题 的 计算 
机 过 程 所 需 步 又 数 时 ， 这 两 个 函数 起 着 重要 的 作用 。 

下 取 整 函数 (floor) 指派 给 实数 工 的 是 小 于 或 等 于 工 的 最 大 整数 。 下 取 整 函数 在 
工 的 值 用 z 上 表示 。 上 取 整 函数 (ceiling) 指 派 给 实数 工 的 是 大 于 或 等 于 工 的 最 小 整数 。 上 取 整 函 
数 在 工 的 值 用 [z | 表示 。 


评注 “下 取 整 函数 也 常 称 为 最 大 整数 函数 ， 这 时 经 常用 [六 ] 表 示 。 
例 26 下 面 是 下 取 整 函数 和 上 取 整 函数 的 一 些 值 : 
[到 |=0， [#1, [也 上 一 1， [地]=0， [5.17] I 7 | Te | 


10 显示 的 是 下 取 整 函数 和 上 取 整 函数 的 图 。 图 10a 显示 下 取 整 函数 | xz | 的 图 。 注 意 这 个 
函数 在 整个 Ln，n 十 1) 区 间 内 取 同 样 的 值 %， 然 后 当 zx 二 x 十 1 时 ， 取 值 跳 到 ”十 1。 图 10b 显示 


上 取 整 函数 | z | 的 图 像 。 这 个 函数 在 整个 (n,n 十 1] 区 间 内 取 同 样 的 值 n 十 1， 然 后 当 工 略 大 于 we 剖 


n 十 1 时 ， 取 值 跳 到 n 十 2。 





a) y= [x] b) y= [x] 
10 a) 下 取 整 函数 图 像 ; b) 上 取 整 函数 图 像 
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下 取 整 函数 和 上 取 整 函数 有 广泛 的 应 用 ,包括 涉及 数据 存储 和 数据 传输 的 应 用 。 考 虑 
例 27 和 例 28， 这 是 研究 数据 库 和 数据 通信 问题 时 要 完成 的 典型 的 基本 计算 。 

例 27 ”存储 计算 机 磁盘 上 的 或 通过 数据 网 络 上 传输 的 数据 通常 表示 为 字 节 串 。 每 个 字 节 
由 8 位 组 成 。 要 表示 100 位 的 数据 需要 多 少 字 节 ? 

解 ” 要 决定 需要 的 字 节 数 ， 就 要 找 出 最 小 的 整数 ， 它 至 少 要 与 100 除 以 8 的 商 一 样 大 ，8 








是 每 个 字 节 的 位 数 。 于 是 ， 需 要 的 字 节 数 是 [ 100/8 |=「12, 5 | 王 13。 4 
例 28 在 异步 传输 模式 (ATMD) (用 于 骨干 。 。 表 1 上 取 整 画 数 和 下 取 整 数 的 有 用 性 质 
网 络 上 的 通信 协议 ) 下 ， 数 据 按 长 度 为 53 个 字 (n 为 整数 ，x 为 实数 ) 
节 的 信 元 进行 组 织 。 在 网 络 连接 上 以 500kbit/ a 本 
s 的 速率 传输 数据 时 1 分 钟 能 传输 多 少 个 (1bD)Tz1]=n 当 且 仅 当 n 一 1<zx<n 
ATM 信 元 ? (0 Lzj=n 当 且 仅 当 z 一 1<n<z 
解 ”1 分钟 内 这 个 网 络 连接 能 传输 500 000X (1d) [xz 一) 当 且 仅 当 z<n<z 十 1 
60 王 30 000 000 位 。 每 个 ATM 信 元 的 长 度 是 (2)z 一 I<Lz 长 x<Tz<z+l 
53 字 节 ， 也 就 是 53X8 王 424 位 。 要 计算 1 分 (3 可 | 一 二 
钟 能 传输 多 少 个 信 元 ， 需 计算 不 超过 (3b)[—z|= lz] 
30 000 000 除 以 424 的 商 的 最 大 整数 。 因 此 ， (4a) Lz 十 z=Lz jx 
在 500kbit/s 的 网 络 连接 上 1 分 钟 能 传输 的 (4b)Tztal=[zltn 


ATM 信 元 数 是 | 30 000 000/424 |=70754。 本 

表 1 给 出 了 下 取 整 函数 和 上 取 整 函数 的 一 些 简单 而 又 重要 的 性 质 ， 这 里 z 代表 一 个 实数 。 
由 于 这 两 个 函数 在 离散 数学 中 出 现 得 十 分 频繁 ， 所 以 看 一 看 表 中 的 恒等式 是 有 益 的 。 表 中 的 每 
条 性 质 都 可 以 用 下 取 整 函数 和 上 取 整 函数 的 定义 来 建立 。 性 质 (la)、(1b)、(1c) 和 (1d) 可 以 直 
接 由 定义 得 出 。 例 如 ，(1a) 说 的 是 L z ==n 当 且 仅 当 整数 n 小 于 等 于 xz 而 nn 十 1 大 于 工 。 这 恰恰 
就 是 ”为 不 超过 z 的 最 大 整数 的 含义 ， 也 就 是 | xz 」==n 的 定义 。 类 似 地 ， 可 以 建立 性 质 (1b)、 
(lc) 和 (1d) 。 我 们 使 用 直接 证 明 法 来 证 明 性 质 (4a) 。 

证 ”假定 [| zj= 浆 ， 其 中 浆 为 整数 。 由 性 质 (la) 知 ，m<z 到 mm 十 1。 在 这 两 个 不 等 式 的 三 项 
数值 上 加 上 7， 可 得 澡 十 n 志 x 十 n 二 m 十 n 十 1。 再 次 利用 性 质 (14a)， 可 知 L zx 十 n==m 十 n= 二 | z 汗 
n。 从 而 完成 证 明 。 其 他 性 质 的 证 明 留 作 练 习 。 | 4 

除了 表 1 列 出 的 性 质 外 ， 上 取 整 函数 和 下 取 整 函数 还 有 许多 其 他 有 用 的 性 质 。 也 有 许多 关 
于 这 些 函 数 的 语句 看 似 正确 而 实则 不 然 。 我 们 将 在 例 29 和 例 30 中 考虑 与 上 取 整 函数 和 下 取 整 
函数 有 关 的 语句 。 

在 考虑 下 取 整 函数 相关 的 语句 时 ， 一 个 有 用 的 方法 是 令 z= 二 n 十 e:， 其 中 二 | zj] 是 一 个 整 
数 ， 而 e 是 zz 的 分 数 部 分 ， 满 足 不 等 式 0 三 e 二 1。 类 似 地 ， 考 虑 上 取 整 函数 相关 的 语句 时 ， 通 
常 写 z= 二 n 一 e， 其 中 n=[z18 0 委 e 王 1。 


例 29 证 明 如 果 工 是 一 个 实数 ， 则 | 2z =| z 省 Lz 十 去。 
3 加 解 要 证 明 这 个 语句 ， 令 z=n 十 e， 其 中 是 正 整 数 且 0<e<1。 依 据 。 是 小 于 或 者 大 于 等 
于 到， 分 别 考虑 两 种 情况 。( 选 择 这 两 种 情况 的 原因 看 证 明 就 明白 了 。) 


首先 ， 考虑 0<e< 志 的 情况 。 此 时 ，2zx= 二 2n 十 2e 且 | 2z 二 2n， 因 为 0 二 2e 二 1。 类 似 地 ， 


z 十 讨 一 n 十 (去 十 e)， 故 | 十 去 | 一 因为 0< 却 +e<1。 因此 , L2x J 二 2n 有 Lz ]+Lz 二 方 |= 
1 十 ?2 一 27。 
其 次 ， 考虑 元 <e<1 的 情况 。 此 时 ，2x 二 2n 十 2e 二 (2n 十 1) 十 (2e 一 1)。 由 于 0 二 2e 一 1 过 1， 
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可 得 | 2z]==2n+1。 因 为 zx 十 去 | 一 Ln 十 (去 十 e)/=Ln 二 1 十 (e 一 去 ) 且 0<e 一 去 <1， 所 以 可 得 


Lz+ 记 |=nt+1。 因此 ， L2z/=2n++1 且 Lzj+Lz 十 方 |= 十 (nD 一 2n 十 1。 证 毕 。 4 
例 30 证 明 或 推翻 对 于 所 有 实数 和 y， 有 [Fz 十 y 1=[z1+Ty1。 
解 尽管 这 个 语句 看 似 合理 ， 但 它 其 实 是 假 的 。 一 个 反例 就 是 ， 令 x 一 序 且 y 一 斑 。 此 时 





「z+y 二 [去 二 到 =T11, 个 z1+HTy][ 序 +H[ 玛 |-1+1 一 2。 


本 书 中 还 会 用 到 几 类 函数 。 其 中 包括 多 项 式 、 对 数 和 指数 函数 。 附 录 2 给 出 了 本 书 中 需要 
用 到 的 这 些 函 数 性 质 的 简要 回顾 。 本 书 中 用 记号 log zx 表示 工 以 2 为 底 的 对 数 ， 因 为 2 是 我 们 
将 经 常 使 用 的 对 数 的 底数 。 我 们 用 log, z 表示 以 2 为 底 的 对 数 ， 其 中 5 是 大 于 1 的 任意 实数 ， 
用 In z 表 示 自 然 对 数 。 

我 们 将 在 本 书 中 常用 的 另 一 个 函数 是 阶乘 函数 f: NZ*， 记 为 f(n) 二 n1。f(n) 二 n! 的 
值 是 前 个 正 整 数 的 乘积 ， 因 此 (oz) 王 1. 2…(z 一 1)。x[ 并 且 f(0)=0! =1]。 

例 31 我 们 有 f(1)=1! =1, f(2)=2! =1。2=2, f(6)=6! =1.2.63.4.5。6= 
720, f(20)=1.2.63.64.5.6.67.68.9.10.11.12.G13.14.15.16.17.18.19，: 
20 王 2 432 902 008 176 640 000。 4 

例 31 表明 阶乘 函数 随 着 n 的 增加 而 迅速 递增 ,阶乘 函数 的 快速 递增 通过 斯 特 林 公式 


可 以 看 得 更 加 清楚 ， 这 是 一 个 由 高 等 数学 得 出 的 结果 , n! ~ V2xn(n/e)”。 这 里 , 我们 用 
f(mn) 一 g(n) 这 样 的 表示 法 ， 意思 是 随 着 n 的 无 限 递 增 比 值 f(n)/g(n) 趋 近 于 1( 即 
lim f(n)/g(n) 一 1)。 符 号 一 读 作 “ 浙 近 于 ”。 斯 特 林 公式 是 以 18 世纪 的 苏格兰 数学 家 詹 姆 


ws 加 斯 。 斯 特 林 的 名 字 命名 的 。 


2.3.6 部 分 函数 
用 于 计算 一 个 函数 的 程序 可 能 不 会 对 这 个 函数 定义 域 中 所 有 的 元 素 产生 正确 的 函数 值 。 例 
如 ， 由 于 在 计算 函数 时 可 能 导致 无 限 循环 或 溢出 ， 所 以 一 个 程序 可 能 不 会 产生 一 个 正确 的 值 。 


讶 姆 斯 .斯 特 林 (James Stirling，1692 一 1770) ”詹姆斯 斯 特 林 出 生 于 苏格兰 斯 特 林 小 镇 。 他 的 家 
人 是 斯 图 亚 特 王室 继承 不 列 颠 王权 思想 的 坚定 支持 者 。 关 于 斯 特 林 最 早 的 信息 是 : 他 于 1771 年 进入 牛 
津 大 学 贝 列 尔 学 院 并 取得 了 奖学金 。 然 而 ， 后 来 由 于 他 不 愿 宣誓 效忠 不 列 颠 王室 而 失去 了 奖学金 。 
1715 年 ， 乌 姆 斯 一 世 发 动 叛 乱 ， 斯 特 林 被 控 与 反叛 者 通信 ， 而 且 诈 毁 英 王 乔治 ， 但 最 终 他 被 宣判 无 
罪 。 尽 管 由 于 政治 因素 使 得 斯 特 林 无 法 从 牛津 大 学 顺利 毕业 ， 但 他 仍 待 在 那里 数 年 之 久 。1717 年 ， 斯 
特 林 发 表 其 处 女 作 ， 将 牛顿 对 于 平面 曲线 的 研究 进行 了 扩展 和 延伸 。 后 来 ， 斯 特 林 到 了 威尼斯 ， 因 为 
他 被 承诺 任命 为 那里 的 数学 研究 会 主席 ， 不 幸 的 是 ， 那 次 任命 最 终 成 了 泡影 。 虽 然 如 此 ， 斯 特 林 仍然 
留 在 了 威尼斯 并 继续 他 的 数学 研究 。1721 年 ， 他 进入 帕 多 瓦 大 学 ， 次 年 返回 格拉 斯 哥 。 由 于 得 知 意 大 
利 玻璃 制造 业 的 诸多 机 密 ， 所 以 斯 特 林 遭 到 了 玻璃 生产 商 千方百计 的 上 暗杀， 为 避免 横 祸 ， 他 只 得 飞 离 
意大利 。 

1724 年 后 期 ， 斯 特 林 移 居 伦 敦 教授 数学 同时 积极 从 事 研 究 。1730 年 ， 他 发 表 了 他 最 重要 的 作品 《 算 
法 差异 论 )(Methodus Differentialis)， 其 中 给 出 了 关于 无 穷 级 数 、 求 和 、 插 入 、 求 面积 等 运算 的 诸多 结 
果 。 对 于 nl 的 渐进 公式 也 蕴含 其 中 。 除 此 之 外 ， 斯 特 林 也 从 事 万 有 引力 和 地 球形 态 的 研究 ， 它 曾 宣 称 
地 球 是 扁 圆 的 但 并 未 证 明 。1735 年 ， 斯 特 林 回 到 苏格兰 并 被 任命 为 苏格兰 矿 务 公司 的 经 理 ， 他 在 该 职务 
上 的 工作 相当 出 色 ， 甚 至 发 表 过 有 关 矿 井 通风 问题 的 专业 论文 。 与 此 同时 ， 他 继续 其 数学 研究 不 过 放 慢 
了 步调 。 斯 特 林 试图 通过 建造 一 系列 船闸 使 得 克 莱 德 河 能 够 通航 而 进行 的 调查 同样 引 人 注 目 。 为 感谢 他 
为 此 所 做 的 工作 ， 格 拉 斯 哥 人 民 赠 给 他 一 个 银 质 水 壶 作为 奖励 。 


128 第 2 章 





类 似 地 ， 在 抽象 的 数学 里 ,我 们 也 常 讨论 那些 只 在 实数 的 一 个 子 集 上 有 定义 的 函数 ， 如 1/x、 
Vz 和 arcsin(zx)。 还 有 ， 我 们 也 可 以 用 到 这 样 的 概念 ， 如 “幼子 ”函数 ， 这 对 于 没有 孩子 的 夫妇 
是 无 定义 的 ; 或 者 “日 出 时 间 ”， 这 对 于 位 于 北极 圈 的 地 方 在 某 些 日 期 是 无 定义 的 。 要 研究 这 种 
情形 ， 我 们 需要 用 到 部 分 函数 的 概念 。 

一 个 从 集合 A 到 集合 B 的 部 分 浮 数 (partial function) 是 给 A 的 一 个 子 集 (成 为 
的 定义 域 (domain of definition)) 中 的 每 个 元 素 a 指派 唯一 的 一 个 昌 中 的 元 素 5。 集 合 A 和 B 
分 别称 为 了 的 域 和 陪 域 。 我 们 说 f 对 于 A 中 但 不 在 f 的 定义 域 中 的 元 素 无 定义 (undefined)。 
当 三 的 定义 域 等 于 A 时 ， 就 说 了 是 全 函数 (total function) 。 


评注 ”我们 写 f: A 一 BB 来 表示 f 是 一 个 从 A 到 B 的 部 分 函数 。 注 意 这 个 和 通 数 的 

记号 是 一 致 的 。 该 记号 的 上 下 文 可 以 用 来 判断 了 是 部 分 函数 还 是 全 函数 。 

例 32 函数 也 : Z>R， 其 中 /ao 一 是 一 个 从 ZL 到 R 的 部 分 函数 ， 这 里 定义 域 是 非 负 
整数 的 集合 。 注 意 了 对 于 负 整 数 无 定义 。 


练习 
1. 为 什么 下 列 问题 中 的 /不 是 从 R 到 R 的 函数 ? 


2) f(z)= 1/ b) f(z)=Vz Df)= 二 Wz DD 
2. 判断 下 面 定 义 的 几 个 f 是 不 是 从 Z 到 R 的 函数 。 
a) jz) 一 十 7 D) f= Vtl Of n=1/(2—4) 


3. 判断 了 是 否 为 从 所 有 位 串 的 集合 到 整数 集合 的 函数 : 
a)f(S) 是 S 中 某 个 0 位 的 位 置 。 
b)f(S) 是 S 中 1 位 的 个 数 。 
c) f(S) 是 最 小 整数 i 使 S 中 的 第 i 位 为 1， 当 S 是 不 含 位 的 空 串 时 FS) 一 0。 
4. 求 下 列 函 数 的 定义 域 和 值 域 。( 注 意 在 每 种 情况 下 ， 为 了 求 函 数 定义 域 ， 只 需 确定 被 该 函数 指派 了 
值 的 元 素 集合 。) 
a) 函数 为 每 个 非 负 整数 指派 该 整数 的 最 后 一 位 数字 。 
b) 函数 为 每 个 正 整数 指派 比 它 小 的 最 大 整数 。 
c) 函数 为 每 个 位 串 指派 串 中 1 的 位 数 。 
d) 函数 为 每 个 位 串 指派 串 的 位 数 。 
5. 求 下 列 函 数 的 定义 域 和 值 域 。( 注 意 在 每 种 情况 下 ， 为 了 求 函 数 定义 域 ， 只 需 确 定 被 该 函数 指派 了 
值 的 元 素 集合 。) 
a) 函数 为 每 个 位 串 指派 串 中 1 的 位 数 与 0 的 位 数 之 差 。 
b) 函数 为 每 个 位 串 指派 串 中 0 的 位 数 的 2 倍 。 
c) 函数 为 每 个 位 串 指 派 当 把 串 分 成 字 节 (8 位 为 1 个 字 节 ) 时 不 够 一 个 字 节 的 位 数 。 
d) 函数 为 每 个 正 整 数 指派 不 超过 该 整数 的 最 大 完全 平方 数 。 
6. 求 下 列 函 数 的 定义 域 和 值 域 。 
a) 函数 为 每 正 整数 序 偶 指派 序 偶 中 的 第 一 个 整数 。 
b) 函数 为 每 个 正 整 数 指派 该 整数 中 最 大 的 十 进 数 字 。 
©) 函数 为 位 串 指派 串 中 1 的 位 数 与 0 的 位 数 之 差 。 
d) 函数 为 每 个 正 整数 指派 不 超过 该 整数 的 平方 根 的 最 大 整数 。 
e) 函数 为 位 串 指派 串 中 最 长 的 1 的 子 串 。 
7. 求 下 列 函 数 的 定义 域 和 值 域 。 
a) 函数 为 每 对 正 整 数 序 偶 指 派 这 两 个 整数 中 的 最 大 数 。 
b) 函数 为 每 个 正 整 数 指派 在 该 整数 中 未 出 现 的 0，1，2，3，4，5，6，7，8，9 数字 的 个 数 。 
©) 函数 为 位 串 指派 串 中 块 11 出 现 的 次 数 。 
d) 函数 为 位 串 指 派 串 中 第 一 个 1 的 位 置 值 ， 如 果 位 串 为 全 0 就 指派 0。 
8. 求 下 列 各 值 : 
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9, 


10. 


11. 
12, 


13. 
14. 


15, 


16. 


17. 


18. 


19. 
20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


ols | b) 门 . I c)| 一 0. 1 

da) 一 0. 卫 | e)| 2. 991] f)[—2. 99] 

DL 于 +[ 到 1] FL 二 F 寺 寺 却 ] 

求 下 列 各 值 : 

a)[3/41] pb) 7/8 | Of—3/4] 

d)| 一 7/8| ef 3 |] == | 

gL 半 +fs/ 引 ] mL 去 "15/al ] 

判断 下 列 从 {a，b，c，4d} 到 它 自身 的 函数 是 否 是 一 对 一 的 。 

a) f(a)=b, f(D=a, f()=c, f(d)=4d b) f(a)=6, f(6)=6b, f()=d, f(d)= 








© fla)=d, f(D)=b, fc)=e, fld)=4d 

练习 10 中 哪些 函数 是 映 上 的 ? 

判断 下 列 Z 到 2Z 的 函数 是 否 是 一 对 一 的 。 

a) f(n)=n—1 b) f(n)=n:+1 

fn =n d) f(n)=[n/2]| 

练习 10 中 哪些 函数 是 映 上 的 ? 

判断 在 下 列 情况 下 f: ZXZ->Z 是 否 是 映 上 的 ? 

a) fl(m, n)=2m—n b) fm, n) =m 一 722 

c) flm, n)=m+n+l1 Df lm, n= |m|—|anl| 
e) fm, n)=m’:—4 

判断 在 下 列 情况 下 函数 f: ZXZ>Z 是 否 是 映 上 的 ? 

a) fm, n)=m++n b)flm, n)=m+n 
fm, n=m Dflm, n= |n| 

fm, n=m—n 

考虑 离散 数学 班 上 学 生 集 合 上 的 函数 。 在 什么 条 件 下 函数 是 一 对 一 的 ， 如 果 给 学 生 指 派 他 的 
2) 移动 电话 号 码 b) 学 生 学 号 

©) 在 班 上 的 最 后 得 分 d) 家 乡 

考虑 一 所 学 校 中 老师 集合 上 的 函数 。 在 什么 条 件 下 函数 是 一 对 一 的 ， 如 果 给 老师 指派 他 的 
a) 办 公 室 

b) 陪 伴 学 生 进行 野外 实习 时 一 组 巴士 中 制定 的 巴士 

中 薪水 

qd) 社会 保险 号 

为 练习 16 的 每 个 函数 指定 陪 域 。 在 什么 情况 下 这 些 你 指定 了 陪 域 的 函数 是 映 上 的 ? 
为 练习 17 的 每 个 函数 指定 陪 域 。 5 
给 出 从 NN 到 NN 的 函数 的 例子 ,满足 : 


a) 一 对 一 但 非 映 上 。 b) 映 上 但 不 一 对 一 。 

0) 既 映 上 又 一 对 一 (但 不 同 于 恒 等 函 数 )。 d) 既 非 映 上 又 非 一 对 一 。 
给 出 从 整数 集合 到 正 整 数 集合 的 函数 的 显 式 公式 ， 满 足 : 

a) 一 对 一 但 非 映 上 。 b) 映 上 但 非 一 对 一 。 

©) 既 映 上 又 一 对 一 。 d) 既 不 映 上 又 不 一 对 一 。 
判断 下 列 各 函数 是 否 是 从 R 到 R 的 双 射 函数 。 : 

a) f(zx)=—3z+4 b) FCz) 王 一 3z2 十 7 

c) FCz) 一 (Z 十 1)/(z 十 2) d) jz) 一 z5 十 1 

判断 下 列 各 函数 是 否 是 从 R 到 R 的 双 射 函数 。 

a) f(z)=2z+1 b)f(z)=z’++1 

ce) f(z)=7’ d) F(Cz) 一 (zz 十 1)/(Cz2z 十 2) 


令 f: R-~~R 且 对 所 有 zER 有 FCz) 之 0。 证 明 f(x) 是 严格 递增 的 当 且 仅 当 函数 g(x) 二 1/ f(z) 是 严格 
递减 的 。 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 
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32. 
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令 f:R>R 且 对 所 有 zxER 有 F(z) 之 0。 证 明 f(z) 是 严格 递减 的 当 且 仅 当 函数 g(x) 二 1/ f(z) 是 严格 
递增 的 。 

a) 证 明 从 R 到 自身 的 严格 递增 函数 是 一 对 一 的 。 

b) 试 给 出 一 个 从 R 到 自身 的 不 是 一 对 一 递增 函数 的 实例 。 

a) 证 明 从 R 到 自身 的 严格 递减 函数 是 一 对 一 的 。 

b) 试 给 出 一 个 从 R 到 自身 的 不 是 一 对 一 的 递减 函数 实例 。 

证 明 从 实数 集 到 实数 集 的 函数 f(x) 二 er 不 是 可 道 的 ,但 如 果 将 其 陪 域 限 制 在 正 实数 集 ， 则 所 得 函数 


是 可 道 的 。 

证 明 从 实数 集 到 非 负 实 数 集 的 函数 f(x) 二 | z | 不 是 可 逆 的 ， 但 如 果 将 其 定义 域 限 制 到 非 负 实数 集 ， 
则 函数 是 可 逆 的 。 

令 S={ 一 1];， 0，2，4，7}。 求 f(S)， 如 果 

a) f(z)=1 b) f(z)=2z+t1 

c) f(z)=[z/5] d) f(z)=|(zx’++1)/3] 

令 f(z)==| zx?/3]。 求 f(S)， 如 果 | 
a)S=:{—2, —1, 0, 1 2, 3 b)S={0, 1, 2, 3, 4, 5} 
¢)S={1, 5, 7, 11) DS={2, 6, 10, 14} 

令 jz) 王 2z， 其 中 定义 域 是 实数 集 。 求 

a) f(Z) b) f(N) c) FCR) 


假定 g 是 从 A 到 B 的 函数 ，f 是 从 B 到 C 的 函数 。 

a) 证 明 如 果 f 和 g 均 为 一 对 一 函数 ， 那 么 fog 也 是 一 对 一 函数 。 

b) 证 明 如 果 f 和 gg 均 为 到 映 上 函数 ， 那 么 fog 也 是 映 上 函数 。 

如 果 三 和 fog 都 是 一 对 一 的 ， 能 否 得 出 结论 g 也 是 一 对 一 的 ? 说 明理 由 。 

如 果 f 和 fog 都 是 映 上 的 ， 能 否 得 出 结论 g 也 是 映 上 的 ? 说明 理由。 

试 求 fog 和 gof， 其 中 f(z)==z 十 ] 和 g(x) 二 x 十 2 都 是 从 R 到 R 的 函数 。 

试 求 {十 g 和 fg， 其 中 函数 f 和 &g 同 练习 36 一 样 。 

令 f(z)= 二 az 十 b，g(z) 二 cr 十 d， 其 中 a、5、c 和 4d 为 常数 。 试 确定 有 关 a、b5、c 和 4d 应 满足 的 充分 
必要 条 件 使 得 fog 二 gof。 

证 明 从 R 到 R 的 函数 f(z)==az 十 6 是 可 逆 的 ， 其 中 a 和 6 为 常数 且 a 关 0， 并 找 出 f 的 反 函 数 。 
令 f 是 一 个 从 集合 A 到 集合 B 的 函数 。 令 S 和 了 为 A 的 子 集 。 证 明 
a)f(SUT)=f(S)U f(D 

bfFACSN DEFDNIFD 


. a) 给 出 一 个 例子 说 明 练习 40b 中 的 包含 可 能 是 真 包含 。 


b) 证 明 如 果 f 是 一 对 一 的 ， 则 练习 40b 中 的 包含 就 是 相等 。 
令 f 是 一 个 从 集合 A 到 集合 B 的 函数 。S 是 B 的 一 个 子 集 。 定 义 S 的 逆 像 (inverse image) 为 A 的 子 
其 元 素 恰好 是 S 所 有 元 素 的 原 像 。S 的 逆 像 记 作 f/f-!(S), 于 是 广 '(S)=={a€A | f(a)€S}。( 小 心 : 


记号 f"! 有 两 种 不 同 的 使 用 方式 。 不 要 将 这 里 引入 的 符号 与 可 逆 函 数 f 的 道 函数 在 y 处 的 值 的 记号 
f(y) 混 淆 。 还 要 注意 集合 S 的 逆 像 1 '(S) 对 所 有 函数 /都 有 意义 ， 而 不 仅仅 是 可 逆 函 数 。) 


42. 


43. 


44. 


45. 
46. 


令 f 为 从 R 到 R 的 函数 f(x) 二 xz?*。 求 

a)f 1({1}) bf '({z| 0<zr<1}) 
ce) 广 !(C( 工 | zx>4}) 

令 g(Cz) 一 zj|。 求 

a)g '({0}) bg 1({—1, 0, 1}) 
Og !'({zrz| 0<z<1)}) 

令 f 为 人 A 到 B 的 函数 。 令 S 和 工 为 B 的 子 集 。 证 明 

a)f (SUT)=fF (UF DTD) 

b) 广 :CS 站 TD 三 广 CS) 站 广 !CT) 

令 f 为 从 A 到 B 的 函数 。S 为 B 的 子 集 。 证 明 广 !(S) 一 广 !(CS)。 

证 明 |z 十 1/2| 是 最 接近 工 的 整数 ， 除 非 x 恰 为 两 个 ( 相 邻 ) 整 数 的 中 间 数 ， 此 时 它 为 这 两 个 整数 中 较 


47. 


48. 
49. 
S0. 
S1. 


52. 


53. 
54. 
55. 


56. 
$7, 
58. 


59. 


60. 


61. 


62. 
63. 
64. 
65. 
66. 
67. 


68. 


69. 
70. 
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大 的 一 个 。 

证 明 |z 一 1/ 引 是 最 接近 z 的 整数 ， 除 非 x 恰 为 两 个 ( 相 邻 ) 整 数 的 中 间 数 ， 此 时 它 为 这 两 个 整数 中 较 
小 的 一 个 。 

证 明 如 果 z 是 一 个 实数 ， 则 当 z 不 是 整数 时 有 [zx| 一 |zj=1; 当 z 为 整数 时 有 [zx|-| zj|=0。 

证 明 如 果 z 是 一 个 实数 ， 则 有 zx 一 1<[z 上 x<「 x] <z++1。 


证 明 如 果 z 为 实数 ,而 mm 为 整数 ， 则 [z 十 mm =[ zx | 十 m。 

证 明 如 果 z 为 实数 ，? 为 整数 ， 则 

a)z<< 7 当 且 仅 当 | xz | 二 n。 b)n 二 x 当 且 仅 当 「z]。 

证 明 如 果 z 为 实数 ，n 为 整数 ， 则 

a)z 过 nn 当 且 仅 当 [xz 1 二 n。 b)n 过 xz 当 且 仅 当 ” 委 Lz|。 


证 明 如 果 ?为 整数 ， 则 当 为 偶数 时 | n/2」]==n/2; 当 n 为 奇数 时 [n/2]=(n 一 1)/2。 

证 明 如 果 z 为 实数 , 则 [一 xzJ= 一 [zx1, [一 zl 一 一 Lzj。 

有 些 计算 器 上 有 个 INT 函数 ， 当 z 为 非 负 实数 时 INT(z) 二 | xz ]; 当 z 为 负 实 数 时 INTCz)=[z1。 证 
明 这 一 函数 INT 满足 等 式 INT( 一 z) 王 一 INTCz) 。 

令 a 和 25 为 实数 ， 且 a<=5。 用 下 取 整 函数 和 上 取 整 函数 表示 满足 a<n<6 的 整数 n 的 数目 。 

令 a 和 5。 的 实数 ， 且 a<b5， 用 下 取 整 函数 和 上 取 整 函数 表示 满足 a 二 n<b 的 整数 的 数目 。 





需要 用 多 少 字 节 来 编码 n 位 的 数据 ,其 中 n 等 于 

a)4 b)10 ©)500 d)3000 
需要 用 多 少 字 节 来 编码 n 位 的 数据 ， 其 中 等 于 

a)7 b)17 ec)1001 d)28 800 


在 下 列传 输 率 的 连接 上 10 秒 内 能 传输 多 少 个 ATM 信 元 (参看 例 28)? 

a) 每 秒 128 千 位 (1 千 位 =1 000 位 ) 

b) 每 秒 300 千 位 

c) 每 秒 1 兆 位 (1 兆 位 二 1000 000 位 ) 

数据 在 某 以 太 网 上 以 1500 个 8 位 (Coctet) 为 信息 块 传输 。 下面 的 数据 量 在 这 个 以 太 网 上 传输 时 需要 多 
少 个 信息 块 ? (注意 一 字 节 就 是 8 位 的 同义词 ，1 千 字 节 就 是 1000 字 节 ，1 兆 字 节 就 是 1 000 000 


字 节 。) 
a)150 千 字 节 的 数据 。 b)384 千 字 节 的 数据 。 
c)1.544 兆 字 节 的 数据 。 d)45. 3 兆 字 节 的 数据 。 


画 出 从 Z 到 了 Z 的 函数 f(n) 二 1 一 nw? 的 图 。 
画 出 从 R 到 R 的 函数 f(x) 二 | 2z | 的 图 。 
画 出 从 R 到 RR 的 函数 f(z) 二 | zx/2j 的 图 。 
画 出 从 R 到 R 的 函数 f(x)==| xz 十 | xz/2 | 的 图 。 


画 出 从 R 到 R 的 函数 f(z)==[z1|+| xz/2 | 的 图 。 

画 出 下 列 各 函数 的 图 。 

a) f(z)=[z+1/2] b) f(x) 一 L2z 十 H| 

c) F(Cz) 王 [ z/31 d) F(z) 王 站 /zl] 

e) f(z) =[z—2l+| z+2] D fz) =| 2z fz/ 
g) f(z)=[[z—1/2+1/2 | 

画 出 下 列 各 函数 的 图 。 

a) f(z)=[3zx—2l b) f(z)=[0. 2z] 

ce) fz)=| —1/z| | d) f(z)=| xz’ | 

e) fz)=[ zx/2 1 z/2| f) f(z)=|z/21]+[z/2] 


g) fz)=| 2fz/21+1/2 | 

求 f(x) 二 zx 十 1 的 反 函 数 。 

假定 f 是 从 Y 到 Z 的 可 逆 函 数 ，g 是 从 X 到 Y 的 可 道 函 数 。 证 明 合 成 函数 fog 的 反 函 数 可 由 下 式 给 
(fog) 1!=g 67 
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令 S 为 全 集 U 的 子 集 。S 的 特征 函数 fs 是 从 UU 到 集合 {0，1}) 的 函数 ， 使 得 如 果 工 属于 S 则 
fs(z) 二 1， 如 果 不 属于 S 则 fs (zx) 二 0。 令 A、B 为 集合 。 证 明 对 于 所 有 zEU 有 

a) fans (7)= fa(zx)* fp(z) 

b) faua zr) = A(t Far)— fx)» fax) 

ec) fal(z)=1— falz) 

d) fa@®s (Xz)= fa(z)+ fa (zx)—2falzr) fa lz) 

假定 f 是 一 个 从 A 到 B 的 函数 ,这 里 A 和 B 为 有 限 集 且 1A|==|B|。 证 明了 f 是 一 对 一 的 当 且 仪 
当 它 是 映 上 的 。 

证 明 或 推翻 下 列 关 于 上 取 整 函数 和 下 取 整 函数 的 语句 。 

) 对 任意 实数 zx, |Lzxj|=[zj。 

b) 只 要 z 是 实数 , [2z j=2|zj。 

ec) 只 要 工 和 y 是 实数 , [zl+[y|--[z 十 y|=0 或 1。 

d) 对 任意 实数 zx 和 >，「 zy |=[zl[y1。 


对 任意 实数 x, | 地 | 于 二 

证 明 或 推翻 下 列 关 于 下 取 整 函数 和 上 取 整 函数 的 语句 。 
a) 对 任意 实数 z, | [z]|=[z]。 

b) 对 任意 实数 和 y, [xz 十 y|=Lzj+Lyj。 

中 对 任意 实数 z, |[z/2Y2 |=[z/4. 


中 对 任意 实数 z, [fz1|=[Vzj 

对 任意 实数 z 和 yy，, [zj+Lyj+lz+y 必 [2x +29 
证 明 如 果 z 是 一 个 正 实数 ， 则 

LVLz] LVz| WTz1 Ea 


令 = 为 实数 证明 az jlzjH|=+ 寺 |H|=+ 生 | 


对 下 列 各 个 部 分 函数 求 它 的 域 、 陪 域 、 定 义 域 及 其 无 定义 的 值 的 集合 。 另 外 判断 它 是 否 为 全 函数 。 

a)f: Z>R, f(n)=1/n。 

bD)f:Z>Z, fln)=[n/2|。 

Ff: ZXZ>Q, fm, n)=m/n。 

d)f: ZXZ>Z, fm, n)=mn,o 

ef :ZXZ>Z， fm, n) 二 m 一 n， 如 果 mm 二 n。 

a) 证 明 从 A 到 B 的 一 个 部 分 函数 了 可 以 看 成 从 A 到 BU {wu) 的 函数 f" ， 其 中 不 是 B 的 元 素 ， 且 

fla) 如果 a 属 于 下 的 定义 域 

如 果 了 在 a 点 无 定义 

b) 使 用 a) 中 的 构造 法 ， 找 出 练习 77 中 各 部 分 函数 对 应 的 f*"。 

a) 证 明 如 果 S 是 基数 为 m 的 集合 ，m 为 正 整数 ， 则 在 集合 S 与 集合 {1，2，…，m) 之 间 存 在 一 个 一 
一 对 应 函数 。 

b) 证 明 如 果 S、 工 均 为 基数 为 mm 的 集合 ，m 为 正 整数 ， 则 在 集合 S 与 集合 T 之 间 存 在 一 个 一 一 对 应 
函数 。 

证 明 S 为 无 穷 集合 当 且 仅 当 存在 S 的 一 个 真子 集 A 使 得 A 到 S 有 一 个 一 一 对 应 函数 。 


f(a)= 


2.4 序列 与 求 和 
2.4.1 引言 


序列 是 元 素 的 有 序列 表 ， 在 离散 数学 中 有 许多 应 用 。 例 如 在 第 8 章 中 将 会 看 到 的 用 来 表示 


某 些 计数 问题 的 解 。 序 列 也 是 计算 机 科学 中 一 种 重要 的 数据 结构 。 我 们 在 离散 数学 的 学 习 中 经 
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常 要 处 理 序 列 项 的 求 和 问题 。 本 节 回 顾 求 和 记号 的 使 用 、 求 和 的 基本 性 质 以 及 某 些 特定 序列 的 
求 和 公式 。 

一 个 序列 中 的 项 可 以 通过 一 个 适用 于 序列 中 每 一 项 的 公式 来 描述 。 本 节 还 将 描述 男 一 种 方法 用 
递 推 关系 来 指定 一 个 序列 的 项 ， 即 将 每 一 项 表示 为 前 续 项 的 一 种 组 合 。 我 们 将 介绍 一 种 迭代 方法 用 
于 寻找 通过 递 推 关系 定义 的 序列 的 项 的 闭 公式 。 给 定 前 面 若干 项 来 确定 一 个 序列 也 是 离散 数学 中 间 
题 求解 的 一 种 有 用 技能 。 为 此 我 们 会 给 出 一 些 技巧 ， 以 及 Web 上 的 一 些 有 用 的 工具 。 


2.4.2 序列 

序列 是 一 种 用 来 表示 有 序列 表 的 离散 结构 。 例 如 1，2，3，5，8 是 一 个 含有 五 项 的 序列 ， 
而 1，3，9，27，81，…，3"，… 是 一 个 无 穷 序列 。 

序列 (sequence) 是 一 个 从 整数 集 的 一 个 子 集 ( 通 常 是 集合 {0，1，2，…} 或 集合 {1， 
2，3，…)}) 到 一 个 集合 S 的 函数 。 用 记号 a, 表示 整数 nn 的 像 。 称 a 为 序列 的 一 个 项 (term)。 

用 记号 {a,)} 描 述 序列 。( 注 意 a, 表示 序列 {a,) 的 单项 。 还 要 注意 一 个 序列 记号 {a,) 与 集合 
的 记号 有 冲突 。 但 使 用 这 个 记号 的 上 下 文 总 能 分 清 什 么 时 候 在 讨论 集合 而 什么 时 候 在 讨论 序 
列 。 还 要 注意 尽管 一 个 序列 的 记号 中 用 了 字母 a， 也 可 以 用 其 他 字母 或 表达 式 ， 这 取决 于 所 考 
虑 的 序列 。 即 字母 a 的 选择 是 任意 的 。) 

我 们 通过 按照 下 标 升序 来 列举 序列 项 来 描述 序列 。 

例 1 考虑 序列 {a,}， 其 中 


| 
Wm = 
n 


从 a 开始 的 这 个 序列 项 的 列表 ， 即 


Ql Q2 Ca CQ4 9 9 


开头 是 : 
ls1/2,1/3»1/ dy" 本 
几何 级 数 是 如 下 形式 的 序列 
Qsyar sar ye ar” se 


其 中 初始 项 a 和 公 比 r 都 是 实数 。 
评注 ”几何 级 数 是 指数 函数 f(X) 二 ar* 的 离散 的 对 应 体 。 


例 2 序列 {6,}， 其 中 6 二 (一 1)”"、{c,}， 其 中 c= 二 2，5” 和 {4d,)}， 其 中 d, 二 6。，(1/3)" 都 
是 几何 级 数 。 如 果 我 们 以 n=0 开始 ， 则 其 起 初始 项 和 公 比 分 别 等 于 1 和 一 1，2 和 5 以 及 6 和 
1/3。6b。，b;，b;，b;，b;，…… 序 列 的 开头 是 : 
1, 一 1,1, 一 1,1,… 
GC cc cy， 序列 的 开头 是 ， 
2,10,50,250,1250 ,… 
do，di，d;，d;，d,，… 序 列 的 开头 是 : 
6,2,2/3,2/9,2/27,. 4 
NN 算术 级 数 是 如 下 形式 的 序列 
ava 二 da 2d,*… ,a nd,… 
其 中 初始 项 a 和 公差 d 都 是 实数 。 
评注 ”算术 级 数 是 线性 函数 f(xX) 二 dr 十 a 的 离散 的 对 应 体 。 
例 3 序列 ，{s,} 其 中 $s, 二 一 1 十 4n 和 人 二) 4 二 7 一 3n 都 是 算术 级 数 ， 如 果 我 们 以 n= 二 0 开 


始 ， 则 其 初始 项 和 公差 分 别 等 于 一 1 和 4 以 及 7 和 一 3。 S09 519 52» 539 … 序 列 的 开头 是 : 
一 1939 7 11， 


tos ti, tts, tl， … 序 列 的 开头 是 : 


站 
LE Wis 


1 


7,4,1,— 2,. ,| 

在 计算 机 科学 中 经 常 使 用 形 如 mw ，a; ，…，a, 的 序列 。 这 些 有 穷 序 列 也 称 为 串 (string) 。 

这 个 串 也 可 以 记 作 aas…a*。 (回忆 一 下 在 1.1 节 介绍 的 位 串 ， 它 就 是 位 的 有 限 序 列 .) 串 的 长 
度 是 这 个 串 的 项 数 。 空 串 是 没有 任何 项 的 串 ， 记 作 1。 空 串 的 长 度 为 0。 

例 4 串 abcd 是 长 度 为 4 的 串 。 4 


2.4.3 递 推 关 系 

在 例 1 一 3 中 ， 我 们 通过 为 项 提供 显 式 公式 来 指定 序列 。 还 有 许多 其 他 方法 可 以 用 来 指定 
一 个 序列 。 例 如 ， 另 外 一 种 指定 序列 的 方法 是 提供 一 个 或 多 个 初始 项 以 及 一 种 从 前 面 的 项 确定 
后 续 项 的 规则 。 

关于 序列 {a;}) 的 一 个 递 推 关系 (recurrence relation) 是 一 个 等 式 ， 对 所 有 满足 n 宇 n。 
的 n， 它 把 a, 用 序列 中 前 面 项 即 ao。，al，*…，a,1 中 的 一 项 或 多 项 来 表示 ， 这 里 no 是 一 个 非 负 
整数 。 如 果 一 个 序列 的 项 满足 递 推 关 系 ， 则 该 序列 就 称 为 是 递 推 关 系 的 一 个 解 。( 一 个 递 推 关 
系 称 为 递归 地 定义 了 一 个 序列 。 我 们 将 在 第 5 章 解 释 这 个 不 同 的 术语 ) 

例 5 令 {a,} 是 一 个 序列 ， 它 满足 递 推 关系 一 ai 十 3，?z 一 1，2，3，…， 并 假定 wm 一 2。 
a、a 和 as 是 多 少 ? 

解 ” 从 弟 推 关系 可 以 看 出 a 二 a6 十 3 二 2 十 3 二 5。 那 么 有 as 二 5 十 3 二 8 和 4a, 二 8 十 3 二 11。 4 

例 6 令 {a,} 是 一 个 序列 ， 它 满足 递 推 关 系 4, 二 a,-1 一 a,-:，7 二 2，3，4，…， 并 假定 a 二 
3，w 王 5。w 和 as 是 多 少 ? 

解 ” 从 递 推 关 系 可 以 看 出 ，as 二 a 一 ,二 5 一 3 二 2 且 a 二 4s 一 4 二 2 一 5 二 一 3。 我 们 可 以 用 
类 似 方法 找到 a,、a;， 以 及 后 续 各 项 。 本 

递归 定义 的 序列 的 初始 条 件 指定 了 在 递 推 关系 定义 的 首 项 前 的 那些 项 。 例 如 ， 例 5 中 的 
4 二 2 和 例 6 中 的 a 二 3 和 a 二 5 是 初始 条 件 。 采 用 第 5 章 介绍 的 一 种 证 明 技 术 ， 数 学 归纳 法 ， 
可 以 证 明 一 个 递 推 关 系 及 其 初始 条 件 可 以 唯一 地 确定 了 一 个 序列 。 

接 下 来 我 们 用 递 推 关 系 来 定义 一 个 非常 有 用 的 序列 ， 这 就 是 以 出 生 于 12 世纪 的 意大利 数 
学 家 斐 波 那 契 (参见 第 5 章 关于 他 的 传记 ) 的 名 字 命 名 的 斐 波 那 契 数列 (Fibonacci sequence) 。 我 
们 会 在 第 5 章 和 第 8 章 深入 研究 这 个 序列 ， 那 里 我 们 会 看 到 它 对 许多 应 用 非常 重要 ， 包 括 兔子 
繁殖 的 增长 模型 。 
裴 波 那 契 数列 万 ， 万 ， 万 ，…， 由 初始 条 件 fo 二 0， 帮 二 1]， 和 下 列 递 推 关 系 所 
定义 





f= ftfrs n=2,3,4,. 
例 7 找 出 斐 波 那 契 数 f,、fs、f,、f:; 和 f。。 
解 ” 斐 波 那 契 数 列 的 递 推 关 系 告诉 我 们 ， 可 通过 把 前 面 两 项 相 加 来 得 出 后 续 的 项 。 因 为 初 
始 条 件 是 f= 二 0 和 户 =1， 用 定义 中 的 递 推 关 系 可 得 
f=fi+fo=1+0=1 
=fit+fi 一 1 十 1 一 2 
f= f+fi=2+1=3 
fs= ft+fs=3+2=5 
f=f+fi=5+3=8 本 
例 8 假设 {a,} 是 整数 序列 ， 定 义 w,=z! 在 整数 半 的 阶乘 函数 的 值 ，” 一 1，2，3，…。 因 
为 n! 一 2CC 一 1)(2 一 2)…2。1) 一 za ， 所 以 可 以 看 出 阶乘 的 序列 满足 递 推 关 系 w, 一 ma,-i， 


以 及 初始 条 件 w 一 1。 4 
当 我 们 为 序列 的 项 找到 一 个 显 式 公 式 ， 称 为 闭 公式 (closed formula) 时 ， 我 们 就 说 解决 了 带 
有 初始 条 件 的 递 推 关 系 。 


例 9 试 判 定 序列 {a,}， 其 中 对 每 个 非 负 整数 n 有 a 二 3n 是 否 是 递 推 关 系 4, 二 2a,-1 一 
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Qa-z， 二 2，3，4，… 的 解 。 当 4a, 二 2” 和 当 a, 二 5 时 回答 同样 的 问题 。 

解 ”假设 对 每 个 非 负 整 数 n 有 a, 二 3n。 则 对 zx 之 2， 可 以 看 出 2a,_1 一 a,_s: 二 2(3(n 一 1)) 一 
3(n 一 2) 二 3n 二 a,。 所 以 ，{a,}， 其 中 a, 二 3n， 是 递 推 关 系 的 一 个 解 。 

假设 对 每 个 非 负 整数 n 有 a, 二 2"。 注 意 a 王 1， 二 2， 而 as 二 4。 因 为 2a 一 ao 一 2。2 一 
1 二 3 了 a,， 所 以 {a,}， 其 中 a, 二 2",， 不 是 递 推 关 系 的 解 。 

假设 对 每 个 非 负 整 数 n 有 a 二 5。 则 对 n 宇 2， 可 以 看 出 24,_ 1 一 a,_; 二 2，5 一 5 二 5 二 a,。 所 
以 ，{a,)}， 其 中 a, 二 5， 是 弟 推 关系 的 一 个 解 。 本 

已 有 很 多 方法 可 以 求解 递 推 关系 。 这 里 我 们 用 几 个 例子 介绍 一 种 直观 的 迭代 法 。 在 第 8 章 
我 们 会 深入 研究 递 推 关系 。 那 里 我 们 将 证 明 递 推 关 系 如 何 用 于 求解 计数 问题 ， 并 且 将 介绍 几 种 
功能 强大 的 方法 用 于 求解 许多 不 同 的 递 推 关系 。 

例 10 求解 例 5 中 带 有 初始 条 件 的 递 推 关 系 。 

解 ”连续 应 用 例 5 中 的 递 推 关 系 ， 从 初始 条 件 a = 二 2 开始 向 上 一 直到 a, 能 够 推断 出 序列 的 
闭 公式 。 可 以 看 到 





a 一 2 十 3 
a 一 (2 十 3) 十 3 一 2 十 3，2 
aa 一 (2 十 2。3) 十 3 一 2 十 3。3 


Z2 一 QI 十 3 三 (2 于 3 。(2 一 2)) 十 3 一 2 十 3(2z 一 1) 
我 们 也 可 以 通过 连续 应 用 例 5 的 递 推 关 系 ， 从 项 a, 开始 向 下 一 直到 初始 条 件 “; 二 2 能 够 得 
到 同样 的 公式 。 步 又 如 下 
2 一 Ci 十 3 
一 (ar 十 3) 十 3 一 ao 十 3。2 
一 《ay 十 3) 十 3"“ 2 一 0 十 3。3 


一 a 十 3(2 一 2) 一 (as 十 3) 十 3(2 一 2) = 二 2 十 3(n 一 1) 

在 递 推 关系 的 每 一 次 迭代 中 ， 我 们 通过 在 前 项 上 加 上 3 而 得 到 序列 的 下 一 项 。 经 过 递 推 关 
系 的 ”一 1 次 迭代 后 就 可 得 到 第 n 项。 故我 们 在 初始 项 a 二 2 上 加 了 3(n 一 1) 而 得 到 a,。 这 就 是 
闭 公式 a, 二 2 十 3(n 一 1)。 注 意 这 个 序列 是 一 个 算数 级 数 。 本 

例 10 中 使 用 的 技术 叫做 和 迭代 (iteration) 。 我 们 迭代 或 重复 利用 了 递 推 关系 。 第 一 种 方法 称 
为 正 向 替换 一 一 我 们 从 初始 条 件 出 发 找到 连续 的 项 直到 a, 为 止 。 第 二 种 方法 称 为 反 向 替换 ， 
因为 我 们 从 a, 开始 迭代 时 将 其 表示 为 序列 中 前 面 的 项 直到 可 以 用 a, 来 表示 。 注 意 当 我 们 使 用 
迭代 时 ， 我 们 必须 猜测 序列 项 的 一 个 公式 。 要 证 明 我 们 的 猜测 是 正确 的 ， 我们 需要 使 用 数学 归 
纳 法 一 项 将 在 第 5 章 中 讨论 的 技术 。 

第 8 章 我 们 将 证 明 递 推 关 系 可 用 于 为 各 种 问题 建 模 。 这 里 我 们 仅 提供 这 样 的 一 个 例子 ， 证 
明 如 何 用 递 推 关 系 来 计算 复合 利率 。 

例 11 复合 利率 (Compound Interest)。 假 设 一 个 人 在 银行 的 储蓄 账户 上 存 了 10 000 美元 ， 
年 利率 是 11% 按 年 计 复 利 。 那 么 在 30 年 后 该 账户 上 将 有 多 少 钱 ? 

解 ” 为 求解 这 个 问题 ， 令 P, 表示 nn 年 后 账户 上 的 金额 。 因 为 n 年 后 账 上 的 金额 等 于 在 
n 一 1 年 后 账户 上 的 金额 加 上 第 年 的 利息 ， 序 列 {P,} 满 足 递 推 关 系 

PP 二 + liP,s = (1..1P,， 





初始 条 件 是 P, 二 10 000。 
我 们 可 以 使 用 迭代 法 找到 P, 的 公式 。 注 意 
P= (1.11)P, 
Pie= CR UP: = 1:1D°P; 


wy 


SI 
aeptez 
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P;= (1.11)P, = (1.11)’P, 


B=, WR = (1 172 
当代 入 初始 条 件 P, 二 10 000 时 ， 就 得 到 公式 P, 二 (1.11)"10 000。 
将 n=30 代入 公式 P, 二 (1.11)"10 000， 即 可 得 在 30 年 后 账户 上 有 
P,, 一 (1. 11)”10 000 一 228 922. 97 美元 本 


2.4.4 特殊 的 整数 序列 

离散 数学 中 的 一 类 共性 问题 是 为 了 构造 序列 的 项 而 寻找 闭 公 式 、 递 推 关 系 或 者 某 种 一 般 
规则 。 有 时 候 仅 知道 用 于 求解 问题 的 序列 中 的 一 部 分 项 ， 目 标 则 是 要 确定 序列 。 尽 管 序列 的 
初始 项 不 能 确定 整个 序列 (毕竟 从 任何 初始 项 的 有 限 集合 开始 的 序列 有 无 限 多 个 ), 但 了 解 前 
几 项 仍 有 助 于 做 出 关于 序列 本 身 的 合理 猜想 。 一 旦 形成 猜想 ， 就 可 以 尝试 验证 你 找到 了 正确 
序列 。 

给 定 初始 项 ， 当 试图 推导 出 一 个 可 能 的 公式 、 递 推 关 系 或 序列 项 的 某 种 一 般 规则 时 ， 尝 试 
寻找 这 些 项 的 一 种 模式 。 再 观察 能 否 确 定 一 项 是 如 何 可 以 从 它 前 面 的 项 产生 得 到 。 有 许多 问题 
可 以 问 , 但 比较 有 用 的 问题 是 : 

。 是 否 有 相同 值 连续 出 现 ?” 即 相同 的 值 在 一 行 中 出 现 多 次 。 

。 是 否 给 前 项 加 上 某 个 常量 或 与 序列 中 项 的 位 置 有 关 的 量 后 就 得 出 后 项 ? 

。 是 否 给 前 项 乘 以 特定 量 就 得 出 后 项 ? 

。 是 否 按照 某 种 方式 组 合 前 面 若干 项 就 可 以 得 出 后 项 ? 

。 是 否 在 各 项 之 间 存 在 循环 ? 

例 12 求 具有 下 列 前 5 项 的 序列 公式 : (al1，1/2，1/4，1/8，1/16; (b)1，3，5，7，9; 
(WL 一 下， 一 了 ds 

解 (a) 可 以 看 出 分 母 都 是 2 的 害 次 。 对 z 一 0，1，2，…， 满 足 ww 一 1/2" 的 序列 是 一 个 可 
能 的 解 。 这 个 候选 序列 是 一 个 几何 级 数 ， 满 足 a 二 1 和 一 1/2。 

(b) 注 意 每 一 项 可 通过 对 前 一 项 加 上 2 而 得 到 的 。 对 n 二 0，1，2，…， 满 足 a 十 n 二 2n 十 1 
的 序列 是 一 个 可 能 的 解 。 这 个 候选 序列 是 算术 级 数 ， 满 足 a 二 1 和 < 一 2。 

(c) 各 项 轮流 取 值 1 和 一 1。 对 n= 二 0，1，2,，…， 满 足 a, 二 (一 1)" 的 序列 是 一 个 可 能 的 解 。 
这 个 候选 序列 是 几何 级 数 ， 满足 4 二 1 和 一 一 1。 4 

例 13 一 15 解释 如 何 通过 分 析 序 列 来 发 现 项 是 如 何 构造 的 。 

例 13 如 果 一 个 序列 的 前 10 项 是 1， 2， 2， 3，3，3，4，4，4，4， 则 如 何 来 产生 序列 
的 项 ? 

解 ”在 这 个 序列 中 ， 注 意 整数 1 出 现 1 次 ,整数 2 出现 2 次 ,整数 3 出现 3 次 ,整数 4 出 
现 4 次 。 一 个 合理 的 序列 生成 规则 是 整数 nn 恰好 出 现 n 次 ， 所 以 序列 的 下 5 项 可 能 都 是 5， 随 


后 6 项 可 能 都 是 6， 等 等 。 这 种 方式 产生 的 序列 是 一 个 可 能 的 解 。 * 
例 14 如果 一 个 序列 的 前 10 项 是 5，11，17，23，29，35，41，47，53，59， 则 如 何 来 产 
生 序 列 的 项 ? 


解 ”注意 这 个 序列 的 前 10 项 中 第 一 项 之 后 每 项 都 是 通过 在 前 项 加 上 6 而 得 到 的 (从 相 邻 项 
之 差 为 6 就 看 出 这 一 点 ) 。 因 此 从 5 开始 总 共 加 (n 一 1) 次 6 就 产生 第 nn 项 ， 即 一 个 合理 的 猜测 


是 第 nn 项 为 5 十 6(n 一 1)= 二 6n 一 1。( 这 是 一 个 算术 级 数 ， 满 足 a 二 5 和 d= 二 6.) S| 
例 15 如 果 一 个 序列 的 前 10 项 是 1，3，4，7，11，18，29，47，76，123， 则 如 何 来 产生 
序列 的 项 ? 


解 ” 观 察 序列 从 第 三 项 起 每 项 都 是 前 两 项 之 和 。 即 4 二 3 十 1 ,7 二 4 十 3，11 二 7 十 4， 等 等 。 
因此 ， 如 果 工 , 是 这 个 序列 的 第 nn 项 ,我们 猜测 序列 可 由 下 列 递 推 关系 确定 L, 二 LL, 十 L,_;， 
其 初始 条 件 为 Li 二 1 和 二 三 3( 与 斐 波 那 契 数列 具有 相同 的 递 推 关系 ， 但 是 初始 条 件 不 同 ) 。 这 
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个 序列 称 为 是 Lucas 序列 ， 以 法 国 数学 家 Francois Edouard Lucas 的 名 字 命 名 。Lucas 在 19 
纪 研 究 这 个 序列 和 斐 波 那 契 数列 。 

另 一 种 求 序列 项 生成 规则 的 有 用 技术 是 对 比 所 求 的 序列 项 与 熟知 的 整数 序列 项 ， ee 
术 级 数 的 项 、 几 何 级 数 的 项 、 完 全 平方 数 、 完 全 立方 数 等 。 表 1 给 出 了 一 些 应 当 记 住 的 序列 
的 前 10 项 。 


表 1 一 些 有 用 序列 


1，4，9，16，25，36，49，64，81，100，… 
1，8，27，64，125，216，343，512，729，1000，… 
1，16，81，256，625，1296，2401，4096，6561，10 000，… 
2，4，8，16，32，64，128，256，512，1024，… 
3，9，27，81，243，729，2187，6561，19 683，59 049，…， 
1，2，6，24，120，720，5040，40 320，362 880，3 628 800，… 
1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, »* 





例 16 ”如 果 序 列 {a,} 的 前 10 项 为 1，7，25，79，241，727，2185，6559，19 681，59 047， 
试 猜想 a, 的 简单 公式 。 

解 ” 要 解决 这 个 问题 ， 先 查看 相 邻 项 的 差 ， 但 没有 看 出 模式 。 当 计算 相 邻 项 的 比 来 查看 每 项 是 
否 为 前 项 的 倍数 时 ， 发 现 这 个 比 虽 然 不 是 常数 却 接 近 于 3。 所 以 有 理由 怀疑 这 个 序列 的 各 项 是 由 一 
个 与 3" 有 关 的 公式 产生 的 。 比 较 这 些 项 与 序列 (3"} 的 对 应 项 ， 注 意 第 ”项 比 对 应 的 3 的 究 次 小 2。 
我 们 看 到 对 于 1<n<10 来 说 a 二 3" 一 2 成 立 ， 因 而 猜想 对 所 有 ”来 说 ， 这 个 公式 成 立 。 本 

贯穿 本 书 可 以 看 到 整数 序列 在 离散 数学 的 各 类 应 用 中 广泛 出 现 。 我 们 已 经 看 到 或 将 会 看 到 
的 序列 包括 : 素数 序列 (第 4 章 )、 将 个 离散 对 象 进行 排序 的 方法 数 ( 第 6 章 )、 解 决 著名 的 
碟 汉 诺 塔 谜 题 所 需要 的 步 数 (第 7 章 ) 以 及 在 一 个 岛 上 nn 个 月 后 的 兔子 数 ( 第 8 章 ) 。 

整数 序列 还 出 现在 离散 数学 以 外 的 相当 广泛 的 领域 中 ， 包 括 生 物 学 、 工 程 、 化 学 、 物 理 we 襄 
学 ， 以 及 在 谜 题 中 。 在 《4 在线 整数 序列 大 百科 》(Online Encyclopedia of Integer Sequences， 
OEIS) 维 护 的 一 个 有 趣 的 数据 库 中 可 以 找到 超过 200 000 个 不 同 的 整数 序列 。 这 个 数据 库 起 初 
由 内 尔 。 斯 朗 在 20 世纪 60 年 代 创 建 的 。 这 个 数据 库 最 新 的 印刷 版 是 1995 年 出 版 的 
(LSIPI95]); 当前 的 大 百科 中 的 序列 比 1995 年 版 书 中 的 750 卷 还 多 ， 且 每 年 会 提交 超过 10 000 
新 的 序列 。 还 有 一 个 可 以 通过 Web 访问 的 程序 使 得 你 能 用 来 从 大 百科 中 找到 与 给 定 初 始 项 匹 
配 的 序列 。 


2.4.5 求 和 
接 下 来 我 们 考虑 序列 项 的 累加 问题 。 为 此 先 引入 求 和 记号 (summation natation) 。 首 先 描述 
用 来 表达 序列 {a,} 中 项 


之 和 的 记号 。 我 们 用 记号 
2 2 或 ai 
( 读 做 a; 从 j= 二 m 到 ;二 n 的 和 ) 来 表示 
Qs 十 Gsni 二 "十 as 
此 处 变量 j 称 为 求 和 下 标 ， 而 字母 ) 作为 变量 可 以 是 任意 的 ， 即 可 以 使 用 任何 其 他 字母 ， 比 如 
i 或 &。 或 者 用 记号 表示 就 是 
Wg, 一 De 一 Do 


j=m 


此 处 求 和 下 标 依 次 遍历 从 下 限 m 开始 到 上 限 为 止 的 所 有 整数 。 用 大 写 希 腊 字 母 西格玛 >) 表 


Pera 
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示 求 和 。 
通常 的 算术 定律 也 适用 于 求 和 式 。 例 如 ， 当 a 和 均 为 实数 时 ， 有 了 (ar, 十 的,) = 


jl 


ai ws 1 Py, 这 里 亚 ， 戏 ， 5， To 及 yl Ye yy 均 为 实数 (此 处 我 们 没有 给 出 该 恒 等 


j=l 


式 的 正式 证 明 。 这 样 的 证 明 可 以 用 第 5 章 介绍 的 数学 归纳 法 来 加 以 构建 。 证 明 同时 会 用 到 加 法 
的 交换 律 与 结合 律 以 及 乘法 对 加 法 的 分 配 律 ) 。 

下 面 给 出 求 和 记号 的 多 个 例子 。 

例 17 用 求 和 记号 表示 序列 {a,} 前 100 项 之 和 ,这 里 4a, 二 1/n, n==1,， 2,，3,…。 

解 求 和 下 标 下 限 为 1， 上 限 为 100。 这 个 和 可 以 写成 


100 1 
2 页 4 


J 


例 18 2 的 值 是 多 少 ? 
解 ” 我 们 有 
疡 1 天 二 下 十 及 十 豆 十 于 十 尼 


jl 


二 1 十 4 十 9 十 16 十 25 
一 55 4 


例 19 》) (一 1)* 的 值 是 多 少 ? 


k=4 


解 ”我们 有 
8 
(DF 1 


k=4 


= t= 和 1 
< 本 
有 时 候 对 求 和 式 中 的 求 和 下 标 做 平移 会 很 有 好 处 。 当 两 个 求 和 式 需 要 相 加 而 求 和 下 标 却 不 
一 致 时 通常 可 以 这 样 做 。 当 平移 求 和 下 标 时 ， 对 应 求 和 项 做 适当 修改 也 是 很 重要 的 。 如 例 20 


ums 


内 尔 ， 斯 朗 (Neil Sloane， 生 于 1939 年 ) 依靠 澳大利亚 国家 电话 公司 的 助学金 在 
| 墨尔本 大 学 学 习 数 学 和 电气 工程 。 他 在 暑期 工作 中 掌握 了 许多 与 电话 有 关 的 工作 ， 比 

如 架设 电线 杆 。 毕 业 后 ， 他 设计 了 澳大利亚 最 便宜 的 电话 网 。1962 年 他 到 美国 康 奈 尔 
1 大 学 学 习 电 气 工 程 。 他 的 博士 论文 是 关于 现在 所 谓 的 神经 网 络 。1969 年 开始 他 在 贝尔 
| 实验 室 任职 ， 从 事 过 许多 领域 的 工作 ， 包 括 : 网 络 设 计 、 编 码 理论 以 及 球体 填充 等 。 
|〖| 自 1996 年 AT&T 实验 室 从 贝尔 实验 室 分 离 出 来 至 今 ， 他 一 直 在 AT&T 实验 室 工 作 。 
他 最 喜欢 的 一 个 问题 是 相 切 问题 (kissing problem， 他 创造 的 名 字 )， 在 nr 维 空间 可 以 
排列 多 少 个 球 ， 使 之 都 与 同样 大 小 的 中 央 球 相 切 。( 在 2 维 空间 答案 是 6， 因 为 可 放置 6 个 便士 使 之 与 中 
央 便 士 相 切 。 在 3 维 空 间 ， 可 放置 12 个 台球 使 之 与 中 央 台 球 相 切 。 两 个 恰好 在 一 点 接触 的 台球 称 为 “ 相 
切 ”， 这 引出 了 术语 “ 相 切 问题 "和 “ 相 切 数 ”)。 斯 朗 与 Andrew Odlyzko 证 明了 在 8 维和 24 维 空间 中 最 优 
相 切 数 分 别 为 240 和 196 560。 在 1、2、3、8 和 24 维 空间 中 的 相 切 数 是 已 知 的 ， 而 在 任何 其 他 维 空间 中 
都 还 是 未 知 的 。 斯 朗 的 著作 包括 : 与 John Conway 合 写 的 《球体 填充 、 格 与 群 》(Sphere Packing，Lattices 
and Groups) 第 3 版 ， 与 Jessie Mac Williams 合 写 的 《 纠 错 码 的 理论 》(The Theory of Error-Correcting 
Codes) ， 与 Simon Plouffe 合 写 的 《整数 序列 百科 》(The Encyclopedia of Integer Sequences) 以 及 与 Paul 
Nick 合 写 的 《新 泽 西 峭壁 攀岩 指南 )(The Rock-Climbing Guide to New Jersey Crags)。 最 后 这 本 书 体现 了 
他 对 攀岩 的 兴趣 ， 其 中 介绍 了 新 泽 西 州 的 50 多 个 攀岩 场地 。 
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所 解释 。 

例 20 假定 有 求 和 式 

2 
但 是 希望 求 和 下 标的 取 值 是 在 0 和 4 之 间 而 不 是 在 1 和 5 之 间 。 为 此 , 令 &=j 一 1。 于 是 新 的 
求 和 下 标 就 是 从 0( 因 为 当 j==1 时 ==1 一 1 二 0) 到 4( 因 为 当 j==5 时 k= 二 5 一 1 二 4) 了 ， 而 项 产 变 
成 了 (4 十 1)*。 因 此 
i Dut 

容易 验证 两 个 和 都 是 1 十 4 十 9 十 16 十 25 二 55。 4 

几何 级 数 项 的 求 和 经 常 出 现 ( 这 种 求 和 也 称 为 几何 数列 ) 。 定 理 1 给 出 几何 级 数 的 项 求 和 
公式 。 

如 果 a 和 7 都 是 实数 且 7r 天 0， 则 
r 关 1 


站 二 


go 
(n+l)a r=1 
证 令 
S, = Dar 
要 计算 S$， 先 给 等 式 两 边 同 乘 上 +， 然后 对 得 出 的 和 式 进行 如 下 变换 : 
rS, = r Pyar’ 用 求 和 公式 代替 S 
= ep 分 配 律 
= Nar 平移 求 和 下 标 , 令 & 一 7 十 1 
= (Yast (arm"m 一 a) ”去 除 有 = nn 十 1 的 项 ,添加 二 0 的 项 
= S, + (ar"!—a) 用 S 代替 求 和 公式 
从 这 些 等 式 可 以 看 出 


冷 ,， 王 S$, +-(ar™ —a) 
该 等 式 解 出 S, 可 知 ， 如 果 r 取 1， 则 


,一 让 
5, 一 六 = 





如 果 ”一 1， 则 5, = 一 De= tae. Cd| 
例 21 很 多 情况 下 要 求 双重 求 和 (比如 在 计算 机 程序 中 其 套 循环 的 分 析 中 ) 。 一 个 双重 求 
和 的 例子 是 


要 计算 双重 求 和 ， 先 展开 内 层 求 和 ， 再 继续 计算 外 层 求 和 
Di- Dt2itD 


i=1 j=1 
=- De 
i=1 


二 6 十 12 十 18 十 24 == 60 S| 


| 
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我 们 还 可 以 用 求 和 记号 将 一 个 函数 的 所 有 值 相 加 ， 或 把 针对 一 个 下 标 集 的 项 都 加 起 来 ， 其 
中 求 和 下 标 遍 历 一 个 集合 中 的 所 有 值 。 即 可 以 写 


> Cs) 
来 表示 对 S 中 所 有 元 素 * 求 值 f(s) 的 和 。 
例 22 >》， ;的 值 是 多 少 ? 


s€E {0,2,4} 


解 由 于 》，s 表示 对 集合 {0，2，4} 中 所 有 元 素 ;的 值 求 和 ， 因 此 有 
5) 一 0 十 2 十 4 一 6 4 


某 些 求 和 问题 会 在 离散 数学 中 反复 出 现 。 掌 握 一 组 这 种 求 和 公式 会 有 好 处 ， 表 2 给 出 了 一 
些 常见 求 和 式 的 公式 表 。 

我 们 在 定理 1 中 推导 了 表 中 的 第 一 个 公式 。 接 下 来 的 三 个 公式 给 出 了 前 对 个 正 整数 的 求 
和 、 它 们 的 平方 和 以 及 它们 的 立方 和 。 可 以 用 许多 不 同方 式 来 推导 这 三 个 公式 (例如 ， 参 见 练 
习 37 和 38)。 还 要 注意 这 里 每 一 个 公式 ,一 旦 得 到 了 ， 就 可 以 轻而易举 地 用 数学 归纳 法 (5.1 
节 的 主题 ) 加 以 证 明 。 表 中 最 后 两 个 公式 与 无 穷 级 数 有 关 ， 接 下 来 就 会 讨论 。 

例 23 解释 了 表 2 中 的 公式 是 如 何 使 用 的 。 


表 2 多 个 有 用 的 求 和 公式 





100 


例 23 求 Dk&。 


k=50 


解 首先 注意 由 于 了 ,一 2), 妨 十 2,wk*， 所 以 有 


100 100 


49 
Se 六 总 
k=1 k=1 


利用 表 2 的 公式 > ,已 二 n(n 十 1) (2n 十 1)/6 (证 明 见 练习 38)， 可 以 看 出 
Yip 10" 101° 201 _ 0 50* 99 sg8850—40 425 ~ 297 925 < 
一 些 无 穷 级 数 ”尽管 本 书 中 大 多 数 求 和 都 是 有 限 求 和 ， 但 在 离散 数学 的 某 些 部 分 中 无 穷 级 
数 却 也 是 重要 的 。 通 常 在 微 积分 课程 中 研究 无 穷 级 数 ， 其 至 这 些 级 数 的 定义 也 需要 用 到 微 积 
分 ， 但 有 时 它们 也 会 出 现在 离散 数学 中 ， 因 为 离散 数学 需要 处 理 离散 对 象 无 穷 集 。 尤 其 是 将 来 
在 离散 数学 的 研究 中 ， 我 们 将 会 发 现 例 24 和 25 中 无 穷 级 数 的 闭 公式 是 非常 有 用 的 。 


例 24 〈 需 要 微 积分 知识 ) 令 z 是 满足 | z | <1 的 实数 。 求 21z" 。 





解 ” 根 据 定理 1， 令 a 二 1 和 一 z， 就 可 以 看 出 yz 二 一 1 。 由 于 | xz| <1， 所 以 当 
k 趋 于 无 穷 时 ，z*"' 趋 于 0。 所 以 
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通过 对 已 有 公式 进行 微分 或 积分 就 可 以 产生 新 的 求 和 公式 。 
例 25 (需要 微 积分 知识 ) 对 下 列 方程 两 边 微分 


“| 
2 1—z 
根据 例 24 可 得 
I - 1 
和 2 (1—z)’ : 
(根据 有 关 无 穷 级 数 的 定理 ， 当 | z | 二 1 时 这 个 微分 有 效 。) 


练习 
1. 求 序列 {a,} 的 下 列 各 项 ， 其 中 a, 二 2，( 一 3)" 十 5”。 
a)ao b)ai Cas d)as 
2. 如 果 序 列 {a,} 的 a, 等 于 下 列 各 值 ， 则 as 项 是 多 少 ? 
a)2” 1 b)7 
el (— I 本 人 一 入 一 糙 和 
3. 序列 {a,}) 的 项 we ，ai ，a 和 as 是 什么 ? 其 中 a 等 于 
2 btm 1 
c)[n/2| qd)ln/2|+[n/2| 
4. 序列 {a,}) 的 项 we ，ai ，a 和 as 是 什么 ? 其 中 a, 等 于 
C=" b)3 
GDJ7 十 如 一 各 


5. 列 出 下 列 各 序列 的 前 10 项 。 
a) 序 列 从 2 开始 ， 后 面 每 项 都 比 前 项 多 3。 
b) 序 列 按 升序 把 每 个 正 整 数列 出 3 次 。 
c) 序 列 按 升序 把 每 个 正 奇数 列 出 2 次 。 
d) 序 列 的 第 ”项 是 2z! 一 2”。 
e) 序 列 从 3 开始 ， 后 面 每 项 都 是 前 项 的 2 倍 。 
人 序列 的 第 一 项 是 2， 第 二 项 是 4， 后 面 每 项 都 是 前 两 项 之 和 。 
外 序列 的 第 n 项 是 数 n 的 二 进 制 展开 式 的 比特 数 ( 在 4.2 节 有 定义 ) 。 
h) 序 列 的 第 ”项 是 下 标 ” 的 英文 单词 中 包含 的 字母 数 。 
6. 列 出 下 列 各 序列 的 前 10 项 。 
a) 序 列 从 10 开始 ， 后 面 每 项 都 是 从 前 项 减 去 3 所 得 。 
b) 序 列 的 第 ”项 是 前 =” 个 正 整 数 之 和 。 
中 序列 的 第 nn 项 是 3" 一 2”。 
d) 序 列 的 第 ”项 是 | \ 丈 ] 。 
e) 序 列 的 前 两 项 是 1 和 5， 后 面 每 项 都 是 前 两 项 之 和 。 
人 序列 的 第 ”项 是 具有 ?7 位 的 二 进 制 展开 式 ( 在 .4. 2 节 有 定义 ) 的 最 大 整数 (用 十 进 制 数 写 出 答案 ) 。 
外 序列 的 各 项 以 下 列 方式 按 序 构造 :从 1 开始 ， 然 后 加 1， 然 后 乘 1， 然 后 加 2， 然 后 乘 2， 等 等 。 
hb) 序列 的 第 ”项 是 满足 &! <n 的 最 大 整数 &。 
7. 至 少 找 出 3 个 不 同 的 序列 ， 其 初始 项 都 是 1、2、4， 并 可 用 简单 的 公式 或 规则 产生 各 项 。 
8. 至 少 找 出 3 个 不 同 的 序列 ， 其 初始 项 都 是 3、5、?7， 并 可 用 简单 的 公式 或 规则 产生 各 项 。 
9. 找 出 有 下 列 递 推 关 系 和 初始 条 件 所 定义 的 序列 的 前 五 项 。 
a)a;,=6a,_1,， Qo 二 2 
b)a, =a?_i ; a1=2 
c)a 一 ai -1 十 3a rz，ao 一 1，ai 一 2 
d)a, 一 za， li 十 02a rz ，a 一 1，a 一 1 
e)a, 一 01 十 aa，ao 一 1，a 一 2，az 一 0 


10. 找 出 有 下 列 递 推 关 系 和 初始 条 件 所 定义 的 序列 的 前 六 项 。 
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2)ai=—2as=1， Qo 三 一 1 

ba,=as-i—~an-z, ao=2, ai=—1 

Ca,=3a:_1, ao=1 

d)a; =na,=i1+a:-s, ao=—1, a=0 

e)a, 一 ar 1 一 az 十 ao aa，ao 一 1，d 一 1，a 一 2 
11. 令 a, 一 2" 十 5。3"，7 一 0，1，2，…。 

a) 找 出 ao，a，a，as 和 awk。 

b) 证 明 as = 二 541 一 6ae ，as 一 5a: 一 6 和 ww 一 5a3 一 6as 。 

c) 证 明 对 于 所 有 整数 za，7z 之 2， 有 a, 王 5a,-: 一 6a. :。 
12. 证 明 序列 {a,} 是 递 推 关 系 w, 三 一 3a-: 十 4a :的 解 ， 如 果 


a)a, 一 0 b)a, =1 Cas=(—4)" d)a, =2( 一 4)" 十 3 
13. 序列 {a,) 是 递 推 关系 a, 二 8a,-1 一 16a,-; 的 解 吗 ， 如 果 
a)a, 一 0 b)a,=1 Ca, =2" d)a, =4” 
e)an =n4” f)a,=2° 4 二 3n4"” g)a,=(—4)" h)a, =n: 4” 
14. 对 于 下 列 每 个 序列 ， 寻 找 满足 该 序列 的 递 推 关 系 。( 答 案 并 不 唯一 ， 因 为 存在 无 穷 多 个 满足 任 一 序列 
的 递 推 关 系 。) 
a)a, 一 3 b)a, =2n c)a, 一 272 十 3 d)a, =5" 
e)an =n fa 一 从 十 7 g)a, 一 7 十 (一 1)” ha,=n! 
15. 证 明 序 列 {a,} 是 递 推 关 系 a 二 a,-i 十 24,-s 十 2n 一 9 的 解 ， 如 果 
a)a, 一 一 7 十 2 b)a, 王 5( 一 1)" 一 2 十 2 
c)a, 一 3( 一 1)" 十 2 一 7 十 2 d)a, 一 7。2" 一 7 十 2 
16. 找 出 下 面 每 个 带 有 初始 条 件 的 递 推 关 系 的 解 。 采 用 例 10 中 所 用 的 和 迭代 方法 求解 。 
a)a, 一 一 0 _ 1，ao 一 5 b)a, 一 ai: 十 3，ao 王 1 
Ca =a,_1—n, ao=4 d)a, 一 2c。， ;一 3，ao 一 一 1 
e)a, 一 (7z 十 1)a, -li，ao 一 2 f)a, 一 27za, -il，ao 一 3 


g)a, 一 一 ao-i 十 2 一 1，ao 一 7 
17. 找 出 下 面 每 个 带 有 初始 条 件 的 递 推 关 系 的 解 。 采 用 例 10 中 所 用 的 迭代 方法 求解 。 


a)a, 一 3a -1，ao 一 2 b)a, 一 al 十 2，ao 王 3 
c)a, 一 CC 1 十 202，ao 一 1 da, 一 al 十 2 十 3，ao 一 4 
e)a 一 2a。， 1 一 1，ao 王 1 fa, 一 3a, 1: 十 1，ao 王 1 
g)a 一 ?Ca-1y ao 一 5 h)a;=2na,-1, ao=1 


18. 一 个 人 在 一 个 账户 中 存 人 1000 美元 ，9% 的 年 利率 按 年 计 复 利 。 
a) 为 该 账户 在 ”年 年 底 的 金额 建立 一 个 递 推 关 系 。 
b) 为 该 账户 在 n 年 年 底 的 金额 找 出 一 个 显 式 公式 。 
c) 该 账户 在 100 年 后 会 有 多 少 钱 ? 
19. 假设 一 个 菌落 中 的 细菌 数量 每 小 时 按 3 倍增 长 。 
a) 为 经 过 小 时 后 的 细菌 数量 建立 一 个 递 推 关 系 。 
b) 如 果 开 始 时 菌落 中 有 100 个 细菌 ， 那么 10 小 时 后 菌落 中 有 和 多少 细菌 ? “ 
20. 假设 2010 年 世界 人 口 是 69 亿 ， 而 年 增长 率 为 1.1%。 
说 a) 为 2010 年 之 后 年 的 世界 人 口 建立 一 个 递 推 关 系 。 
b) 为 2010 年 之 后 nn 年 的 世界 人 口 找 出 一 个 显 式 公 式 。 
c)2030 年 世界 人 口 会 是 多 少 ? 
21. 一 家 工厂 以 一 个 递增 速率 为 客户 定制 运动 汽车 。 第 一 个 月 仅 生产 一 辆 车 ,第 二 个 月 生产 两 辆 车 ， 等 
等 ,第 nn 个 月 生产 了 nn 辆 车 。 
a) 为 该 厂家 前 n 个 月 生产 的 汽车 数量 建立 一 个 递 推 关系 。 
b) 第 一 年 生产 了 多 少 辆 车 ? 
ec) 为 该 厂家 前 2 个 月 生产 的 汽车 数量 找 出 一 个 显 式 公 式 。 
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22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


x 27, 


* 28, 


29. 


30. 


31. 


32. 


一 个 雇员 在 2009 年 加 入 一 家 公司 起 薪 为 50 000 美元 。 每 年 该 雇员 会 提升 1000 美元 外 加 上 一 年 薪水 
的 5%。 

a) 为 2009 年 之 后 的 n 年 后 该 雇员 的 薪水 建立 一 个 递 推 关系 。 

b) 该 雇员 在 2017 年 的 薪水 是 多 少 ? 

©) 为 2009 年 之 后 的 年 后 该 雇员 的 薪水 找 出 一 个 显 式 公 式 。 

一 笔 5000 美元 的 贷款 ， 年 利率 7% 按 月 计 复 利 。 如 果 每 月 还 款 100 美元 ， 请 找 出 上 个 月 后 欠 款 账户 
余额 了 (4) 的 递 推 关 系 。[ 提 示 : 用 BC 一 1) 来 表示 B(k); 月 利率 是 (0.07/12)B(k 一 1)。] 

a) 如 果 每 月 还 贷 P， 贷 款 利率 为 -， 找 出 个 月 后 欠 款 账户 余额 BCE) 的 递 推 关系 。[ 提 示 : 用 BC 一 1) 
四] 来 表示 BC(&)， 并 注意 月 利率 是 r/12。] 

b) 确 定 每 月 还 款 已 应 该 是 多 少 才能 使 得 贷款 在 工 个 月 后 还 清 。 

对 于 下 列 每 个 整数 列表 ， 给 出 简单 的 公式 或 规则 ， 以 产生 从 给 定 列表 开始 的 整数 序列 项 。 假 定 你 给 
出 的 公式 或 规则 是 正确 的 ， 写 出 相应 序列 的 后 续 三 项 。 

Ry On lr 主 了 

bl 2 5 

ls ‘05 2 05 di O05 8 0 do 0s 辣 

d)3y 65 12, 24r448,, 06, 192,.%° 

el15s 8 is =6s =13, =20, = 

3 BB 2, V7y. 23, 30 38 47, ws 

g)2，16，54，128，250，432，686，… 

hs 3 2 121, 721, 5041, 40. 321, = 

对 于 下 列 每 个 整数 列表 ， 给 出 简单 的 公式 或 规则 ， 以 产生 从 给 定 列表 开始 的 整数 序列 项 。 假定 你 给 
出 的 公式 或 规则 是 正确 的 ， 写 出 相应 序列 的 后 续 三 项 。 

835 069 ll 18 2275 389 Sls 0606, 835 1025, wi 

bs 1s. 19s 19% 29 27, 31s 36s 395 W989% 

els .0s 1ls 100s 101， 也 0 111; 1000;, 100]s 1010; 101l1s »“s 

dL: By 2 By Bs ds Bi Dy Br Dy dy Hs: Hs Hs. Hy Dis mee 

e)0, 2, 8, 26, 80, 242, 728, 2186, 6560，19 682，… 

f)1, 3, 15, 105, 945, 10 395, 135 135, 2 027 025, 34 459 425，… 

gl1, 0, 0, 1, 1, 1, 0; 0, 0, 0,; 1, 1,; 1, 1, 1, » 

h)2, 4, 16, 256, 65 536, 4 294 967 296，… 

证 明 : 如 果 a 表示 不 是 完全 平方 数 的 第 n 个 正 整 数 ， 则 a, 二 n 十 {Vn }， 其 中 {zx} 表示 最 接近 于 实数 z 


的 整数 。 
设 a, 表示 序列 1，2, 2，3，,3,，3, 4,，4,， 4，4，5，5,， 5,，5,，5,，6,6，6，6，6，6，… 的 第 nn 项 ， 


构造 这 个 序列 的 方法 是 包含 整数 恰好 次 。 证 明 : 0, 一 | V 琉 十 去 |。 


下 列 各 求 和 式 的 值 是 多 少 ? 
5 站 10 8 
a) >) (十 1) bb) >)( 一 2); ec) >)3 d) > (2 一 2) 
k=1 j=1 i=1 j=0 
下 列 各 求 和 式 的 值 是 多 少 ? 其 中 S 一 (1，3，5，7)} 。 
a) Di b) D>)7? ©) DU/7 d) >)1 
jiES JES JES JES 
下 列 几 何 级 数 的 项 之 和 是 多 少 ? 
8 8 8 8 
a) >)3。2; b) > ) 2; ©) >) (一 3); d) >)2。 (一 3); 
求 下 列 各 和 式 的 值 。 
8 8 
a) >)(1 十 (一 1)7) b) >)(3 一 2) 


8 8 
©) >)(2.31 十 3。27) d) >) (2 — 2’) 


j=0 j=0 


33. 计算 下 列 各 双重 求 和 式 。 
a) 之) >) (十 力 b) > 2) (2i+ 37) 
90221 D225 
34. 计算 下 列 各 双重 求 和 式 。 
a) 之 ) >71Gi 一 旋 b) >) 2) (3i 十 27) 
© 2 i 二 交 
35. 证 明 2) (a 一 ai) 一 os 一 ao， 其 中 ao，a1，*…，as 是 实数 序列 。 这 种 类 型 的 求 和 式 称 为 
迁 进 (telescoping ) 。 
36. 利用 恒等式 1/CEGE 十 1)) 王 1 人 一 1/CE 二 1) 和 练习 35 来 计算 D1/ C+ DD)) s 
37. 对 恒等式 已 一 (一 1 一 2 一 1 两 边 从 有 一 1 到 =n 求 和 ， 并 且 利 用 练习 35 找 出 
a) 了 1(2k 一 1) 的 公式 (前 个 奇 自然 数 之 和 )。 
b) >》 的 公式 。 
大 一 1 
* 38. 利用 练习 35 中 技巧 以 及 练习 37b 的 结果 ， 推 到 表 2 中 p32 的 公式 。[ 提 示 : 在 练习 35 的 跌 进 求 和 
中 取 a =k’ ,|] 
39. 利用 表 2 求 >)&。 
40. 利用 表 2 求 > 已 。 
* 41. 当 mm 是正 整数 时 , 求 》) | VE 的 公式 。 
* 42. 当 m 是 正 整 数 时 , 求 >)|. 狗 |] 的 公式 。 
对 于 乘积 也 有 一 个 特殊 记号 。a ，aw+!，…，a, 的 乘积 可 表示 为 [a;， 读 作 w 从 j 一 mw 到 j 一 的 
乘积 。 
43. 下 列 乘积 的 值 是 多 少 ? 
a) TT， b) |: e [一 D2 d) [I2 
回顾 阶乘 函数 在 正 整数 ”上 的 值 ， 记 作 nl， 是 从 1 到 ， 的 正 整数 的 乘积 。 另 外 规定 0! 一 1。 
44. 用 乘积 记号 来 表示 nl1。 
45. 求 2)j1。 
46. 求 [[j!。 
2.5 集合 的 基数 
2.5.1 引言 


2.1 节 的 定义 4 把 有 一 个 有 限 集合 的 基数 定义 成 该 集合 中 的 元 素 个 数 。 有 限 集合 的 基数 告 
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诉 我 们 什么 时 候 两 个 有 限 集合 大 小 相同 ， 什 么 时 候 一 个 比 另 一 个 大 。 本 节 我 们 将 这 个 概念 扩展 
到 无 限 集合 。 即 如 果 能 有 一 种 方法 来 衡量 无 限 集 的 相对 大 小 ， 我 们 就 能 定义 什么 是 两 个 无 限 集 
合 有 相同 的 基数 了 。 

我 们 最 有 兴趣 的 是 可 数 无 限 集 ， 就 是 和 正 整 数 集合 具有 相同 基数 的 集合 。 我 们 会 证 明 一 个 
令 人 惊奇 的 结论 ， 即 有 理 数 集合 是 可 数 无 限 的 。 我 们 还 会 给 出 一 个 不 可 数 集合 的 例子 ， 并 证 明 
实数 集 是 不 可 数 的 。 

本 节 讨 论 的 概念 在 计算 机 科学 中 有 非常 重要 的 应 用 。 一 个 函数 是 不 可 计算 的 ， 如 果 没 有 计 
算 机 程序 能 够 计算 它 的 所 有 值 ， 即 使 给 它 无 限 的 时 间 和 内 存 空 间 。 我 们 将 用 本 节 的 概念 来 解释 
为 什么 不 可 计算 函数 是 存在 的 。 

我 们 现在 要 定义 什么 是 两 个 集合 具有 相同 的 大 小 ， 或 基数 。2. 1 节 讨 论 了 有 限 集 的 基数 ， 
并 定义 了 这 样 的 集合 的 大 小 或 基数 。2. 3 节 的 练习 79 我 们 证 明了 : 任何 两 个 元 素 个 数 相同 的 
有 限 集 之 间 存 在 一 个 一 一 对 应 。 我 们 可 用 这 一 观察 将 基数 的 概念 推广 到 所 有 集合 ， 包 括 有 限 集 
和 无 限 集 。 

集合 A 和 集合 B 有 相同 的 基数 (cardinality)， 当 且 仅 当 存 在 从 A 到 B 的 一 个 一 一 
对 应 。 当 A 和 B 有 相同 的 基数 时 ,就 写成 |A|= 二 1B|。 

对 于 无 限 集 ， 基 数 的 定义 提供 了 一 个 衡量 两 个 集合 相对 大 小 的 方法 ， 而 不 是 衡量 一 个 集合 
大 小 的 方法 。 我 们 还 可 以 定义 什么 叫做 一 个 集合 的 基数 小 于 另 一 个 集合 的 基数 。 

定 如 果 存 在 一 个 从 A 到 吾 的 一 对 一 函数 ， 则 A 的 基数 小 于 或 等 于 B 的 基数 ， 并 写 
成 |]A| 三 1B|。 再 者 ,， 当 |A| 达 1B| 并 且 A 和 B 有 不 同 的 基数 时 ,我 们 说 A 的 基数 小 
于 B 的 基数 ， 并 写成 |A| 二 1B|。 


2.5.2 可 数 集 

现在 把 无 限 集 分 为 两 组 ， 一 组 是 与 自然 数 集合 有 相同 的 基数 ， 另 一 组 是 具有 不 同 的 基数 。 

EEE3 图 一 个 集合 或 者 是 有 限 集 或 者 与 自然 数 集 具 有 相同 的 基数 ， 这 个 集合 就 称 为 可 数 的 
(countable) 。 一 个 集合 不 是 可 数 的 ， 就 称 为 不 可 数 的 (uncountable)。 如 果 一 个 无 限 集 S 是 可 数 
的 ， 我 们 用 符号 器 。 来 表示 集合 S 的 基数 (这 里 扣 是 阿里 夫 ， 和 希 伯 来 语 字母 表 的 第 一 个 字母 ) 。 
写作 | S| = 只。， 并 说 S 有 基数 “阿里 夫 零 ”。 

下 一 个 例子 解释 了 如 何 证 明 一 个 集合 是 可 数 的 。 

例 1 证 明正 奇数 集合 是 可 数 集 。 

解 ” 要 证 明正 奇数 集合 是 可 数 的 ， 就 要 给 出 这 个 集合 与 正 整数 集合 之 间 的 一 个 一 一 对 应 。 
考虑 从 Z+ 到 正 奇数 集合 的 函数 





fln) = 2n—1 
通过 证 明 f 既是 一 对 一 的 又 是 映 上 的 来 证 明 f 是 一 一 对 应 的 。 要 想 知 道 f 是 一 对 一 的 ,假定 
f(n) 二 f(m)。 于 是 2n 一 1 二 2m 一 1]， 所 以 n 二 mm。 要 想 知 道 了 是 映 上 的 ， 假 定 上 是 正 奇数 。 于 是 
t 比 一 个 偶数 2k 少 1， 其 中 是 自然 数 。 因 此 t=2k 一 1 二 了 (k)。 1 显示 了 这 个 一 一 对 应 。 外 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 LB -vis 
和 
图 1 在 Z* 和正 奇 数 集合 之 间 的 一 一 对 应 


无 限 集 是 可 数 的 当 且 仅 当 可 以 把 集合 中 的 元 素 排 列 成 序列 (下 标 是 正 整数 )。 这 是 因为 从 正 
整数 集合 到 集合 S 的 一 一 对 应 关系 f 可 以 用 序列 aj， G2 ***» Un, … 表 示 ， 其 中 ar= f(1), 
az 一 (2)， “es a, = fn), “es 

希 尔 伯 特大 饭店 我 们 现在 来 讲 一 个 悖 论 ， 它 证 明了 某 些 对 有 限 集 不 可 能 的 事情 对 无 限 集 
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二 


ws 加 变 得 可 能 了 。 著 名 数学 家 大 卫 “， 和 希 尔 伯 特 发 明了 大 饭店 的 概念 ， 它 有 可 数 无 限 多 个 房间 ， 每 个 
房间 都 有 客人 。 当 一 个 客人 来 到 一 家 只 有 有 限 个 房间 的 饭店 ， 而 且 房 间 已 经 都 有 客人 时 ， 不 赶 
走 一 位 客人 是 容纳 不 下 新 来 的 客人 的 。 可 是 ， 在 大 饭店 我 们 总 是 能 够 容纳 一 位 新 客人 的 ， 即 使 
所 有 房间 已 都 住 了 客人 ， 证明 如 例 2 所 示 。 练 习 5 和 8 分 别 要 求 你 证 明 在 大 饭店 住 满 的 情况 
下 ， 依 然 能 容纳 下 有 限 位 新 客人 和 可 数位 新 客人 。 

例 2 在 大 饭店 客 满 且 不 允许 赶 走 住 客 的 情况 下 ， 我 们 如 何 能 容纳 一 位 新 来 的 客人 ? 

解 ” 因 为 大 饭店 的 房间 是 可 数 的， 我 们 可 以 把 它们 排列 成 1 号 房间 、2 号 房间 、3 号 房间 
等 。 当 一 位 新 客人 到 来 时 ， 我 们 把 1 号 房间 的 客人 安排 到 2 号 房间 ， 把 2 号 房间 的 客人 安排 到 
3 号 房间 ， 更 一 般 地 ， 对 于 所 有 整数 n， 把 n 号 房间 的 客人 安排 到 nn 十 1 号 房间 。 这 样 就 把 1 号 
房间 腾 出 来 了 ， 把 这 个 房间 分 配给 新 来 的 客人 ， 并 且 所 有 原先 的 客人 也 都 有 房间 。 这 种 场景 的 
解释 如 图 2 所 示 。 4 












,/ 住 1 导 房间 ,其 \ 
< ”他 客人 往 后 退 从 
一 一 个 房间 。 一 


经 理 新 客人 
图 2 一 位 新 客人 到 达 希 尔 伯 特 大 饭店 


当 一 家 饭店 只 有 有 限 多 个 房间 时 ， 所 有 房间 客 满 的 概念 等 价 于 不 能 再 容纳 新 客人 的 概念 。 
可 是 ， 注 意 当 有 无 限 多 个 房间 时 这 种 等 价 关 系 就 不 再 成 立 了 ， 这 也 可 以 用 来 解释 希 尔 伯 特 大 饭 
店 的 悖 论 了 。 

可 数 和 不 可 数 集合 的 例子 ”我们 现在 证 明 某 些 数 的 集合 是 可 数 的 。 以 所 有 整数 的 集合 开 
始 。 注 意 我 们 可 以 通过 列举 其 元 素来 证 明 所 有 整数 的 集合 是 可 数 的 。 

例 3 证 明 所 有 整数 的 集合 是 可 数 的 。 

解 ”我们 可 用 序列 来 列 出 所 有 整数 ， 从 0 开头 ,交替 列举 正 、 负 整数 : 0，1， 一 1，2， 
一 2,…。 或 者 ， 我 们 也 可 以 在 正 整 数 集 与 整数 集 之 间 找 一 个 一 一 对 应 函数 。 函 数 jz) 当 ?为 


ums 


有 大 卫 . 希 尔 伯 特 (David Hilbert，1862 一 1943) 希 尔 伯 特 出 生 于 以 七 座 桥 享誉 数 
PT 学 界 的 哥 尼斯 堡 市 ， 是 法 官 的 儿子 。1892 一 1930 年 在 哥 廷 根 大 学 任职 期 间 ， 他 在 广泛 
i 的 数学 领域 做 出 了 奠基 性 的 贡献 。 他 总 是 在 数学 的 某 个 课题 上 工作 ， 做 出 重要 的 贡 
EE 献 ， 然 后 换 一 个 新 的 数学 课题 研究 。 希 尔 伯 特 研 究 过 的 领域 包括 变 分 法 、 几 何 、 代 
。 数 、 数 论 、 人 逻辑 以 及 数理 物理 学 。 除 了 许多 杰出 的 原创 性 贡献 外 ， 希 尔 伯 特 还 以 著名 
的 23 个 难题 而 闻名 。 他 在 1900 年 国际 数学 家 大 会 上 提出 了 这 些 难 题 ， 作 为 20 世纪 
诞生 时 给 数学 家 的 挑战 。 从 那 时 起 ， 这 些 问 题 推动 了 大 量 的 研究 活动 。 尽 管 其 中 许多 
问题 已 被 解决 ， 但 有 些 问题 依然 悬而未决 ， 其 中 包括 黎 曼 假设 ， 这 是 希 尔 伯 特 列表 中 第 8 个 问题 的 一 部 
分 。 希 尔 伯 特 也 是 数论 和 几何 学 几 本 重要 的 教科 书 的 作者 。 





基本 结构 : 集合 、 蕊 数 、 序 列 、 夹 和 与 矩阵 147 








偶数 时 取 值 n/2 而 当 n 为 奇数 时 取 值 一 (n 一 1)/2 就 是 这 样 的 一 个 函数 ， 证 明 留 给 读者 完成 。 因 
此 ， 所 有 整数 的 集合 是 可 数 的 。 总 

奇数 集 与 整数 集 均 为 可 数 集合 并 不 奇怪 (如 例 1 和 例 3 所 示 )。 但 许多 人 对 于 有 理 数 集 也 是 
可 数 集合 的 结果 颇 为 惊讶 ， 如 例 4 所 示 。 

例 4 证 明正 有 理 数 集合 是 可 数 的 。 

解 ” 正 有 理 数 集合 是 可 数 的 ， 这 似乎 令 人 惊讶 ， 但 下 面 将 证 明 如 何 把 正 有 理 数 排列 成 序列 
nn， Ts，*"…，7,，*"…。 首先 ， 注 意 每 个 正 有 理 数 都 是 两 个 正 整数 之 比 p/q。 可 以 这 样 来 排列 正 有 
理 数 : 在 第 1 行列 出 分 母 g=1 的 有 理 数 ， 在 第 2 行列 出 分 母 g=2 的 有 理 数 ， 等 等 ， 如 图 3 
所 示 。 

把 有 理 数 排列 成 序列 的 关键 是 沿 着 图 3 
所 示 的 路 线 ， 先 列 出 满足 p 十 gq 二 2 的 正 有 理 数 
p/q， 再 列 出 满足 p 十 gq 二 3 的 正 有 理 数 ， 然 后 
列 出 满足 p 十 gq 二 4 的 正 有 理 数 ， 等 等 。 每 当 遇 
到 已 经 列 出 过 的 数 p/g 时 ， 就 不 再 次 列 出 了 ， 
例如 ， 当 遇 到 2/2=1 时 就 不 列 出 了 ， 因 为 已 
经 列 出 过 1/1 二 1。 这 样 构造 的 正 有 理 数 序列 
的 初始 项 是 1，1/2，2，3，1/3，1/4，2/3， 
3/2，4，5， 等 等 。 这 些 数 在 图 3 中 都 加 了 图 
圈 ， 序 列 中 没有 圆圈 的 数 是 那些 被 剔除 的 ， 
因为 它们 已 经 在 序列 中 了 。 由 于 所 有 有 理 数 
证 明了 正 有 理 数 集合 是 可 数 的 。 本 图 3 正 有 理 数 是 可 数 的 


2.5.3 不 可 数 集合 

我 们 已 经 看 到 有 理 数 集 也 是 可 数 集合 。 那 么 是 否 有 可 能 的 不 可 数 集合 呢 ? 首先 考虑 的 集合 
是 实数 集 。 在 例 5 中 我 们 使 用 一 种 很 重要 的 由 乔治 ， 康 托 于 1879 年 引入 的 证 明 方法 ， 即 所 谓 
的 康 托 尔 对 角 线 法 ， 来 证 明 实 数 集合 是 不 可 数 的 。 在 数理 逻辑 和 计算 理论 中 大 量 地 使 用 这 个 证 
明 方 法 。 

例 5 证 明 实数 集合 是 不 可 数 集合 。 

解 ” 要 证 明 实数 集合 是 不 可 数 的 ， 我 们 假定 实数 集合 是 可 数 的 ， 然 后 试图 导出 一 个 矛盾 。 
于 是 ， 所 有 落 在 0 和 1 之 间 的 实数 所 构成 的 子 集 也 是 可 数 的 (因为 可 数 集合 的 任意 子 集 合 都 是 
可 数 的 ， 参见 练习 16)。 在 此 假设 下 ,在 0 和 1 之 间 的 实数 可 以 按照 某 种 顺序 列 出 ， 比 如 说 ， 
m，7，…。 设 这 些 实数 的 十 进 制 表示 为 

ri= 0.diiadisdisdie… 
12 一 0. dz dz dz3 ds *** 
7s = 0. dadssdssda 
ri = 0. dudwdsdu” 





其 中 4d;E{0，1,，2，3,，4,，5，6，,，7，8，9}。( 例 如 ， 如 果 = 二 0.237 941 02…， 就 有 da 一 2， 
di 二 3，dys = 二 7， 等 等 ,) 于 是 ， 构造 新 的 实数 具有 十 进 制 展 开 式 7+= 二 0. did,d;d,…， 其 中 十 进 制 
数字 由 下 列 规则 确定 : 

4 如 果 d; 关 和 4 

5 如 果 d; 二 4 

(例如 ， 假 定 7 ==0. 237 941 02…，r, 二 0.445 901 38:…, rs 二 0.091 187 64:…,， r, 二 0.805 539 00 
enn 等 等 。 于 是 ， 就 有 r= 二 0.did,dsds*… = 二 0.4544….， 其 中 因为 du 关 4， 所 以 d= 二 4; 因为 


di = 


us 
ee | 


148 第 2 章 








d2 一 4， 所 以 d,=5; 因为 dss 4 所 以 d;=4; 因为 du 关 4， 所 以 d,=4; 等 等 。) 

每 个 实数 都 有 唯一 的 十 进 制 展开 式 ( 排 除 结尾 全 部 由 数字 9 组 成 的 展开 式 的 可 能 性 ) 。 所 
以 ,实数 不 等 于 ri，r;，… 中 的 任何 一 个 ， 因 为 对 于 每 个 i,，r 的 十 进 制 展开 式 与 天 的 十 进 制 
展开 式 在 小 数 点 右边 第 i 位 是 不 同 的 。 

由 于 存在 不 在 列表 中 的 0 和 1 之 间 的 实数 r+， 所 以 假设 可 以 列 出 在 0 和 1 之 间 的 所 有 实数 
就 必定 为 假 。 所 以 , 在 0 和 1 之 间 的 所 有 实数 不 能 一 一 列 出 ， 因 此 在 0 和 1 之 间 的 实数 集合 是 
不 可 数 的 。 任 何 含有 不 可 数 子 集合 的 集合 都 是 不 可 数 的 (参见 练习 15)。 因 此 ， 实 数 集合 是 不 
可 数 的 。 4 

有 关 基 数 的 结果 ”我们 现在 讨论 一 些 有 关 和 集合 基数 的 结果 。 首 先 ， 证明 两 个 可 数 集合 的 并 
依然 是 可 数 集合 。 

如 果 和 人 A 和 B 是 可 数 集合 ， 则 AUB 也 是 可 数 集合 。 

证 明 假定 A 和 B 是 可 数 集合 。 不 失 一 般 性 ， 我 们 可 以 假设 A 和 B 是 不 相交 的 。( 如 果 它 
们 不 是 不 相交 的 ， 就 可 以 用 B 一 A 来 代替 B， 因 为 ANmn(B 一 A)== 名 并 且 AU(B 一 A)==AUB.) 
再 者 ， 不 失 一 般 性 ， 如 果 两 个 集合 之 一 是 可 数 无 限 的 而 另 一 个 是 有 限 的 ， 则 我 们 可 以 假设 B 是 
那个 有 限 集合 。 

有 三 种 情形 需要 考虑 : (DA 和 B 均 为 有 限 的 ; (iDA 是 无 限 的 而 B 是 有 限 的 ; (iii)A 和 B 
均 为 可 数 无 限 的 。 

情形 (i): 注意 当 A 和 B 均 为 有 限 的 时 ，AUB 也 是 有 限 的 ， 因 此 是 可 数 的 。 

情形 (iD 因为 A 是 可 数 无 限 的 ， 所 以 它 的 元 素 就 可 以 排列 成 一 个 无 限 序列 am，aw，a ，…， 


a,，"… 同 时 因为 B 是 有 限 的 ， 所 以 其 元 素 可 以 排列 成 ，b,，6b;，…，b。，m 是 某 个 正 整 数 。 
我 们 可 以 把 AUB 的 元 素 排 列 成 51， Bz， 6b, ,bans Qs Qss Qs “**, dn “**o 这 意味 着 AU 
B 是 可 数 无 限 的 。 

情形 (ii) : 因为 A 和 B 均 为 可 数 无 限 的 ， 可 以 分 别 把 它们 的 元 素 排 列 成 a1，a;，as，…， 
aa "和 如 bz, bs bs 通过 交替 这 两 个 序列 的 项 ， 我 们 就 可 以 把 AUB 的 元 素 排 列 
成 无 限 序 列 a1, ,azs, bs, as, bas 0， 0， 加， 这 意味 着 AUB 是 可 数 无 限 的 。 

至 此 完成 了 证 明 ， 因 为 已 经 证 明 在 所 有 三 种 情形 下 AUB 都 是 可 数 的 。 4 


鉴于 其 重要 性 ， 我 们 现在 给 出 基数 研究 中 的 一 个 关键 定理 。 

网 SCHRODER-BERNSTEIN 定理 如 果 A 和 B 是 集合 且 |A| 达 1B| 和 |B|< 
1A|， 则 |A| 二 | B|。 换 言 之 ， 如果 存在 一 对 一 函数 1 从 A 到 B 和 g 从 B 到 A， 则 存在 
A 和 B 之 间 的 一 一 对 应 函数 。 

因为 定理 2 看 起 来 相当 地 简单 明了 ， 所 以 我 们 可 能 会 期 望 它 有 一 个 简单 的 证 明 。 可 是 ， 
即使 可 以 不 用 高 等 数学 来 证 明 它 ， 但 已 知 的 证 明 都 不 是 很 容易 解释 清楚 。 因 此 ， 这 里 省 略 了 
证 明 。 对 证 明 感 兴趣 的 读者 可 以 参见 LAiZiHo09] 和 [Ve06]。 这 个 结论 称 为 Schr6derBernstein 
定理 ， 因 为 Ernst Schr6der 在 1898 年 发 表 了 一 个 有 缺陷 的 证 明 ， 而 康 托 的 学 生 Felix Bernstein 
在 1897 年 给 出 了 一 个 证 明 。 可 是 ， 在 Richard Dedekind 的 1887 年 的 笔记 中 也 发 现 了 该 定理 的 
一 个 证 明 。Dedekind 是 一 位 德国 数学 家 ， 他 在 数学 基础 、 抽 象 代数 和 数论 方面 做 出 了 重要 
贡献 。 

下 面 用 一 个 例子 来 解释 定理 2 的 应 用 。 

例 6 证 明 | (0, 1)|==|1 (C0, 1]1|1。 

解 ” 如 何 寻 找 一 个 (0，1) 和 (0，1] 之 间 的 一 一 对 应 来 证 明 | (0, 1) | = | (0，1] | 完全 不 
是 显而易见 的 事 。 幸 运 的 是 ， 可 以 采用 Schr6der-Bernstein 定理 。 寻 找 一 个 (0，1) 到 (0，1] 的 
一 对 一 函数 是 很 简单 的 。 因 为 (0，1)CC，1j]， 所 以 FCz) 一 工 就 是 一 个 (0，1) 到 (0， 菇 的 一 对 
一 函数 。 录 找 一 个 (0， 菇 到 (0，1) 的 一 对 一 函数 也 不 难 。 函 数 g(x) 二 zx/2 显然 是 一 对 一 的 且 将 
(0， 菇 映射 到 (0，1/2]C(0，1) 。 由 于 找到 了 从 (0，1) 到 (0，1] 和 从 (0，1] 到 (0，1) 的 一 对 一 
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函数 ， 所 以 Schr6der-Bernstein 定理 告诉 我 们 | (0, 1)|= 二 | (0，1] | 。 9 

不 可 计算 函数 ”我 们 现在 来 描述 本 节 中 的 概念 在 计算 机 科学 中 的 一 个 重要 应 用 。 特 别 是 ， 
我 们 将 证 明 存 在 这 样 的 函数 ， 其 值 不 能 由 任何 计算 机 程序 计算 出 来 。 

一 个 函数 称 为 是 可 计算 的 (computable) ， 如 果 存 在 某 种 编程 语言 写 的 计算 机 程序 
能 计算 该 函数 的 值 。 如 果 一 个 函数 不 是 可 计算 的 ， 就 说 是 不 可 计算 的 (umcomputable) 。 

要 证 明 存在 不 可 计算 函数 ， 我 们 需要 建立 两 个 结果 。 首 先 要 证 明 用 任何 编程 语言 写 的 计算 
机 程序 的 集合 是 可 数 的 。 注 意 用 一 种 语言 写 的 一 个 计算 机 程序 可 以 看 做 是 由 有 限 的 字母 表 构 造 
的 字符 串 就 可 以 证 明 该 结论 (参见 练习 37) 。 接 下 来 ， 我 们 证 明 存 在 不 可 数 无 限 多 个 不 同 的 从 
一 个 特定 的 可 数 无 限 集 到 自身 的 函数 。 特 别 是 ， 练 习 38 证 明了 从 正 整 数 到 自身 的 函数 集合 是 
不 可 数 的 。 这 是 0~1 之 间 实 数 集 的 不 可 数 性 (参见 例 5) 的 一 个 推论 。 结 合 这 两 个 结果 (参见 练 
习 39) 可 以 证 明 存 在 不 可 计算 函数 。 

连续 统 假设 ”我 们 简单 讨论 有 关 基 数 的 一 个 著名 的 开放 问题 作为 本 节 的 结束 。 可 以 证 明 ZZ 
的 寡 集 和 实数 集 R 具有 相同 的 基数 (参见 练习 38) 。 换 言 之 ， 我 们 知道 | P(Z ) | = | R| 王 ec， 
这 里 < 表示 实数 集 的 基数 。 

康 托 的 一 个 重要 定理 (参见 练习 40) 表 明 一 个 集合 的 基数 总 是 小 于 其 寡 集 的 基数 。 故 有 
12Z* | 二 | PC(Z7*) | 。 我 们 将 这 个 结论 重 写 为 淮 , 二 2%， 这 里 用 记号 21 表示 集合 S 的 寡 集 
的 基数 。 还 有 ， 注 意 关系 | P(Z+) | = | R | 可 以 表示 为 2% =c。 

这 就 导致 了 著名 的 连续 统 假设 (contimuun hypothesis)， 它 阐述 了 不 存在 介 于 兴 。 和 cc 之 间 
的 基数 X。 换 言 之 ， 连 续 统 假设 说 明了 不 存在 集合 A 使 得 正 整 数 集合 的 基数 兴 , 小 于 | Al， 
而 | A | 又 小 于 实数 集 的 基数 <。 可 以 证 明 最 小 的 无 限 基数 形成 一 个 无 限 序列 兴 , 所 内 :所 兴 :到 
…。 如 果 我 们 假定 连续 统 假设 为 真 ， 就 可 以 得 出 结论 c 一 兴 ; ， 故 有 28: 二 31。 

连续 统 假 设 是 由 康 托 在 1877 年 提出 的 。 他 努力 尝试 证 明之 而 未 果 ， 因 而 变 得 非常 诅 丧 。 
到 了 1900 年 ， 解 决 连续 统 假设 被 认为 是 数学 中 最 重要 的 惹 而 未 决 的 问题 。 这 是 被 大 卫 。 和希 尔 
伯 特 (David Hilbert) 列 人 他 著名 的 1900 年 数学 开放 问题 的 第 一 个 问题 。 

连续 统 假设 依然 是 一 个 开放 问题 ， 还 是 一 个 活跃 的 研究 领域 。 可 是 , 已 经 证 明了 在 现代 数 
学 的 标准 集合 论 公 理 ( 即 Zermelo-Fraenkel 公理 ) 下， 该 假设 既 不 能 被 证 明 也 不 能 被 推翻 。 
Zermelo-Fraenkel 公理 的 制定 是 为 了 避免 朴素 集合 论 的 悖 论 ， 如 罗素 悖 论 ， 但 是 是 否 应 该 用 其 
他 的 一 组 集合 论 公 理 来 替代 还 是 有 很 大 争议 。 
练习 
1. 确定 下 列 各 集合 是 否 是 有 限 的 、 可 数 无 限 的 或 不 可 数 的 。 对 那些 可 数 无 限 集合 ， 给 出 在 自然 数 集合 和 

该 集合 之 间 的 一 一 对 应 。 

a) 负 整数 

b) 偶 数 

中 小 于 100 的 整数 

d)0 和 1/2 之 间 的 实数 

e) 小 于 1 000 000 000 的 正 整 数 

f)7 的 整 倍数 = 
2. 确定 下 列 各 集合 是 否 是 有 限 的 、 可 数 无 限 的 或 不 可 数 的 。 对 那些 可 数 无 限 集合 ， 给 出 在 自然 数 集合 和 

该 集合 之 间 的 一 一 对 应 。 

a) 大 于 10 的 整数 

b) 奇 负 整 数 

c) 绝 对 值 小 于 1 000 000 的 整数 

dl)0 和 2 之 间 的 实数 

e) 集 合 AXZ+ 这 里 A 王 {2，3} 

f)10 的 整 倍数 


了 50 


一 一 对 应 。 

a) 不 包含 位 0 的 全 部 位 串 

b) 不 能 写成 分 母 不 小 于 4 的 全 部 正 有 理 数 
c) 十 进 制 表示 中 不 包含 0 的 实数 

d) 十 进 制 表 示 中 仅 包含 有 限 个 1 的 实数 


一 一 对 应 。 
a) 不 能 被 3 整除 的 整数 

b) 能 被 5 整除 但 不 能 被 7 整除 的 整数 
十进制 表示 是 全 1 的 实数 

d) 十 进 制 表示 是 全 1 或 全 9 的 实数 


住 在 饭店 里 。 


有 的 客人 可 以 散 开 填充 满 饭店 两 由 楼 的 每 个 房间 。 
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.确定 下 列 各 集合 是 否 是 可 数 的 或 不 可 数 的 。 对 那些 可 数 无 限 集合 ， 给 出 在 自然 数 集合 和 该 集合 之 间 的 


. 确定 下 列 各 集合 是 否 是 可 数 的 或 不 可 数 的 。 对 那些 可 数 无 限 集合 ， 给 出 在 自然 数 集合 和 该 集合 之 间 的 


- 证 明 一 一 群 有 限 的 客人 到 这 客 满 的 着 尔 伯 特大 饭店 时 依然 可 以 在 不 赶 走 客人 的 情况 下 得 到 房间 。 
. 假设 硕 尔 伯 特 大 饭店 已 客 满 ， 但 是 饭店 要 关闭 所 有 偶数 编号 的 房间 进行 维修 。 证 明 所 有 客人 依然 可 以 


- 假设 希 伯 尔 特大 饭店 在 某 一 天 客 满 了 ， 饭 店 准备 扩展 到 同样 具有 可 数 无 限 个 房间 的 第 二 由 楼 。 证 明 现 


8. 证 明 可 数 无 限 个 客人 到 达 客 满 的 希 尔 伯 特 大 饭店 时 依然 可 以 在 不 赶 走 客人 的 情况 下 得 到 房间 。 


10. 


11. 


12， 
13. 
14. 
[5 15. 
Ls 16. 
17. 
18. 
19. 
20. 
21. 
22. 
23. 
24. 
25. 


26. 


* 27。 


28. 
x 29. 


的 情况 下 所 有 达到 的 客人 都 可 以 住 进 希 尔 伯 特 大 饭店 。 
给 出 两 个 不 可 数 集合 A 和 B 的 例子 使 得 A 一 B 是 
a) 有 限 的 。 

b) 可 数 无 限 的 。 

c) 不 可 数 的 。 

给 出 两 个 不 可 数 集合 A 和 B 的 例子 使 得 A 站 也 是 
a) 有 限 的 。 

b) 可 数 无 限 的 。 

c) 不 可 数 的 。 

证 明 如 果 A 和 是 集合 且 ACB, 则 141 科 1B1。 
试 解释 为 什么 集合 A 是 可 数 的 当 且 仅 当 141 委 12 |。 


证 明 如 果 A 和 B 是 集合 并 具有 相同 的 基数 , 则 | A1 三 1B|1 并 且 1B81< 


I1A1。 


. 假设 有 可 数 无 限 辆 巴士 ， 每 辆 载 有 可 数 无 限 多 位 客人 到 达 客 满 的 希 尔 伯 特 大 饭店 。 证 明 在 不 赶 走 客人 


证 明 如 果 A 和 B 是 集合 ，A 是 不 可 数 的 ， 并且 ASB， 则 B 是 不 可 数 的 。 

证 明 可 数 集 的 子 集 也 是 可 数 的 。 

如 果 A 是 不 可 数 集合 而 B 是 可 数 集合 ， 那 么 A 一 B 一定 是 不 可 数 的 吗 ? 

证 明 如 果 A 和 B 是 集合 且 1A|1=18|1, 则 |1P(Ah)|==|1P(B)|，。 

证 明 如 果 A、B、C 和 DD 是 集合 且 141=181 和 IlCI=|DI, 则 |14AxCl=1BxDI。 
证 明 如 果 |AI1=1B8| 且 18|==1Cc|, 则 |A1=1C|。 


证 明 如 果 A、B 和 C 是 集合 使 得 I|AI1 三 1B1 和 |BI<ICl, 则 |A|< 
假设 A 是 可 数 集合 。 证 明 如 果 存 在 一 个 从 A 到 B 的 映 上 函数 f， 则 B 也 是 可 数 的 。 


证 明 如 果 A 是 一 个 无 限 集合 ， 则 它 包 含 可 数 无 限 子 集 。 
证 明 不 存在 无 限 集合 A 使 得 I|A| 二 |1Z” | 二 Wo。 


he ls 


证 明 如 果 有 可 能 用 (具有 有 限 个 字符 的 ) 键 盘 字 符 的 有 限 串 来 标记 一 个 无 限 集 S 的 每 个 元 素 ， 且 S 中 


没有 两 个 元 素 具 有 相同 的 标记 ， 则 S 是 可 数 无 限 集 。 


利用 练习 25 给 出 一 个 不 同 于 书 上 的 方法 来 证 明 有 理 数 集 是 可 数 的 。[ 提 示 : 证 明 你 能 将 一 个 有 理 数 


表示 为 一 串 带 有 和 斜 杠 的 数字 外 加 可 能 的 减 号 .] 
证 明 可 数 多 个 可 数 集 的 并 集 是 可 数 的 。 
证 明 集合 Z” XZ 是 可 数 的 。 

证 明 所 有 有 限 位 串 的 集合 是 可 数 的 。 
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* 30. 证 明 二 次 方程 cz 十 bz 十 c 一 0 的 实数 解 的 集合 是 可 数 的 ， 其 中 a、6b 和 < 都 是 整数 。 


# 31 


* 32。 


33， 
34. 
35. 


* 36; 


# 37. 


* 38。 


* 39. 


* 40. 


2， 
2. 


。. 通过 证 明 多 项 式 函 数 ff: Z+ XZ+ 一 Z+ ，f(m, n) 二 (mm 十 n 一 2)(m 十 n 一 1)/2 十 m 是 一 对 一 和 映 上 的 


来 证 明 Z* XZ' 是 可 数 集 。 

证 明 当 用 (3n 十 1)? 来 替换 练习 31 的 函数 f(m，) 右 边 表 达 式 的 每 个 的 出 现时 ， 用 (3m 十 1)? 来 替 
换 每 个 m 的 出 现时 ， 你 会 得 到 一 个 一 对 一 的 多 项 式 函 数 ZXZ-~~Z。 是 否 存 在 一 个 一 对 一 的 多 项 式 函 
数 QX QQ 是 一 个 开放 问题 。 

利用 Schr6der-Bernstein 定理 证 明 (0，1) 和 [0，1] 具 有 相同 的 基数 。 

证 明 (0，1) 和 R 具有 相同 的 基数 。[ 提 示 : 利用 Schr6der-Bernstein 定理 。] 

证 明 不 存在 从 正 整 数 集合 到 正 整数 集合 的 寡 集 的 一 一 对 应 。[ 提 示 : 假设 存在 这 样 的 一 一 对 应 。 将 正 
整数 集 的 一 个 子 集 表示 为 一 个 无 限 位 串 ， 其 中 第 i 位 为 1 如 果 i 属于 该 子 集 ， 否则 为 0。 假设 你 能 将 
这 些 无 限 位 串 排 成 正 整数 下 标的 序列 。 构 造 一 个 新 的 位 串 ， 其 第 i 位 等 于 序列 中 第 i 个 位 串 的 第 i 位 
的 补 。 证 明 这 个 新 位 串 不 可 能 出 现在 该 序列 中 。] 

证 明 从 正 整 数 子 集 的 集合 到 0 和 1 之 间 实 数 的 集合 存在 一 个 一 一 对 应 。 利 用 这 个 结果 以 及 练习 34 和 
35 推出 结论 兴 o< 1PCZ ) | = | R | 。 [提示 ; 看 看 练习 35 提示 的 第 一 部 分 。] 

证 明 用 特定 编程 语言 编写 的 所 有 计算 机 程序 的 集合 是 可 数 的 。[ 提 示 : 可 以 认为 用 编程 语言 编写 的 一 
个 计算 机 程序 是 有 限 字母 表 上 的 一 个 符号 串 。] 

证 明 从 正 整 数 到 集合 {0，1，2，3，4，5，6，7，8，9} 的 函数 集合 是 不 可 数 的 。[ 提 示 : 首先 在 0 到 
1 之 间 实 数 集 与 这 些 函 数 的 子 集 之 间 建 立 一 一 对 应 。 为 此 ， 让 实数 0. di qd,…d,… 对 应 于 函数 了 使 
得 太一 ad 。] 

一 个 函数 是 可 计算 的 (computable) 如 果 存 在 一 个 计算 机 程序 能 够 计算 函数 的 值 。 用 练习 27 和 38 证 明 
存在 不 可 计算 的 函数 。 

证 明 如 果 S 是 一 个 集合 ， 则 不 存在 从 S 到 P(S)(S 的 短 集 ) 的 映 上 函数 f。 从 而 得 出 结论 | S | 二 
| P(S) | 。 这 个 结论 称 为 是 康 托 定理 。[ 提 示 : 假定 这 样 的 函数 f 存在 。 令 T={s€S | sf(s)})， 
然后 证 明 不 存在 元 素 * 使 得 f(s) 二 TT。] 


6 矩阵 


6.1 引言 
离散 数学 中 用 和 矩阵 表示 集合 中 元 素 之 间 的 关系 。 在 随后 的 章节 中 ， 和 矩阵 将 用 于 各 种 不 同 的 


建 模 中 。 例 如 ， 和 矩阵 可 以 用 在 通信 网 络 和 交通 运输 系统 的 模型 中 。 许 多 算法 都 是 用 矩阵 模型 开 
发 的 。 本 节 回 顾 这 些 算 法 中 会 用 到 的 矩阵 算术 运算 。 


同 


给 阵 (matrix) 是 给 形状 的 数组 。m 行 n 列 的 给 阵 称 为 mXn 短 阵 。 行 数 和 列 数 相 
的 矩阵 称 为 方 阵 (square) 。 如 果 两 个 给 阵 有 同样 数量 的 行 和 列 且 每 个 位 置 上 的 对 应 项 都 相 


等 ， 则 这 两 个 矩阵 是 相等 的 。 


是 
例 1 和 矩阵 。 3 是 一 个 3X2 和 抢 阵 。 本 
3 
现在 介绍 一 些 和 矩阵 术 语 。 黑 斜体 大 写字 母 用 来 表示 甜 阵 。 

令 友 和 寻 是 正 整 数 ， 并 令 


QI U2 “””” Qin 
dz21 dz2 lz 

A 
ml Gm ”Qn 


A 的 第 i 行 是 1Xn 矩阵 [ai， di2»， ”9 wy | 入 的 第 j 列 是 ?2X1 纸 阵 


mj 


co 
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A 人 的 第 (i， 门 元 素 (element) 或 项 (entry) 是 元 素 a3， 即 入 的 第 i 行 第 j 列 位 置 上 的 数 。 表 示 
答 阵 A 的 一 个 方便 的 简写 符号 是 写成 A 二 [a; ]， 表 示 和 A 是 其 第 (i， 门 元 素 为 aj 的 矩阵 。 


2.6.2 和 矩阵 算术 

现在 介绍 矩阵 算术 的 基本 运算 ， 首先 是 和 矩阵 加 法 的 定义 。 

令 A 二 [a; ] 和 B= 二 [b;] 为 mXn 和 天 阵 。A 和 B 的 和 ， 记 作 有 A 十 B， 是 其 第 (i， 站 元 
素 为 Qj; 十 by 的 矩阵 。 换 言 之 ，A 十 B= 二 [a; 十 b;]。 

相同 大 小 的 两 个 矩阵 的 和 是 将 它们 对 应 位 置 上 的 元 素 相 加 得 到 的 。 不 同 大 小 的 矩阵 不 能 相 
加 ， 因 为 两 个 矩阵 的 和 只 对 行 数 和 列 数 都 一 样 的 两 个 矩阵 才 有 定义 。 


例 2 我 们 有 
下 二 是 人 ”一 
: | 一 | | = | 
3 4 Yl k=1 了 5 光 


现在 讨论 矩阵 乘积 。 两 个 矩阵 的 乘积 只 有 在 第 一 个 矩阵 的 列 数 和 第 二 个 矩阵 的 行 数 相等 时 
才 有 定义 。 

EEE 令 4 为 思 XR 拢 阵 ， 卫 为 及 X7 和 矩阵 。4 和 加 的 乘积 ， 记 作 4B8， 是 一 个 克 义 妹 矮 
阵 ， 其 第 (i， 力 元 素 等 于 A 的 第 i 行 与 B 的 第 j 列 对 应 元 素 的 乘积 之 和 。 换 言 之 ， 如 果 AB 一 
[es ， 则 


cf = aabi TT azbzs tT axbs 
在 图 1 中 ,A 的 灰色 行 和 B 的 灰色 列 用 于 计算 4B 的 元 素 cy 。 两 个 矩阵 的 乘积 当 第 一 个 甜 
阵 的 列 数 和 第 二 个 矩阵 的 行 数 不 相等 时 无 定义 。 


all Qi2 


Q21 Q22 


”Qn 


图 1 A4=[a;] 和 B=[b; ] 之 乘积 


m Um2 


现在 举 几 个 矩阵 乘积 的 例子 。 
例 3 令 
0 4 
2 1 1 和 
A | dl 和 B= |1 1 
0 
0 你 谢 
如 果 有 定义 ， 求 4B。 


解 因为 4 是 4X3 和 矩阵 而 B 是 3X2 矩阵， 所 以 A 和 B 的 乘积 有 定义 且 是 4X2 和 矩阵。 要 
计算 4B 的 元 素 ， 首先 把 4 的 行 和 B 的 列 的 对 应 元 素 相 乘 ， 然 后 再 把 这 些 乘 积 加 起 来 。 例 如 ， 
AB 的 (3，1) 位 置 的 元 素 是 4 的 第 三 行 和 B 的 第 一 列 对 应 元 素 的 乘积 之 和 ， 即 3， 2 十 1， 1 十 
0。3 王 7。 计算 出 4B 的 所 有 元 素 后 ， 得 到 


14 4 
9 

4B 一 本 
7 13 
8 2 


和 矩阵 乘法 不 是 可 交换 的 。 也 就 是 说 ， 如 果 A 和 B 为 矩阵 ，AB 和 BA 不 一 定 相 同 。 事 实 上 
可 能 这 两 个 乘积 中 只 有 一 个 有 定义 。 例 如 如 果 4 是 2X3 矩阵 , 下 是 3X4 和 矩阵 ,那么 4B 有 定 
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义 且 是 2X4 和 矩阵 ; BA 没有 定义 ， 因 为 3X4 矩阵 和 2X3 和 矩阵 无 法 相 乘 。 

一 般 来 说 ,假定 4 是 mXn 和 矩阵 ，B 是 +Xs 和 矩阵 。 则 只 有 当 n=r 时 AB 才 有 定义 ， 当 :一 
m 时 BA 才 有 定义 。 不 仅 如 此 ， 即 使 AB 和 BA 均 有 定义 ， 也 不 一 定 具 有 同样 大 小 除非 m 二 二 
一。 因此 ， 如 果 4B 和 BA 均 有 定义 且 有 相同 大 小 ， 则 4 和 B 必定 是 方 阵 且 具 有 同样 大 小 。 
再 者 ， 即 使 4 和 B 均 为 nXn 和 矩阵 ，AB 和 BA 也 不 一 定 会 相等 ， 如 例 4 所 示 。 


例 4 令 
A= | 1] 和 8= [: 1] 
是 否 有 AB 二 BA? 
解 ” 经 计算 得 
如 =-[5 sjmm—[ 2] 
所 以 ，AB 关 BA。 , 4 


2.6.3 和 矩阵 的 转 置 和 过 

现在 引入 一 个 元 素 为 0 和 1 的 重要 矩阵。 

九 阶 单位 矩阵 (identity matrix of order 7) 是 ?2X 矩 阵 了 一 [68]， 其 中 一 1 如 果 
i 三 j，6; 二 0 如 果 i 了 ;2。 因 此 


0 0 so. 1 
一 个 矩阵 乘 以 一 个 合适 的 单位 阵 不 会 改变 该 矩阵 。 换 言 之 ， 当 4 是 一 个 mXn 和 矩阵 时 ， 有 
AI, 二 1,A4A=A 

可 以 定义 方 阵 的 宕 次 。 当 4 是 一 个 nXn 和 矩阵 时 ， 则 有 

4, 一 玫 ，4 = AAA.:…A 

000 

(r 个 相 乘 ) 

在 许多 场合 中 需要 有 交换 一 个 方 阵 的 行 和 列 的 运算 。 

令 A 二 [aj] 为 mXn 和 给 阵 。A 的 转 置 (transpose)， 记 作 Ar， 是 通过 交换 和 A 的 行 和 
列 所 得 到 的 nXm 适 阵 。 换 言 之 ,如果 A' 二 [6b;]， 则 机 一 ai ii 一 1，2，…，7m2，7 一 1， 


2, “ss Ts 


1 区， 地 


例 5 算 阵 [4 。 


4 滥 
| 的 转 置 是 矩阵 : ; 4 
3 6 
有 一 类 很 重要 和 矩阵 在 行 、 列 交换 之 后 仍 保持 不 变 。 多 
方 阵 和 A 称 为 对 称 的 (symmetric) 如 果 A 二 A '。 因 此 A= Ed 
[a;] 为 对 称 的 如 果 对 所 有 i 和 j，1 过 i<n 和 1<j<n， 有 ay 二 aj。 A 
注意 一 个 矩阵 是 对 称 的 当 且 仅 当 它 是 方 阵 且 相对 于 主 对 角 线 (对 所 i 
有 i， 由 第 i 行 第 i 列 的 元 素 组 成 ) 是 对 称 的 。 这 一 对 称 性 如 图 2 所 示 。 
do 
例 6 矩阵 | 0 1 是 对 称 的 。 4 
9 这 站 


图 2 ”对称 矩 阵 


2.6.4 0-1 乞 阵 
所 有 元 素 非 0 即 1 的 矩阵 称 为 0-1 矩阵 。0-1 矩阵 经 常用 来 表示 各 种 离散 结构 ， 在 第 9 章 
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和 第 10 章 将 会 看 到 。 使 用 这 些 结构 的 算法 是 基于 0- 1 矩阵 的 布尔 算术 运算 。 该 算术 运算 基于 
布尔 运算 和 信和 V ， 它 作用 在 成 对 的 位 上 ， 定 义 如 下 : 


| 
/1 ”如果 二 1 或 者 ba 二 1 
nVv&= | 否则 


3 令 4 一 [ai] 和 且 一 [ 思 ] 为 加 X 关 阶 0-1 纸 阵 。4 和 加 的 并 是 0-1 矩阵 ， 其 (i，J7 站 元 
素 为 a; Vb;。A 和 B 的 并 记 作 AVB。A 和 B 的 交 是 0-1 给 阵 ， 其 (i， 门 元 素 是 a; 人 b;。A 和 B 
的 交 记 作 A 八 B。 

例 7 求 0-1 和 矩阵 的 并 和 交 。 


Li 0 10 
a=|.» he bs sh 
0 1 0 1 1 0 





解 A 和 B 的 并 是 
1 
Ava=[oyr 1y1 ovol- [1 ia 
A 和 B 的 交 是 
ahmr [sxi 1A7 oRol= [a 1 


现在 定义 两 个 矩阵 的 布尔 积 。 
ER 今 A=[a;] 为 mXk 阶 0-1 纶 阵 ，B 二 [6b;] 为 kXn 阶 0-1 矩阵 。A 和 B 的 布尔 积 
(Boolean product)， 记 作 A、B， 是 mXn 适 阵 [c; ]， 其 中 
cy = (aa M653) V (az A bs) VV Cas MN bs) 
注意 A 和 B 的 布尔 积 的 计算 方法 类 似 于 这 两 个 矩阵 的 普通 乘积 ， 但 要 用 运算 V 代替 加 法 ， 
用 运算 入 代替 乘法 。 下 面 给 出 一 个 矩阵 布尔 乘法 的 例子 。 
例 8 求 A4 和 B 的 布尔 积 ， 其 中 
1 0 
| 亚 驴 
二 。 | Ey 1 ~ 
Ls 局 
解 A 和 B 的 布尔 积 4©B 由 下 式 给 出 : 
(LAl)V(OAO) (AlDVGOOAILD (dA0O)V COAL 
A©B= 人 Ap ya Ah (OAlDVCGAID (OAOYVCGADT) 
(IAIDYV OA QADYOANRD. LAOIV WA LD 
。 VO LVO OV 1 





0V0 0V1 0VI1 
1V0 1V0 0V0 


1 1 0 
= 。 1 : 4 
3 主人 0 
我 们 还 可 以 定义 0-1 方 阵 的 布尔 寡 。 这 些 寡 将 用 于 以 后 研究 图 论 中 的 路 径 ， 它 通常 用 来 为 
诸如 计算 机 网 络 中 通信 路 径 建 立 模型 。 


令 和 A 为 0-1 方 阵 , 7 为 正 整数 。A 和 A 的 r 次 布尔 帘 是 +r 个 A 的 布尔 积 。A 的 7 次 布 


尔 田 记 作 A 中 。 因 此 
A = A©OAOAO:…O©OA 
Ye 


《r 个 4) 
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(这 是 良 定义 的 ， 因 为 矩阵 的 布尔 积 是 可 结合 的 。) 另 外 我 们 定义 4 中 为 工 。 
0 1 
例 9 eo 9 | 有 
1 1 0 
解 ”计算 可 得 
区 
5 ,二 过 国 丰 王 。 0 1 
i 
还 可 以 计算 得 出 


0 1 1 宣 了 
A 一 400OA4 = 1 中 ee=eeon- 0 | 
1 1 1 | 


证 于 ,于 
ee | 
二 本 


读者 现在 可 以 看 出 对 所 有 正 整数 上，z 之 5， 有 4 一 45 。 


进一步 的 计算 表明 


a)4 的 大 小 是 什么 ? 
b)A 的 第 3 列 是 什么 ? 
c)4 的 第 2 行 是 什么 ? 
d)4 在 (3，2) 位 置 上 的 元 素 是 什么 ? 
e)45 是 什么 ? 
2. 求 4 十 B， 其 中 


J 0 4 一 示 3 5 
a)A= | 一 1 2 2 | ， 了 一 2 入 一 8 
一 二 3 2 一 3 0 


2 3 
人 到， 一 名 
== 一 二 3 2 一 
cA= ' B=| | 
0 .= 你 之 站 = 
EL 5 
4. 求 乘积 AB， 其 中 
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7, 
8. 
9. 


10. 


11. 
12. 


13. 


14. 


15. 


16. 
17. 


8 允 7 1 和 
人 1 | 1 0 3 


1 4 


求 矩 阵 4 使 得 4] 4 | 2 | [提示 : 求解 4 需要 解 线性 方程 组.] 


o 





4 0 3 一 1 一 3 7 
令 A 为 mXn 和 矩阵 ，0 为 元 素 全 为 0 的 mXn 和 矩阵 。 证明 4 王 0 十 4 一 4 十 0。 
证 明和 矩阵 加 法 是 可 交换 的 ， 即 证 明 如 果 4 和 B 均 为 mXn 和 矩阵 ， 则 A 十 B= 二 B 十 4。 
证 明和 矩阵 加 法 是 可 结合 的 ， 即 证 明 如 果 A、B 和 C 均 为 mXn 和 矩阵 ， 则 4 十 (B 十 C) 一 (4 十 B) 十 C。 
令 A 为 3X4 和 矩阵 ，B 为 4X5 和 矩阵 , C 是 4X4 和 矩 阵 。 判断 下 列 哪些 乘积 有 定义 并 求 出 有 定义 的 那些 


和 矩阵 的 大 小 。 
a)AB b)BA OAC 
DCA e)BC fCB 


如 果 乘 积 4B 和 BA 均 有 定义 ， 对 和 矩阵 4 和 B 的 大 小 能 知道 些 什么 ? 

本 题 要 证 明和 矩阵 乘法 对 矩阵 加 法 的 分 配 律 。 

a) 假 定 A4、B 均 为 mx Xk 和 矩阵 ，C 为 kXn 和 矩阵 。 证 明 (A 十 B)C 二 AC 十 BC。 

b) 假 定 C 是 mXk 和 矩 了 泗 ，A 和 B 为 &kXn 和 矩阵 。 证明 C(4 十 B) 王 CA 十 CB。 

本 题 要 证 明和 矩阵 乘法 的 结合 律 。 假定 和 4 是 mXp 和 矩阵 ，B 是 pXk 和 矩阵 ，C 是 &Xn 和 矩阵 。 证明 
4(CBC) 一 (4B)C。 

?2X 矩阵 4 三 [ay ] 称 为 对 角 和 矩阵 ， 如 果 对 所 有 i 隆 j 有 ar 二 0。 证 明 两 个 nXn 对 角 和 矩阵 的 乘积 仍 是 对 
角 和 矩阵 。 给 出 计算 这 一 乘积 的 一 个 简单 规则 。 


| 
今 4 一 
~ 了 | 


找 出 计算 4" 的 公式 ， 其 中 为 正 整数 。 

证 明 (4I)T 王 4。 

令 A 和 B 为 两 个 nXn 和 矩阵 。 证 明 

a) (A 二 B)'=A'++BT 

b) (AB)T=B'AT 

如 果 有 A 和 B 是 nXn 和 矩阵 且 AB= 二 BA 二 I,， 则 B 称 为 是 4 的 逆 ( 这 一 术语 是 合适 的 ， 因 为 这 样 的 B 是 


唯一 的 ) 而 4 称 为 是 可 逆 的 。 记 号 B 二 4 “表示 B 是 A 的 逆 。 


18. 


19. 


20. 


3 浪 = 7 -8 § 
| 1 2 a 5 lw. 
二 和 
b 
令 4 为 2X2 和 矩阵 ， 4=| a 


ad—bc ad 一 pc 


d 一 如 
证 明 如 果 ad 一 pc 天 0， 则 4 一 ， 
一 C 


d—bc ad 一 pc 
ss 区 
;ES 
[ 1 | 


a) 求 A [提示 : 利用 练习 19 的 结果 ]。 
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21. 
22， 
23. 
24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


b) 求 4: 。 
c) 求 (4 1)?。 
gd 用 b) 和 ec) 的 答案 证 明 (4 六 是 A 的 道 。 
令 4 为 可 道 矩 阵 。 证 明 当 ?是 正 整 数 时 就 有 (4") “一 (4 )。 
令 4 为 矩阵 。 证 明 AA” 是 对 称 的 。[ 提 示 : 借助 于 练习 17b 来 证 明 这 一 矩阵 等 于 其 转 置 。] 
假设 A 是 nXn 和 矩阵 ， 其 中 是 正 整 数 。 证 明 4 十 47 是 对 称 的 。 
3a) 证 明 以 z1，x:，…，Z, 为 变量 的 线性 方程 组 
QnZzi 二 azZXz 十 十 Qinzxn 二 器! 


dziX1 十 azzZz 二 二 aznTn 下 bs 


aa zi 二 oz tT “oar ©: 


可 以 表示 为 AX=B， 其 中 A=[a; ]， 六 是 nX1l1 和 矩阵 且 Xi 就 是 其 第 i 行 ， B 是 nX1 和 矩阵 且 b; 是 其 


第 i 行 。 
b) 证 明 如 果 和 矩阵 A 二 [a ] 是 可 逆 的 (在 练习 18 前 面 定义 了 可 逆 )， 则 a) 中 方程 组 的 解 可 以 用 等 式 X= 
4 'B 得 出 。 
用 练习 18 和 24 解 方程 组 
7z 一 8zz 十 5za 一 5 
上 4Zzi 十 5zz 一 3zas 一 一 3 
Zi 一 2 十 Za 一 0 
1 1 叶 于 
44-|。 :| 和 -| | 
求 
aAVB bAM\B AOB 
0 1 0 1 1 
wk 1 et 0 | 
0 0 1 1 
求 
aAVB by)AM\B AOB 
求 4 和 B 的 布尔 积 ， 其 中 
0 0 1 
二 1 0 mm- 人 可 
4 于 -下 了 
EC 
Qa 
el 0 | 
了 站 
求 
a)AC] bpb)4G AV AI V A 
令 4 为 0-1 和 矩阵 。 证 明 
“a)AVA=A b)AAA=A 
本 题 证 明 交 和 并 运算 是 可 交换 的 。 令 A 和 B 为 mxmXn 阶 0-1 和 矩阵 。 证明 
a)AVB=BVA b)BAA=AAB 


本 题 证 明 交 和 并 运算 是 可 结合 的 。 令 A4、B 和 C 为 mXn 阶 0-1 和 矩阵 。 证明 
a)(AVB)VC=AV (BVO) 
b)(AAB)AC=AAN (BAC) 
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33. 本 题 建立 交 对 并 运算 的 分 配 律 。 令 A4、B 和 C 为 mXn 阶 0-1 和 矩阵 。 证 明 
a)4V( 了 BAC 一 (4VB)ACAVC) 
b4ACBVC) 一 (4AAB)V(CAAC) 

34. 令 A 为 xXn 阶 0-1 和 矩阵 ， 令 I 为 nXn 单 位 矩阵 。 证明 A©I=I©A4=A。 

35. 本 题 证 明 0-1 矩阵 的 布尔 积 是 可 结合 的 。 假 定 A4 是 mXp 阶 0-1 和 矩阵 ，B 是 pXk 阶 0-1 和 矩阵 ，C 是 
kXn 阶 0-1 和 矩阵。 证明 A© (B©O) = 二 (4©B) OC.。 


关键 术语 和 结论 


术语 

集合 (set): 一 组 不 同 对 象 的 聚集 。 

公理 (axiom) : 一 个 理论 的 基本 假设 。 

悖 论 (paradox) : 逻辑 上 不 一 致 性 。 

集合 的 元 素 、 成 员 (element，member of a set) : 集合 中 的 一 个 对 象 。 

花 名 册 方 法 (roster method) : 通过 列 出 元 素来 描述 一 个 集合 的 方法 。 

集合 构造 器 记号 (set builder notation) : 通过 叙述 一 个 元 素 要 成 为 成 员 必须 满足 的 性 质 来 描述 一 
个 集合 的 记号 。 

他 ( 空 集 ，empty set, null set); 没有 成 员 的 集合 。 

全 集 (universal set) : 包含 当前 考虑 的 所 有 对 象 的 集合 。 

文 氏 图 (Venn diagram) : 一 个 或 多 个 集合 的 一 种 图 形 表示 。 

S 一 了 (集合 相等 ，set equality): S 和 荆 有 相同 的 元 素 。 

SCT(S 是 本 的 子 集 ，S is a subset of T): S 的 每 个 元 素 也 是 工 的 元 素 。 

SCT(S 是 工 的 真子 集 ，S is a proper subset of T): S 是 T 的 子 集 ， 且 S 关 T。 

有 限 集 (finite set) : 含 n 个 元 素 的 集合 ， 其 中 是 非 负 整数 。 

无 限 集 (infinite set) ; 不 是 有 限 集 的 集合 。 

|S|(S 的 基数 ，the cardinality of S): S 中 元 素 的 个 数 。 

P(S)(S 的 协 集 ，the power set of S): S 的 所 有 子 集 的 集合 。 

AUB(A 和 B 的 并 集 ，the union of A and B)， 包含 那些 至 少 属于 A 和 了 之 一 的 元 素 的 集合 。 

A 门 B(A 和 B 的 交集 ，the intersection of A and B): 包含 那些 既 属 于 A 又 属于 B 的 元 素 的 
集合 。 : 

A 一 B(A 和 B 的 差 集 ，the difference of A and B): 包含 那些 属于 A 而 不 属于 B 的 元 素 的 
集合 。 

A(A 的 补 集 ，the complement of A); 全 集中 但 不 属于 A 的 元 素 的 集合 。 

A 中 B(A 和 B 的 对 称 差 ，the symmetric difference of A and B): 包含 恰 属 于 A 和 B 之 一 的 那些 
元 素 的 集合 。 

成 员 表 (membership table) : 显示 集合 中 元 素 的 成 员 关 系 的 表格 。 

从 A 到 B 的 函数 (function from A to B): 为 A 中 每 个 元 素 指 派 恰 好 一 个 B 中 的 元 素 。 

的 定义 域 (domain of 了 ): 集合 A， 这 里 f 是 从 A 到 B 的 函数 。 

的 陪 域 (codomain of f): 集合 B， 这 里 f 是 从 A 到 B 的 函数 。 

6b 是 ff 之 下 a 的 像 (bis the image of a under f): b= 二 f(a)。 

a 是 ff 之 下 b 的 原 像 (a is a pre-image of b under f): Fa) 王 0。 

的 值 域 (range of f): f 的 像 的 集合 。 

映 上 函数 ， 满 射 Conto function，surjection) : 从 A 到 B 的 函数 使 得 B 的 每 个 元 素 都 是 A 中 某 元 
素 的 像 。 

一 对 一 函数 ， 内 射 (one-to-one function，injection) : 定义 域 中 每 个 元 素 的 像 都 不 相同 的 函数 。 
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一 一 对 应 ， 双 射 (one-to-one correspondence， bijection) : 既是 一 对 一 又 是 映 上 的 函数 。 

的 送 (inverse of 1):( 当 f 是 双 射 时 ) 颠 倒 f 给 出 的 对 应 关系 所 得 的 函数 。 

fog(f 和 g 的 组 合 ，composition of f and g): 为 工 指 派 f(g(x)) 的 函数 。 

[Lzj( 下 取 整 函数 ，floor function) : 不 超过 zz 的 最 大 整数 。 

「z |1( 上 取 整 函数 ，ceiling function) : 大 于 或 等 于 的 最 小 整数 。 

部 分 函数 (partial function) : 为 定义 域 的 一 个 子 集 的 每 个 元 素 指 派 唯一 一 个 陪 域 中 的 元 素 。 

序列 (sequence): 以 整数 集 的 子 集 为 定义 域 的 函数 。 

几何 级 数 (geometric progression) : 形 如 a，ar，ar，… 的 序列 ， 其 中 a 和 7 都 是 实数 。 

算术 级 数 (arithmetic progression) : 形 如 a，a 十 4，a 十 24,，… 的 序列 ， 其 中 4 和 4 都 是 实数 。 

串 (string) : 有 限 序 列 。 

空 串 (empty string) : 长 度 为 0 的 串 。 

递 推 关 系 (recurrence relation) : 对 于 所 有 大 于 某 个 整数 的 nw， 用 序列 中 先前 的 一 项 或 多 项 来 表 
示 序 列 中 的 第 nn 项 a, 的 一 个 等 式 。 


2 : 求 和 式 a 十 Qs 十 … 十 a,。 


i=]1 


Tlea: : 乘积 式 ca …au。 


i=1 


基数 (cardinality) : 两 个 集合 A 和 B 具有 相同 的 基数 ， 如果 有 一 个 从 A 到 B 的 一 一 对 应 。 

可 数 集 (countable set) : 有 限 集 或 与 正 整数 集 存 在 一 一 对 应 的 集合 。 

不 可 数 集 (uncountable set) : 不 是 可 数 的 集合 。 

只 ,( 阿 里 夫 零 ，aleph null) ) ， 可 数 集 的 基数 。 

c: 实数 集 的 基数 。 

康 托 对 角 线 法 (Cantor diagonalization argument) : 用 来 证 明 实数 集 是 不 可 数 的 一 种 证 明 技 术 。 

可 计算 函数 (computable function) : 存在 用 某 种 编程 语言 写 的 计算 机 程序 可 以 计算 其 值 的 函数 。 

不 可 计算 函数 (uncomputable function) : 不 存在 用 某 种 编程 语言 写 的 计算 机 程序 可 以 计算 其 值 
的 函数 。 

连续 统 假设 (continuum hypothesis) : 一 个 命题 叙述 不 存在 集合 A 使 得 兴 , 二 | A | 去 c。 

答 阵 (matrix) ;和 矩形 数组 。 

矩阵 加 法 (matrix addition) ; 参见 2. 6. 2 节 定 义 3。 

短 阵 乘法 (matrix multiplication) : 参见 2. 6. 2 节 定 义 4。 

工 (7 阶 单位 矩阵 ，identity matrix of order n) : 对 角 线 元 素 为 1、 其 他 元 素 为 0 的 ?2X7 阶 矩阵 。 

AT(A 的 转 置 ，transpose of A) : 交换 4 的 行 和 列 得 到 的 和 矩阵。 

对 称 和 矩阵 (symmetric matrix) :一 个 矩阵 是 对 称 的 ， 如 果 它 与 其 转 置 相等 。 

0-1 矩阵 (zero-one matrix) : 矩阵 的 元 素 非 0 即 1。 

AVB(A 和 B 的 并 ，the join of A and B): 参见 2.6.4 节 定义 8。 

AAB(A4 和 B 的 交 ，the meet of A and B): 参见 2.6.4 节 定义 8。 

AOB(A 和 B 的 布尔 积 ，the Boolean product of A and B): 参见 2. 6.4 节 定义 9。 


结论 

2. 2 节 表 1 给 出 的 集合 恒等式 。 
2.4 节 表 2 给 出 的 求 和 公式 。 
有 理 数 集 是 可 数 的 。 
实数 集 是 不 可 数 的 。 


160 第 2 章 





复习 题 


1. 
2. 
3. 


10. 


11. 


12, 
13, 
14. 
15. 
16. 
17. 
18. 


试 解释 一 个 集合 是 另 一 个 集合 子 集 的 含义 。 如 何 证 明 一 个 集合 是 另 一 个 集合 的 子 集 ? 
什么 是 空 集 ? 证 明 空 集 是 任何 集合 的 子 集 。 

a) 试 定义 | S | (集合 S 的 基数 ) 。 

b) 试 给 出 计算 | AUB | 的 公式 ， 其 中 A、B 均 为 集合 。 


.a) 试 定义 集合 S 的 适 集 。 


b) 什 么 时 候 空 集 在 集合 S 的 需 集 中 ? 
中 具有 个 元 素 的 集合 S 的 宕 集 含 有 多 少 个 元 素 ? 


. a) 试 定义 两 个 集合 的 并 集 、 交 集 、 差 集 以 及 对 称 差 。 


b) 正 整数 集 与 奇数 集 的 并 集 、 交 集 、 差 集 及 对 称 差分 别 是 什么 ? 


. a) 试 解释 两 集合 相等 的 含义 。 


b) 尽 可 能 多 地 描述 证 明 两 个 集合 相等 的 方法 。 
c) 用 至 少 两 种 不 同 的 方法 证 明 A 一 (B 门 0O) 与 (A 一 B)U (A 一 0) 是 相等 的 。 


. 试 解释 逻辑 等 价 式 与 集合 恒等式 之 间 的 关系 。 
. a) 试 定义 一 个 函数 的 定义 域 、 陪 域 及 值 域 。 


b) 令 F(Cz) 为 从 整数 集 到 整数 集 的 函数 使 得 f(n) 二 nw 十 1。 该 函数 的 定义 域 、 陪 域 、 值 域 分 别 是 什么 ? 


. a) 试 解释 从 正 整数 集 到 正 整 数 集 的 函数 是 一 对 一 的 含义 。 


b) 试 解释 从 正 整数 集 到 正 整 数 集 的 函数 是 映 上 的 含义 。 

c) 给 出 一 个 从 正 整数 集 到 正 整 数 集 的 既 一 对 一 又 映 上 的 函数 的 例子 。 

d) 给 出 一 个 从 正 整 数 集 到 正 整数 集 的 一 对 一 而 非 映 上 的 函数 的 例子 。 

e) 给 出 一 个 从 正 整 数 集 到 正 整 数 集 的 非 一 对 一 但 映 上 的 函数 的 例子 。 

人 给 出 一 个 从 正 整 数 集 到 正 整 数 集 的 既 非 一 对 一 又 非 映 上 的 函数 的 例子 。 

a) 试 定义 一 个 函数 的 逆 。 

b) 什 么 时 候 一 个 函数 存在 逆 ? 

ec) 从 整数 集合 到 整数 集合 的 函数 f(n) 二 10 一 n 是 否 有 逆 ? 如 果 有 ， 其 逆 函 数 是 什么 ? 
a) 试 定义 从 实数 集 到 整数 集 的 下 取 整 函数 和 上 取 整 函数 。 

b) 对 于 哪些 实数 z 而 言 [x | 二 「 xz | 为 真 ? 

为 以 8，14，32，86，248 开头 的 序列 推测 一 个 项 的 表达 式 ， 并 找 求 出 该 序列 后 续 三 项 。 
假设 ws 一 ai 一 5，z 一 1，2…。 为 av 找 出 一 个 公式 。 

当 7 关 1 时 ， 几 何 级 数 的 各 项 之 和 a 十 ar 十 … 十 ar" 是 多 少 ? 

证 明 奇 数 集合 是 可 数 的 。 

给 出 一 个 不 可 数 集合 的 例子 。 

试 定义 两 个 矩阵 4 和 B 的 乘积 。 这 一 乘积 何 时 有 定义 ? 

证 明和 矩阵 乘积 是 不 可 交换 的 。 


补充 练习 


1. 


令 A 为 包含 字母 z 的 英文 单词 集合 ，B 为 包含 字母 4 的 英文 单词 集合 。 试 用 A、B 的 组 合 来 表示 下 列 
集合 : 

a) 不 包含 字母 x 的 英文 单词 集合 。 

b) 包 含 字母 和 9 的 英文 单词 集合 。 

c) 包 含 字母 zx 而 不 包含 字母 9 的 英文 单词 集合 。 

d) 不 包含 字母 z 或 4 的 英文 单词 集合 。 

e) 包 含 或 4 但 不 同时 包含 二 者 的 英文 单词 集合 。 


. 证 明 如 果 A 是 B 的 子 集 ， 则 A 的 寡 集 是 了 的 短 集 的 子 集 。 
. 假定 A 和 B 为 集合 使 得 A 的 宪 集 是 B 的 宕 集 的 子 集 。 是否 一 定 有 A 是 B 的 子 集 ? 
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om un 


. 令 卫 表示 偶 整 数 集合 ，O 表示 奇 整数 集合 。 令 Z 表示 整数 集合 。 确 定 下 列 每 个 集合 。 


a)EUO DENMNO OZ—E d)Z 一 O 


. 证 明 如 果 A 和 B 为 集合 ,， 则 A 一 (A 一 B)= 二 ANMmB。 

. 令 A 和 B 为 集合 。 证明 ASEB 当 且 仅 当 AN 门 B=A。 

. 令 A、B、 和 C 为 集合 。 证 明 (A 一 B) 一 C 不 一 定 等 于 A 一 (B 一 C)。 
. 假定 A、B、 和 C 为 集合 。 证 明 或 推翻 (A 一 B) 一 C=(A 一 0) 一 B。 


9. 假定 A、B、C 和 DD 为 集合 。 证 明 或 推翻 (A 一 B) 一 (C 一 D)==(A 一 0C) 一 (B 一 DD)。 


10 
11 


12. 
13, 


14. 


15, 


17. 


18. 
19. 
20. 
21. 
22. 
23. 
24. 
25. 
26. 


* 27, 


. 证 明 如 果 A 和 B 为 有 限 集合 , 则 | ANB| 三 | AUB|。 判断 什么 时 候 等 号 成 立 。 


. 令 A 和 B 为 有 限 全 集 U 的 两 个 子 集 。 按 照 递 增 顺 序列 出 下 列 各 项 : 
外 7 | 及 ITAUB|I.. |1ANB|I, |IU|,. Ig%| 
b) | A 一 B1 ，| 4ABB1，|4AI 十 1131，|IAUBI，| 弛 | 
令 A 和 了 为 有 限 全 集 U 的 两 个 子 集 . 证 明 |ANMNB|=IU| 一 |A| 一 1|B| 十 |ANB|。 
令 和 g 分 别 为 从 {1，2，3，4} 到 {a,，65，c，d} 和 从 {a， 5b，c，d} 到 {1，2，3，4} 的 两 个 函数 ， 上 且 
f(1)=d, f(2)=¢c, f(3)=a, f(4)=b, 以 及 g(a)=2, g(6)=1, g(c)=3, g(d)=2。 
a)f 是 否 是 一 对 一 的 ? g 是 否 是 一 对 一 的 ? 
b)f 是 否 是 映 上 的 ? g 是 否 是 映 上 的 ? 
©)f 或 g 是 否 有 逆 ? 如 果 有 ， 求 出 其 逆 函 数 。 
假设 f 是 一 个 从 A 到 B 的 函数 ,其 中 A 和 B 为 有 限 集 。 试 解释 为 什么 对 于 A 的 所 有 子 集 均 
有 |f(S)|I 达 1S1|。 
假设 f 是 一 个 从 A 到 B 的 函数 ， 其 中 A 和 BB 为 有 限 集 。 试 解释 为 什么 对 于 A 的 所 有 子 集 | f(S) | = 
| S | 成立 当 且 仅 当 f 是 一 对 一 的 。 
假定 f 是 一 个 从 A 到 B 的 函数 。 我 们 按照 如 下 规则 定义 从 P(A) 到 P(B) 的 函数 S;:: 对 于 A 的 每 个 子 集 和 
有 Si(X) 二 f(X)。 类 似 地 ， 我 们 定义 从 PC(B) 到 P(A) 的 函数 S/-! ; 对 于 B 的 每 个 子 集 YY 有 Sr-! (Y)= 
广 !(Y) 。 这 里 我 们 用 到 了 2. 3 节 的 定义 4 以 及 练习 42 前 言 中 对 一 个 集合 的 逆 像 的 定义 。 
. 假设 f 是 一 个 从 A 到 B 的 函数 。 证 明 
a) 如 果 f 是 一 对 一 函数 ， 则 Sr 是 从 P(A) 到 P(B) 的 一 对 一 函数 。 
b) 如 果 f 是 映 上 函数 ， 则 Sy 是 从 P(A) 到 PC(B) 的 映 上 函数 。 
c) 如 果 f 是 映 上 函数 ， 则 Sy-!1 是 从 P(B) 到 P(A) 的 一 对 一 函数 。 
qd) 如 果 f 是 一 对 一 函数 ， 则 S! 是 从 P(B) 到 P(A) 的 映 上 函数 。 
e) 如 果 f 是 一 个 一 一 对 应 ， 则 Sy 是 从 P(A) 到 PC(B) 的 一 一 对 应 并 且 Sy-!1 是 从 P(B) 到 P(A) 的 一 一 对 
应 。[ 提 示 : 利用 a) 一 d)。] 
证 明 如 果 f 和 &g 均 为 从 A 到 B 的 函数 并 且 Sj 二 Ss (使 用 练习 16 前 言 中 的 定义 )， 则 对 于 所 有 xzEA 必 
有 f(z)=g(z)。 
证 明 如 果 nn 是 一 个 整数 ， 则 n= [n/2| 十 |n/2|。 
对 于 哪些 实数 zx，> 有 | x 十 y= 二 | zj 十 | yj 为 真 ? 
对 于 哪些 实数 z，y 有 | z 十 y | 二 |z 1 十 [ y | 为 真 ? 
对 于 哪些 实数 x，y 有 | zx 十 y 1 二 |z | 十 | yj 为 真 ? 
证 明 对 于 所 有 整数 n 有 |n/2| fn/2|= |n?/4j。 
证 明 如 果 m 是 整数 ， 则 有 | zx] 十 |m 一 zx] = 二 m 一 1 除非 z 是 整数 ; 当 工 为 整数 时 表达 式 等 于 m。 
证 明 如 果 z 是 实数 ， 则 有 | Lz/2]/2 |=|Lz/4j。 
证 明 如 果 是 奇数 ， 则 有 [nn2/4 1 二 (n? 十 3)/4。 
证 明 如 果 m，n 均 为 正 整 数 ， 而 z 为 实数 ， 则 有 
| 世 |=| 于 = 


m m 


证 明 如 果 m 是 正 整 数 ， 而 xz 是 实数 ， 则 有 
LmzJ=Lzj+ [z+ 去 | 二 |z+ 台 | 十 … 十 z+ | 
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* 28. 我 们 定义 乌拉 姆 数 (Ulam number) : 设 ww= 二 1 和 w= 二 2。 再 者 ， 在 判断 小 于 1 的 整数 是 否 是 乌拉 姆 数 
之 后 ， 如 果 nn 可 以 被 唯一 地 写成 两 个 不 同 的 乌拉 姆 数 之 和 ， 则 设 nn 为 下 一 个 乌拉 姆 数 。 注 意 u; 二 3， 
us 二 4， z5 一 6， za6 一 8。 
a) 求 前 20 个 乌拉 姆 数 。 
b) 证 明 存 在 无 穷 多 个 乌拉 姆 数 。 
29. 求 [[ 《入 二 的 值 (此 处 所 使 用 的 乘积 符号 在 2. 4 节 练习 43 前 言 有 定义 )。 
x* 30. 试 给 出 一 个 规则 以 产生 以 1，3，4，8，15，27，50，92，… 开 头 的 序列 项 ， 并 求 出 该 序列 的 后 续 
四 项 。 
* 31. 试 给 出 一 个 规则 以 产生 以 2，3，3，5，10，13，39，43，172，177，885，891，… 开 头 的 序列 项 ， 
并 求 出 该 序列 的 后 续 四 项 。 
32. 证 明 无 理 数 集 是 不 可 数 集 。 
33. 证 明 集合 S 是 可 数 集 ， 如 果 存 在 一 个 从 S 到 正 整数 集 的 函数 使 得 只 要 当 7 是 一 个 正 整 数 时 三 : (7 是 
可 数 的 。 
34. 证 明正 整数 集合 的 所 有 有 限 子 集 的 集合 是 一 个 可 数 集 。 
xx 35. 证 明 | RXR| = | R | 。[ 提 示 : 利用 Schr6der-Bernstein 定理 证 明 | (0，1)X(0，1) | 王 |1(0，1) | 。 
构造 一 个 从 (0，1)X (0，1) 到 (0，1) 的 单 射 函数 ， 假 设 (z，y) El0，1)X(0，1)。 将 (x, 映射 到 这 样 
一 个 数 ， 其 十 进 制 展 开 式 交替 取 自 zx 和 y 的 十 进 制 展开 式 中 的 数字 ， 这 里 的 数 均 不 以 9 的 无 限 循 环 
结尾 。] 
*x 36. 证 明 复 数 集合 C 具有 和 实数 集合 R 同样 的 基数 。 
、 ， 0 1 
37. 计算 人， 如 果 4 是 | .1 0 |。 
38. 证 明 如 果 4 二 cf， 这 里 c 是 一 个 实数 而 I 是 nXn 单位 矩阵 ， 则 当 B 是 一 个 nXn 和 矩阵 时 有 4B 二 BA。 
39. 证 明 如 果 4 一 个 2X2 和 矩阵 使 得 当 吾 是 一 个 2X2 和 矩阵 时 有 4B 二 BA4， 则 有 4 二 cd， 这 里 c 是 一 个 实数 
而 I 是 2X2 单位 矩阵 。 
40. 证 明 如 果 A 和 召 是 可 逆 的 矩阵 且 4B 存在 ， 则 (4B) 一 一 B A。 
41. 邻 A 是 一 个 nXn 和 矩阵 , 令 0 是 一 个 所 有 元 素 都 是 0 的 nXn 和 矩阵 。 证 明 下 列 式 子 为 真 。 
a)AO0=0©A=0 
b)AV0=0VA=A 
ANAM0=0AA=0 
计算 机 课题 
按 给 定 的 输入 和 输出 写 程 序 。 


1, 
2. 


给 定 含有 个 元 素 集合 的 两 个 子 集 A 和 B， 利用 位 串 求 出 A、AUB、ANB、A 一 B、AB。 
给 定 来 自 同一 全 集 的 两 个 多 重 集合 A 和 B, 试 求 AUB、AN 门 B、A 一 B 以 及 A 十 B( 参 见 2.2 节 练 习 61 


的 前 言 )。 


. 给 定 模 糊 集合 A 和 B， 试 求 A 、AUB 以 及 A 站 mB( 参 见 2. 2 节 练 习 63 的 前 言 ) 。 
. 给 定 一 个 从 {1，2，…，n} 到 整数 集合 的 函数 f/， 判 断 f 是 否 是 一 对 一 函数 。 


给 定 一 个 从 {1，2，…，n} 到 其 自身 的 函数 f/， 判 断 f 是 否 是 映 上 函数 。 


. 给 定 一 个 从 {1，2，…，n} 到 其 自身 的 双 射 函数 f, 求 户 。 


给 定 一 个 mXk 和 矩阵 A 和 一 个 kXn 和 矩阵 B， 求 4B。 


. 给 定 一 个 方 阵 A 和 一 个 正 整数 nx， 求 A"。 
. 给 定 一 个 方 阵 ， 判 断 其 是 否 对 称 。 

10. 
11. 
12. 


给 定 两 个 mXn 布尔 矩阵 ， 求 其 交 和 并 。 
给 定 一 个 mXk 布尔 矩阵 A 和 一 个 &Xz 布 尔 矩 阵 吾 ， 求 4 和 B 的 布尔 积 。 
给 定 一 个 布尔 方 阵 A 和 一 个 正 整数 n， 求 A 。 
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计算 和 探索 
使 用 一 个 计算 程序 或 你 自己 编写 的 计算 程序 做 下 面 的 练习 。 


1. 
2. 
3. 


* §, 


给 定 两 个 有 限 集 ， 试 列 出 这 两 个 集合 笛 卡 儿 积 中 的 所 有 元 素 。 

给 定 一 个 有 限 集 ， 试 列 出 其 客 集 中 的 所 有 元 素 。 

计算 从 集合 S 到 集合 T 的 一 对 一 函数 的 数量 ， 其 中 S 和 了 均 为 任意 大 小 的 有 限 集 。 你 能 否 确定 一 个 
这 样 的 函数 数量 的 公式 ? (我 们 将 在 第 6 章 寻 找 这 样 的 公式 。) 


. 计算 从 集合 S 到 集合 T 的 映 上 函数 的 数量 ， 其 中 S 和 T 均 为 任意 大 小 的 有 限 集 。 你 能 否 确定 一 个 这 


样 的 函数 数量 的 公式 ? (我 们 将 在 第 8 章 寻 找 这 样 的 公式 。) 
设计 一 组 用 于 生成 序列 项 的 不 同 规则 ， 并 开发 一 程序 能 随机 选取 一 个 规则 ， 以 及 由 这 些 该 规则 产生 的 
特定 序列 。 将 程序 设计 成 交互 方式 ， 通 过 提示 该 序列 的 后 续 项 ， 并 判断 解答 是 否 是 预期 的 后 续 项 。 


写作 课题 
用 本 教材 以 外 的 资料 ， 按 下 列 要 求 写 成 论文 。 


1. 
2. 
3. 


讨论 开发 公理 化 集合 论 来 避免 罗素 悖 论 ( 参 见 2. 1 节 练 习 46) 。 

研究 函数 概念 最 早出 现在 什么 场合 ， 试 描述 当时 这 个 概念 是 如 何 被 运用 的 。 

试 从 几 个 不 同方 面 来 解释 《整数 序列 大 百科 》(Encyclopededia of Integer Sequences) 的 巨大 作用 。 并 描述 
该 大 百科 中 一 些 非 比 寻常 的 序列 以 及 它们 是 如 何 出 现 的 。 


. 定义 最 新 提出 的 EKG 序列 并 描述 它 的 某 些 性 质 以 及 有 关 它 的 一 些 未 解 问题 。 
. 查阅 超越 数 的 定义 。 解 释 如 何 证 明 这 样 的 数 存 在 以 及 这 些 数 是 如 何 被 构造 出 来 的 。 哪 些 著名 的 数 可 以 


被 证 明 是 超越 数 ， 而 哪些 著名 的 数 仍 然 未 知 是 否 是 超越 数 ? 


. 扩展 讨论 书本 中 的 连续 统 假设 。 
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许多 问题 都 可 以 作为 一 般 性 问题 的 特例 来 解决 。 例 如 ， 寻 找 序列 101，12，144，212，98 
中 最 大 整数 的 问题 。 这 是 寻找 整数 序列 中 最 大 整数 问题 的 一 个 特例 。 为 解决 这 个 一 般 性 问题 ， 
我 们 必须 给 出 一 个 算法 ， 它 指定 了 一 系列 步骤 来 解决 这 个 一 般 性 问题 。 本 书 我 们 将 研究 解决 许 
多 不 同类 型 问题 的 算法 。 例 如 ， 本 章 将 介绍 计算 机 科学 中 最 重要 的 两 个 算法 : 在 一 个 列表 中 搜 
索 一 个 元 素 ; 将 一 个 列表 进行 分 类 使 得 其 元 素 按 某 种 规定 的 顺序 (如 升序 、 降 序 或 字母 序 ) 排 
序 。 后 续 章 节 将 介绍 更 多 算法 来 求解 两 个 整数 的 最 大 公约 数 、 产 生 一 个 有 限 集 的 所 有 排序 、 寻 
找 网 络 中 两 个 节点 间 的 最 短路 径 ， 以 及 其 他 许多 问题 。 

我 们 将 介绍 算法 范例 的 概念 ， 它 为 设计 算法 提供 了 通用 方法 。 特 别 是 我 们 会 讨论 蛮 力 算 
法 ， 它 不 用 任何 智慧 而 直接 用 最 简单 的 方法 来 寻求 答案 。 我 们 还 将 讨论 贪 焚 算 法 ， 这 是 一 类 用 
于 求解 最 优化 问题 的 算法 。 证 明 在 算法 研究 中 也 很 重要 。 在 本 章 中 我 们 通过 证 明 一 个 特定 的 贪 
禁 算 法 总 能 找到 最 优 解 来 进行 解释 。 

对 于 一 个 算法 ， 需 要 重点 考虑 的 是 其 计算 复杂 度 ， 它 用 来 衡量 该 算法 在 解决 一 定 规模 问题 
时 所 需要 的 处 理 时 间 和 计算 机 存储 空间 。 为 了 度量 算法 的 复杂 度 ， 我 们 使 用 大 O 和 大 @ 记号 ， 
本 章 将 介绍 这 些 记 号 。 在 本 章 中 我 们 将 解释 算法 复杂 度 的 分 析 ， 侧 重 于 算法 求解 问题 时 所 需要 
的 时 间 。 另 外 还 将 讨论 就 实践 和 理论 而 言 算 法 的 时 间 复 杂 度 意味 着 什么 。 


3.1 算法 


3.1.1 引言 

离散 数学 中 有 多 种 一 般 性 问题 。 例 如 ， 已 知 一 串 整数 ， 求 最 大 的 一 个 ; 已 知 一 个 集合 ， 列 
出 其 所 有 子 集 ; 给 定 一 个 整数 集合 ， 把 这 些 整数 从 小 到 大 排序 ; 已 知 一 个 网 络 ， 找 出 两 个 顶点 
之 间 的 最 短路 径 等 。 遇 到 这 样 的 问题 时 ， 首 先 要 做 的 就 是 构造 一 个 模型 把 问题 转换 为 数学 问 
题 。 在 这 种 模型 中 用 到 的 离散 结构 包括 第 2 章 中 讨论 过 的 集合 、 序 列 和 函数 ， 以 及 后 续 章 节 将 
要 讨论 的 置换 、 关 系 、 图 、 树 、 网 络 和 有 限 状态 机 等 概念 。 

建立 合适 的 数学 模型 只 是 解 题 的 第 一 步 。 完 整 的 解 题 还 需要 利用 这 一 模型 解决 一 般 性 问题 
的 方法 。 理 想 的 情况 是 需要 一 个 过 程 ， 它 能 够 遵循 一 系列 步骤 导致 找到 所 求 的 答案 。 这 一 系列 
步骤 就 称 为 一 个 算法 (algorithm) 。 

算法 是 进行 一 项 计算 或 解决 一 个 问题 的 准确 指令 的 有 限 序 列 。 

术语 算法 (algorithm) 一 词 是 对 9 世纪 的 一 位 数学 家 花 拉 子 密 (al-khowarizmi) 的 名 字 的 率 


uns 


阿布 . 贾 法 尔 . 穆罕默德 ， 伊 本 . 穆 萨 . 花 刺 子 密 (Abu Ja'far Mohammed ibn Musa ak 
khowarizmi， 大 约 公元 780 一 850) ” 花 刺 子 密 是 天 文学 家 和 数学 家 ， 是 巴格达 一 个 科学 家 组 
织 “ 智 慧 之 家 ?的 成 员 。 花 刺 子 密 这 一 名 字 的 含义 是 “来 自 花 刺 子 模 (Kowarzizm) 镇 >， 当 时 是 
波斯 的 一 部 分 ; 现 称 为 卡 瓦 (Khiva)， 是 乌兹别克 斯 坦 的 一 部 分 。 花 刺 子 密 著 有 关于 数学 、 
天 文学 和 几何 学 的 书 。 西 欧 人 最 初 从 他 的 著作 中 了 解 代数 。 代 数 (algebra) 一 词 源 自 al-jabr， 
这 是 他 的 书 《Kitab al-jabr w'al muquabala) 标 题 的 一 部 分 。 这 本 书 曾 被 译 为 拉丁 文 并 广泛 用 
做 课本 。 他 关于 印度 数字 的 书 描述 了 使 用 这 些 数 字 作 算术 运算 的 过 程 。 欧 洲 的 作者 使 用 了 
他 的 名 字 的 一 个 拉丁 率 音 来 表示 用 印度 数字 做 算术 的 内 容 ， 后 来 演变 为 algorithm( 算 法 ) 一 词 。 
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用 ， 他 论述 印度 数字 。 的 书 是 现代 十 进 制 记号 的 基础 。 起 初 algorism 一 词 用 于 表示 使 用 十 进 制 
记号 做 算术 运算 的 规则 。 到 18 世纪 时 algorism 演变 成 algorithm。 随 着 人 们 对 计算 机 器 的 兴趣 
日 益 增 长 ， 算 法 的 概念 被 赋予 更 通用 的 含义 ， 不 仅 包 含 做 算术 的 过 程 ， 而 且 包含 所 有 用 于 解 题 
的 确定 性 的 过 程 。( 在 第 4 章 将 讨论 做 整数 算术 的 算法 。) 

本 书 将 讨论 解决 各 种 问题 的 算法 。 本 节 我 们 将 利用 有 限 整数 序列 中 寻找 最 大 整数 这 一 问题 
来 解释 算法 的 概念 和 算法 具有 的 性 质 。 此 外 ， 还 会 描述 在 有 限 集合 中 寻找 一 个 特定 元 素 的 算 
法 。 以 后 各 节 将 讨论 求 两 个 整数 的 最 大 公约 数 的 过 程 ， 求 网 络 上 两 点 之 间 的 最 短路 径 的 过 程 ， 
矩阵 相 乘 的 过 程 等 。 

例 1 描述 在 一 个 有 限 整数 序列 中 寻找 最 大 值 的 算法 。 

尽管 在 一 个 有 限 序列 中 寻找 最 大 元 素 的 问题 相对 简单 ， 但 它 能 很 好 地 解释 算法 的 概念 。 另 
外 ， 在 很 多 实例 中 需要 用 到 有 限 整 数 序 列 中 的 最 大 整数 。 例 如 ， 大 学 可 能 要 找 出 几 千 名 学 生 参 
加 竞赛 的 最 高 分 。 或 者 一 个 体育 组 织 可 能 需要 确定 每 个 月 成 绩 最 好 的 成 员 。 我 们 要 开发 这 样 一 
个 算法 ,每 当 需 要 在 有 限 整 数 序列 中 寻找 最 大 元 素 的 问题 时 就 可 以 使 用 该 算法 。 

可 以 用 几 种 不 同 的 方式 给 出 解决 这 一 问题 的 过 程 。 一 种 方法 是 直接 用 中 文 描述 需要 用 到 一 
系列 步骤 。 下 面 给 出 这 样 一 个 解 。 

解 ”执行 下 面 的 步骤 。 

1) 设 临时 最 大 值 等 于 序列 中 第 一 个 整数 。 (整个 过 程 的 每 一 阶段 ， 临 时 最 大 值 都 等 于 已 检 


查 过 的 最 大 整数 。) 

2) 将 序列 中 的 下 一 个 整数 与 临时 最 大 值 比 较 ， 如 果 这 个 数 大 于 临时 最 大 值 ， 置 临时 最 大 
值 为 这 个 整数 。 

3) 如 果 序 列 中 还 有 其 他 整数 ， 重 复 前 一 个 步骤 。 

4) 当 序 列 中 不 再 有 其 他 整数 时 停止 。 此 刻 的 临时 最 大 值 就 是 序列 中 的 最 大 整数 。 4 


一 个 算法 也 可 以 用 一 种 计算 机 语言 来 描述 。 但 是 当 这 样 做 时 ， 只 能 使 用 这 种 语言 所 允许 的 
省 令 。 这 样 做 常常 导致 算法 的 描述 既 复 杂 而 又 难以 理解 。 另 外 ， 许 多 程序 设计 语言 都 是 常用 
的 ， 从 中 选用 特定 的 某 种 语言 是 不 可 取 的 。 因 此 本 书 中 不 采用 任何 一 种 特定 的 计算 机 语言 描述 
算法 ， 而 是 使 用 在 附录 3 中 描述 的 伪 代 码 (pseudocode) 的 形式 。( 我 们 还 会 用 中 文 来 描述 算法 。) 
伪 代 码 提供 的 是 在 算法 的 中 文 描 述 及 该 算法 的 一 种 编程 语言 实现 之 间 的 中 间 一 步 。 算 法 步骤 用 
模仿 程序 设计 语言 指令 的 伪 指 令 来 描述 。 不 过 在 伪 代 码 中 使 用 的 指令 可 以 包括 任何 良 定义 的 运 
算 或 语句 。 以 伪 代 码 描述 为 起 点 ， 可 以 生成 用 任何 一 种 计算 机 语言 描述 的 计算 机 程序 。 

本 书 使 用 的 伪 代 码 的 设计 是 易于 理解 的 。 在 用 各 种 不 同 编程 语言 之 一 来 构造 实现 算法 的 程 
序 时 ， 可 以 用 它 作 为 一 种 中 间 步 又 。 尽 管 该 伪 代 码 并 不 遵循 Java、C、C 十 十 或 其 他 编程 语言 
的 语法 ， 但 熟悉 一 种 编程 语言 的 学 生 会 发 现 它 容 易 理 解 。 该 伪 代 码 与 编程 语言 代码 的 一 个 主要 
差别 是 我 们 可 以 使 用 任何 良 定义 的 指令 ， 即 使 可 能 需要 用 许多 行 代码 来 实现 该 指令 。 附 录 3 给 
出 了 本 书 使 用 的 伪 代 码 的 细节 。 需 要 时 读者 应 参考 该 附录 。 

下 面 是 求 有 限 序 列 中 的 最 大 元 素 算 法 的 伪 代 码 描述 。 


算法 1 求 有 限 序 列 中 的 最 大 元 素 


procedure max(al ，az ，…，o: 整数 ) 


max :一 Qi 
for ; :一 2 to 7 
if max<ai then max :一 4i 


return max{max 是 最 大 元 素 } 





加 ”现在 通常 叫做 阿拉 伯 数 字 。 一 一 译 者 注 
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该 算法 首先 把 序列 的 首 项 w 赋 给 变量 max。“for” 循 环 用 于 逐个 检查 序列 的 项 。 如 果菜 一 
项 大 于 max 的 当前 值 ， 就 将 其 赋 给 max 成 为 新 值 。 

算法 的 性 质 算法 一 般 都 共有 一 些 性 质 。 当 描述 算法 时 牢记 这 些 性 质 是 有 益 的 。 这 些 性 质 是 : 

。 输入 算法 从 一 个 指定 的 集合 得 到 输入 值 。 

。 输出 ”对 每 个 输入 值 集合 ,算法 都 要 从 一 个 指定 的 集合 中 产生 输出 值 。 输 出 值 就 是 问 


。 确定 性 算法 的 步骤 必须 是 准确 定义 的 。 

。 正确 性 对 每 一 组 输入 值 ， 算 法 都 应 产生 正确 的 输出 值 。 

。 有 限 性 ”对 任何 输入 算法 都 应 在 有 限 ( 可 能 很 多 ) 步 之 后 产生 期 望 的 输出 。 

。 有 效 性 ”算法 的 每 一 步 都 应 能 够 准确 地 在 有 限时 间 内 完成 。 

。 通用 性 算法 过 程 应 该 可 以 应 用 于 期 望 形式 的 所 有 问题 ， 而 不 只 是 用 于 一 组 特定 的 输 

入 值 。 

例 2 证 明 求 有 限 整 数 序列 最 大 元 素 的 算法 1 具有 上 面 列 出 的 所 有 性 质 。 

解 算法 1 的 输入 是 一 个 整数 序列 。 输 出 是 该 序列 的 最 大 整数 。 算 法 的 每 一 步 都 是 准确 定 
义 的 ， 因 为 只 出 现 了 赋值 、 有 限 循 环 和 条 件 语句 。 为 了 证 明 算 法 是 正确 的 ， 必 须 证 明 当 算法 终 
止 时 ， 变 量 max 的 值 等 于 序列 的 最 大 项 。 为 了 看 明白 这 一 点 ， 注 意 max 的 初 值 是 序列 的 第 一 
项 。 随 着 不 断 检查 序列 中 的 各 项 ， 如 果 有 一 项 超过 已 检查 项 的 最 大 值 ， 就 把 max 更 新 为 该 项 
的 值 。 这 个 ( 非 形式 化 的 ) 论 证 证 明了 当 检 查 完 所 有 的 项 时 ，max 就 等 于 最 大 项 的 值 。( 这 个 事 
实 的 严格 证 明 需 要 用 到 5. 1 节 介 绍 的 技术 。) 该 算法 只 使 用 了 有 限 的 步骤 数 ， 因 为 在 检查 了 该 序 
列 中 所 有 整数 以 后 算法 就 终止 。 算 法 可 以 在 有 限时 间 内 完成 ， 因 为 每 一 步 要 么 是 比较 ， 要 么 是 
赋值 ， 而 且 只 有 有 限 这 样 的 步骤， 所 以 这 两 个 操作 都 能 在 有 限时 间 内 完成 。 最 后 ， 算 法 1 是 通 
用 的 ， 因 为 该 算法 可 用 于 求 任何 有 限 整数 序列 的 最 大 元 素 。 4 


3. 1.2 搜索 算法 | 

在 有 序 表 中 定位 一 个 元 素 的 问题 经 常会 出 现在 各 种 应 用 场景 。 例 如 检查 单词 拼写 的 程序 要 
在 字典 中 搜索 ， 而 字典 其 实 就 是 单词 的 有 序 表 。 这 一 类 问题 称 为 搜索 问题 。 本 节 将 讨论 几 个 搜 
索 算 法 。3. 3 节 将 介绍 这 些 算法 各 自 所 需 的 步 又 数 。 

一 般 性 的 搜索 问题 可 以 描述 如 下 : 在 不 同 元 素 wa ，a;，…，a, 的 表 中 定位 元 素 x， 或 判定 
Zz 不 在 该 表 中 。 这 一 搜索 问题 的 解 就 是 表 中 等 于 的 那 一 项 的 位 置 ( 即 如 果 z= 二 a;， 那 么 i 就 是 
解 )， 而 当 zz 不 在 表 中 时 zz 为 0。 . 

线性 搜索 ”将 介绍 的 第 一 个 算法 称 为 线性 搜索 或 顺序 搜索 算法 。 线 性 搜索 算法 从 比较 x 和 
ai 开始 。 如 果 z= 二 a; ， 那 么 解 就 是 a 的 位 置 ， 即 1。 当 z 天 ai 时 ， 比 较 x 和 as。 如 果 zx 二 a,， 
解 就 是 w 的 位 置 ， 即 2。 当 x 关 a; 时 ， 比 较 z 与 a;。 继 续 这 一 过 程 ， 逐 一 比较 x 和 表 中 的 每 一 
项 直到 找到 匹配 为 止 ， 这 里 解 就 是 该 项 的 位 置 除非 没有 匹配 。 如 果 已 搜索 了 整个 表 却 不 能 定位 
xX， 那么 解 是 0。 该 线性 搜索 算法 的 伪 代 码 如 算法 2 所 示 。 











算法 2 线性 搜索 算法 
procedure linear search(z: 整数 ，al; ，az ，…，a,: 不 同 整数 ) 
1 :一 1 
while(i 委 ”和 工 天 ai;) 
i :二 1 十 1 
if i<n then location :=i 
else location :=0 


return location{flocation 是 等 于 zz 的 项 的 下 标 ， 或 者 是 0 如 果 找 不 到 xz} 




















二 分 搜索 现在 考虑 另 一 个 搜索 算法 。 当 表 中 各 项 以 升序 出 现时 可 以 用 这 一 算法 (例如 ， 如 
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果 项 为 数值 ， 则 按 从 最 小 到 最 大 顺序 排列 ; 如 果 是 单词 ， 则 可 以 按 字典 序 或 字母 序 排列 )。 这 wm 阅 
个 算法 称 为 二 分 搜索 算法 。 它 是 通过 比较 要 搜索 的 元 素 与 表 的 中 间 项 进行 的 。 然 后 此 表 就 分 成 
两 个 较 小 的 长 度 相等 的 子 表 ， 或 其 中 较 短 的 列表 比 另 一 个 少 一 项 。 根 据 与 中 间 项 的 比较 结果 ， 
可 以 将 搜索 局 限于 一 个 合适 的 子 表 继续 进行 。3. 3 节 将 证 明 二 分 搜索 算法 比 线性 搜索 算法 的 效 
率 高 很 多 。 例 3 说 明 二 分 搜索 是 如 何 工 作 的 。 

例 3 在 列表 中 搜索 19 

ls253355,6»738,10,12,13;515516,18,19,20,22 
第 一 步 把 有 16 个 项 的 这 个 表 分 成 各 含 8 项 的 两 个 较 小 的 表 ， 即 
15233,5,6,758510 12,13,15,16,;18,19,20,22 
然后 比较 19 和 第 一 个 表 的 最 大 项 。 因 为 10 二 19， 所 以 对 19 的 搜索 可 以 局 限于 包含 原 表 第 9 一 
16 项 的 表 中 。 下 一 步 把 含 8 项 的 这 个 表 分 成 两 个 含 4 项 的 小 表 ， 即 
12,13,15,16 18,19,20,22 
因为 16 二 19( 将 19 与 第 一 个 表 的 最 大 项 比较 )， 所 以 搜索 可 局 限于 这 两 个 表 中 的 第 二 个 ， 它 包 
含 原 表 的 第 13 一 16 项 。 表 ,18，19，20，22 再 分 成 两 个 ， 即 
“ 18,19 20,22 

因为 19 不 大 于 两 个 表 中 第 一 个 的 最 大 项 ， 这 最 大 项 也 是 19， 搜 索 可 局 限于 第 一 个 表 : 18 和 
19， 它 包含 原 表 的 第 13、14 项 。 下 一 步 ， 这 个 含 两 项 的 表 被 分 成 各 含 一 项 的 两 个 表 18 和 19。 
因为 18 二 19， 搜 索 可 局 限于 第 二 个 表 : 该 表 只 含 原 表 第 14 项 ， 即 19。 现 在 搜索 已 经 被 局 限 了 
到 一 项 上 ， 经 过 一 次 比较 ，19 定位 为 原 表 的 第 14 项 。 本 

现在 给 出 二 分 搜索 算法 的 步 又 。 要 在 表 wa ，w ，…，w 中 搜索 整数 z+， 其 中 a a 二 …<<a， 
从 比较 z 和 列表 的 中 间 项 a,, 开始 ， 其 中 x 二 Ln 十 1)/2 j]。( 回 忆 一 下 , | zj 是 不 超过 zz 的 最 大 整数 .) 
如 果 z>>aw， 搜 索 可 以 限定 在 列表 的 后 半 段 ， 即 ws ，ami:，…，a,。 如 果 zz 不 大 于 a， 搜索 可 限 
定 在 列表 的 前 半 段 ， 即 a，a，…，qn。 

现在 搜索 的 范围 限于 一 个 不 超过 [ n/2 | 个 元 素 的 列表 。 (回忆 一 下 ,，「 z | 是 大 于 等 于 z 的 最 
小 整数 ,) 用 同样 的 过 程 ， 比 较 x 和 这 个 限定 表 的 中 间 项 。 然 后 把 搜索 限于 该 限定 表 的 前 半 段 或 
后 半 段 。 这 样 重复 直到 得 到 只 含 一 项 的 列表 。 然 后 判断 这 项 是 否 就 是 <。 二 分 搜索 算法 的 伪 代 
码 如 算法 3 所 示 。 


算法 3 二 分 搜索 算法 

procedure binary search(z: 整数 ，al ，a ，…，w: 递增 整数 ) 
i :一 1 位 是 搜索 区 间 的 左 端点 ) 

j :二 n{j 是 搜索 区 间 的 右 端点 } 

while ;一 7 


m :一 | (十 7)/2] 
if zx>a, then i :一 M 十 1 


else 7 :=m 


if z=a; then location :=i 
else location :一 0 


return location{location 是 等 于 工 的 项 a; 的 下 标 i， 或 是 0 如 果 找 不 到 z} 





算法 3 是 通过 不 断 缩小 被 搜索 的 序列 而 进行 的 。 在 任何 阶段 都 只 有 从 a; 到 a; 的 这 些 项 需 
要 考虑 。 换 言 之 ，i 和 j 分 别 是 剩余 项 的 最 小 和 最 大 下 标 。 算 法 3 不 断 缩 小 需 搜索 的 序列 ， 直 
到 序列 中 只 剩 下 一 项 为 止 。 此 时 ， 需 要 一 次 比较 来 看 这 一 项 是 否 等 于 z。 


3.1.3 排序 
对 一 个 表 中 的 元 素 排序 是 一 个 常见 问题 。 例 如 ， 为 了 制作 电话 短 ， 就 要 按 字母 顺序 排列 用 


wm 臣 》 户 姓 名 。 类 似 地 ， 可 供 下 载 的 歌曲 目录 需要 将 其 曲目 名 称 按 字母 顺序 排列 。 电 子 邮件 列表 中 的 
地 址 按 序 排列 有 助 于 确定 是 否 有 重复 地 址 。 创 建 一 个 有 用 的 字典 需要 把 单词 按 字母 顺序 排列 。 
同样 ， 生 成 一 份 配件 表 也 需要 将 配件 按 配件 号 升序 排列 。 

假定 有 一 个 集合 元 素 的 列表 。 再 假设 有 一 种 方式 可 以 给 集合 的 元 素 排序 。( 给 集合 元 素 排 
序 的 概念 将 在 9. 6 节 详 细 讨 论 .) 排 序 (sorting) 就 是 把 这 些 元 素 排 成 一 个 列表 ， 其 中 元 素 按照 升 
序 排列 。 例 如 ， 对 列表 7，2，1，4，5，9 的 排序 就 产生 列表 1，2，4，5，7，9。 对 列表 4， 
h，c，a，f 的 排序 (利用 字母 序 ) 就 产生 列表 a, c,d，f,， h。 

计算 资源 中 有 相当 大 的 比例 是 关注 对 各 种 事物 进行 排序 。 因 此 ， 人 们 致力 于 开发 排序 算 
法 。 采 用 不 同 策略 设计 的 排序 算法 数量 多 得 惊人 ， 而 且 经 常 有 新 的 算法 产生 。 高 德 纳 。 克 努 
特 (Donald Knuth) 在 其 竟 基 性 的 著作 《计算 机 程序 设计 艺术 》 了 (The Art of Computer Programming) 中 
用 了 近 400 页 篇 幅 人 氢 述 排序 ， 详 细 讨论 了 大 约 15 种 不 同 的 排序 算法 ! 已 经 有 100 多 种 排 
序 算 法 ， 并 且 令 人 人 惊奇 的 是 不 久 还 会 有 新 的 排序 算法 出 现 。 在 最 新 的 排序 算法 中 最 吸引 人 
的 是 2006 年 发 明 的 图 书馆 排序 ， 也 称 为 是 空 阶 插 入 排序 。 计 算 机 科学 家 和 数学 家 对 排序 
算法 感 兴 趣 有 很 多 的 原因 。 其 中 包括 : 有 些 算法 更 容易 实现 ， 有 些 算法 更 有 效 ( 在 一 般 情 
况 下 ， 或 当 已 知 输 入 带 有 某 种 特征 (比如 稍 有 错位 的 表 ) 时 )， 有 些 算法 利用 特殊 的 计算 机 
体系 结构 ， 有 些 算法 特别 智能 等 。 本 节 介 绍 两 种 排序 算法 : 冒 泡 排序 和 插入 排序 。 本 节 的 
练习 中 会 介绍 另外 两 种 排序 算法 : 选择 排序 和 二 分 插入 排序 ， 而 在 补充 练习 中 会 介绍 剃刀 
(shaker) 排 序 。5. 4 节 将 讨论 归并 排序 并 在 该 节 的 练习 中 介绍 快速 排序 ; 11.2 节 的 练习 中 
介绍 竞赛 排序 。 我 们 之 所 以 讨论 排序 算法 是 因为 : 排序 是 一 个 重要 课题 ， 这些 算法 可 作为 
许多 重要 概念 的 例子 。 

us 冒 泡 排序 ” 冒 泡 排 序 (bubble sort) 是 最 简单 的 ， 但 不 是 最 有 效 的 排序 算法 之 一 。 冒 泡 排 序 
通过 连续 比较 相 邻 的 元 素 ， 如 果 相 邻 元 素 顺 序 不 对 就 交换 相 邻 元 素 ， 从 而 把 一 个 表 排 列 成 升 
序 。 为 了 实现 冒 泡 排序 ， 我 们 执行 基本 操作 ， 即 交换 一 个 较 大 元 素 与 紧 跟 其 后 的 较 小 元 素 ， 从 
表 头 开始 完整 地 执行 一 遍 。 和 迭代 这 个 过 程 直到 排序 完成 。 算 法 4 给 出 冒 泡 排序 的 伪 代 码 。 可 以 
想象 把 表 中 的 元 素 排 成 一 列 。 在 冒 泡 排 序 中 ， 较 小 的 元 素 随 着 与 较 大 的 元 素 交 换 而 “ 冒 泡 ?到 项 
端 。 较 大 的 元 素 则 “下 沉 ” 到 底部 。 该 过 程 如 例 4 所 示 。 

例 4 用 冒 泡 排 序 把 3，2，4，1，5 排列 成 升序 。 
图 1 冒 泡 排序 的 步 又。 


a 3 2 2 2 ca 2 2 2 
me C» C3 3 3 和 (3 C3 1 
4 4 4 1 1 1 3 
1 1 Ci 4 4 Pr 
5 5 s &s 
三 2 1 第 四 遍 /1 
3 3 3 
〈 : 顺序 正确 的 一 对 
5 5 5 
方 框 中 的 数字 保证 顺序 正确 


图 1 冒 泡 排序 的 步骤 


解 ”这 个 算法 的 步骤 如 图 1 所 示 。 首 先 比 较 前 两 个 元 素 3 和 2。 因 为 3 这 2， 交换 3 与 2， 
产生 2，3，4，1，5。 因 为 3 二 4， 继 续 比 较 4 和 1。 因 为 4 二 >1， 交换 4 与 1， 产生 2,，3, 1, 4， 
5。 因 为 4<5， 第 一 遍 就 完成 了 。 第 一 遍 保 证 了 最 大 元 素 5 在 正确 位 置 上 。 

第 二 遍 首先 比较 2 和 3。 因 为 这 两 个 数 顺序 正确 ， 就 比较 3 和 1。 因 为 3 二 1， 交 换 这 两 个 
数 ， 产 生 2，1，3，4，5。 因 为 3 二 4， 这 两 个 数 顺 序 正确 。 这 一 遍 不 必 进 一 步 比较 了 ， 因 为 5 
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已 经 在 正确 位 置 上 。 第 二 遍 保 证 两 个 最 大 元 素 4 和 5 都 在 正确 位 置 上 。 

第 三 遍 首先 比较 2 和 1。 因为 2 二 1， 交 换 这 两 个 数 ， 产 生 1，2，3，4， 5。 因 为 2 二 3， 所 
以 这 两 个 数 顺 序 正确 。 这 一 遍 不 必 进 一 步 比 较 了 ， 因 为 4 和 5 都 已 经 在 正确 位 置 上 。 第 三 遍 保 
证 三 个 最 大 元 素 3、4 和 5 都 在 正确 位 置 上 。 

第 四 遍 包 括 一 次 比较 ， 即 1 和 2 的 比较 。 因 为 1 二 2， 所 以 这 两 个 数 顺 序 正确 。 这 样 就 完成 
了 冒 泡 排 序 。 4 


算法 4 冒 泡 排 序 
procedure bubblesort(a ，*…，a,: 实数 ，n 宇 2) 
fori :=1 ton—1 


for ; :一 ] to n—i 
if aj >aj+ti then 交换 aj 与 Qj+1 
(a1，……，as 按 升序 排列 } 





插入 排序 ”插入 排序 (insert sort) 是 一 种 简单 的 排序 算法 ， 但 通常 不 是 最 有 效 的 。 为 了 给 
个 元 素 的 表 排 序 ， 插 入 排序 从 第 二 个 元 素 开 始 。 插 入 排序 将 这 第 二 个 元 素 与 第 一 个 元 素 比 较 ， ww 加 
如 果 它 不 大 于 第 一 个 元 素 ， 就 把 它 插入 到 第 一 个 元 素 前 面 ; 如 果 它 大 于 第 一 个 元 素 ， 就 把 它 插 
人 到 第 一 个 元 素 后 面 。 此 时 前 两 个 元 素 顺 序 正确 。 然 后 第 三 个 元 素 与 第 一 个 元 素 比 较 ， 如 果 它 
大 于 第 一 个 元 素 ， 再 与 第 二 个 元 素 比 较 ; 它 将 插入 到 前 三 个 元 素 中 的 正确 位 置 上 。 

一 般 来 说 ， 在 插入 排序 第 7 步 上 ， 表 的 第 7 个 元 素 插 入 到 已 经 排序 的 j 一 1 个 元 素 的 表 的 正 
确 位 置 上 。 为 了 在 表 中 插入 第 j 个 元 素 ， 使 用 线性 搜索 技术 (参见 练习 43) 。 从 表 头 开始 ， 第 7 
个 元 素 依 次 与 已 经 排序 的 7 一 1 个 元 素 比 较 ， 直 到 发 现 第 一 个 不 小 于 这 个 元 素 的 元 素 为 止 ， 或 
者 直到 这 个 元 素 已 经 与 所 有 ;一 1 个 元 素 都 比较 过 为 止 。 第 j 个 元 素 就 被 插入 到 正确 位 置 上 使 
得 前 7 个 元 素 排 好 顺序 。 继 续 该 算法 直到 最 后 一 个 元 素 被 放置 到 相对 于 前 ”一 1 个 元 素 已 经 排 
序 的 表 中 的 正确 位 置 上 。 插 入 排序 的 伪 代 码 描述 如 算法 5 所 示 。 

例 5 用 插入 排序 把 表 3，2，4，1，5 排列 成 升序 。 

解 ” 插 人 排序 首先 比较 2 和 3。 因为 3 之 2， 把 2 插入 前 一 个 位 置 ， 产 生 表 2，3，4，1，5 
(列表 中 已 排序 部 分 用 黑体 表示 )。 此 时 ，2 和 3 的 顺序 正确 。 通 过 比较 4 之 2 和 4>3 把 第 三 个 
元 素 4 插 人 表 的 已 排序 部 分 。 因 为 4 之 3， 把 4 保留 在 第 三 个 位 置 上 。 此 时 表 是 2，3，4，1，5， 
并 且 我 们 知道 前 三 个 元 素 的 顺序 是 正确 的 。 接 下 来 我 们 要 为 第 四 个 元 素 1 寻找 在 已 排序 元 素 2， 
3，4 中 的 正确 位 置 。 因 为 1<2， 得 到 表 1，2，3，4，5。 最 后 依次 比较 5 与 1，2，3 和 4， 把 
5 插 人 正确 位 置 。 因 为 5 这 4， 所 以 5 就 留 在 表 的 尾部 ， 产 生 整 个 表 的 正确 顺序 。 S| 


| 算法 5 插 人 排序 


procedure insertion sort(al ，az ，…，a:; 实数 ，n 宇 2) 





for 7 :一 2 ton 
233=1 
while a; 之 ai 
1 :一 z 十 1 
m :一 0 
for A :=0 to j—i—1 


Qjk jk! 


a := 
《Qi dss *“F Ua 已 排序 } 
| | 
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3. 1.4 贪 禁 算 法 

本 书 中 要 学 习 的 许多 算法 都 用 于 解决 最 优化 问题 (optimization problem) 。 这 种 问题 的 目标 
是 寻找 给 定 问题 满足 某 个 参数 值 最 小 化 或 最 大 化 的 解 。 本 书后 续 要 研究 的 最 优化 问题 包括 : 寻 
找 两 个 城市 之 间 总 里 程 最 短 的 路 线 ; 确定 一 种 用 尽 可 能 少 的 位 数 进行 消息 编码 的 方式 ;以 及 寻 
找 一 组 在 网 络 节点 之 间 使 用 最 少量 光纤 的 光纤 连接 。 

ui 令 人 惊奇 的 是 ， 一 种 最 简单 的 方法 常常 能 导致 最 优化 问题 的 一 个 解 。 这 种 方法 在 每 一 步 

都 选择 最 好 的 选项 ， 而 不 是 通盘 考虑 可 能 导致 最 优 解 的 全 部 步骤 序列 。 在 每 一 步 都 选择 看 起 
来 “最 好 的 ”选项 的 算法 称 为 贪 禁 算法 (greedy algorithm)。 一 旦 贪 禁 算法 求 出 了 一 个 可 行 解 ， 
就 要 确定 它 是 否 找到 了 一 个 最 优 解 。 为 此 ， 要么 证 明 这 个 解 是 最 优 的 ,要么 证 明 该 算法 产生 
了 一 个 非 最 优 解 的 反例 。 为 了 更 具体 地 说 明 这 些 概 念 ， 下面 考虑 一 个 实现 硬币 找 零钱 的 
算法 。 

例 6 考虑 用 25 美 分 、10 美 分 、5 美 分 和 1 美 分 硬币 找 n 美 分 零钱 的 问题 ,使 硬币 总 数 尽 
可 能 少 。 可 以 通过 在 每 一 步 都 做 局 部 最 优 的 选择 来 设计 一 个 找 半 美 分 零钱 的 贪 禁 算 法 ， 即 在 每 
一 步 选 择 可 能 的 最 大 面值 硬币 使 得 加 入 到 零钱 后 其 总 额 不 超过 n 美 分 。 例如， 要 找 67 美 分 零 
钱 ， 首 先 选择 一 个 25 美 分 ( 剩 下 42 美 分 ) 。 接 着 选择 第 二 个 25 美 分 ( 剩 下 17 美 分 )， 随 后 选择 
一 个 10 美 分 ( 剩 下 7 美 分 )， 随 后 选择 一 个 5 美 分 ( 剩 下 2 美 分 )， 随 后 选择 一 个 1 美 分 ( 剩 下 1 











美 分 )， 最 后 选择 一 个 1 美 分 。 本 
sono ey 用 任何 一 组 不 同 面值 的 硬币 找 nn 美 分 零钱 的 一 个 贪 禁 算 法 如 算法 6 所 示 。 
算法 6 找 零钱 的 贪 梦 算 法 


procedure change(cl ，cz ，…，cr: 硬币 的 面值 ， 其 中 cc 二 …>cr; n: 正 整 数 ) 
fori: 一] to 
d; :二 0{d; 统计 使 用 面值 为 c; 的 硬币 数 } 
while ”之 c: 
d; :二 di; 十 1{ 增 加 一 个 面值 c; 的 硬币 } 
WR = 夺 


{d; 是 零钱 中 面值 为 c; 的 硬币 的 数量 ，; 一 1，2，…， 尹 








我 们 描述 了 一 个 用 任意 一 组 有 限 的 面值 为 mc ，c;，…，c, 的 硬币 找 零 钱 的 贪 禁 算法 。 在 有 
四 种 面值 为 25 美 分 、10 美 分 、5 美 分 和 1 美 分 硬币 的 特例 中 ， 我 们 有 c 一 25，c 一 10，cs 一 5 
和 c, 王 1。 对 于 这 种 情形 ， 我 们 证 明 这 个 算法 在 使 用 尽 可 能 少 硬币 的 意义 下 能 求 出 最 优 解 。 在 
开始 证 明之 前 ， 我 们 证 明 存在 一 组 硬币 使 得 贪 焚 算 法 (算法 6) 不 一 定 得 出 使 用 尽 可 能 少 的 硬币 
找 零 方案 。 例 如 ， 如 果 只 有 25 美 分 、10 美 分 和 1 美 分 硬币 (而 无 5 美 分 硬币 ) 可 用 ， 则 此 贪 楚 
算法 会 用 6 枚 硬币 找 30 美 分 零钱 (1 个 25 美 分 和 5 个 1 美 分 硬币 )， 而 本 来 可 以 只 用 3 个 硬币 ， 
即 3 个 10 美 分 硬币 的 。 

如 果 n 是 正 整 数 ， 则 用 25 美 分 、10 美 分 、5 美 分 和 1 美 分 ， 并 用 尽 可 能 少 的 硬 
币 找 nn 美 分 零钱 中 ， 至 多 有 2 个 10 美 分 、 至 多 有 1 个 5 美 分 、 至 多 有 4 个 1 美 分 硬币 ,并且 不 
可 能 同时 有 2 个 10 美 分 和 1 个 5 美 分 硬币 。 用 10 美 分 、5 美 分 和 1 美 分 硬币 找 的 零钱 总 额 不 
会 超过 24 美 分 。 

证 ”用 反 证 法 证 明 。 我 们 要 证 明 如 果 用 到 了 超过 指定 数目 的 各 种 类 型 的 硬币 ， 就 可 以 用 等 
值 的 数目 更 少 的 硬币 来 替换 。 注 意 如 果 有 3 个 10 美 分 硬币 ， 就 可 以 换 成 1 个 25 美 分 和 1 个 5 
美 分 硬币 ; 如 果 有 2 个 5 美 分 硬币 ， 就 可 以 换 成 1 个 10 美 分 硬币 ; 如 果 有 5 个 1 美 分 硬币 ， 就 
可 以 换 成 1 个 5 美 分 硬币 ;如 果 有 2 个 10 美 分 和 1 个 5 美 分 硬币 ， 就 可 以 换 成 1 个 25 美 分 硬 
币 。 因 为 至 多 可 以 有 2 个 10 美 分 、1 个 5 美 分 和 4 个 1 美 分 硬币 ， 而 不 能 同时 有 2 个 10 美 分 
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和 1 个 5 美 分 硬币 ， 所 以 当 用 尽 可 能 少 的 硬币 找 nn 美 分 零钱 时 ， es 
de 

贪 禁 算法 (算法 6) 产 生 使 用 尽 可 能 少 硬币 的 找 零 方 案 。 

证 et tr EP 
硬币 用 少 于 贪 禁 算法 所 求 出 的 硬币 去 找 n 美 分 零钱 。 首先 注意 ， 在 这 种 找 n 美 分 零钱 的 最 优 方 
式 中 使 用 25 美 分 硬币 的 个 数 g ， 一 定 等 于 贪 焚 算 法 所 用 25 美 分 硬币 的 个 数 gq。 为 说 明 这 一 点 ， 
注意 贪 禁 算 法 使 用 尽 可 能 多 的 25 美 分 硬币 ， 所 以 g'<<g。 但 是 q' 也 不 能 小 于 g。 假 如 g' 小 于 gq， 
需要 在 这 种 最 优 方式 中 用 10 美 分 、5 美 分 和 1 美 分 硬币 至 少 找 出 25 美 分 零钱 。 而 根据 引 理 1， 
这 是 不 可 能 的 。 

由 于 在 找 零钱 的 这 两 种 方式 中 一 定 有 同样 多 的 25 美 分 硬币 ， 所 以 在 这 两 种 方式 中 10 美 分 、 
5 美 分 和 1 美 分 硬币 的 总 值 一 定 相 等 ， 并 且 这 些 硬 币 的 总 值 不 超过 24 美 分 。10 美 分 硬币 的 个 数 
一 定 相 等 ， 因 为 贪 禁 算法 使 用 尽 可 能 多 的 10 美 分 硬币 。 而 根据 引 理 1， 当 使 用 尽 可 能 少 的 硬币 
找 零钱 时 ， 至 多 使 用 1 个 5 分 硬币 和 4 个 1 分 硬币 ， 所 以 在 找 零钱 的 最 优 方 式 中 也 使 用 尽 可 能 多 
的 10 美 分 硬币 。 类 似 地 ，5 美 分 硬币 的 个 数 相等 ; 最 终 ，1 美 分 的 个 数 相等 。 4 

贪 禁 算法 根据 某 一 条 件 在 每 一 步 都 做 出 最 佳 选择 。 下 面 的 例子 表明 在 多 个 条 件 中 选择 哪 一 
个 也 可 能 是 难以 确定 的 。 

例 7 假设 我 们 有 一 组 讲座 ， 并 预 设 了 开始 和 结束 时 间 。 假 设 讲座 一 旦 开始 就 会 持续 到 结 
束 为 止 、 两 个 讲座 不 能 同时 进行 、 一 个 讲座 可 以 在 另 一 个 讲座 结束 时 开始 ， 请 设计 一 个 贪 梦 算 
法 能 够 在 一 个 演讲 厅 里 安排 尽 可 能 多 的 讲座 。 假 设 讲座 7 的 开始 时 间 为 ;; (这 里 ;是 指 开始 )， 
结束 时 间 为 e( 这 里 e 是 指 结束 ) 。 

解 ”要 采用 贪 禁 算 法 来 安排 最 多 的 讲座 ， 即 一 个 最 优 调度 ， 我 们 需要 确定 在 每 一 步 如 何 选 
择 增加 哪个 讲座 。 有 很 多 准则 可 以 用 来 在 每 一 步 选择 一 个 讲座 ， 这 里 我 们 选择 那些 与 已 选 讲座 
没有 重 丢 的 讲座 。 比 如 ， 我 们 可 以 以 最 早 开始 时 间 为 序 来 增加 讲座 ， 也 可 以 以 最 短 讲座 时 间 为 
序 来 增加 讲座 ， 也 可 以 以 最 早 结束 时 间 为 序 来 增加 讲座 ， 或 者 可 以 用 其 他 的 准则 。 

我 们 选择 来 考虑 这 些 可 能 的 准则 。 假 设 我 们 增加 那个 与 已 选 讲座 相 容 的 讲座 中 开始 时 间 最 
早 的 讲座 。 我 们 可 以 构造 一 个 反例 来 证 明 这 样 的 算法 并 非 总 是 产生 最 优 调度 。 例 如 ， 假 定 有 三 
个 讲座 : 第 一 个 讲座 上 午 8 点 开始 中 午 12 点 结束 ， 第 二 个 讲座 上 午 9 点 开始 上 午 10 点 结束 ， 
而 第 三 个 讲座 上 午 11 点 开始 中 午 12 点 结束 。 我 们 首先 选择 第 一 个 讲座 ， 因 为 它 开 始 得 最 早 。 
但 是 一 旦 我 们 选择 了 第 一 个 讲座 ， 就 不 能 选 第 二 个 或 第 三 个 讲座 了 ， 因 为 它们 和 第 一 个 讲座 有 
重 释 。 故 该 贪 禁 算 法 只 选 了 一 个 讲座 。 这 不 是 最 优 的 ， 因 为 我 们 可 以 安排 第 二 个 和 第 三 个 讲 
座 ， 这 两 个 没有 重 释 。 

现在 假设 我 们 增加 那个 与 已 选 讲座 相 容 的 讲座 中 持续 时 间 最 短 的 讲座 。 我 们 依然 可 以 找到 一 个 
反例 来 证 明 这 样 的 算法 并 非 总 是 产生 最 优 调 度 。 为 此 ， 假 定 有 三 个 讲座 : 第 一 个 讲座 上 午 8 点 开始 
上 午 9 点 15 分 结束 ， 第 二 个 讲座 上 午 9 点 开始 上 午 10 点 结束 ， 而 第 三 个 讲座 上 午 9 点 45 分 开始 上 
午 11 点 结束 。 我 们 选择 第 二 个 讲座 ， 因 为 它 是 最 短 的 只 需要 一 小 时 。 一 旦 我 们 选择 了 第 二 个 讲座 ， 
就 不 能 选 第 一 个 或 第 三 个 讲座 了 ， 因 为 没有 一 个 和 第 二 个 讲座 是 不 重生 的 。 故 该 贪 禁 算法 只 选 了 一 
个 讲座 。 可 是 有 可 能 选择 两 个 讲座 的 ， 第 一 个 和 第 三 个 讲座 ， 这 两 个 没有 重叠 。 

然后 ， 可 以 证 明 如 果 我 们 在 每 一 步 选择 那个 与 已 选 讲 座 相 容 的 讲座 中 结束 时 间 最 早 的 讲 
座 ， 我 们 就 能 安排 最 多 的 讲座 。 我 们 将 在 第 5 章 用 数学 归纳 法 来 证 明 它 。 我 们 要 做 的 第 一 步 是 
根据 结束 时 间 的 升序 来 对 讲座 进行 排序 。 排 序 后 对 讲座 重新 编号 使 得 e1 过 e; 壹 … 壹 e,。 这 样 的 
贪 禁 算法 如 算法 7 所 示 。 二 


算法 7 
procedure schedule(si 委 % 委 … 生 w%: 讲座 的 开始 时 间 ，el 志 es 三 … 过 e,: 讲座 的 结束 时 间 ) 


根据 结束 时 间 对 讲座 排序 ， 重 新 编号 使 得 e1 <<es 二 ee， 








| 
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S:=g 
for 7 :=1] ton 
证 讲座) 与 S 相 容 then 
S :一 S U {讲座 站 
return S{S 是 已 安排 讲座 的 集合 } 











3.1.5 停机 问题 

现在 我 们 来 描述 计算 机 科学 中 非常 有 名 的 一 个 定理 的 证 明 。 我 们 将 要 证 明 存 在 这 样 一 个 问 
题 ， 它 不 能 用 任何 过 程 求解 。 即 我 们 要 证 明 存 在 不 可 解 问 题 。 我 们 要 研究 的 问题 是 停机 问题 
(halting problem) 。 它 询问 是 否 存 在 一 个 过 程 (procedure) 能 做 这 件 事 : 该 过 程 以 一 个 计算 机 程 
序 以 及 该 程序 的 一 个 输入 作为 输入 ， 并 判断 该 程序 在 给 定 输入 运行 时 是 否 最 终 能 停止 。 显 然 ， 
如 果真 的 存在 ， 有 这 样 一 个 过 程 是 非常 方便 的 。 在 编写 或 者 调试 程序 的 时 候 ， 能 够 判断 一 个 程 
序 是 否 进 入 无 限 循环 是 非常 有 帮助 的 。 然 而 ，1936 年 图 灵 证 明 这 样 的 过 程 是 不 存在 的 (参见 
13.4 节 他 的 传记 ) 。 

在 给 出 停机 问题 是 不 可 解 的 证 明之 前 ， 首 先 要 知道 我 们 不 能 简单 地 运行 一 个 程序 并 观察 它 
在 做 什么 来 确定 是 否 能 够 结束 。 如 果 程 序 结束 ， 就 有 了 解 ; 但 是 如 果 过 了 任意 某 个 固定 长 度 的 
时 间 段 后 程序 还 在 运行 ， 我 们 就 不 知道 是 否 它 永 不 停机 ， 或 者 仅仅 是 我 们 等 待 它 停 止 的 时 间 不 
够 长 。 毕 竟 ， 设 计 一 个 仅 在 10 亿 年 后 才 会 终止 的 程序 并 不 难 。 

我 们 将 描述 图 灵 停 机 问题 是 不 可 解 的 证 明 ， 这 是 一 个 采用 反 证 法 的 证 明 。 (读者 应 该 注意 
到 我 们 的 证 明 并 不 是 完全 严格 的 ， 因 为 我 们 还 没有 明确 地 定义 什么 是 一 个 过 程 。 因 此 ， 需 要 图 
灵机 的 概念 作为 补充 。 图 灵机 的 概念 会 在 13. 5 节 引 入 。) 

证 假设 停机 问题 有 一 个 解 ， 一 个 称 为 H(P， 了 ) 的 过 程 。 过 程 五 (P，7T 有 两 个 输入 项 ， 
一 个 是 程序 P， 另 一 个 是 程序 PP 的 一 个 输入 I。 如 果 瓦 判 定 了 在 给 定 输 入 工时 能 终止 ， 则 
HH(P, 也 将 产生 字符 串 “ 停 机 ”作为 输出 。 反 之 ， 昌 (P, 也 将 产生 字符 串 “ 无 限 循环 ”作为 输出 。 
现在 我 们 将 导出 一 个 矛盾 。 

当 编写 一 个 过 程 的 时 候 ， 它 本 身 就 表达 为 一 个 由 字符 构成 的 串 ， 该 串 可 以 解释 为 一 个 位 序 
列 。 这 意味 着 一 个 程序 本 身 就 可 以 当做 数据 使 用 。 因 此 ， 一 个 程序 可 以 作为 另 一 个 程序 ， 甚 至 
是 自身 的 输入 。 这 样 ， 互 可 以 将 一 个 程序 忆 作为 它 的 两 个 输入 ， 即 一 个 程序 和 该 程序 的 输入 。 
互 应 该 可 以 判断 当 己 给 定 其 自身 的 副本 作为 输入 时 ，P 是否 会 停机 。 

为 了 证 明 不 存在 过 程 互 能 够 求解 停机 问题 ， 我 们 构造 一 个 简单 过 程 K(P)， 它 的 工作 
原理 如 下 ， 并 利用 互 C(P，P) 的 输出 。 如 果 互 (P，P) 的 输出 是 “无 限 循环 ”， 即 王 在 自身 作 
为 输入 时 会 无 限 循 环 ， 那 么 让 KC(P) 停 机 。 如 果 互 (P，P) 的 输出 是 “停机 >”， 即 已 在 自身 
作为 输入 时 会 停机 ， 那 么 让 K(P) 无 限 循 环 。 即 ，K(P) 做 出 和 互 (P，P) 的 输出 相反 结果 
(如 图 2 所 示 ) 。 


如 果 妃 (P,P) 的 输出 是 
P 作 为 程序 “停机 ”"， 那 么 K(P) 死 循环 






P 作 为 输入 如 果 玉 (P,P) 的 输出 是 
“ 死 循 环 "， 那 么 K(P) 停 机 


2 证 明 停机 问题 不 可 解 


现在 假设 把 K 作为 K 的 输入 。 需 要 注意 ， 如 果 五 (人 ， 天 ) 的 输出 是 “无 限 循 环 ”， 那 么 根据 
K 的 定义 可 以 得 出 KC(K) 停 机 。 否 则 ， 如 果 互 (人 ， 开 ) 的 输出 是 “停机 >”， 那 么 根据 天 的 定义 
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K(K) 会 无 限 循 环 ， 而 这 与 态 给 出 的 结果 是 相 违 背 的 。 在 这 两 种 情况 下 ， 都 会 产生 矛盾 。 
这 样 ， 互 并 不 总 能 给 出 正确 的 答案 。 因 此 ， 没 有 这 样 的 过 程 能 解决 停机 问题 。 4 


练习 
1. 列 出 算法 1 在 表 1，8，12，9，11，2，14，5，10，4 中 找 最 大 值 的 所 有 步骤 。 
2. 判断 下 列 过 程 具有 和 缺乏 在 正文 中 (算法 1 之 后 ) 所 描述 的 哪些 算法 特征 。 
a)procedure double(n: 正 整 数 ) 
while n>0 
n :一 272 
b)procedure divide(n: 正 整 数 ) 
while ”过 0 
7 :一 1 /7 
n*=n—1 
c)procedure sum(n: 正 整 数 ) 
sum :一 0 
while 一 10 
sum :一 Sum 十 ; 
d)procedure choose(a,，b: 整数 ) 
工 : 二 a 或 5 
3. 设计 一 个 求 表 中 所 有 整数 之 和 的 算法 。 
4. 描述 一 个 算法 ， 以 nn 个 整数 的 表 作 为 输入 ， 求 出 表 中 相 邻 整数 后 一 个 数 减 去 前 一 个 数 的 最 大 差 值 作为 
输出 。 
5. 描述 一 个 算法 ， 以 n 个 按 非 递减 序 排列 的 整数 的 表 作 为 输入 ， 求 出 所 有 出 现 两 次 以 上 的 值 的 表 。( 一 
列 整 数 是 非 递 减 序 的 ， 如 果 表 中 的 每 个 整数 至 少 和 列表 中 前 一 项 一 样 大 ) 
6. 描述 一 个 算法 ， 以 二 个 整数 的 表 作 为 输入 ， 求 出 表 中 负 整 数 的 个 数 。 
7. 描述 一 个 算法 ， 以 n 个 整数 的 表 作为 输入 , 求 出 表 中 最 后 一 个 偶数 的 位 置 ， 或 者 如 果 表 中 没有 偶数 就 
返回 0。 
8. 描述 一 个 算法 ， 以 个 不 同 整数 的 表 作 为 输入 ,， 求 出 表 中 最 大 偶数 的 位 置 ， 或 者 如 果 表 中 没有 偶数 就 
返回 0。 
9. 回 文 (palindrome) 是 从 前 向 后 读 和 从 后 向 前 读 都 一 样 的 串 。 描 述 一 个 判定 n 个 字符 的 串 是 否 为 回 文 的 
算法 。 
10. 设计 计算 zx" 的 算法 ， 其 中 z 是 实数 ，n 是 整数 。[ 提 示 : 首先 给 出 一 个 n 为 非 负 整数 时 从 1 开始 不 断 
乘 以 二 来 计算 z* 的 过 程 。 然 后 扩展 这 一 过 程 利用 zx“ "=1/z" 的 事实 来 计算 当 为 负数 时 的 z"。] 
11. 描述 一 个 交换 变量 z 和 y 值 的 算法 ， 只 许 使 用 赋值 。 至 少 需要 多 少 个 赋值 语句 才能 完成 交换 ? 
12. 描述 一 个 只 使 用 赋值 语句 实现 用 三 元 组 (y，z，z) 来 代替 (z+，y，z) 的 算法 。 最 少 需 要 多 少 个 赋值 语句 ? 
13. 列 出 在 序列 1，3，4，5，6，8，9，11 中 搜索 9 的 所 有 步骤 ,使 用 的 算法 是 : 


a) 线 性 搜索 b) 二 分 搜索 
14. 给 定 练习 13 给 出 的 序列 ， 列 出 采用 线性 搜索 和 二 分 搜索 时 搜索 7 使 用 的 所 有 步骤 。 
15. 描述 一 个 算法 ， 把 整数 z 插入 到 按 递增 序 排列 的 整数 表 al，as，…，a, 中 合适 的 位 置 。 


16. 描述 一 个 求 自然 数 的 有 限 序 列 中 最 小 整数 的 算法 。 

17. 描述 一 个 算法 ,， 求 整数 的 有 限 列表 中 最 大 元 素 首次 出 现 的 位 置 ， 其 中 列表 中 的 整数 不 一 定 互 不 
相同 。 

18. 描述 一 个 算法 , 求 整数 的 有 限 列表 中 最 小 元 素 最 后 出 现 的 位 置 ， 其 中 列表 中 的 整数 不 一 定 互 不 
相同 。 

19. 描述 一 个 算法 ,计算 由 三 个 整数 构成 的 集合 的 最 大 值 、 中 间 值 、 平 均值 和 最 小 值 。( 整 数 集合 的 中 间 
值 是 把 这 些 整数 按 增 序 排列 时 中 间 元 素 的 值 。 整 数 集合 的 平均 值 是 这 些 整 数 之 和 除 以 整数 个 数 。) 

20. 描述 一 个 求 整数 的 有 限 序列 中 最 大 和 最 小 整数 的 算法 。 

21. 描述 一 个 算法 ， 把 任意 长 度 整 数 序列 的 头 三 项 排 成 递增 序 。 
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. 描述 一 个 算法 ， 求 英文 句子 中 最 长 的 单词 (这 里 句子 是 指 符号 的 序列 ， 符 号 可 以 是 一 个 字母 或 者 一 个 


空格 ， 句 子 可 以 被 分 隔 成 交替 的 单词 和 空格 ) 。 


. 描述 一 个 算法 ， 判 断 从 一 个 整数 的 有 限 集 合 到 另 一 个 整数 的 有 限 集合 的 一 个 函数 是 否 是 映 上 的 。 
.描述 一 个 算法 ， 判 断 从 一 个 有 限 集合 到 另 一 个 有 限 集合 的 一 个 函数 是 否 是 一 对 一 的 。 

,描述 一 个 算法 ， 逐 一 检查 位 串 中 每 位 是 否 为 1， 数 一 数 其 中 为 1 的 位 的 个 数 。 

. 改动 算法 3 使 得 二 分 搜索 过 程 在 算法 的 每 一 阶段 都 比较 zx 和 a。， 并 且 如 果 z=aw 则 算法 终止 。 算 法 


的 这 个 版 本 有 何 优越 之 处 ? 


. 三 分 搜索 算法 是 在 递增 序 整 数 表 中 通过 连续 地 把 表 分 成 大 小 相等 (或 尽 可 能 接近 相等 ) 的 三 个 子 表 ， 


并 将 搜索 限制 在 一 个 合适 的 子 表 中 的 方法 来 定位 一 个 元 素 。 描 述 这 一 算法 的 步骤 。 


. 描述 在 递增 序 整数 表 中 通过 连续 地 把 表 分 成 大 小 相等 (或 尽 可 能 接近 相等 ) 的 四 个 子 表 ， 并 将 搜索 限 


制 在 一 个 合适 的 子 表 中 的 方法 来 定位 一 个 元 素 的 算法 步骤 。 
在 一 个 元 素 列表 中 ， 同 一 个 元 素 可 能 出 现 多 次 。 这 样 一 个 列表 的 众 数 (mode) 是 一 个 其 出 现 次 数 不 少 
于 其 他 元 素 的 元 素 。 当 有 多 个 元 素 都 出 现 最 大 次 数 时 ， 一 个 列表 就 有 多 个 众 数 。 


. 设计 一 个 算法 ， 求 非 递减 序 整数 表 的 一 个 众 数 。 (一 列 整数 是 非 递 减 序 的 ， 如 果 列 表 中 的 每 个 整数 至 


少 和 列表 中 前 一 项 一 样 大 .) 


. 设计 一 个 算法 ， 求 非 递减 序 整数 表 的 所 有 众 数 (一 列 整数 是 非 递 减 序 的 ， 如 果 列 表 中 的 每 个 整数 至 少 


和 列表 中 前 一 项 一 样 大 ) 。 


. 设计 一 个 算法 ， 求 整数 序列 中 第 一 个 与 序列 中 排 在 它 前 面 的 某 项 相等 的 项 。 

. 设计 一 个 算法 ， 找 出 整数 有 限 序 列 中 所 有 那些 大 于 它 前 面 各 项 之 和 的 项 。 

. 设计 一 个 算法 ， 求 正 整数 序列 中 第 一 个 小 于 其 紧 挨 着 前 项 的 项 。 

， 用 冒 泡 排 序 来 排序 6, 2, 3, 1, 5, 4, 说 明 在 每 一 步 所 获得 的 表 。 

. 用 冒 泡 排序 来 排序 3，1，5，7，4， 说明 在 每 一 步 所 获得 的 表 。 

. 用 冒 泡 排 序 来 排序 4，f，k，m，a，6b， 说 明 在 每 一 步 所 获得 的 表 。 

. 改编 冒 泡 排序 算法 使 得 当 不 再 需要 交换 时 算法 停止 。 用 伪 代 码 描述 这 个 更 有 效 的 算法 版 本 。 
. 用 插入 排序 来 排序 练习 34 中 的 表 ， 说 明 在 每 一 步 所 获得 的 表 。 

. 用 插入 排序 来 排序 练习 35 中 的 表 ， 说 明 在 每 一 步 所 获得 的 表 。 

. 用 插入 排序 来 排序 练习 36 中 的 表 ， 说 明 在 每 一 步 所 获得 的 表 。 


选择 排序 (selection sort) 首 先 找 出 表 中 的 最 小 元 素 。 把 这 个 元 素 移 到 前 面 。 然 后 找 出 剩余 元 素 里 的 最 


小 元 素 并 且 把 它 放 到 第 二 个 位 置 。 重 复 这 个 过 程 ， 直 到 整个 表 都 已 经 排 好 序 为 止 。 


41. 


42. 
[5 43. 
44. 
45. 
46. 


用 选择 排序 来 排列 下 面 的 表 。 

a)3, 5, 4, 1, 2 b)5, 4, 3, 2, 1 

©)1, 2, 3, 4, 5 

用 伪 代 码 写 出 选择 排序 算法 。 

描述 一 个 基于 线性 搜索 的 算法 ， 确 定 在 已 经 排序 的 表 中 插入 一 个 新 元 素 的 正确 位 置 。 

描述 一 个 基于 二 分 搜索 的 算法 ， 确 定 在 已 经 排序 的 表 中 插 和 人 一 个 新 元 素 的 正确 位 置 。 

用 插入 排序 对 表 1，2，…，n 排序 需要 多 少 次 比较 ? 

用 插入 排序 对 表 n，n 一 1，…，2，1 排序 需要 多 少 次 比较 ? 

二 分 插入 排序 是 插入 排序 的 一 个 变 体 ， 使 用 二 分 搜索 技术 (参见 练习 44) 而 非 线 性 搜索 技术 ， 把 第 i 


个 元 素 插 入 到 已 经 排序 的 元 素 中 的 正确 位 置 。 


47. 
48. 
* 49. 
50. 


列 出 二 分 插入 排序 对 表 3，2，4，5，1，6 进行 排序 时 使 用 的 所 有 步 又。 

比较 插入 排序 和 二 分 插入 排序 对 表 7，4，3，8，1，5，4，2 进行 排序 时 所 用 的 比较 次 数 。 

用 伪 代 码 写 出 二 分 插入 排序 算法 。 

2) 设计 插入 排序 的 一 个 变 体 ， 用 线性 搜索 技术 把 第 j 个 元 素 插 入 正确 位 置 ， 即 首先 将 它 与 第 j 一 1 个 
元 素 比 较 ， 然后 如 有 必要 再 与 第 ;一 2 个 元 素 比 较 ， 依 次 进行 下 去 。 

b) 用 你 的 算法 来 排序 3，2，4，5，1，6。 

c) 用 这 个 算法 求解 练习 45 。 


S1. 
52. 


S3。 


54. 


55, 


56. 


S7. 


58. 
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d) 用 这 个 算法 求解 练习 46。 
当 一 个 元 素 列表 接近 于 正确 顺序 时 ， 采 用 插入 排序 或 者 练习 50 描述 的 变 体 ， 哪 一 种 更 好 ? 
采用 贪 焚 算 法 ， 用 25 美 分 、10 美 分 、5 美 分 和 1 美 分 硬币 找 出 下 列 零 钱 : 


a)87 美 分 b)49 美 分 
c)99 美 分 d)33 美 分 
采用 贪 禁 算法 ， 用 25 美 分 、10 美 分 、5 美 分 和 1 美 分 硬币 找 出 下 列 零 钱 : 
a)51 美 分 | b)69 美 分 
c)76 美 分 d)60 美 分 


采用 贪 禁 算法 ， 用 25 美 分 、10 美 分 和 工 美 分 (但 是 无 5 美 分 ) 硬 币 找 出 练习 52 中 的 各 种 零钱 。 对 于 
哪些 零钱 数 ， 贪 禁 算 法 使 用 尽 可 能 少 的 这 些 面值 的 硬币 ? 

采用 贪 禁 算 法 ， 用 25 美 分 、10 美 分 和 1 美 分 (但 是 无 5 美 分) 硬币 找 出 练习 53 中 的 各 种 零钱 。 对 于 
哪些 零钱 数 ， 贪 禁 算 法 使 用 尽 可 能 少 的 这 些 面值 的 硬币 ? 

证 明 如 果 有 面值 12 美 分 的 硬币 ， 则 用 25 美 分 、12 美 分 、10 美 分 、5 美 分 和 1 美 分 硬币 的 贪 梦 算法 ， 
不 一 定 总 是 用 最 少 的 硬币 数 找 零钱 。 

用 算法 7 从 一 组 候选 演讲 中 选择 以 便 在 报告 厅 安 排 尽 可 能 多 的 演讲 。 假 设 这 些 演 讲 的 开始 和 结束 时 
间 ( 均 为 上 午 ) 是 : 9:00 和 9:45; 9:30 和 10:00; 9:50 和 10:15; 10:00 和 10:30; 10:10 和 10:25; 
10:30 和 10:55; 10:15 和 10:45; 10:30 和 11:00; 10:45 和 11:30; 10:55 和 11:25; 11:00 和 11:15。 
证 明 在 解决 报告 厅 安 排 一 组 演讲 (如 例 7 所 示 ) 的 贪 禁 算法 中 ， 如 果 在 每 一 步 都 选择 一 个 与 其 他 演讲 
冲突 最 少 的 演讲 ， 则 不 一 定 产生 最 优 解 。 

a) 设 计 一 个 贪 禁 算法 ， 给 定 每 个 讲座 的 开始 时 间 和 结束 时 间 ， 确 定 容纳 个 讲座 所 需要 的 最 少 的 报 
告 厅 数目 。 

b) 证 明 你 的 算法 是 最 优 的 。 

假设 有 ;位 男士 mi ，ms，…，ms 和 s 位 女士 w!，w;，…，w,;。 我 们 希望 为 每 人 匹配 一 位 异性 。 再 
， 假 设 每 人 按 自 己 的 偏爱 程度 对 异性 进行 排序 ,不 允许 并 列 。 我 们 称 将 一 组 异性 结 为 夫妇 的 一 个 匹配 


是 稳定 的 (stable)， 如 果 不 能 找到 这 样 一 对 没有 匹配 的 男士 mx 和 女士 www， 使 得 m 谊 欢 w 胜 过 喜欢 他 被 指 
派 的 伴侣 ， 同 时 ww 喜欢 m 胜 过 喜欢 她 被 指派 的 伴侣 。 
60. 假设 有 三 位 男士 mi、ms 和 ms， 三 位 女士 ww 、zw 和 ws 。 再 者 ， 假 设 男士 对 三 位 女士 的 喜欢 程度 由 


配 


高 到 低 的 排序 是 : a : zs 、 由、ri ma WwW、Wwz、tWws; Ma ; ws、tWw3、w1; 而 女士 对 三 位 男士 的 
喜欢 程度 由 高 到 低 的 排序 是 ，mw my、mz、ma; up : mz、Mmi、Ms; wa : ms、Mmz、Mmi。 对 于 构成 
三 对 夫妇 的 所 有 六 种 可 能 的 每 一 种 情况 ， 判 断 该 匹配 是 否 是 稳定 的 。 

延迟 接受 算法 (deferred acceptance algorithm) 也 称 为 Gale-Shapley 算法 ， 可 以 用 来 构造 稳定 的 男女 匹 
。 在 这 个 算法 中 ， 一 种 性 别 的 人 是 求婚 者 ， 另 一 种 性 别 的 人 是 被 求婚 者 。 该 算法 使 用 了 一 系列 回合 ， 


在 每 个 回合 ， 前 一 轮 的 求婚 中 被 拒绝 的 求婚 者 向 他 (她 ) 最 喜欢 的 、 还 没有 拒绝 过 他 (她 ) 的 被 求婚 者 求婚 。 
被 求婚 者 会 拒绝 所 有 的 求婚 ， 除 了 在 这 轮 或 之 前 回合 中 来 求婚 的 所 有 求婚 者 中 排名 最 靠 前 的 那 位 之 外 。 
这 位 排名 最 前 的 求婚 者 的 求婚 维持 待定 ， 并 且 会 在 以 后 的 某 个 回合 中 被 拒绝 ， 如 果 在 那个 回合 中 有 一 位 
更 有 魅力 的 求婚 者 来 求婚 。 当 每 个 求婚 者 都 恰 有 一 个 待定 的 求婚 时 一 系列 回合 结束 ， 此 时 所 有 待定 的 求 
婚 都 被 接受 。 


61. 
62. 
* 63. 
64. 
65. 


66. 


用 伪 代 码 写 出 延迟 接受 算法 。 

证 明 延 迟 接受 算法 可 终止 。 

证 明 延 迟 接受 算法 终止 时 总 可 以 产生 一 个 稳定 的 匹配 。 

证 明 判 断 一 个 程序 在 给 定 一 个 输入 时 总 会 输出 数字 “1” 这 个 问题 是 不 可 解 的 。 

证 明 如 下 间 题 是 可 解 的 。 给 定 两 个 程序 以 及 它们 的 输入 ,并 且 已 知 其 中 恰 有 一 个 会 终止 判断 哪 一 
个 程序 会 终止 。 

证 明 判 定 一 个 特定 程序 给 定 特定 输入 时 是 否 会 停机 的 问题 是 可 解 的 。 
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3.2 函数 的 增长 
3.2.1 引言 

3. 1 市 我 们 讨论 了 算法 的 概念 。 介 绍 了 解决 各 种 问题 的 算法 ,包括 在 列表 中 搜索 元 素 和 
对 列表 进行 排序 。 在 3. 3 节 我 们 将 研究 这 些 算法 使 用 的 操作 步 数 。 特 别 是 ， 我 们 要 估计 线性 
搜索 和 二 分 搜索 算法 在 n 个 元 素 的 序列 中 搜索 元 素 时 所 要 用 的 比较 次 数 。 还 要 估计 冒 泡 排序 
和 插入 排序 对 n 个 元 素 的 列表 进行 排序 时 所 要 用 的 比较 次 数 。 解 决 一 个 问题 所 需 的 时 间 不 仅 
仅 取决 于 所 用 的 操作 步 数 。 这 个 时 间 还 取决 于 用 于 运行 实现 一 个 算法 的 程序 的 硬件 和 软件 。 
但 是 ， 当 我 们 更 改 用 于 实现 算法 的 硬件 和 软件 时 ， 可 以 通过 给 先前 估计 所 需 时 间 乘 以 一 个 常 
数 来 精确 地 估算 求解 规模 为 ”的 问题 所 需 的 时 间 。 例 如 ， 在 一 台 超 级 计算 机 上 求解 规模 为 ? 
的 问题 可 能 比 在 一 台 个 人 计算 机 上 快 100 万 倍 。 而 这 100 万 的 因子 并 不 取决 于 n( 也 许 会 有 一 
点 点 的 依赖 关系 )。 使 用 本 节 介 绍 的 大 O 记 号 (big-O natation) 有 一 个 好 处 ， 就 是 可 以 估计 一 个 
函数 的 增长 而 不 用 担心 常数 因子 或 低 阶 项 。 这 意味 着 使 用 大 O 记 号 不 用 担心 实现 算法 所 用 的 
硬件 和 软件 。 另 外 ， 使 用 大 O 记号 时 我 们 可 以 假设 算法 中 使 用 的 不 同 操作 都 花费 相等 的 时 
间 ， 这 大 大 简化 了 分 析 。 

大 OO 记号 广泛 用 于 估计 当 输 入 增长 时 一 个 算法 所 用 的 操作 的 数量 。 借 助 于 这 个 记号 ， 就 能 
够 判定 当 输 入 规模 增 大 时 用 一 个 特定 算法 来 求解 该 问题 是 否 实际 可 行 。 另外， 使 用 大 O 记号， 
可 以 比较 两 个 算法 以 判断 当 输 入 规模 增 大 时 哪个 算法 更 有 效 。 例如， 如 果 求 解 一 个 问题 我 们 有 
两 个 法 ， 一 个 使 用 1007 十 17n 十 4 步 运 算 ， 另 一 个 使 用 ww 步 运算 ， 那 么 大 O 记 号 可 以 帮助 我 
们 了 解 到 当 n 很 大 时 第 一 个 算法 所 使 用 的 运算 会 少 得 多 ， 即 使 对 于 小 的 n 值 ， 比 如 n==10,， 第 
一 个 算法 使 用 的 运算 会 比较 多 。 

本 节 介 绍 大 O 记 号 以 及 相关 的 大 2 和 大 8 记号 。 我 们 将 解释 如 何 进行 大 0O、 大 Q 和 大 @ 
估算 ， 并 给 出 在 算法 分 析 中 用 到 的 一 些 重要 函数 的 估算 。 


3.22 大曲 记 号 
函数 的 增长 通常 可 以 用 一 种 专门 的 记号 来 描述 。 定 义 1 描述 了 这 样 一 种 记号 。 
EE 今 f/ 和 gg 为 从 整数 集 或 实数 集 到 实数 集 的 函数 。 如 果 存 在 常数 C 和 上 使 得 只 要 当 
ZX>k 时 就 有 
[f(z)|< Clglz)| 
我 们 就 说 f(z) 是 Ol(g(x)) 的 。[ 这 个 可 以 读 作 “f(x) 是 大 Og(x) 的 ”。] 


评注 ”直觉 上 ，f(z) 是 Ol(g(x)) 的 定义 是 说 当 工 无 限 增长 时 f(x) 的 增长 慢 于 g(xz) 的 
某 个 固定 的 倍数 。 


大 O 记 号 定义 中 的 常数 C 和 & 称 为 A(Cz) 是 O(g(x)) 的 关系 的 凭证 (witness)。 为 了 建立 
站 f(z) 是 OC(g(z))， 我 们 只 需要 这 一 关系 的 一 对 凭证 。 即 要 证 明 f(x) 是 O(g(x)) 的 ， 我们 需要 

找 出 一 对 常数 C 和 有 &， 即 凭证 ， 使 得 只 要 当 zx>>k 时 就 有 |f(z) | 二 Clg(z)|。 
注意 当 有 F(z) 是 O(Cg(Cz)) 的 关系 的 一 对 凭证 时 ， 就 会 有 无 限 多 对 和 凭证。 要 明白 这 一 点 ， 
注意 如 果 C 和 是 一 对 和 凭 证， 那么 任意 一 对 C 和 (其 中 CC 和 <k') 也 是 一 对 凭证， 因为 

ww 和 只 要 当 zx 二 >k'>k 时 就 有 |f(z)| 寺 Clg(z) | 二 C'|g(z)|。 

大 O 记 号 的 历史 大 O 记 号 在 数学 中 已 经 使 用 了 一 个 多 世纪 了 。 在 计算 机 科学 中 则 广泛 用 于 
算法 分 析 ， 如 3. 3 节 将 会 看 到 的 。1892 年 德国 数学 家 保罗 。 巴 赫 曼 (Paul Bachmann) 在 一 本 重要 的 数 
论 书 中 首次 引入 大 0O 记 号。 大 0 符号 有 时 候 也 称 为 兰 道 符号 ， 因为 德国 数学 家 埃 德 蒙 兰 道 
(Edmund Landau) 在 他 的 著作 中 始终 使 用 这 个 记号 。 大 O 记 号 在 计算 机 科学 界 的 普遍 使 用 则 归功 
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于 高 德 纳 (Donald Knuth)， 他 还 引入 了 本 节 稍 后 要 定义 的 大 Q 和 大 @ 记号 。 

利用 大 O 记号 的 定义 ” 求 一 对 和 凭证 的 一 种 有 用 方法 是 先 选 择 & 的 值 使 得 当 xz 二 >k 时 容易 估 
计 |f(z) | 的 大 小 ， 再 看 看 能 否 用 这 个 估计 找 出 C 的 值 使 得 对 于 x 这 >k& 时 有 |f(z)| 二 Clg(z)|。 
这 个 方法 如 例 1 所 示 。 

例 1 证 明 f(x)==x’: 十 2z 十 1 是 OC(z’) 的 。 

解 ” 观 察 到 当 z>1 时 可 以 容易 估计 f(x) 的 大 小 ， 因 为 当 z>1 时 zx<x 且 1<z*。 所 以 当 ms 并 
Z 二 1 时 就 有 

0 之 Tz 十 2X 十 1 志 x 十 27? 十 zx? = 二 4x 

如 图 1 所 示 。 因 此 ， 可 以 取 C=4 和 & 一 1 作为 凭证 以 证 明 f(z) 是 O(xw)。 即 只 要 当 x 之 1 时 就 有 
f(z) 二 十 2 十 1<4x 。( 注 意 这 里 不 必用 绝对 值 ， 因 为 当 之 为 正 数 时 等 式 中 所 有 函数 都 是 正 的 .) 


4x21 jx2+2x+1 1 


虚线 表示 f(x)=x?+2x+1 
满足 /(x) < 4x? 的 那 部 分 图 形 


1 xXx2+2x+1<4x2,x>1 





t 2 
图 1 函数 忒 十 2zx 十 1 是 O(zx?) 


人 3 








保罗 “, 古 斯 塔 夫 . 海 因 里 斯 " 巴赫 曼 (Paul Gustav Heinrich Bachmann，1837 一 1920) 
是 路 德 教 牧师 的 儿子 ， 继承 了 他 父亲 虑 诚 的 生活 方式 和 对 音乐 的 热爱 。 尽 管 巴赫 曼 早 
期 的 数学 学 习 并 不 顺利 ， 但 他 的 一 位 老师 还 是 发 现 了 他 的 数学 才能 。 在 瑞士 从 肺结核 的 
病痛 中 康复 以 后 ， 巴 赫 曼 开始 研究 数学 ， 首 先 在 柏林 大 学 ， 随 后 又 到 哥 廷 根 大 学 ， 那 里 
他 听 了 著名 数论 家 狄 利克 雷 (Dirichlet) 的 课程 。1862 年 在 德国 数论 家 库 默 尔 (Kummer) 指 
导 下 他 获得 博士 学 位 ， 他 的 论文 是 关于 群 论 的 。 巴 赫 曼 先后 担任 布 来 斯 劳 (Breslau) 大 学 
和 明 斯 特 (Miinster) 大 学 的 教授 。 从 教授 位 置 退 体 后 ， 他 继续 数学 写作 、 弹 钢琴 并 且 为 
报纸 撰写 音乐 评论 。 巴 赫 曼 的 数学 论著 包括 五 卷 本 的 数论 结论 与 方法 综述 、 两 卷 本 的 初等 数论 、 一 本 关于 
无 理 数 的 书 和 一 本 关于 费 马 最 后 定理 的 著名 猜想 的 书 。 他 在 1892 年 的 书 《 解 析 数 论 》(Analytische 
Zahlentheorie) 中 引入 了 大 O 记 号 。 

埃 德 蒙 * 兰 道 (Edmund Landau，1877 一 1938) ”是 一 位 柏林 妇科 医生 的 儿子 ,在 
柏林 完成 高 中 和 大 学 教育 。1899 年 在 Frobenius 的 指导 下 他 获得 博士 学 位 。 兰 道 首先 
在 柏林 大 学 任教 ， 后 搬 到 哥 廷 根 大 学 ， 那 里 任 全 职 教授 直到 纳粹 迫使 他 停止 教学 。 兰 
道 对 数学 的 贡献 主要 在 解析 数论 领域 。 特 别 是 他 建立 了 关于 素数 分 布 的 一 些 重要 结 
论 。 他 撰写 了 三 卷 本 的 数论 评注 ， 以 及 关于 数论 和 数学 分 析 的 一 些 书籍 。 
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换 一 种 方式 ， 当 x 二 2 时 我 们 可 以 估计 f(z) 的 大 小 。 当 z>2 时 2x 志 zx? 且 1 之 x*。 于 是 ， 

如 果 zx 二 2， 就 有 
0 过 Tz 十 2z 十 1 声 十 x 十 x? 二 37 

所 以 C 王 3 和 &==2 也 是 f(x) 是 O(z) 关 系 的 凭证 。 

观察 在 “f(z) 是 O(x?)” 关 系 中 ，z? 可 以 被 函数 值 大 于 x? 的 任何 函数 蔡 代 。 例 如 ，f(zx) 是 
O(z)，F(z) 是 DO(z 十 2z 十 7)， 等 等 。 

另外 zz 是 OCz 十 2z 十 1) 也 成 立 ， 因 为 只 要 当 z>1 时 就 有 兆 二 x 十 2x 十 1。 这 意味 着 C=1 
和 k= 二 1 是 x 是 OCz 十 2x 十 1) 关 系 的 凭证 。 本 

注意 在 例 1 中 我 们 有 两 个 函数 ，f(x) 二 x’ 十 2z 十 1 和 g(z) 二 x*， 使 得 f(x) 是 OC(g(x)) 而 
且 g(z) 是 OC(f(z)) 一 一 后 一 事实 可 以 从 不 等 式 zx* 二 zx: 十 2x 十 1 得 到 ， 这 个 不 等 式 对 所 有 非 负 
实数 zx 都 成 立 。 我 们 把 满足 上 述 这 两 个 大 O 关系 的 两 个 函数 f(x) 和 g(z) 称 为 同 阶 的 (same 
order) 。 本 节 后 面 还 要 讨论 这 个 概念 。 

评注 f(x) 是 Ol(g(x)) 的 事实 有 时 写作 f(x) 二 Ol(g(x))。 不 过 这 一 写法 中 的 等 号 并 

不 代表 真正 的 相等 ， 而 是 告诉 我 们 对 于 这 些 函 数 定义 域 中 足够 大 的 数 而 言 ， 函 数 f 和 

8 的 值 之 间 有 不 等 式 成 立 。 然 而 ，jFCz)EO(Cs(z)) 这 样 的 写法 也 是 可 接受 的 ， 因 为 

OCS8(Cz)) 可 以 表示 那些 是 DO(g(Cz)) 函 数 的 集合 。 





高 德 纳 E. 克 努 特 (Donald E. Knuth，1938 年 生 ) 在 密尔沃基 (Mikwaukee) 长 大 。 
他 父亲 在 那里 的 路 德 高 中 教授 秒 记 ， 并 拥有 一 家 小 型 的 印刷 厂 。 高 德 纳 是 个 优秀 的 学 
生 ， 多 次 获得 学 业 成 就 奖 。 他 以 非 传 统 的 方式 运用 其 才智 ， 在 八 年 级 时 参加 拼 字 比赛 
只 用 “Ziegler's Giant Bar” 中 的 字母 组 合 拼 出 4500 个 单词 而 赢得 比赛 。 这 为 他 的 母校 赢 
得 一 台电 视 机 ， 并 为 班 上 每 位 同学 赢得 一 根 棒 棒 糖 。 

高 德 纳 在 Case Institute of Technology( 开 思 理 工学 院 ) 选 择 专业 时 做 出 了 艰难 的 抉 
2 “ 择 : 放弃 音乐 而 主 修 物 理 。 然 后 他 又 从 物理 转 为 数学 ， 并 在 1960 年 获 学 士 学 位 ， 同 
时 由 于 教师 们 认可 他 的 杰出 成 果 ， 以 特别 奖 的 形式 授予 他 硕士 学 位 。 在 开 思 ， 他 管理 篮球 队 ， 并 用 他 的 
才能 发 明了 一 个 估价 每 位 球员 价值 的 公式 。 这 一 新 奇 的 方法 被 (新 闻 周 刊 》(Newsweek) 和 CBS 电视 网 的 
Walter Cronkite 报道 。 从 1960 年 开始 ， 高 德 纳 在 加 州 理工 学 院 做 研究 生 ， 并 于 1963 年 获 博士 学 位 。 在 
这 期 间 他 还 担任 顾问 ， 为 不 同 的 计算 机 写 编 译 程序 。 

1963 年 高 德 纳 加 入 了 加 州 理 工学 院 的 教师 队伍 ， 一 直到 1968 年 他 担任 斯 坦 福 大 学 全 职 教授 。 他 在 
1992 年 作为 荣誉 教授 退休 以 便 集 中 精力 写作 。 他 特别 感 兴趣 的 是 为 他 的 《计算 机 程序 设计 艺术 》(The Art 
of Computer Programming) 从 书 更 新 旧 卷 并 完成 新 卷 撰写 ， 该 丛书 是 1962 年 他 还 是 研究 生 时 关注 编译 程 
序 而 开始 写作 的 ， 至 今 已 对 计算 机 科学 的 发 展 产 生 了 意义 深远 的 影响 。 在 行 话 中 ,“ 高 德 纳 ” 就 是 指 《 计 算 
机 程序 设计 艺术 》， 也 就 意味 着 诸如 数据 结构 和 算法 这 一 类 问题 的 参考 答案 。 

高 德 纳 是 现代 计算 复杂 度 研 究 的 奠基 人 。 他 对 编译 程序 做 出 了 奠基 性 的 贡献 。 对 数学 印刷 的 不 满 激 
发 他 发 明了 现在 广泛 使 用 的 TeX 和 Metafont 系统 。TeX 已 经 成 为 计算 机 排 印 的 一 个 标准 语言 。 高 德 纳 的 
众多 奖项 中 的 两 项 是 1974 年 的 图 灵 奖 和 卡特 总 统 授 给 他 的 1979 年 国家 技术 奖 。 

高 德 纳 为 计算 机 科学 和 数学 领域 的 众多 专业 期 刊 撰 写 文章 。 不 过 他 的 头 一 篇 作品 是 1957 年 还 是 一 年 
级 新 生 时 写 的 ,“ 度 量 衡 的 Potrzebie 系统 ”(The Potrzebie Systems ofWeights and Measures) ， 是 一 个 对 计 
量 系统 的 模仿 小 品 。 该 文 发 表 在 (MAD 杂志 》， 并 多 次 重印 。 他 与 父亲 一 样 是 一 位 教堂 管风琴 手 。 他 还 为 
管风琴 作曲 。 高 德 纳 相 信和 编写 计算 机 程序 也 可 以 有 审美 体验 ， 就 像 写 诗 或 作曲 一 样 。 

对 第 一 个 发 现 他 书 中 的 每 一 处 错误 的 人 ， 高 德 纳 会 支付 2. 56 美元 ， 对 每 个 有 意义 的 建议 ， 他 会 支付 0. 32 
美元 。 如 果 你 寄 给 他 一 封 信 指 出 一 个 错误 (你 只 能 寄 普 通信 件 ， 因 为 他 已 放弃 阅读 电子 邮件 )， 他 最 终 会 通知 
你 ， 你 是 否 是 第 一 个 告诉 他 这 一 错误 的 人 。 需 要 长 久 的 耐心 等 待 ， 因 为 他 收 到 的 邮件 太 多 。( 作 者 寄 给 高 德 纳 
一 封 报告 错误 的 信 ， 几 年 以 后 才 收 到 回信 ， 告 知 我 的 报告 比 首先 报告 这 一 错误 的 信 晚 到 了 好 几 个 月 。) 

Potrzebie 一 词 是 波兰 语意 为 “需要 ”。 这 里 高 德 纳 将 MAD 杂志 第 26 卷 的 厚度 定义 为 一 个 Potrzebie 基本 单 
位 ， 它 等 于 2. 263 348 517 438 173 216 473 毫米 ， 并 以 此 开发 一 套 度量 衡 系 统 。 一 一 译 者 注 








当 f(z) 是 Ol(g(z)) 的 ， 并 且 对 于 足够 大 的 x 有 函数 h(z) 的 绝对 值 大 于 8&Cz)， 则 有 f(z) 
是 OCRCz)) 的 。 换 言 之 ,在 f(x) 是 O(g(x)) 的 这 一 关系 中 的 函数 g(x) 可 以 蔡 换 为 具有 更 大 绝 
对 值 的 函数 。 要 看 清 这 一 点 ， 注 意 如 果 
|f(z)| 过 Clg(zx)| 如 果 工 之 太 
并 且 如 果 对 所 有 zx 二 zk 有 |h(Cz) | 二 |g(zx)|， 那 么 
|f(z)| 志 Clh(xz)| 如果 工 二 有 
” 故 ，f(z) 是 OCh(z)) 的 。 
当 使 用 大 O 记号 时 ， 在 f(z) 是 Ol(g(x)) 这 一 关系 中 函数 g 的 选择 应 该 尽 可 能 的 小 。( 有 时 
可 以 从 一 个 参考 函数 集合 中 选取 ,例如 形 为 zx” 的 函数 集 ， 其 中 为 正 整数 .) 
在 随后 的 讨论 中 ， 我 们 几乎 总 是 涉及 只 有 正 值 的 函数 。 在 用 大 O 对 这 样 的 函数 做 估算 时 可 
以 不 必 涉 及 绝对 值 。 图 2 说 明 f(x) 是 OC(g(x)) 的 关系 。 
Cg(x) 







,f(x) 
pd 


虚线 表示 f(x) 满足 
g(x) f(x) < Cg Co 的 那 部 分 图 像 


f(x) < Cg(x), Xx>k 





图 2 函数 f(x) 是 OC(g(zx)) 


例 2 说明 如 何 用 大 O 记 号 来 估计 函数 的 增长 。 

例 2 证 明 7z? 是 OCz’) 的 。 

解 ” 注 意 当 zx>>7 时 ， 有 7zx: 二 x’。( 可 以 在 x 之 7 两 边 乘 以 x* 得 出 这 个 不 等 式 。) 因 此 ， 可 
以 取 C=1 和 & 一 7 做 凭证 以 证 明 7zx? 是 O(x’) 这 一 关系 。 也 可 以 换 一 种 方法 ， 当 zx 二 1 时 ， 有 
7z 二 7z;， 于 是 C=7 和 有 一 1 也 可 以 作为 7z 是 OC(z’) 这 一 关系 的 凭证 q 

例 3 说 明 如 何 证 明 大 O 关 系 并 不 成 立 。 

例 3 证 明 xw 不 是 O(n) 的。 

解 ” 要 证 明 n 不 是 O(n) 的 ， 必 须 证 明 并 不 存在 凭证 C 和 & 使 得 当 n 二 时 有 nw 三 Cn。 我 
们 用 矛盾 证 明 法 来 证 明之 。 

假设 存在 常数 C 和 有 使 得 当 ? 之 时 有 好 和 受 Cz。 观 察 当 zx 盖 0 时 ， 可 以 在 不 等 式 w 二 Cn 两 
边 同 时 除 以 n 而 得 到 新 的 不 等 式 n 达 C。 可 是 ,无论 C 和 & 取 何 值 ， 不 等 式 nC 并 不 能 对 所 有 
n 之 k 的 n 者 成立。 特别 是 ， 一旦 设 定 值 后 ， 可 以 得 出 即使 在 nn 二 时， 当 n 大 于 和 C 的 最 
大 值 时 ，n 二 C 不 能 成 立 。 这 个 矛盾 证 明了 x 不 是 O(n) 的 。 S| 

例 4 例 2 证 明了 7z 是 OC(x3) 的 。z? 也 是 O(7xz?) 的 吗 ? 

解 ” 要 判定 x? 是 否 是 9(07z) 的 ， 需 要 判断 是 否 存在 凭证 C 和 &， 使 得 当 工 之 & 时 有 
zs<C(C7z:) 。 我 们 用 矛盾 证 明 法 来 证 明 不 存在 这 样 的 凭证 。 

如 果 C 和 是 凭证 ， 则 不 等 式 xz’ 三 C(7z) 对 于 所 有 zx 二 成 立 。 观 察 不 等 式 x 志 C(7z* ) 等 价 
于 不 等 式 x 二 7C， 这 由 两 边 除 以 一 个 正 的 数量 x 而 得 到 的 。 可 是 ,无论 C 怎么 取 值 ， 无 论 & 是 
什么 ，zx 二 7C 不 会 对 所 有 zx 二 都 成 立 ， 因 为 z 可 以 任意 大 。 于 是 z 不 是 OC7z ) 的 。 4 


3.2.3 一 些 重要 函数 的 大 O 估算 
通常 用 多 项 式 来 估计 函数 的 增长 。 与 其 每 当 多 项 式 出 现时 都 要 分 析 其 增长 ， 不 如 找 一 个 总 


0 


是 可 以 估计 多 项 式 增 长 的 结论 。 定 理 1 就 给 出 这 种 结论 。 它 通过 断言 n 次 及 低 次 多 项 式 是 
Olz") 的 ， 从 而 证 明 多 项 式 的 首 项 支配 着 其 增长 。 
邻 (YX) 二 4x 十 Gi 谍 十 … 十 十 Qo 其 下 a a Care 0 沪 实 敦 。' 屠 
么 f(X) 是 Ol(x") 的 。 
证 用 三 角 不 等 式 ( 参 见 1. 8 节 练 习 7)， 如 果 z>1， 就 有 
[f(z)|= |azr' 十 az 十 十 az 二 ao| 
< [ae | ce E20 十 … 十 |ax lx 二 |ao | 
一 妇 (|a,| 十 |a |/z 十 …… 十 |m|/zrm 十 |ao |/z") 
送 冯 Claal 十 [a | 十 … 十 | a | 十 |a 1) 
这 说 明 只 要 当 zx 二 1 时 就 有 
[fC2) | Cr" 
其 中 C=|a, | 十 |asi| 十 … 十 |ao|。 故 ,凭证 C= |a, | 十 |awi | 十 … 十 |a | 和 = 二 1 可 以 证 明 
f(z) 是 Olz") 的 。 4 
现在 举 几 个 与 定义 域 为 正 整数 集 的 函数 有 关 的 例子 。 
例 5 怎样 用 大 OO 记号 估计 前 个 正 整 数 之 和 ? 
解 ” 由 于 前 个 正 整 数 之 和 中 的 每 个 整数 都 不 超过 n， 所 以 
1 十 2 十 下 十 n 志 十 Nn 十 十 NN 二 半 
由 此 不 等 式 可 知 1 十 2 十 3 十 … 十 wn 是 Ol(w)， 取 C=1 和 上 二 1 作为 凭证 即 可 。( 本 例 中 大 O 关系 


中 的 函数 定义 域 为 正 整数 集合 。) 4 
在 例 6 中 用 大 O 估 计 阶 乘 函数 及 其 对 数 函 数 。 这 些 估计 对 分 析 排 序 过 程 中 使 用 的 步 数 有 重 
要 作用 。 . 


例 6 给 出 阶乘 函数 和 阶乘 函数 的 对 数 函 数 的 大 O 估计， 其 中 阶乘 函数 jz 一 2! 的 定义 
为 : 只 要 当 n 是正 整 数 时 ， 
nl=1.2. en 
而 0! 二 1。 例如， 
ll=1, 21=1.2=2, 81=1.2.3=6, 4!=1.2.63.4=24 
注意 函数 n! 增长 非常 迅速 。 例 如 
201 = 2 432 902 008 176 640 000 
解 ” 注 意 乘积 中 的 每 一 项 都 不 超过 n 就 能 得 到 n1 的 大 OO 估计 。 故 ， 
0 和 二 洛 你 同 避 aas 十 六 
nenene en 
es n” 
这 一 不 等 式 说 明 al 是 OC) 的， 取 C=1 和 k=1 作为 凭证 即 可 。 对 用 于 估计 al 的 不 等 式 两 边 
同时 取 对 数 ， 可 得 
log n! < log n" = nlog n。 
这 蕴涵 着 log n! 是 O(nlog n) 的 ， 同样 取 C=1 和 二 1 作为 凭证 即 可 。 4 
例 7 在 4.1 节 我 们 要 证 明 对 于 任 一 正 整数 n 有 nn 二 2”"。 试 证 明 该 不 等 式 蕴涵 nn 是 O(2") 
的 ， 并 且 用 这 个 不 等 式 来 证 明 log n 是 O(nw) 的 。 
解 ” 利 用 不 等 式 wz<2"， 可 以 取 & 一 C=1 作为 凭证 ， 很 容易 得 出 nn 是 OC(2") 的 结论 。 注 意 
对 数 函 数 是 递增 函数 ， 只 要 在 这 一 不 等 式 两 边 取 (以 2 为 底 ) 对 数 ， 可 得 
logn=n 
于 是 可 得 
logn 是 Oln) 的 
( 仍 取 = 二 C= 二 1 作为 凭证 。) 


算法 
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如 果 取 以 5 为 底 取 对 数 ， 这 里 5 不 等 于 2， 我 们 同样 有 logsn 是 O(n) 的 ， 因为 

logn -nn 

logb logb 

只 要 ?是 一 个 正 整数 。 可 以 取 C= 二 1/log b 和 二 1 作为 凭证 。( 这 里 用 了 附录 二 定理 3 的 结论 
logsn=log n/log 0。) 4 


正如 前 面 提 到 的 ， 大 O 符 号 可 以 用 来 估计 用 一 个 特定 的 计算 机 过 程 或 算法 解 题 时 所 需要 的 
操作 步 数 。 用 于 估计 的 常用 函数 包括 : 


logsn = 


1,log n,n,nlog n,n ,2”,n! 
用 微 积分 可 以 证 明 列 表 中 的 每 个 函数 都 小 于 随后 的 函数 ， 这 里 小 于 的 含义 是 指 一 个 函数 与 随后 
的 函数 的 比值 在 n 无 限 增 长 时 趋向 于 0。 图 3 展示 了 这 些 函 数 的 图 像 ， 图 中 函数 值 的 每 个 刻度 
都 是 前 面 刻 度 的 两 倍 。 即 这 个 图 中 的 纵 坐 标 是 对 数 坐 标 。 


nl! 


4096 
2048 
1024 
512 2 
256 
128 
64 中 
32 
16 nlogn 
8 n 
4 pe logn 
2 
1 1 
2 3 4 $ 6 2 8 


图 3 大 OO 估计 中 常用 函数 的 增长 图 


涉及 对 数 、 窜 、 指 数 函 数 的 大 OQ 估计 我 们 现在 给 出 一 些 有 用 的 事实 ， 当 函数 是 对 数 函 数 
的 宕 、 寡 函数 或 形 如 "(这 里 5 记 1) 的 指数 函数 时 ， 可 以 帮助 我 们 判定 这 样 一 对 函数 之 间 的 大 O 
关系 是 否 成 立 。 其 证 明 留 作 练 习 57 一 60 由 具有 微 积 分 知识 的 读者 来 完成 。 

定理 1 证 明了 如 果 f(x) 是 4 次 多 项 式 ， 则 f(n) 是 O(n*) 的 。 应 用 这 个 定理 ,我 们 可 以 看 
到 如 果 d 二 c 二 1， 则 nr* 是 Olm) 的 。 我 们 留 给 读者 来 证 明 其 逆 关 系 不 成 立 。 把 这 些 事 实 合 在 一 
起 ,我 们 可 以 看 到 如 果 4 二 c 二 1， 则 

n 是 Olm*) 的 ， 但 是 mn? 不 是 Oln) 的 
在 例 7 中 我 们 证 明了 当 65>1 时 logsn 是 O(Cz) 的 。 更 一 般 性 地 ， 当 2>>1 且 c 和 da 为 正 数 时 ， 我 
们 有 

(logsz) 是 Oln") 的 ， 但 是 mn 不 是 Ol((logsn)“) 的 
这 告诉 我 们 当 6 二 1 时 以 5 为 底 n 的 对 数 的 正 数 短 次 是 大 O(n 的 正 数 客 次 )， 但 反之 则 一 定 不 
成 立 。 
例 7 中 我 们 还 证 明了 nn 是 OC(2") 的 。 更 一 般 性 地 ， 当 4 是 正 数 且 5 二 1 时 我 们 有 
nn 是 Ol(5") 的 ， 但 是 "不 是 OCn*) 的 


这 告诉 我 们 n 的 每 个 适 次 是 大 O 底数 大 于 1 的 ?次 指数 函数 ， 反 之 则 不 然 。 再 者 ， 当 c 二 5b 二 1 
时 我 们 有 
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多 是 O(Cc) 的 ， 但 是 c" 不 是 OC(B") 的 
这 告诉 我 们 如 果 两 个 指数 函数 的 不 同 底数 均 大 于 1， 则 一 个 函数 是 大 O 另 一 个 函数 当 且 仅 当 它 
的 底数 小 于 等 于 另 一 个 函数 的 底数 。 


3.2.4 函数 组 合 的 增长 

许多 算法 都 由 两 个 或 多 个 独立 的 子 过 程 组 成 。 计 算 机 使 用 这 样 的 算法 来 求解 一 定 输入 规模 
的 问题 时 所 需要 的 步 数 是 这 些 过 程 所 使 用 的 步 数 之 和 。 要 用 大 O 估计 所 需要 的 步 数 ， 就 需要 找 
出 每 个 子 过 程 所 用 步 数 的 大 O 估计 ， 然 后 再 把 这 些 估计 组 合 起 来 。 

只 要 在 组 合 不 同 的 大 O 估计 时 细心 一 点 ， 就 能 给 出 函数 组 合 的 大 O 估计 。 特 别 是 ， 通 常 
需要 估计 两 个 函数 之 和 与 之 积 的 增长 。 如 果 已 知 两 个 函数 各 自 的 大 O 估 计 ， 那 么 能 得 到 什么 结 
论 呢 ? 假定 f(z) 是 OC(g1(7x)) 的 而 f,(z) 是 OC(g; (xz)) 的 ， 我们 来 看 看 两 个 函数 之 和 与 之 积 会 
有 什么 样 的 估计 。 

由 大 O 记 号 的 定义 可 知 ， 存在 常数 人 < C:、 ki 和 k; 使 得 当 Zh 时 有 

| 次 人 | 过硬 | gi (Cz) | 
而 当 zx 二 k, 时 有 
| f(z) | 过 C; | gz (Zz) | 
要 估计 fi (zx) 与 户 (z) 之 和 ， 请 注意 
[fi+t+ f(z)|= | f(z2)++ f(z2)| 
过 | 有 (z)| 十 |fi(z)| 利用 三 角 不 等 式 |a 二 6b| 过 |al| 十 16| 
当 工 同时 大 于 和 时， 从 |fi(z)| 和 |f;(z) | 的 不 等 式 可 得 : 
| f(z) | 二 | f(z) | 过 CG | gCz) | 十 C | gz (zx) | 
委 C|g(Cz)| 十 Co |g(Cz) | 
= (Ci 二 C)|g(z)| 
= Clg(z) | 
其 中 C=C 十 Cs 且 g(xz) 二 max(|g1(z)|，|g: (zx)|)。[ 这 里 max(a,， 56) 表示 a 和 2 的 最 大 值 ， 
即 a 和 2 较 大 的 一 个 。] 

这 一 不 等 式 表明 | (有 十 f;) (zr) 二 Clg(z) | 在 zx 二 >k 时 成 立 ， 其 中 = 二 max(k!，k,)。 我 们 把 
这 一 有 用 的 结果 表述 为 定理 2。 

假定 有 i(Zz) 是 OCg1(z)) 的 ，fs(ZX) 是 Ol(gz(X)) 的 ， 那么 (所 十 f2)(X) 是 

OC(max(|gi(z)|,|gs(z)|)) 的 。 
我 们 经 常会 用 同一 个 函数 g 来 给 出 f1 和 fs 的 大 〇 估计 。 在 此 情况 下 ， 因 为 max(gi (zx)， 
eg (z)) 一 g&E(z)， 利 用 定理 2 可 证 明 ( 户 十 户 )(z) 也 是 OCg(Cz)) 的 。 这 一 结论 可 表述 为 推论 1。 
假定 f(z) 和 f(z) 都 是 Olg(Xx)) 的 ， 那 么 (用 十 f2)(z) 也 是 Ol(g(X)) 的 。 
用 类 似 的 方法 可 以 推导 出 有 和 fi 乘积 的 大 OO 估计 。 当 之 大 于 max(k;，k) 时 ， 可 得 出 
[Cfif2) Cz)|= | fz) | | fC2)| 
<O | gi Cz) [|G | gz Cz) | 
OC | (gi182) (ZX) | 
<C|(gg)(z) | 
其 中 C= CiC;。 从 这 一 不 等 式 可 知 及 (xz) f(x) 是 Ol(gig;) 的 ， 因 为 存在 常数 C 和 有 ， 即 
C= 二 CC 和 二 max(k1，ks)， 所 以 只 要 当 z 之 时 就 有 | (if) (zx) | 过 Clgi(z)gs(x)|。 这 一 结 
果 可 表述 为 定理 3。 

假定 广 (z) 是 O(gi(Cz)) 的 ， 户 Cz) 是 OCsgs(Cz)) 的 。 那 么 ( 户 户 )(z) 是 OC8gi(Cz) 
gz( 工 ) ) 的 。 

用 大 O 记 号 来 估计 函数 的 目的 是 选 一 个 相对 增长 较 慢 且 尽 可 能 简单 的 函数 g(xz)， 使 得 


算 法 183 


f(z) 是 Ol(g(z)) 的 。 例 8 和 例 9 说 明了 怎样 利用 定理 2 和 定理 3 来 实现 这 一 目标 。 这 些 例 子 中 
的 这 类 分 析 常 用 于 分 析 用 计算 机 程序 解 题 时 所 需 的 时 间 。 

例 8 试 给 出 f(n)= 二 3n log(n1) 十 (x 十 3)log nn 的 大 OO 估计， 其 中 是 一 个 正 整 数 。 

解 ” 首先 估计 乘积 3n logC(n!1)。 从 例 6 知道 log(n1) 是 O(n log nn) 的 。 由 这 一 估计 及 3n 是 
O(n) 的 事实 ， 定 理 3 给 出 的 估计 为 3nlog(n!) 是 Ol(r?log 0) 的 。 

下 一 步 估计 乘积 (好 十 3)log n。 因 为 当 n 二 2 时 (x 十 3) 二 2n 成立 ， 则 有 到 十 3 是 OC) 的 。 
因此 ， 由 定理 3 可 知 (w 十 3)log n 是 O(log n) 的 。 用 定理 2 把 两 个 乘积 的 大 O 估计 组 合 起 来 
得 f(n)= 二 3n log《n1) 十 (ww 十 3)log n 是 Olrlog n) 的 。 本 

例 9 试 给 出 f(x) 二 (zx 十 1)log(z 十 1) 十 3x? 的 大 OO 估计 。 

解 首先 找 (z 十 1)log( 关 十 1) 的 大 O 〇 估计 。 注 意 C(z 十 1) 是 OCz)。 另 外 当 z 之 1 时 
Zz 十 1 二 2zx:。 于 是 ， 如 果 z 之 2， 有 

log(z: 十 1) < log(2z’) = log 2+ log x’ = log2+ 2log x3log x 
这 说 明了 log(x* 十 1) 是 O(log z) 的 。 

从 定理 3 可知 (zx 十 1)log(zx 十 1) 是 Ol(z log zx) 的 。 由 于 3zx? 是 OClx’) 的 ， 所 以 定理 2 说明 

f(z) 是 Ol(max(xz log zx， Xx)) 的 。 当 x1 时， 由 于 x log x 二 x*， 所 以 有 f(z) 是 Ol(zx:) 的 。 可 


3.2.5 大 只 与 大 @ 记号 

大 O 记 号 广泛 用 于 描述 函数 的 增长 ， 但 它 也 有 局 限 性 。 特 别 是 ， 当 f(z) 是 Ol(g(z)) 时 ， 
我 们 只 有 用 g(z) 来 估计 对 于 大 工 值 的 FCz) 大 小 的 一 个 上 限 。 可 是 ， 大 O 记 号 不 能 提供 对 大 
值 的 jz) 之 大 小 的 一 个 下 限 。 为 此 ， 我 们 使 用 大 只 记号 。 当 希望 给 出 函数 f(z) 的 相对 于 参照 
函数 gsCz) 的 上 限 和 下 限时 ， 我 们 使 用 大 @ 符号 。 大 Q 和 大 @ 符号 都 是 由 高 德 纳 在 1970 年 引入 
的 。 他 引入 这 两 个 符号 的 动机 是 纠正 人 们 需要 用 到 函数 的 上 限 和 下 限时 对 大 O 符 号 的 误 用 。 

现在 定义 大 Q 符号 并 解释 其 用 法 。 然 后 ， 再 定义 大 9 并 解释 其 用 法 。 

令 f 和 g 为 从 整数 集合 或 实数 集合 到 实数 集合 的 函数 。 如 果 存 在 正常 数 C 和 使 
得 当 zx 二 >k 时 有 

[f(z) | Clg(z)| 

我 们 说 f(zX) 是 Q(g(x)) 的 [这 个 读 作 “f(X) 是 大 Qg(x) 的 ”。] 

在 大 O 和 大 2 记号 之 间 有 很 强 的 关联 。 特别 是 f(x) 是 Q(g(zx)) 的 当 且 仅 当 g(x) 是 
O(f(z)) 的 。 这 一 事实 的 证 明 作为 练习 留 给 读者 。 

例 10 函数 f(x) 二 8z 十 5x 十 7 是 Qlg(x)) 的 ， 其 中 g(z) 是 函数 g(x) 二 x 。 由 于 f(z) 二 
8z’ 十 5z* 十 7 宇 8z’ 对 所 有 正 实数 都 成 立 ， 所 以 上 述说 法 容易 证 明 。 这 等 价 于 g(xz) 二 x 是 
O(8z: 十 5z 十 7) 的 ， 而 这 只 需 把 不 等 式 颠 倒 过 来 写 就 可 以 直接 得 到 这 一 结论 。 4 

通常 ， 重 要 的 是 需要 知道 用 诸如 zx"( 其 中 是 正 整 数 ) 或 (其 中 c 二 1) 这 样 一 个 相对 简单 的 
参照 函数 来 描述 一 个 函数 增长 的 阶 。 要 想 知道 函数 增长 的 阶 ， 就 需要 了 解 该 函数 大 小 的 上 界 和 
下 界 。 即 给 定 一 个 函数 f(x)， 我 们 需要 一 个 参照 函数 g(xz) 使 得 f(x) 是 Ol(g(z)) 的 且 f(z) 是 
Qlg(zx)) 的 。 下 面 定义 的 大 8 记号 就 是 用 来 表达 这 两 个 关系 ， 提 供 函 数 大 小 的 一 个 上 界 和 一 个 


令 f 和 g 为 从 整数 集合 或 实数 集合 到 实数 集合 的 函数 。 如 果 f(X) 是 (g(xX)) 的 
且 f(xX) 是 Ql(g(ZXz)) 的 ， 我们 就 说 f(x) 是 Ql(g(X)) 的 。 当 f(xX) 是 Bl(g(X)) 时 就 说 f(X) 是 大 西 
塔 g(Cz) 的 ， 即 f(zX) 是 g(x) 阶 的 ， 或 f(zX) 和 g(x) 是 同 阶 的 。 

当 f(x) 是 Bl(g(x)) 的 ， 同 样 会 有 g(Cz) 也 是 8(f(zx)) 的 。 注 意 F(Cz) 是 BCsg(Cz)) 当 上 且 仅 当 
f(z) 是 OClg(xz)) 的 ，g(z) 是 OCf(z)) 的 ( 见 练习 31) 。 再 者 ， 注 意 f(x) 是 BC(g(x)) 的 当 且 仅 当 
存在 实数 C! 和 C; 以 及 一 个 正 实 数 & 使 得 当 z 之 & 时 有 

Clglz)|< |f(z)|< GC |glz)| 
常量 C, 、C, 及 上 的 存在 分 别 告诉 我 们 f(z) 是 QC(g(z)) 的 和 f(z) 是 Olg(z)) 的 。 





1 


通常 ， 当 采用 大 8 记号 时 ，@(g(x)) 中 的 函数 g(z) 是 一 个 相对 简单 的 参照 函数 ， 诸 如 zx"、 
中 、log 工 等 ， 而 f(x) 则 相对 复杂 。 
例 11 (在 例 5 中) 已 证 明 前 % 个 正 整 数 的 和 式 是 Ol(n)。 试 问 这 个 和 式 是 mw 阶 的 吗 ? 
| 解 令 f(n) 二 1 十 2 十 3 十 … 十 xn。 由 于 已 知 f(z) 是 OC) 的 ,为 证 明 f《nw) 是 ww 阶 的 ， 只 需 
找到 正 整数 C 使 得 对 足够 大 的 n 有 Co) 二 Cz2 。 为 获得 这 一 和 式 的 下 界 ， 可 以 忽略 这 些 项 中 的 
前 一 半 。 只 把 大 于 [ n/2 | 的 项 加 起 来 ， 得 | 
222 (211) 
宇 [n/2 1 十 [n/2 1 十 … 十 [n/21 
= Cn—[n/21|+1)Tn/21 
宇 (n/2) (nf/2) 
= n /4。 
这 说 明 f(n) 是 QCw) 的 。 我 们 得 出 结论 f( 功 是 ww 阶 的 ， 或 用 符号 来 写 就 是 f() 是 BCw ) 的 。 
本 
例 12 证 明 3z 十 szlogz 是 @( 巡 )。 
sa 解 ”因为 0 秋 8zlogz 迄 8z， 所 以 对 zx>1 有 3 巡 十 8zlogz 和 11z。 因 此 ，3 刀 十 8zlogz 是 
Olz’:) 的 。 显 然 ，x? 是 0(3 妇 十 8zlogz) 的 。 因 此 ，3 袜 十 8zlogz 是 B(xz’) 的 。 本 
一 个 有 用 的 事实 是 多 项 式 的 首 项 决定 其 阶 。 例 如 ， 如 果 f(z) 二 3z’ 十 x' 十 17zx* 十 2， 那么 
f(z) 是 x 阶 的 。 这 一 事实 表述 为 定理 4， 其 证 明 留 作 练习 50。 
念 .Fi 一 022 十 ai 十 们 十 0 十 ww， 其 中 away an 为 实数 且 a, 天 0。 
则 f(zX) 是 x” 阶 的 。 
例 13 多 项 式 3zx 十 10z 十 221x* 十 1444，zx"， 一 18xt 一 10 112 和 一 zx” 十 40 001zx” 十 100 003z 
分 别 是 zx*、zx”" 和 x” 阶 的 。 本 
不 幸 的 是 ， 正 如 高 德 纳 观察 到 的 那样 ， 大 O 记 号 常 被 粗心 的 作者 和 演讲 者 误 以 为 其 含义 与 
大 @ 相同 。 当 你 见 到 使 用 大 O 记 号 时 就 要 保持 警惕 。 近 来 的 趋势 是 当 需 要 一 个 函数 大 小 的 上 
界 和 下 界 时 就 采用 大 @ 记号 。 


练习 
在 练习 1~14 中 ， 要 建立 大 OO 关系， 找 出 凭证 C 和 使 得 当 x>>k 时 有 |f(zx)|<<Clg(z)|。 
1. 判断 下 列 各 函数 是 否 为 O(z) 的 。 


a) f(z)=10 b) f(z)=3z+7 
c) F(z) 一 z2 十 Z 十 1 d) f(z)=5 log zx 
e) f(z)=|L zj f) f(zx)=[ z/2 1] 
2. 判断 下 列 各 函数 是 否 为 OC(x?) 的 。 
a) Fz) 一 17z 十 11 b) FCz) 一 z2 十 1000 
fr)=z logzx d) f(r)=zx:/2 
e) f(z)=27 ff(z)=[ zjJ*Tz] 
3. 用 “f(zx) 是 OC(g(z)) 的 ”定义 证 明 x 十 9z? 十 4z 十 7 是 OCz') 的 。 
4. 用 “f(z) 是 Ol(g(x)) 的 ”定义 证 明 2* 十 17 是 OC(37) 的 。 
5. 证 明 (z? 十 1D)/(zx 十 1) 是 OC(z) 的 。 
6. 证 明 (zx: 十 2z)/(2z 十 1) 是 OCzx?)。 
7. 对 下 列 每 个 函数 求 最 小 的 整数 使 得 f(z) 是 OCzx") 的 。 
a) F(z) 一 2z3 十 z2 log zx b) FCz) 王 3z3 十 (log z)* 


ec) FCz) 一 (并 十 妇 十 1)/(Cz 十 1) gz 三 (zt 十 5 log z)/ (zx! +1) 
8. 对 下 列 每 个 函数 求 最 小 的 整数 nn 使 得 A(z) 是 O(zx") 的 。 

a) f(z)=2zx’+Tzx’? log 工 

b) FCz) 王 3z5 十 (log zx) 


9. 


10. 
11. 
12, 
13, 
14. 


15. 
16. 
17. 


18. 
19. 
20. 
21. 


22. 
23. 


24. 


25S. 


26. 


27. 


28. 
29. 
30. 


31. 
32. 


33, 


34. 
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c) f(z)= (zr 二 zi 二 1)/ (zt 十 1) 
d) FCz) 一 (zs 十 5 log z)/(z 十 1) 
证 明 十 4x 十 17 是 OCx’) 的 , 但 x? 不 是 O(Czz 十 4z 十 17) 的 。 
证 明 z 是 OC(z*) 的 , 但 xt 不 是 OC(z’) 的 。 
证 明 3z* 十 1 是 OC(x*/2) 的 ,而且 x*/2 也 是 Ol(3x 十 1) 的 。 


证 明 xzlogz 是 Ol(z) 的 , 但 zx? 不 是 OC(z log zx) 的 。 

证 明 2" 是 OC3") 的 , 但 3" 不 是 OC(2") 的 。 

对 于 下 列 每 个 函数 g(x)， 判断 xz? 是 否 是 O(g(z)) 的 。 
a)g(zx)=x’ b)g(x)= x 
c)g(Zz) 一 并 十 dg)g(Czr) 一 Z2 十 工 
e)g(Z) 一 3 fg(z)=x:/2 


试 解释 一 个 函数 是 O(1) 的 含义 。 

证 明 如 果 f(z) 是 O(z) 的 ， 那么 f(z) 是 Ol(z’) 的 。 ， 

假定 f(x)、g(zx) 和 hl(z) 为 昂 数 ， 使 得 f(x) 是 Ol(g(z)) 的 ，g (x) 是 OCh(z)) 的 。 证 明 f(z) 是 
Oh(z)) 的 。 

令 & 为 正 整 数 。 证 明 1 十 2 十 … 十 w* 是 OCr11) 的 。 

判断 函数 2""! 和 2” 是 否 是 OC(2") 的 。 

判断 函数 log(z" 十 1) 和 log( 十 1) 是 否 是 O(log nn) 的 。 

将 函数 /n、1000log n、n log n、2n!、2”、3" 和 好 /1 000 000 排 成 一 列 使 得 每 个 函数 是 大 O 后 面 的 函数 。 

将 函数 (1.5)"、m”、(log 7D3、Vza log n、10"、(n1)? 各 十 ns 排 成 一 列 使 得 每 个 函数 是 大 O 后 面 的 函数 。 
假设 你 有 解决 同一 个 问题 的 两 个 不 同 的 算法 。 要 解决 大 小 为 n 的 问题 ,第 一 个 算法 恰好 使 用 了 nllog nn) 
步 运 算 ， 而 第 二 个 算法 恰好 使 用 了 mw“ 步 运算 。 随 着 n 的 增长 ， 哪 个 算法 使 用 较 少 步 运算 ? 

假设 你 有 解决 同一 个 问题 的 两 个 不 同 的 算法 。 要 解决 大 小 为 n 的 问题 ,第 一 个 算法 恰好 使 用 了 ?2” 
步 运算 ， 而 第 二 个 算法 恰好 使 用 了 n! 步 运 算 。 随 着 ”的 增长 ， 哪 个 算法 使 用 较 少 步 运算 ? 

对 下 列 各 函数 给 出 一 个 尽 可 能 好 的 大 O 估计 。 

a) (mn 十 8)(n 十 1) b) (n log ntn: ) (m2) 

c) (2! 十 2")(723 十 log(z22 十 1)) 

给 出 下 列 各 函数 的 大 O 估计 。 在 你 估计 f(x) 是 OCg(z)) 的 时 候 使 用 一 个 阶 最 小 的 简单 函数 g。 
a)(73 十 22 log z2)(logz 十 1) 十 (17 log n+19) (rn: 二 2) 

b)(2" 十 好 )(23 十 3") 

CA TD 5 CT 5 


给 下 列 各 函数 一 个 大 O 估计 ， 在 你 估计 f(z) 是 OC(g(z)) 的 时 候 使 用 一 个 阶 最 小 的 简单 函数 g。 
a)n log 二 1)++n: logn b) (n log 2 十 1)2 十 (log 2 十 1)(z2 十 1) 

on” 十 mr 

对 练习 1 中 的 各 函数 ， 判 断 它 是 否 为 2Cz) 的 和 BCz) 的 。 

对 练习 2 中 的 各 函数 ， 判 断 它 是 否 为 Q(x) 的 和 BCz ) 的 。 

证 明 下 列 函 数 对 具有 相同 的 阶 。 

a)3zx 十 7,， 工 bz E77 到 

e)Lz 十 1/2 上 |，z d)log(zx’1), logsz 


e)logio 工 ，log? 工 

证 明 f(z) 是 @(g(x)) 的 当 且 仅 当 f(z) 是 OCgCz)) 的 且 g(Cz) 是 OCFCz)) 的 。 

证 明 如 果 f(z) 和 g(xz) 是 从 实数 集 到 实数 集 的 函数 ， 则 f(z) 是 OC(g (x)) 的 当 且 仅 当 g(x) 是 
QCf(z)) 的 。 

证 明 如 果 f(z) 和 g(x) 是 从 实数 集 到 实数 集 的 函数 ， 则 f(z) 是 BC(g(z)) 的 当 且 仅 当 存在 正常 数 &、C 
和 Cs 使 得 当 z>>k 时 有 Ci|g(z)| 志 | f(z) | 过 CGC; | g(Cz) | 。 

a) 找 出 练习 33 中 要 求 的 上 &、C 和 C; 来 直接 证 明 3zx? 十 x 十 1 是 B(3z?) 的 。 

b) 用 图 形 表示 (a) 中 的 关系 ， 展 示 函 数 3z? 十 x 十 1，C1。 3zx? 和 C;。 3x? 的 图 像 ， 并 在 zx 轴 上 标 出 &， 


35. 


36. 
37. 
38. 
39. 


40. 
41. 
42. 
43. 


44. 
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其 中 ，Cl，C 是 (a) 中 你 用 来 证 明 3z? 十 zx 十 1 是 8(3z?) 的 时 找到 的 常数 。 
用 图 形 表示 f(x) 是 BC(g(x)) 的 这 一 关系 。 画 出 f(z)、Ci | g(x) | 、Cs |g(z) | 的 图 形 ， 并 在 二 轴 上 标 
出 常数 &。 
解释 函数 为 2(1) 的 含义 。 
解释 函数 为 86(1) 的 含义 。 
给 出 前 ”个 奇 正 整数 之 乘积 的 一 个 大 O 估计 。 
证 明 如 果 三 和 8g 为 实数 值 孙 数 使 得 f(z) 是 OC(g(z)) 的 ， 则 对 每 个 正 整数 n 有 f"(z) 是 Ol(g"(z)) 的 。 
[注意 产 (z) 王 CrCz))"。] 
证 明 对 于 所 有 实数 a 和 2 且 a>>1 及 0>1， 如 果 f(z) 是 O(logsz) 的 ， 则 f(z) 是 O(log.z) 的 。 
假设 f(x) 是 Ol(g(z)) 的 ， 其 中 f 和 g 是 无 限 增长 聘 数 。 证 明 log | f(z) | 是 O(log|g(z) |) 的 。 
假定 f(z) 是 O(g(x)) 的 。 能 否 推断 出 2 是 OC(25) 的 ? 
令 用 (rz) 和 fz(z) 为 从 实数 集合 到 正 实数 集合 的 函数 。 证 明 如 果 及 (zr) 和 f(z) 均 为 @l(g(zx)) 的 ,其 
中 g(z) 是 从 实数 集 到 正 实数 集 的 一 个 函数 ， 则 及 (zr) 十 f(z) 是 Bl(g(z)) 的 。 如 果 f(z) 和 fs(z) 能 
取 负 值 ， 这 一 结论 还 成 立 吗 ? 
假定 f(z)、g (xz) 和 h(xz) 是 函数 使 得 f(z) 是 Bl(g(z)) 的 ，g(z) 是 B(h(z)) 的 。 证 明 f(z) 是 
BCh(z)) 的 。 


. 如果 有 i(z)、fz(z) 为 从 正 整 数 集合 到 正 实数 集合 的 函数 ， 且 (zx) 和 rz(z) 都 是 BCg(z)) 的 ，( 有 fi 一 记 )(z) 


是 否 也 是 BCg(z)) 的 ? 或 证 明 它 成 立 或 给 出 一 个 反例 。 


. 证 明 如 果 及 (zx) 和 fs (x) 为 从 正 整数 集合 到 实数 集合 的 函数 ,， 且 i(z) 是 B(g1(z)) 的 ， f(x) 是 


Bl(gz(z)) 的 ， 则 (所 fi)(z) 是 Bl((gigz)(z)) 的 。 


. 找 出 从 正 整 数 集合 到 实数 集合 的 函数 f 和 g 使 得 f(n) 不 是 OC(g(n)) 的 ， 且 g(n) 也 不 是 OC(f(n)) 的 。 
. 用 图 形 表 示 f(z) 是 Q(g(z)) 的 关系 。 画 出 函数 F(Cz) 和 Cg(Cz) 的 图 ， 并 在 工 轴 上 标 出 常数 &。 


. 证 明 如 果 fi (zx) 是 Bl(g1(7z)) 的 ，fz(z) 是 B(gs(z)) 的 ， 且 对 所 有 实数 z0， 户 (z) 天 0，gz (Xz) 关 0， 
则 (fi/fi)(z) 是 BC((gi/g2z)(z)) 的 。 

. 证 明 如 果 F(z) 一 az" 十 az 十 … 十 q1zx 十 ao， 其 中 ao，a1，*…，as-1 为 实数 ， 且 a, 关 0， 则 f(z) 
是 B(z") 的 。 
大 O、 大 8B 和 大 0 记号 可 以 推广 到 多 元 函数 。 例 如 ， 语句 f(zx，y) 是 Ol(g(zx，y)) 的 含义 是 存在 常数 

、k 和 已 ， 使 得 当 z> 户 和 y>>k2 时 有 |f(z, |<Clg(z, y)|。 


。 试 定义 语句 f(z，y) 是 Bl(g(z，y)) 的 。 
. 试 定义 语句 f(zx，y) 是 (g(xzx，y)) 的 。 
. 证 明 (zx? 十 zy 十 x log y)’ 是 Ol(zx'y’) 的 。 
.证明 zy 十 Xx*y 十 Ty 是 Q(z’y’)。 
. 证 明 | zy 是 O(zy)。 
. 证 明 | zy | 是 Q(zry)。 
. (需要 微 积分 知识 ) 证 明 如 果 c 二 4d0,， 则 mw 是 OCn') 的 , 但 wn 不 是 OC) 的 。 
. (需要 微 积 分 知识 ) 证 明 如 果 b>1 且 c 和 4 是 正 的 ， 则 (logsn)* 是 OCm) 的 , 但 wr 不 是 OC((logsn)“) 的 。 
. (需要 微 积 分 知识 ) 证 明 如 果 4 是 正 的 且 5 记 1,， 则 nn* 是 OC(B") 的 , 但 名 不 是 OC(m") 的 。 
. (需要 微 积分 知识 ) 证 明 如 果 c>g 盖 1， 则 姑 是 DO(c) 的 ， 但 c 不 是 DC 的 。 
以 下 的 问题 涉及 另 一 类 渐 近 记号 ， 称 为 小 o 记号 。 由 于 小 。 记 号 以 极限 概念 为 基础 的 ， 所 以 微 积分 


识 是 必要 的 。 当 
lim 人) 一 0 
r=” Bg(X) 
， 我 们 说 f(z) 是 obg(z)) 的 [ 读 作 f(z) 是 “小 o”g(z) 的 ]。 
(需要 微 积 分 知识 ) 证 明 : 
a)z2 是 o(Czs) 的 。 b)zlogz 是 o(Cz) 的 。 
c)z: 是 ol(27) 的 。 d)z: 十 z 十 1 不 是 o(z) 的 。 


62. (需要 微 积 分 知识 ) 


63. 
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* 65, 


* 66. 
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a) 证 明 如 果 函 数 f(z) 和 g(x) 使 得 f(x) 是 ol(g(z)) 的 ， 且 < 为 常数 ， 则 cf(z) 是 olg(z)) 的 ,其 中 
(cf) (zr)=cf(zr)。 
b) 证 明 如 果 (x)、fs(z) 和 g(x) 是 函数 使 得 fi (xz) 是 oClg (zx)) 的 ，fi (zx) 是 ol(g(z)) 的 ， 则 
(有 十 f2)(z) 是 olg(z)) 的 ， 其 中 (fi 十 f2) (xz)= f(zx) 十 fo (xz)。 
(需要 微 积 分 知识 ) 通 过 画 出 xz log z、z 及 xz log z/zz 的 图 来 表示 x log z 是 ol(x?) 的 。 试 解释 该 图 是 
如 何 证 明 z log x 是 oC(zx?) 的 。 
(需要 微 积分 知识 1) 用 图 来 表示 f(x) 是 oCg(Cz)) 的 关系 。 画 出 f(x)、g(z) 和 f(z)/g(x) 的 图 。 
(需要 微 积 分 知识 ) 假 定 f(x) 是 oCg(Cz)) 的 。 能 否 由 此 推出 2 是 o(2s ) 的 ? 
(需要 微 积 分 知识 ) 假 定 f(z) 是 oCg(Cz)) 的 。 能 否 由 此 推出 log | f(z) | 是 ollog|g(z) |) 的 ? 
〈 需 要 微 积 分 知识 ) 本 练习 中 的 两 部 分 描述 了 小 。 和 大 O 记号 之 间 的 关系 。 
a) 证 明 如 果 函 数 f(z) 和 g(x) 使 得 f(z) 是 olg(z)) 的 ， 则 f(z) 是 Ol(g(z)) 的 。 
b) 证 明 如 果 函 数 f(z) 和 g(xz) 使 得 f(x) 是 Ol(g(z))， 那 么 不 一 定 能 推出 f(x) 是 oC(g(x)) 的 。 
(需要 微 积 分 知识 ) 证 明 如 果 f(z) 是 n 阶 多 项 式 ， 而 g(x) 是 m 阶 多 项 式 ， 且 m>n， 则 f(x) 是 
ol(g(x)) 的 。 
(需要 微 积 分 知识 ) 证 明 如 果 及 (zx) 是 OC(g(z)) 的 ， fo(z) 是 ol(g(z)) 的 ,那么 有 (xz) 十 fi (xz) 是 
OCg(Cz)) 的 。 
(需要 微 积 分 知识 ) 令 瑞 , 为 第 n 项 调和 数 
Sr 1 


H, 一 工 十 1 Fs 二 
2 3 n 
证 明理 , 是 O(log nw) 的 。[ 提 示 ; 首先 通过 证 明 对 j 二 2，3，…，n， 以 j 一 1 到 j 为 底 ， 以 1/j 为 高 的 
所 有 这 些 长 方形 的 面积 之 和 小 于 曲线 y= 二 1/x 下 面 从 2 到 的 这 一 面积 来 建立 不 等 式 
3 二 ~ Ls 


pr 1 泥 








证 明 n log n 是 O(log nl1) 的 。 

判断 log n! 是 否 是 8(n log 的 。 给 出 理由 。 

证 明 : 对 所 有 nn 二 4 的 数 ， 有 log n! 大 于 (n log n)/4。[ 提 示 : 从 不 等 式 zl 二 zz 一 1) (02 一 2)…[ n/2 1 
开始 。] 

令 f(z) 和 g(xz) 为 从 实数 集合 到 实数 集合 的 函数 。 如 果 lim,. (f(z)/g(z) 二 1， 我 们 说 f(x) 和 g(x) 
是 渐 近 的 ， 并 写 做 f(x)~g(zx)。 

(需要 微 积 分 知识 ) 对 下 列 每 对 函数 ， 判 断 f 和 g 是 否 渐 近 的 。 

a) f(x)=zx’ 二 3z+7, g(x)=zx’: 十 10 

b) f(x)=z’ log zx, g(x)=x’ 

ce) f(z)=z 二 log(3zs 二 7), g(z)=(z’ 二 17z+3)’ 

和 基本 

(需要 微 积分 知识 ) 对 下 列 每 对 函数 ， 判 断 了 和 8 是 否 渐 近 的 。 

a) F(z) 王 log(z2: 十 1)，g(Cz) 一 log zx 

bD) f(z)=2°1, g(r)=27+7 

fz)=2*, g(z)=2° 

D(z)=2 +t, g(r)=27 + 


3 算法 的 复杂 度 


3.1 引言 
什么 情况 下 算法 能 给 一 个 问题 提供 令 人 满意 的 解 ? 首先 ， 算 法 必须 总 是 能 给 出 正确 的 答案 。 
5 章 将 讨论 如 何 说 明 算 法 的 正确 性 。 其 次 ， 算 法 必须 是 有 效率 的 。 本 节 讨 论 算法 的 效率 。 
算法 的 效率 如 何 分 析 呢 ? 一 种 度量 方式 是 当 输 入 值 具有 一 定 规模 时 ， 计 算 机 按 此 算法 解 题 


所 花 的 时 间 。 第 二 种 度量 方式 是 输入 值 具有 一 定 规 模 时 ， 实 现 这 一 算法 计算 机 需要 多 大 内 存 。 


这 些 问 题 都 涉及 算法 的 计算 复杂 度 (computational complexity) 。 解 决 特定 规模 的 问题 所 需 


at 
Er 
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时 间 的 分 析 就 是 算法 的 时 间 复 杂 度 。 所 需 计算 机 内 存 的 分 析 就 是 算法 的 空间 复杂 度 。 在 实现 算 
法 时 ， 时 间 和 空间 复杂 度 的 考虑 都 是 最 本 质 的 。 显 然 ， 了 解 算 法 是 否 能 在 1 微 秒 、1 分 钟 、 还 
是 10 亿 年 给 出 答案 是 很 重要 的 。 类 似 地 ， 必 须 能 提供 所 需 的 内 存 才能 解决 问题 ， 所 以 空间 复 
杂 度 也 必须 加 以 考虑 。 

空间 复杂 度 的 考虑 与 实现 算法 时 使 用 的 特定 数据 结构 紧密 相关 。 由 于 本 书 对 数据 结构 不 做 
详细 讨论 ， 所 以 不 考虑 空间 复杂 度 。 我 们 将 注意 力 集中 在 时 间 复 杂 度 上 。 


3.3.2 时间 复 杂 度 

在 输入 具有 一 定 规模 时 ， 算 法 的 时 间 复 杂 度 可 以 用 算法 所 需 的 运算 次 数 来 表示 。 用 于 度量 
时 间 复 杂 度 的 运算 可 以 是 整数 比较 、 整 数 加 法 、 整 数 乘法 、 整 数 除法 或 任何 其 他 基本 运算 。 

时 间 复 杂 度 用 所 需 运 算 次 数 而 不 是 用 计算 机 实际 使 用 的 时 间 来 表示 ， 因 为 在 执行 基本 运算 
时 不 同 的 计算 机 需要 的 时 间 不 同 。 再 者 ， 把 所 有 运算 分 解 成 计算 机 使 用 的 基本 位 运算 是 相当 复 
杂 的 。 而 且 ， 现 存 最 快 的 计算 机 执行 基本 的 位 运算 (例如 两 位 的 加 、 乘 、 比 较 或 交换 ) 的 时 间 是 
10“ 秒 (10 皮 秒 )， 但 个 人 计算 机 可 能 需要 10“ 秒 (10 纳 秒 )， 做 同样 的 运算 时 间 相 差 1000 倍 。 

我 们 用 3. 1 节 求 整数 有 限 集合 中 最 大 值 的 算法 1 来 说 明 怎 样 分 析 一 个 算法 的 时 间 复 杂 度 。 

例 1 描述 3.1 节 求 整数 有 限 集合 中 最 大 元 素 的 算法 1 的 时 间 复 杂 度 。 

解 ”由 于 比较 是 该 算法 使 用 的 基本 和 运算， 所 以 以 比较 的 次 数 作为 其 时 间 复 杂 度 的 度量 。 

要 在 以 任意 顺序 列 出 的 个 元 素 的 集合 中 寻找 最 大 元 素 ， 首先 设置 临时 最 大 值 等 于 列表 中 
的 起 始 项 。 然 后 在 一 次 比较 i<n 后 判断 还 未 到 达 列 表 的 结尾 ， 临 时 最 大 值 与 第 二 项 比较 ， 如 
果 第 二 项 大 ， 就 用 第 二 项 的 值 更 新 临时 最 大 值 。 这 一 过 程 继 续 下 去 ， 对 表 中 的 每 一 项 都 进行 两 
次 比较 : 一 次 i<n 判断 是 否 未 到 达 列 表 结尾 ， 男 一 次 max<a; 判断 是 否 需 要 更 新 临时 最 大 值 。 
由 于 对 从 第 二 个 到 第 ?个 元 素 的 每 一 个 都 用 两 次 比较 ， 再 加 上 一 次 在 ;一 ?十 1 时 退出 循环 的 比 
较 ， 所 以 当 使 用 该 算法 时 恰好 需要 2(n 一 1) 十 1 二 2n 一 1 次 比较 。 因 此 ， 在 一 个 nn 元 素 的 集合 中 
寻找 最 大 值 算法 的 时 间 复 杂 度 用 算法 使 用 的 比较 次 数 来 度量 时 为 6(n)。 注 意 对 该 算法 而 言 比 
较 的 次 数 和 特定 的 个 输入 无 关 。 4 

下 面 我 们 分 析 搜 索 算法 的 时 间 复 杂 度 。 

例 2 描述 线性 搜索 算法 (3. 1 节 算 法 2 所 描述 ) 的 时 间 复 杂 度 。 

解 3.1 节 算法 2 所 使 用 的 比较 次 数 将 用 来 度量 时 间 复 杂 度 。 该 算法 中 循环 的 每 一 步 都 要 做 
两 次 比较 一 一 一 次 过 ”判断 是 否 已 到 达 列 表 的 结尾 ， 一 次 zx<a; 比较 元 素 zx 和 列表 中 的 一 项 。 
最 后 ， 还 要 在 循环 外 再 做 一 次 i<n 比较 。 因 此 ， 如 果 z==a;， 则 最 多 需要 做 2 十 1 次 比较 。 当 元 
素 不 在 列表 中 时 ， 最 多 需要 2n 十 2 次 比较 。 在 这 种 情况 下 ，2n 次 比较 用 来 判定 工 不 是 w，i 一 1， 
2，…，7?， 再 加 上 一 次 比较 用 于 退出 循环 和 一 次 循环 外 的 比较 。 所 以 当 不 在 列表 中 时 ， 共 需 用 
2n 十 2 次 比较 。 从 而 ， 在 最 坏 情况 下 线性 搜索 需要 @(m) 次 比较 ， 因 为 2n 十 2 是 9C2) 的 。 4 

最 坏 情 形 复杂 度 ” 例 2 中 做 的 这 类 复杂 度 分 析 是 最 坏 情 形 分 析 。 所 谓 一 个 算法 的 最 坏 情形 
性 能 ， 指 的 是 该 算法 用 于 具有 一 定 输入 规模 的 问题 时 所 需要 的 最 多 的 运算 次 数 。 最 坏 情 形 分 析 
告诉 我 们 一 个 算法 需要 多 少 次 运算 就 能 保证 给 出 问题 的 解答 。 

例 3 以 所 需 的 比较 次 数 来 描述 二 分 搜索 算法 (3. 1 节 算 法 3 所 描述 ) 的 时 间 复 杂 度 (忽略 算 
法 循环 中 每 次 迭代 计算 m==[(i 十 站 /2 所 需 的 时 间 ) 。 

解 为 简化 描述 ， 假 定 列表 a1，a:，…，a, 中 有 ?一 2 个 元 素 ， 其 中 是 非 负 整数 。 注 意 
k 二 log n。( 如 果 列 表 中 元 素 个 数 n 不 是 2 的 寡 次 ， 那 么 该 列表 可 以 看 做 是 一 个 有 2 个 元 素 的 
大 列表 的 一 部 分 ， 其 中 2 二 n<2”!'。 这 里 2” 是 大 于 nn 的 2 的 最 小 宪 次 .) 

在 算法 的 每 一 阶段 ， 都 要 比较 i 和 j (分别 是 当前 待 搜索 列表 的 第 一 项 和 最 后 项 的 位 置 ) 来 
判断 待 搜索 列表 是 否 包 含 一 个 以 上 的 元 素 。 如 果 i<;}， 则 要 做 一 次 比较 来 判断 z 是 否 大 于 待 搜 
索 列 表 的 中 间 元 素 。 

在 第 一 阶段 搜索 限于 含 2”' 个 元 素 的 列表 。 至 此 已 使 用 了 两 次 比较 。 这 一 过 程 继续 下 去 ， 
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每 一 阶段 都 用 两 次 比较 把 搜索 限制 在 长 度 减 半 的 列表 中 。 换 言 之 ， 在 算法 的 第 一 阶段 当 列 表 中 
含 2* 个 元 素 时 使 用 两 次 ， 当 搜索 限于 含有 2 个 元 素 的 列表 时 再 用 两 次 比较 ， 当 搜索 限于 含 
有 2 个 元 素 的 列表 时 再 用 两 次 比较 ， 等 等 ， 直 到 搜索 局 限于 含有 2: 王 2 个 元 素 的 列表 时 使 用 
两 次 比较 。 最 后 ， 当 列表 中 只 剩 一 个 元 素 时 ,一 次 比较 告诉 我 们 列表 中 没有 其 他 元 素 ， 再 一 次 
比较 用 于 判断 这 一 项 是 否 为 z。 

因此 ， 当 待 搜索 列表 中 有 2* 个 元 素 时 ， 执 行 一 次 二 分 搜索 最 多 需要 2& 十 2 王 2 log n 十 2 次 
比较 。( 如 果 nn 不 是 2 的 害 次 ， 原 始 的 列表 可 以 扩展 为 含 2 所 :个 项 的 列表 ， 其 中 &=Llog n」， 而 
搜索 最 多 需要 最 多 2| 1og nj] 十 2 次 比较 。) 因 此 可 以 得 出 在 最 坏 情 形 下 二 分 搜索 需要 O(log 站 次 
比较 。 注 意 在 最 坏 情 形 下 二 分 搜索 需要 用 到 2log n 十 2 次 比较 。 故 二 分 搜索 在 最 坏 情形 下 需要 
B(log nn) 次 比较 ， 因 为 2log n 十 2 二 Bl(log n)。 由 此 分 析 可 知 在 最 坏 的 情况 下 ， 二 分 搜索 算法 比 
线性 搜索 效率 高 ， 因 为 由 例 2 我 们 知道 线性 搜索 算法 最 坏 情形 的 时 间 复 杂 度 是 6(n)。 4 

平均 情形 复杂 度 ” 除 最 坏 情 形 分 析 以 外 ， 还 有 另 一 类 重要 的 复杂 度 分 析 称 为 平均 情形 分 
析 。 在 这 类 分 析 中 就 是 要 找 出 求解 针对 一 定 规模 的 问题 的 所 有 可 能 的 输入 所 用 到 的 运算 的 平均 
数 。 平 均 情 形 时间 复 杂 度 分 析 一 般 比 最 坏 情 形 分 析 复 杂 得 多 。 不 过 ， 线 性 搜索 算法 的 平均 情形 
分 析 不 难 完 成 ， 如 例 4 所 示 。 

例 4 以 用 到 的 平均 比较 次 数 来 描述 线性 搜索 算法 的 平均 情形 执行 性 能 ， 假 定 元 素 zx 在 列 
表 中 并 且 z 出 现在 任何 位 置 的 可 能 性 相等 。 

解 ” 由 假设 整数 xz 是 列表 中 的 整数 a1,a,，…，a, 之 一 。 如 果 工 是 列表 的 第 一 项 c; ， 需 要 3 
次 比较 : 一 次 i<n 判断 是 否 已 到 达 列 表 结 尾 ， 一 次 zx 关 a; 比较 zx 和 第 一 项 ， 再 一 次 在 循环 外 的 
比较 i<n。 如 果 z 是 列表 的 第 二 项 a,;， 再 需要 2 次 比较 ， 所 以 总 共 要 5 次 比较 。 一 般 来 说 ， 如 
果 工 是 列表 的 第 i 项 a;， 第 i 次 循环 的 每 一 次 都 要 做 2 次 比较 ， 外 加 循环 外 一 次 ， 所 以 共 需 要 
2i 十 1 次 比较 。 故 ， 用 到 的 平均 比较 次 数 等 于 : | 

:0 0 ln et i Be ie a 
n n 


用 2.4 节 表 2 中 第 二 行 的 公式 (参见 2. 4 节 练 习 37b)， 
1 十 2 十 3 十 … 十 7 一 


所 以 ， 线 性 搜索 算法 使 用 的 平均 比较 次 数 ( 当 已 知 工 在 列表 中 时 ) 是 
2Lz(z 十 1)[2 | 1 一 前 平 多 


n(nt 1) 
2 


即 @(n)。 a 


评注 例 4 的 分 析 假 定 工 在 被 搜索 的 列表 中 。 当 工 可 能 不 在 列表 中 时 ， 也 可 以 对 该 算 
法 做 平均 情形 分 析 ( 参 见 练习 23)。 


评注 尽管 我 们 把 判断 是 否 到 达 循 环 结尾 所 需 的 比较 也 计算 进来 ， 但 通常 这 些 比 较 是 
可 以 不 算 的 。 从 现在 起 我 们 将 忽略 这 些 比较 。 


两 个 排序 算法 的 最 坏 情形 复杂 度 ” 例 5 和 例 6 分 析 冒 泡 排序 和 插 人 排序 的 最 坏 情形 复杂 度 。 

例 5 用 所 需 比 较 次 数 来 衡量 冒 泡 排序 的 最 坏 情 形 复杂 度 是 多 少 ? 

解 ”之 前 在 3.1 节 例 4 中 描述 的 冒 泡 排序 通过 一 遍 遍 处 理 列表 对 该 列表 进行 排序 。 在 每 一 
遍 冒 泡 排序 都 连续 比较 相 邻 元 素 ， 必 要 时 交换 相 邻 元 素 。 当 第 i 遍 开 始 时 ，i 一 1 个 最 大 的 元 素 
保证 在 正确 位 置 上 。 在 这 一 遍 ， 使 用 了 ”一 ; 次 比较 。 因 此 ， 利 用 2.4 节 表 2 第 二 行 的 求 和 公式 
可 得 ， 冒 泡 排序 对 ”个 元 素 的 列表 进行 排序 时 所 需 使 用 的 总 的 比较 次 数 是 


Gn 一 DD 十 (n 一 2 十“ 十 2 十 1 = 名 


注意 冒 泡 排序 总 是 使 用 这 么 多 次 的 比较 ， 因 为 即使 在 某 个 中 间 步 又 列表 已 经 完全 排 好 了 ， 冒 泡 
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排序 仍 会 继续 进行 。 因此， 用 比较 次 数 来 衡量 时 ， 冒 泡 排序 使 用 nCn 一 1)/2 次 比较 ， 所 以 它 的 
最 坏 情形 复杂 度 是 8@(x)。 q 

例 6 用 比较 次 数 来 衡量 插入 排序 的 最 坏 情形 复杂 度 是 多 少 ? 

解 ”插入 排序 (其 描述 在 3. 1 节 ) 把 第 7 个 元 素 插入 到 前 7 一 1 个 已 排 好 顺序 的 元 素 中 的 正确 
位 置 上 。 插 入 排序 用 线性 搜索 技术 来 做 到 这 一 点 ， 依 次 比较 第 j 个 元 素 与 后 续 各 项 ， 直 到 找到 
大 于 或 等 于 这 个 元 素 的 一 项 或 者 比较 w 与 它 自身 为 止 ， 因 为 w 不 小 于 它 自身 。 于 是 ， 在 最 坏 
情形 下 ， 把 第 7 个 元 素 插入 正确 位 置 需要 7 次 比较 。 所 以 ， 用 插入 排序 对 ”个 元 素 的 列表 排序 
时 所 使 用 总 的 比较 次 数 是 


2 十 3 十 … 十 z 一 2 一 1 


以 上 利用 了 2.4 节 表 2 第 二 行 的 连续 整数 之 和 的 求 和 公式 (参见 2.4 节 练 习 37b)， 并 且 注 意 这 
个 和 式 中 缺少 第 一 项 1。 注 意 ， 如 果 较 小 的 元 素 起 初 是 在 列表 的 尾部 ， 则 插入 排序 可 能 使 用 相 
当 少 的 比较 次 数 。 结 论 是 插入 排序 的 最 坏 情 形 复杂 度 是 8(z) 。 4 

在 例 5 和 例 6 中 我 们 证 明了 冒 泡 排 序 和 插入 排序 的 最 坏 情 形 复杂 度 均 为 86(xw)。 可 是 ， 最 
有 效 的 排序 算法 能 在 O(n log n) 时 间 内 对 个 元 素 进 行 排序 ， 我们 将 用 在 8. 3 节 和 11. 1 节 中 学 
到 的 技术 来 证 明之 。 从 现在 起 我 们 假设 对 n 个 元 素 进行 排序 可 以 在 O(n log nn) 时 间 内 完成 。 


3.3.3 矩阵 乘法 的 复杂 度 
两 个 矩阵 乘积 的 定义 可 以 表达 为 计算 两 个 矩阵 乘积 的 算法 。 假 定 思 X7z 矩阵 C 一 [cy] 是 zX 开 
矩阵 4 三 Lay] 和 kXn 和 矩阵 B 二 [6b;] 的 乘积 。 算法 1 是 用 伪 代 码 表示 的 基于 矩阵 乘积 定义 的 算法 。 


1 








算法 1 和 矩阵 乘法 
procedure matrix multiplication(A4，B: 和 矩阵) 
fori :一 1 tom 
for 7 :=1] to 7 
cy :=0 
forg :一 1 to k 
ci :=cy awnbyg 


return C{C 二 [ci; 是 A 和 B 的 乘积 } 














我 们 可 以 用 算法 中 使 用 的 加 法 和 乘法 的 次 数 来 确定 这 一 算法 的 复杂 度 。 

例 7 用 算法 1 计算 两 个 nXn 整数 矩阵 的 乘积 需要 用 到 多 少 次 整数 加 法 和 整数 乘法 ? 

解 在 A 和 B 的 乘积 中 有 mn’ 个 元 素 。 计 算 每 个 元 素 要 做 nn 次 乘法 和 nn 一 1 次 加 法 。 所 以 ， 
一 共 需 要 n* 次 乘法 和 ww(n 一 1) 次 加 法 。 S| 

令 人 吃惊 的 是 ， 有 比 算法 1 效率 高 的 矩阵 乘法 算法 。 例 7 说明 直 接 根据 定义 计算 两 个 nXn 
矩阵 的 乘积 需要 OCni ) 次 乘法 和 加 法 。 而 用 其 他 算法 计算 两 个 nXn 和 矩阵 的 乘积 只 需 OCn7) 次 
乘法 和 加 法 。( 在 [LCoLeRiSt09] 中 可 找到 这 种 算法 的 细节 。) 

我 们 也 可 以 分 析 第 2 章 描述 的 计算 两 个 矩阵 布尔 积 的 算法 复杂 度 ， 如 算法 2 所 示 。 


算法 2 0-1 矩阵 的 布尔 积 
procedure Boolean product of Zero-One Matrices(A，B :0-1 和 矩阵 ) 
fori :一 1 tom 
for 7 :一 1 ton 
ci :=0 
forg :一 ] tok 
cy :=cy V (aw MN by) 

return C{C==[c; ] 是 A 和 B 的 布尔 积 } 
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很 容易 确定 计算 两 个 nXn 和 矩阵 的 布尔 积 所 需要 的 比特 运算 次 数 。 

例 8 计算 A4©B 需要 做 多 少 次 位 运算 其 中 A 和 B 为 nXn 阶 0-1 和 矩阵 ? 

解 A©B 中 有 nn 个 元 素 。 用 算法 2， 需要 n 次 V 和 nn 次 人 来 计算 A©B 的 一 个 元 素 。 因 
此 ， 每 求 一 个 元 素 需 要 2n 次 位 运算 。 所 以 ， 用 算法 2 计算 A©B 需要 2n 次 位 运算 。 4 

矩阵 链 乘 法 ”涉及 矩阵 乘法 复杂 度 的 还 有 另 一 个 重要 问题 。 怎 样 用 最 少 的 整数 乘法 来 计算 ws 避 
矩阵 链 4 4 …4,， 其 中 4 ，A; ，…，4, 分 别 为 mi Xm ，mz Xi ，…，7 Xii 阶 的 整数 矩 
阵 。( 因 为 矩阵 乘法 是 可 结合 的 ， 如 2. 6 节 练 习 13 所 示 ， 所 以 计算 乘法 的 次 序 不 影响 乘积 。) 注 
意 用 算法 1 把 一 个 mi Xms 矩阵 和 一 个 ms X ms 矩阵 相 乘 时 需要 做 mmsms 次 整数 乘法 。 例 9 解 
释 该 问题 。 

例 9 A!、As 和 A 分 别 是 30X20、20X40 及 40X10 的 整数 和 矩阵， 应 该 用 什么 次 序 计算 
4A, 、4: 和 4; 的 乘积 使 得 所 用 的 整数 乘法 次 数 最 少 ? 

解 ” 有 两 种 方法 计算 4,4;4:, 的 次 序 ， 即 4, (4:4: ) 和 (4;4,)4: 。 

如 果 A。 和 A， 首先 相 乘 ， 需 做 20。40， 10 王 8000 次 整数 乘法 来 计算 20X10 矩阵 4:4:, 。 然 
后 ， 计 算 4! 和 AsA4 的 乘积 需要 30。20。10 一 6000 次 乘法 。 因 此 ， 总 共 需 要 使 用 

8000 十 6000 = 二 14 000 
次 乘法 。 另 一 方面 ， 如 果 A 和 4, 首先 相 乘 ， 需 做 30X20X40 一 24 000 次 乘法 来 计算 30 X 40 
矩阵 4,4, 。 然 后 ， 计 算 414, 和 4; 的 乘积 需要 30 X40X10 二 12 000 次 乘法 。 因 此 ， 总 共 需 要 
使 用 
24 000 十 12 000 二 36 000 

次 乘法 。 

显然 ， 第 一 种 计算 顺序 更 有 效 。 4 

我 们 将 在 8. 1 节 练 习 57 再 回 到 这 个 问题 。LCoLeRiSt09] 中 讨论 了 确定 计算 和 矩阵 链 相 乘 最 
有 效 方式 的 算法 。 


3. 3.4 算法 范 型 

3. 1 节 介 绍 了 算法 的 基本 概念 。 我们 给 出 了 许多 不 同 算法 的 例子 ， 包 括 搜索 和 排序 算法 。 
我 们 也 介绍 了 贪 禁 算 法 的 概念 ， 给 出 了 可 以 用 贪 禁 算法 求解 的 一 些 例子 。 贪 禁 算 法 就 是 一 种 算 
法 范 型 (algorithmic paradigm) 的 示例 ， 所 谓 算法 范 型 就 是 基于 一 种 特定 概念 的 通用 方法 ， 可 以 
用 来 构造 求解 一 类 广泛 问题 的 算法 。 

本 书 中 我 们 会 基于 不 同 的 算法 范 型 一 一 包括 最 常用 的 算法 范 型 来 构造 求解 许多 不 同 问题 的 
算法 。 可 以 将 这 些 范 型 作为 基础 用 来 构造 解决 一 类 广泛 问题 的 有 效 算法 。 

我 们 已 经 学 过 的 一 些 算 法 就 是 基于 一 种 本 小 节 要 描述 的 称 为 蛮 力 的 算法 范 型 。 本 书后 续 要 
学 习 的 算法 范 型 包括 第 8 章 的 分 而 治之 算法 和 动态 规划 、 第 10 章 的 回 湖 ， 以 及 第 7 章 的 随机 
算法 。 除 了 本 书 描述 的 以 外 还 有 许多 重要 的 算法 范 型 。 想 了 解 更 多 请 参考 算法 设计 书籍 ， 如 
[KITa06]。 

蛮 力 算法 ” 蛮 力 是 一 个 基本 的 但 又 重要 的 算法 范 型 。 在 塞 力 算法 (brute-force algorithm) 
中 ， 问 题 是 通过 基于 对 问题 的 描述 和 术语 的 定义 以 最 直接 的 方式 解决 的 。 设 计 蛮 力 算法 来 解决 
那些 不 太 在 意 所 需 计算 资源 的 问题 。 例 如 ， 在 某 些 蛮 力 算法 中 ， 一 个 问题 的 求解 是 通过 检查 每 
一 种 可 能 的 解 ， 然 后 找 出 最 可 能 的 解 。 一 般 情 况 下 ， 蛮 力 算法 是 朴素 的 问题 求解 方法 ， 而 不 需 
要 利用 问题 的 任何 特殊 结构 或 聪明 的 点 子 。 

注意 3. 1 节 寻 找 一 个 序列 中 的 最 大 元 素 的 算法 1 就 是 一 个 蛮 力 算法 ， 因 为 它 检查 序列 的 ? 
个 元 素 的 每 一 个 以 找到 最 大 项 。 通 过 每 次 加 一 个 数 来 寻找 nn 个 数 之 和 的 算法 也 是 蛮 力 算法 ， 还 
有 基于 定义 的 矩阵 乘法 算法 (算法 1)。 冒 泡 排 序 、 插 入 排序 、 选 择 排序 (分 别 在 3. 1 节 算 法 4 和 
算法 5 以 及 练习 42 中 描述 的 ) 也 可 以 认为 是 蛮 力 算法 ， 所 有 这 三 个 排序 算法 都 是 最 直接 的 方 
法 ， 其 效率 也 远 比 第 5 章 和 第 8 章 要 讨论 的 合并 排序 和 快速 排序 这 类 排序 算法 低 。 
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虽然 蛮 力 算法 通常 比较 低 效 ， 但 通常 却 非 常 有 用 。 蛮 力 算法 是 能 够 解决 实际 问题 的 ， 特 别 
是 当 输入 规模 不 是 很 大 时 ， 即 使 对 于 大 规模 的 输入 会 变 得 不 切实 际 。 再 者 ， 当 设计 新 算法 来 解 
决 一 个 问题 时 ， 目 标 通 常 是 寻找 一 个 比 蛮 力 算法 更 有 效 的 算法 。 这 类 问题 的 一 个 实例 如 例 10 
所 示 。 

例 10 构造 一 个 蛮 力 算法 ,寻找 平面 上 nn 个 点 的 集合 中 的 最 近 点 对 (closest pair of points)， 
并 给 出 最 坏 情形 下 算法 用 到 的 位 运算 次 数 的 大 O 估计 。 

解 假设 给 定 输入 点 (zi， Ws (zos Ws ys (ry Ve (Liy y:) 和 (zx;， Yj) 之 间 的 距离 
是 V(zj 一 Zi) 十 (yj 一 y)”。 寻 找 这 些 点 的 最 近 点 对 的 蛮 力 算法 可 以 通过 计算 n 个 点 的 所 有 点 
对 的 距离 然后 确定 最 小 距离 来 实现 。( 我 们 可 以 做 一 个 简化 使 得 计算 变 得 更 容易 一 些 ， 我 们 计 
算 点 对 之 间距 离 的 平方 而 非 距离 来 寻找 最 近 的 点 对 。 之 所 以 可 以 这 样 做 是 因为 点 对 之 间 的 距离 
最 小 时 该 点 对 之 间距 离 的 平方 也 是 最 小 的 。) 





算法 3 寻找 最 近 点 对 的 蛮 力 算法 
procedure closest-pair((zl ， )，(ze，y%)，…，(z，): 实数 对 ) 
min 一 co 
for zi :一 2 ton 
fory :一 1ito i—1 
证 (zi 一 zi) 十 (一 %) <min then 
min := (zj — zi) 二 (yO—y)’ 
closest pair :=((Zzi, yi), (x;, y;)) 


return closest pair 





要 估计 算法 用 到 的 操作 步 数 ， 首 先 注意 循环 要 经 过 nn 一 1)/2 个 点 对 ((zi，y:)，(Zz;， 3»)) 
(读者 可 以 自行 验证 )。 对 于 每 个 这 样 的 点 对 ,计算 (zj 一 x) 十 (yj 一 y)”， 与 min 的 当前 值 比较 ， 
如 果 它 小 于 min 就 用 这 个 新 值 蔡 换 min 的 当前 值 。 按 算术 运算 和 比较 的 次 数 来 衡量 ， 可 以 得 出 该 
算法 使 用 B(x ) 次 操作 。 

第 8 章 将 推导 一 个 确定 最 近 点 对 的 算法 ， 在 给 定 平面 中 个 点 作为 输入 时 ， 其 最 坏 情 形 复 
杂 度 为 O(n log n) 。 最 初 发 现 这 样 一 个 效率 远 高 于 蛮 力 方法 的 算法 被 认为 是 相当 称奇 的 。 4 


3. 3.5 理解 算法 的 复杂 度 

表 1 中 给 出 了 描述 算法 时 间 复 杂 度 的 几 个 常用 术语 。 例 如 ， 一 个 求 n 个 元 素 列 表 前 100 项 
中 最 大 项 的 算法 可 以 通过 对 前 100 项 的 序列 应 用 算法 1 得 到 ， 其 中 是 满足 n 宇 100 的 整数 ， 
具有 常量 复杂 度 (constant complexity) ， 因 为 无 论 n 是 什么 值 ， 这 个 算法 都 使 用 99 次 比较 (读者 
可 以 验证 )。 线 性 搜索 算法 具有 线性 (linear) (最 坏 情形 或 平均 情形 ) 复 杂 度 ， 而 二 分 搜索 算法 具 
有 对 数 (logarithmic) (最 坏 情 形 ) 复 杂 度 。 许 多 重要 的 算法 都 具有 n log nn 或 者 线性 对 数 
(linearithmic) (最 坏 情形 ) 复 杂 度 ， 例 如 将 在 第 4 章 学 习 的 归并 排序 。( 线 性 对 数 (linearithmic) 
是 词语 线性 (linear) 和 对 数 (logarithmic) 的 复合 词 。) 


表 1 算法 复杂 度 常用 术语 














8@(1) 常量 复杂 度 Qns) 多 项 式 复杂 度 
(log 让 对 数 复杂 度 @(b"), b>1 指数 复杂 度 
Qn) 线性 复杂 度 Qn!) 阶乘 复杂 度 









Qn log n) 线性 对 数 复杂 度 
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一 个 算法 具有 和 多项式 复杂 度 (polynomial complexity) 如 果 它 的 复杂 度 是 (x )， 其 中 5b 是 满 
足 5 宇 1 的 整数 。 例 如 ， 冒 泡 排 序 算法 是 多 项 式 时 间 算 法 ， 因 为 它 在 最 坏 情形 下 使 用 B(x) 次 比 
较 。 一 个 算法 有 指数 复杂 度 (exponential complexity) 如果 它 的 时 间 复 杂 度 为 9(8")， 其 中 6b 这 1。 
通过 检查 变量 的 所 有 可 能 的 真 值 赋值 来 判定 n 个 变量 的 复合 命题 是 否 是 可 满足 的 算法 是 一 个 指 
数 复杂 度 算法 ， 因 为 它 用 8(2") 次 运算 。 最 后 ， 一 个 算法 具有 阶乘 复杂 度 (factorial complexity) 
如 果 它 的 时 间 复 杂 度 是 @(n!)。 寻 找 一 个 推销 员 可 以 用 来 访问 个 城市 的 所 有 顺序 的 算法 具有 
阶乘 复杂 度 ， 我 们 将 在 第 9 章 讨论 这 个 算法 。 

易 解 性 (tractability) ”一 个 能 用 多 项 式 最 坏 情形 复杂 度 的 算法 求解 的 问题 称 为 易 解 的 
(tractable) ， 因 为 针对 问题 在 合理 规模 的 输入 下 ， 可 期 望 算法 在 相对 短 的 时 间 内 给 出 解答 。 不 
过 ， 如 果 在 大 @ 估计 中 的 多 项 式 次 数 过 高 (如 100 次 ) 或 者 如 果 多 项 式 的 系数 非常 大 ， 则 算法 都 
可 能 会 花 特别 长 的 时 间 来 解 题 。 所 以 ， 一 个 能 用 多 项 式 最 坏 情 形 复杂 度 的 算法 来 解决 的 问题 也 
不 能 保证 能 在 合理 时 间 内 得 到 解答 ， 即 使 是 对 于 相对 较 小 的 输入 值 。 幸 运 的 是 ， 实 践 中 这 种 估 
计 中 用 到 的 多 项 式 的 次 数 和 系数 都 不 大 。 

对 于 那些 不 能 用 最 坏 情形 多 项 式 时 间 复 杂 度 的 算法 解决 的 问题 情况 要 糟 得 多 。 这 种 问题 
称 为 难 解 的 (intractable) 。 虽 然 并 不 总 是 ， 但 通常 即使 对 于 小 规模 的 输入 在 最 坏 情 形 下 也 需要 
特别 大 量 的 时 间 来 解决 问题 。 不 过 ， 实 践 中 会 有 这 样 的 情形 ， 具 有 某 种 最 坏 情形 时 间 复 杂 度 
的 算法 在 大 多 数 情况 下 都 能 够 比 在 最 坏 情 形 下 更 快 地 解决 问题 。 如 果 人 允许 少量 情况 下 问题 不 
能 在 合理 的 时 间 内 得 到 解答 ， 那 么 平均 情形 时 间 复 杂 度 就 是 对 算法 解 题 所 需 时 间 的 一 个 更 好 
的 度量 方式 。 业 界 许多 重要 的 问题 都 被 认为 是 难 解 的 ， 但 在 实践 中 对 于 日 常生 活 中 出 现 的 所 
有 输入 基本 上 都 能 得 到 解决 。 另 一 种 处 理 实 践 中 出 现 的 难 解 问题 的 方法 是 寻求 问题 的 近似 解 
而 非 精 确 解 。 也 许 存 在 求 近 似 解 的 快速 算法 ， 甚 至 还 能 保证 这 些 近 似 解 和 精确 解 相 差 不 
太太 

甚至 存在 这 样 一 些 问题 ， 可 以 被 证 明 是 没有 算法 能 够 求解 它们 的 。 这 种 问题 称 为 不 可 解 的 
(Cunsolvable)( 相 对 于 可 以 用 一 个 算法 求解 的 可 解 的 (solvable) 问题 而 言 ) 。 第 一 个 证 明 存 在 不 可 
解 问题 的 是 伟大 的 英国 数学 家 和 计算 机 科学 家 阿兰 .图 灵 (Alan Turing)， 当 时 他 证 明了 停机 问 
题 是 不 可 解 的 。 我 们 在 3. 1 节 证 明了 停机 问题 是 不 可 解 的 。( 在 第 13 章 有 图 灵 小 传 以 及 对 他 在 
某 些 其 他 方面 的 工作 介绍 。) 

P 与 NP 算法 复杂 度 的 研究 远 超出 这 里 所 能 介绍 的 。 可 是 ， 注 意 人 们 相信 许多 可 解 的 
问题 具有 这 样 的 性 质 ， 即 没有 多 项 式 最 坏 情 形 时 间 复 杂 度 的 算法 能 求解 ， 但 是 一 旦 有 了 一 


uns 


斯 蒂 芬 。 库 克 (Stephen Cook， 生 于 1939 年 ) 库 克 出 生 在 布 法 罗 ， 他 的 父亲 是 一 
名 工业 化 学 家 并 教授 大 学 课程 。 他 的 母亲 在 一 所 社区 学 院 教 授 英语 课程 。 在 高 中 时 他 
通过 和 当地 一 位 著名 的 发 明了 第 一 个 植 人 式 心脏 起 搏 器 发 明 家 的 一 起 工作 ， 库 克 对 电 
子 产 品 产生 了 极 大 兴趣 。 

库 克 在 密歇根 大 学 主 修 数 学 专业 ，1961 年 毕业 。 他 在 哈佛 大 学 读 研 究 生 ， 并 在 
1962 年 获得 硕士 学 位 ，1966 年 获得 博士 学 位 。1966 年 库 克 被 任命 为 伯克利 加 州 大 学 
数学 系 的 助理 教授 。 他 没有 被 聘 为 终身 教 职 可 能 是 因为 数学 系 教 员 对 他 的 工作 没有 太 
大 的 兴趣 ， 而 他 的 工作 现在 被 认为 是 理论 计算 机 科学 的 最 重要 领域 之 一 。1970 年 他 加 入 了 多 伦 多 大 学 ， 
任 计算 机 科学 系 和 数学 系 的 助理 教授 。 他 一 直 在 多 伦 多 大 学 ，1985 年 他 被 任命 为 大 学 教授 。 

库 克 被 认为 是 计算 复杂 度 理论 的 创始 人 之 一 。1971 年 他 的 论文 “定理 证 明 过 程 的 复杂 度 ”(The 
Complexity of Theorem Proving Procedures) 形 式 化 了 NP 完全 和 多 项 式 时 间 简 化 的 概念 ， 通 过 证 明 可 满足 
性 问题 就 是 这 样 一 个 NP 完全 问题 从 而 证 明了 NP 完全 问题 的 存在 性 ， 并 引入 臭名 昭著 的 P 与 NP 问题 。 

库 克 获得 过 许多 奖项 ， 包 括 1982 年 的 图 灵 奖 。 他 已 婚 并 有 两 个 儿子 。 他 的 业余 爱好 包括 演奏 小 提 夷 
和 参加 帆船 比赛 。 
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个 解答 ， 却 可 以 用 多 项 式 时 间 内 来 验证 。 能 以 多 项 式 时 间 内 验证 解 的 问题 称 为 属于 NP 类 
( 易 解 的 问题 属于 P 了 类 )。 缩 写 NP 是 指 非 确定 性 多 项 式 (nondeterministic polynomial) 时 间 。 
3.1 节 讨论 的 可 满足 性 问题 就 是 一 个 NP 问题 的 例子 可 以 快速 地 验证 复合 命题 的 一 组 
变量 的 真 值 赋值 让 这 个 命题 成 真 ， 但 是 至 今 没 有 发 现 找 出 这 种 真 值 赋值 的 多 项 式 时 间 算 
法 。( 例 如 ， 穷 举 搜 索 所 有 可 能 的 真 值 赋值 需要 QC(2") 次 位 运算 ， 其 中 是 复合 命题 的 变 
量 数 。) 

还 有 一 类 重要 的 问题 ， 称 为 NP 完全 问题 (NP-complete problem) ， 具 有 这 样 的 性 质 即 只 要 
其 中 任何 一 个 问题 能 用 一 个 多 项 式 时 间 最 坏 情 形 算法 来 求解 ， 那 么 NP 类 的 所 有 问题 都 能 用 多 
项 式 时 间 最 坏 情形 算法 来 求解 。 可 满足 性 问题 也 是 NP 完全 问题 的 一 个 例子 。 它 是 一 个 NP 问 
题 ， 并 且 如 果 知 道 了 一 个 求解 它 的 多 项 式 时 间 算 法 ， 那 么 所 有 已 知 在 该 问题 类 中 的 所 有 问题 就 
都 有 多 项 式 时 间 算 法 (在 这 个 类 中 有 许多 重要 问题 ) 。 最 后 这 个 叙述 基于 这 样 一 个 事实 ， 即 NP 
中 的 每 个 问题 可 在 多 项 式 时 间 内 归 约 为 可 满足 性 问题 。 尽 管 已 经 发 现 有 3000 多 个 NP 完全 问 
题 了 ， 但 可 满足 性 问题 是 第 一 个 被 证 明 是 NP 完全 的 问题 。Stephen Cook 和 Leonid Levin 在 20 
世纪 70 年 代 独 立 证 明了 该 结论 ， 因 而 阐述 该 结论 的 定理 称 为 是 Cook-Levin 定理 。 

P 与 NP 问题 (P versus NP problem) 是 问 NP( 有 可 能 在 多 项 式 时 间 内 检验 其 解 的 一 类 问题 ) 
是 否 等 于 P( 一 类 易 解 的 问题 )。 如 果 P 了 关 NP， 则 存在 这 样 一 些 不 能 在 多 项 式 时 间 内 求解 但 其 解 
可 以 在 多 项 式 时 间 内 验证 的 问题 。NP 完全 性 的 概念 有 助 于 研究 解决 P 与 NP 问题， 因为 NP 完 
全 问题 是 那些 在 NP 类 中 被 认为 最 不 可 能 是 P 类 中 的 问题 ， 由 于 NP 中 的 每 个 问题 可 以 在 多 项 
式 时 间 内 归 约 为 一 个 NP 完全 问题 。 绝 大 多 数理 论 计算 机 科学 家 相信 P 隆 NP， 这 意味 着 没有 
NP 完全 问题 能 在 多 项 式 时 间 内 解决 。 该 信念 的 一 个 理由 是 尽管 做 了 广泛 的 研究 ， 但 没有 人 成 
功 地 证 明 P=NP。 特 别 是 ， 没 有 人 找到 一 个 最 坏 情 形 多 项 式 时 间 复 杂 度 的 算法 能 够 解决 任何 
NP 完全 问题 。P 与 NP 问题 是 数学 科学 (包括 理论 计算 机 科学 ) 中 最 著名 的 悬而未决 的 问题 之 
一 。 它 是 7 个 著名 的 千 禧 年 大 奖 问题 之 一 ， 其 中 6 个 依然 未 解 。 克 雷 数学 研究 所 提供 100 万 美 
元 奖金 悬赏 求解 该 问题 。 

要 更 多 了 解 算法 复杂 度 的 信息 ， 参 阅 本 书 最 后 为 本 节 列 出 的 文献 ， 包 括 [CoLeRiSt09] 。 
(另外 ， 关 于 以 图 灵机 来 定义 的 计算 复杂 度 的 正式 讨论 可 参见 13. 5 节 。) 

实际 的 考虑 ”注意 一 个 算法 时 间 复 杂 度 的 大 8 估计 表达 了 解 题 所 需要 的 时 间 如 何 随 输 入 
规模 的 增长 而 增长 。 在 实践 中 使 用 被 证 明 是 最 好 的 估计 ( 即 参 照 函 数 最 小 )。 不 过 ， 时 间 复 杂 
度 的 大 8 估计 不 能 直接 翻译 成 计算 机 实际 使 用 的 时 间 量 。 一 个 原因 是 大 8 估计 f(n) 是 
Bl(g(n)) 的 ， 这 里 f(n) 是 算法 的 时 间 复 杂 度 而 g(n) 是 参照 函数 ,意味 着 存在 常数 CC 、Cz 入 
使 得 当 xz 之 & 时 有 Cig() 壹 f(nw) 过 Cog(n)。 所 以 在 不 知道 不 等 式 中 的 常数 CC、C 和 上 有 时， 就 
不 能 用 这 一 估计 来 判定 最 坏 情形 下 所 使 用 的 运算 次 数 的 上 界 和 下 界 。 正 如 前 文 说 过 ,一 次 运 
算 所 需要 的 时 间 还 取决 于 运算 类 型 和 使 用 的 计算 机 。 通 常 ， 算 法 的 最 坏 情形 时 间 复 杂 度 只 采 
用 大 O 估计， 而 不 是 大 @ 估 计 。 注 意 算法 时 间 复 杂 度 的 大 O 估计 只 能 对 算法 在 最 坏 情形 所 需 
时 间 以 输入 值 规模 的 函数 的 形式 提供 上 界 ， 而 不 提供 下 界 。 尽 管 如 此 ， 为 了 简单 起 见 ， 我 们 
在 讨论 算法 时 间 复 杂 度 时 经 常会 用 大 OO 估计， 同时 要 懂得 大 9 估计 能 提供 更 多 的 信息 。 

表 2 给 出 用 算法 求解 各 种 输入 规模 问题 所 需 的 时 间 ， 这 里 用 位 运算 的 位 数 nn 表示， 并 假定 
每 次 位 运算 需要 的 时 间 是 10" 秒 ,这 是 以 今天 最 快 的 计算 机 做 位 运算 所 需 时 间 的 一 种 合理 估 
计 。 需 要 的 时 间 超 过 10'” 年 的 在 表 中 用 星 号 表示 。 将 来 ， 这 些 时 间 会 随 着 更 快 的 计算 机 的 开发 
而 减少 。 我 们 可 以 用 表 2 所 列 时 间 来 看 看 当 我 们 在 现代 计算 机 上 运行 一 个 已 知 最 坏 情 形 时 间 复 
杂 度 的 算法 时 ， 是 否 可 以 期 望 得 到 针对 给 定 输入 规模 问题 的 一 个 解 。 注 意 我 们 不 能 确定 一 台 计 
算 机 解决 一 个 特定 输入 规模 问题 所 需 的 确切 时 间 ， 因 为 这 涉及 计算 机 硬件 和 实现 算法 的 特定 软 
件 的 许多 方面 的 问题 。 
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表 2 算法 所 用 的 计算 机 时 间 


使 用 的 位 运算 
logn nlogn n? 2n ml 
3X10-11s 10-20E 8X10~ ms 10~3s L033 3X10-7s 
7X10-1s 10-9s 7X 双 10-9s 10-7s 4X10lyr x 

二 0X10-10s = LXI0™"s OF 5 兴 
1. SX10 ts TO Rs 1X10-5s LO 关 
L. TKIO Es l0™Ss 2X10 ss 0.1s x 
2X10-105s 2X10—4s 0. 17min 关 

























对 于 一 台 计 算 机 求解 一 个 问题 需要 多 长 时 间 有 一 个 的 合理 估计 是 很 重要 。 例 如 ， 如 果 一 个 
算法 大 约 需要 10 小 时 ， 也 许 值得 花费 这 些 机 时 (和 人 金钱) 求解 该 问题 。 但 是 ， 如 果 算 法 需要 数 
百 亿 年 来 求解 一 个 问题 ， 就 没有 理由 消耗 资源 来 实现 这 一 算法 。 现 代 技 术 最 有 趣 的 现象 之 一 是 
计算 机 在 速度 和 内 存 空间 的 迅速 增长 。 减 少 计算 机 解 题 时 间 的 另 一 重要 因素 是 并 行 处 理 ， 这 是 
一 种 同时 执行 多 个 运算 序列 的 技术 。 

有效 算 法 ,包括 大 多 数 多 项 式 时 间 复 杂 度 的 算法 ， 都 能 从 重大 技术 进步 中 得 到 最 大 的 好 
处 。 可 是 ， 这 些 技 术 进 步 对 于 克服 指数 或 阶乘 时 间 复 杂 度 算法 的 复杂 度 方面 似乎 没有 什么 帮 
助 。 由 于 计算 速度 的 增加 ， 计 算 机 内 存 的 增加 ， 再 加 上 采用 得 益 于 并 行 处 理 的 算法 ， 五 年 前 被 
认为 是 不 可 解 的 问题 现在 可 以 当做 例 行 事务 求解 了 ， 而 且 可 以 肯定 这 句 话 在 五 年 以 后 仍然 成 
立 。 当 采用 的 算法 是 难 解 的 时 候 更 是 如 此 。 


练习 
1. 试 给 出 下 面 算法 片断 用 到 的 运算 次 数 的 大 O 估计 (这 里 运算 是 指 加 法 或 乘法 ) 。 
z 3 一 0 
for i :一 1to3 
for ) :=1 to 4 
t :一 t 十 订 
2. 试 给 出 下 面 算 法 片断 用 到 的 加 法 次 数 的 大 O 估计 。 
SO 
for zz :一 1] ton 
for ) :一 1 ton 
R31 = 
3. 试 给 出 下 面 算法 片断 用 到 的 运算 次 数 的 大 O 估计 ， 这 里 运算 是 指 比较 或 乘法 (忽略 在 for 循环 中 测试 条 
件 所 需 的 比较 ， 其 中 aa ，a ，…，w 是 正 实数 ) 。 
7 :一 0 
fori:=] ton 
for 7 :一 zi 十 1 to 7? 
7 :一 Imnax(QiQi ，72) 
4. 试 给 出 下 面 算法 片断 用 到 的 运算 次 数 的 大 O 估计 ， 这 里 运算 是 指 加 法 或 乘法 (忽略 在 while 循环 中 测试 
条 件 所 需 的 比较 ) 。 
i :一 1 
£3=0 
while i<n 
t :=t+i 
i :=21i 
5. 3. 1 节 练 习 16 给 出 的 在 个 自然 数 的 序列 中 寻找 最 小 自然 数 的 算法 需要 使 用 多 少 次 比较 ? 
6. a) 用 伪 代 码 写 一 个 算法 ,使 用 插入 排序 将 任意 长 度 的 实数 列表 中 前 4 项 排列 成 递增 序 。 
b) 证 明 以 比较 次 数 度量 算法 的 时 间 复杂 度 是 O(1)。 
7. 假定 已 知 一 个 元 素 是 一 个 有 32 个 元 素 的 列表 的 前 4 个 元 素 中 。 线 性 搜索 或 二 分 搜索 哪个 会 更 快 地 定 
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位 到 该 元 素 ? 


. 给 定 实数 x 和 正 整 数 &， 试 给 出 计算 x” 使 用 的 乘法 次 数 ， 计 算 方法 是 从 z 开始 连续 取 平 方 ( 求 z*、x 


等 )。 这 样 是 否 比 通过 在 xz 乘 上 适当 次 数 的 自身 来 计算 x” 更 高 效 ? 


. 给 出 下 述 算法 所 使 用 的 比较 次 数 的 大 CO 估计， 通过 检查 串 的 每 位 是 否 为 1 来 计算 位 串 中 1 的 个 数 ( 参 


见 3.1 节 练习 25)。 

a) 证 明 下 面 的 算法 给 出 的 是 位 串 S 中 1 的 个 数 。 
procedure bit count(S: 位 串 ) 
count :一 0 
while S 天 0 

coupt :一 count 十 1 

Ss=3N (ST—1) 
return count{count 是 S 中 1 的 个 数 } 
其 中 S 一 1 是 把 S 中 最 右边 的 位 1 改 为 位 0， 同时 把 这 一 位 右边 的 所 有 位 0 均 改 为 位 1 得 到 的 位 串 。 
[SA (S 一 1 是 S 和 S 一 1 的 按 位 合 取 运算 。] 

b) 用 a) 中 的 算法 计算 位 串 S 中 1 的 个 数 需要 做 多 少 次 按 位 合 取 运 算 ? 

a) 假 设 有 集合 代 ，2，…，7} 的 nn 个 子 集 Si1，S; ，…，S,。 试 写 出 一 个 蛮 力 算法 来 判定 是 否 有 一 对 子 
集 是 不 相交 的 。[ 提 示 : 算法 应 该 针对 子 集 进行 循环 对 于 每 个 子 集 S;， 需 要 对 所 有 其 他 子 集 进行 
循环 ; 而 对 其 他 子 集中 的 每 个 S;， 需 要 针对 S; 中 所 有 元 素 做 循环 以 判定 & 是 否 也 属于 Si 。j] 

b) 试 给 出 算法 用 于 判定 一 个 整数 是 否 在 其 中 一 个 子 集中 的 次 数 的 大 O 估计 。 

考虑 下 面 的 算法 ， 以 个 整数 a1，as，…，a, 的 序列 作为 输入 ， 生 成 一 个 矩阵 M= {mi } 作 为 输出 ， 

其 中 对 于 7 过 pi 时 mij 是 整数 序列 a; 3 Qitis 9 Qa; 中 的 最 小 项 ， 否 则 my =0s 

初始 化 M 使 得 当 j 宇 i 时 m; 二 a; 否则 mm; 一 0 

fori:=1 ton 
for 7 :一 2 十 1 to 7 

for & :一 ;十 1 toj 
mi :=min(m;, ax) 

return M= {myj}{my 是 ai, airi, "**， a; 中 的 最 小 项 )} 

a) 证 明 这 个 算法 使 用 O(0z ) 次 比较 来 计算 矩阵 M。 

b) 证 明 这 个 算法 使 用 Q(z ) 次 比较 来 计算 矩阵 M。 利 用 该 事实 以 及 a) 得 出 结论 该 算法 使 用 Bln) 次 比 
较 。[ 提 示 : 在 算法 的 两 层 外 循环 中 只 考虑 当 i 委 zw4 和 j 宇 3n/4 的 情形 。] 

计算 多 项 式 wz" 十 aizc 十 … 十 az 十 ao 在 zx 一 < 处 的 值 的 传统 算法 可 以 用 伪 代 码 表示 为 : 

procedure polynomial(c，ao ，a ，…，a: 实数 ) 
power :一 1 
2 :一 40 
for i=1 to 7 

power :一 Power * c 
y :一 y 十 ai * power 
return y{y 一 anc" 十 alic" 十 … 十 ac 十 ao》 

其 中 y 的 最 终 值 即 是 该 多 项 式 在 x 二 c 处 的 值 。 

a) 按 上 述 算法 步骤 计算 3z: 十 z 十 1 在 z 一 2 处 的 值 并 给 出 每 步 赋 值 语句 所 赋 的 值 。 

b) 准 确 地 说 计算 n 阶 多 项 式 在 z=c 处 的 值 需要 使 用 多 少 次 乘法 和 加 法 ?〈( 不 要 计算 增加 循环 变量 的 
值 所 做 的 加 法 。) 

有 比 练习 13 中 给 出 的 传统 算法 更 有 效 的 计算 多 项 式 值 的 算法 (以 使 用 的 乘法 和 加 法 次 数 来 度量 ) 。 这 个 

算法 称 为 霍 纳 法 (Horner's method)。 下 面 的 伪 代 码 说 明 怎样 用 这 一 方法 计算 awz" 十 ar1z 十 … 十 

az 十 ao 在 z= 一 c 处 的 值 。 

procedure Horner(c，ao，a ，a ，…，a: 实数 ) 
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for 1=1 ton 
y :一 yx#C 十 Cn-; 
return y{y 一 arc* 十 aic” 十 … 十 aic 十 ao》 
a) 按 上 述 算法 步骤 计算 3z? 十 z 十 1 在 zx 一 2 的 值 并 给 出 每 步 赋 值 语句 所 赋 的 值 。 
b) 准 确 地 说 此 算法 计算 n 阶 多 项 式 在 z= 二 c 处 的 值 需 要 使 用 多 少 次 乘法 和 加 法 ? (不 要 计算 增加 循环 
变量 的 值 所 做 的 加 法 。) 
使 用 需要 f(n) 次 位 运算 的 算法 解决 规模 为 n 的 问题 时 在 1 秒 内 能 解决 的 问题 的 最 大 规模 nn 是 多 少 ? 
这 里 每 个 位 运算 能 够 在 10“， 秒 完成 ， 且 采用 下 列 函 数 f(n)，。 
a)logn bn Cn logn 
dn €)2” Dn! 
使 用 需要 f(n) 次 位 运算 的 算法 解决 规模 为 n 的 问题 时 在 1 天 时 间 内 能 解决 的 问题 的 最 大 规模 n 是 多 
少 ? 这 里 每 个 位 运算 能 够 在 10 " 秒 完 成 ， 且 采用 下 列 函 数 f(n)。 
a)log n b)1000n Cn 
d)1000n’ en f) 2" 
多) 22" h) 22 
使 用 需要 f(n) 次 位 运算 的 算法 解决 规模 为 n 的 问题 时 在 1 分 钟 内 能 解决 的 问题 的 最 大 规模 n 是 多 少 ? 
这 里 每 个 位 运算 能 够 在 10 “ 秒 完成 ， 且 采用 下 列 函 数 f(n)。 
a)log log n b)log n c)(log n)’ 
d)1 000 000n e)n’ {2" 
g)2" 
如 果 算法 求解 规模 为 的 问题 需 2n’ 十 2" 次 运算 ,每 次 运算 需 10“ 秒 ， 对 于 下 面 给 出 的 n 值 ， 请 问 算 
法 解 题 需要 多 少时 间 ? 
a)10 b)20 c)50 


d)100 
如 果 每 次 运算 需要 使 用 下 列 时 间 ， 请 问 使 用 2” 次 运算 的 算法 需要 多 少时 间 ? 
a)10“ 秒 b)10 悦 秒 c)10- 秒 


当 你 将 问题 的 输入 规模 从 ” 翻 倍 到 2n 时 对 解 题 所 需 时 间 有 什么 影响 ? 假定 算法 解决 输入 规模 为 的 
问题 时 所 需 的 毫秒 数 为 如 下 函数 。[ 尽 可 能 将 答案 表达 得 简单 些 ,， 或 者 一 个 比值 或 者 一 个 差 值 。 你 的 
答案 可 以 是 n 的 函数 或 常量 .] 


a)log log 7 b)log 7 c)1007 
dn logn en fn 
多 ) 2” 


当 你 将 问题 的 输入 规模 从 nn 增长 到 十 1 时 对 解 题 所 需 时 间 有 什么 影响 ? 假定 算法 解决 输入 规模 为 
的 问题 时 所 需 的 毫秒 数 为 如 下 函数 。[ 尽 可 能 将 答案 表达 得 简单 些 , 或 者 一 个 比值 或 者 一 个 差 值 。 你 
的 答案 可 以 是 的 函数 或 常量 。] 

a)log n b)100n Cn 
dn e)2" f)2™ 

nl 

判定 下 述 情况 需要 的 最 少 比较 次 数 ， 即 最 好 情况 性 能 。 

a) 用 3. 1 节 算 法 1 寻找 个 整数 的 序列 的 最 大 值 。 

b) 用 线性 搜索 在 ”个 元 素 的 列表 中 定位 一 个 元 素 。 

c) 用 二 分 搜索 在 n 个 元 素 的 列表 中 定位 一 个 元 素 。 

试 分 析 线 性 搜索 的 平均 情形 性 能 ， 如 果 恰 有 一 半 的 情况 z 不 在 列表 中 ;而 且 当 z 在 列表 中 时 它 出 现 
在 列表 中 任何 位 置 的 可 能 性 都 一 样 。 

一 个 算法 解 题 时 相对 于 某 一 运算 来 说 是 最 优 的 ， 如 果 不 存在 其 他 算法 在 解 此 题 时 使 用 更 少 的 此 种 运算 。 

a) 证 明 3. 1 节 算 法 1 相对 于 整数 比较 的 次 数 而 言 是 最 优 的 。[ 注 意 : 这 里 不 考虑 用 于 循环 管理 中 的 比较 。] 
b) 线 性 搜索 相对 于 整数 比较 次 数 是 最 优 的 吗 ? (不计 循环 管理 中 用 到 的 比较 。) 
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描述 3. 1 节 练 习 27 给 出 的 三 分 搜索 算法 用 比较 次 数 度量 的 最 坏 情 形 时 间 复 杂 度 。 

描述 3. 1 节 练 习 28 中 给 出 的 搜索 算法 用 比较 次 数 度量 的 最 坏 情形 时 间 复 杂 度 。 

分 析 你 为 3. 1 节 练 习 29 设计 的 在 非 递 减 序 整 数 表 中 定位 一 个 众 数 的 算法 的 最 坏 情形 时 间 复 杂 度 。 
分 析 你 为 3. 1 节 练 习 30 设计 的 在 非 递 减 序 整 数 表 中 定位 所 有 众 数 的 算法 的 最 坏 情形 时 间 复 杂 度 。 
分 析 你 为 3. 1 节 练 习 31 设计 的 在 整数 序列 中 寻找 第 一 个 与 它 前 面 某 项 相等 的 项 的 算法 的 最 坏 情 形 时 
间 复 杂 度 。 

分 析 你 为 3. 1 节 练 习 32 设计 的 求 序列 中 所 有 那些 大 于 其 前 面 各 项 之 和 的 项 的 算法 的 最 坏 情形 时 间 复 杂 度 。 
分 析 你 为 3. 1 节 练 习 33 设计 的 求 序 列 中 第 一 个 小 于 前 一 项 的 项 的 算法 的 最 坏 情 形 时 间 复 杂 度 。 

用 比较 次 数 作为 度量 来 确定 3. 1 节 练 习 5 的 在 整数 排序 表 中 寻找 所 有 多 次 出 现 的 值 的 算法 的 最 坏 情 
形 时 间 复 杂 度 。 

用 比较 次 数 作为 度量 来 确定 3. 1 节 练 习 9 的 判断 一 个 nn 个 字符 的 串 是 否 是 回 文 的 算法 的 最 坏 情 形 时 间 
复杂 度 。 

选择 排序 (参见 3. 1 节 练 习 41 前 的 说 明 ) 给 n 个 项 排序 要 用 多 少 次 比较 ?基于 你 的 答案 ， 试 给 出 以 选 
择 排 序 中 的 比较 次 数 作 为 度量 选择 排序 复杂 度 的 大 O 〇 估计 。 

对 于 在 3.1 节 练习 47 前 的 说 明 中 描述 的 二 分 插入 排序 ， 以 所 使 用 的 比较 次 数 和 所 交换 的 项 数 来 度 
量 ， 找 出 其 最 坏 情形 复杂 度 的 大 O 估计 。 

证 明 以 比较 次 数 作为 度量 时 采用 25 美 分 、10 美 分 、5 美 分 和 1 美 分 硬币 找 郊 美 分 零钱 的 贪 禁 算 法 具 
有 O(z) 复 杂 度 。 

练习 37 和 38 涉及 给 定 nn 个 讲座 的 开始 和 结束 时 间 时 尽 可 能 多 地 安排 讲座 的 问题 。 

试 找 出 通过 检查 讲座 的 所 有 可 能 子 集 的 方式 来 安排 讲座 的 蛮 力 算法 的 复杂 度 。[ 提 示 : 利用 个 元 素 
的 集合 有 2” 个 子 集 的 这 一 事实 。] 

找 出 通过 在 每 一 步 加 入 一 个 和 那些 已 安排 讲座 兼容 的 结束 时 间 最 早 的 讲座 的 方式 安排 最 多 讲座 的 贪 
禁 算 法 的 复杂 度 (3. 1 节 算法 7)。 假 设 讲座 还 没有 按 最 早 结束 时 间 排 序 ， 并 且 假 设 排 序 的 最 坏 情 形 时 
间 复 杂 度 是 O(n log n)。 

试 描述 当 列 表 规模 从 n 翻 倍 到 2n 时 ， 其 中 是 正 整 数 ， 采 用 这 些 算法 在 一 个 列表 中 搜索 一 个 元 素 在 
最 坏 情 形 下 所 用 的 比较 次 数 是 如 何 变 化 的 。 


a) 线 性 搜索 b) 二 分 搜索 

试 描述 当 待 排序 的 列表 规模 从 n 翻 倍 到 2n 时 ， 其 中 是 正 整数 ， 采 用 这 些 排序 算法 在 最 坏 情形 下 所 
用 的 比较 次 数 是 如 何 变化 的 。 

a) 冒 泡 排序 b) 插 入 排序 


c) 选 择 排序 ( 见 3. 1 节 练 习 41 前 的 导言 ) ”由 二 分 插入 排序 ( 见 3.1 节 练 习 47 前 的 导言 ) 

一 个 nXn 和 矩阵 称 为 是 上 三 角 和 矩 阵 (upper triangular) 如 果 当 ;> 时 ai 三 0。 

参考 矩阵 乘积 的 定义 ， 用 汉语 描述 计算 两 个 上 三 角 和 矩阵 乘积 的 算法 ， 它 忽略 在 计算 中 自动 等 于 零 的 

乘积 项 。 

给 出 练习 41 中 计算 两 个 上 三 角 和 矩阵 乘积 算法 的 伪 代 码 描述 。 

练习 41 中 计算 两 个 nXn 上 三 角 和 矩阵 乘积 算法 需要 用 到 多 少 次 元 素 乘 法 ? 

在 练习 44-45 中 假设 用 于 pXg 和 矩阵 和 g Xr 矩阵 相 乘 所 需 的 元 素 乘法 次 数 是 par。 

计算 乘积 ABC 的 最 佳 次 序 是 什么 ， 如 果 A4、B 和 C 分 别 是 3X9、9X4 和 4X2 和 矩阵 ? 

计算 乘积 ABCD 的 最 佳 次 序 是 什么 ， 如 果 A4、B、C 和 了 分别 是 30X10、10X40、40X50 和 50X30 矩阵 ? 

这 个 练习 涉及 字符 串 匹配 问题 。 

a) 试 解释 如 何 用 蛮 力 算法 在 一 个 = 个 字符 的 串 ( 称 为 文本 ) 中 寻找 一 个 给 定 的 mx 个 字符 的 串 ( 称 为 目 
标 ) 的 第 一 次 出 现 ， 其 中 m<z。[ 提 示 : 考虑 寻找 目标 的 第 一 个 字符 的 一 个 匹配 ， 然 后 检查 连续 字 
符 的 匹配 ， 如 果 它 们 不 是 全 部 吻合 ， 将 开始 位 置 向 右 移 一 个 字符 。] 

b) 用 人 擅 代 码 写 出 你 的 算法 。 

c) 给 出 你 所 描述 的 蛮 力 算法 在 最 坏 情 形 时 间 复 杂 度 的 大 O 估计。 


关键 术语 和 结论 


术语 
算法 (algorithm) : 一 组 用 于 执行 一 个 计算 或 求解 一 个 问题 的 精确 指令 的 有 限 序列 。 
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搜索 算法 (searching algorithm) : 在 一 个 列表 中 定位 一 个 元 素 的 问题 。 

线性 搜索 算法 (linear search algorithm) : 逐个 元 素 搜 索 列表 的 过 程 。 

二 分 搜索 算法 (binary search algorithm) : 在 有 序列 表 中 通过 不 断 将 列表 分 半 进 行 搜索 的 过 程 。 

排序 (sorting) : 按 既 定 的 顺序 重新 排列 一 个 列表 中 元 素 的 次 序 。 

FCz) 是 OCS(Cz)) 的 (FGz)iO(CsCz))): 给 定常 数 C 和 有， 对 所 有 xz 有 |f(z) | 二 Clg(z)| 的 
事实 。 . 

f(X) 是 Ol(g(Xx)) 的 这 一 关系 的 凭证 (witness to the relationship f(x)is Ol(g(7x))); 一 对 C 和 和 
使 得 只 要 zx 二 k 就 有 |f(x) | 二 Clg(z)|。 

f(z) 是 QCg(z)) 的 (f(z)is Q(g(z))): 给 定 正常 数 C 和 有 &， 对 所 有 z>>k 有 |f(z) | 宇 Clg(z)| 
的 事实 。 

f(ZX) 是 (g(x)) 的 (f(z)is B(g(X)):): f(z) 是 Olg(z)) 和 f(z) 是 QC(g(z)) 的 事实 。 

时 间 复 杂 度 (time complexity:): 算法 解 题 需 要 的 时 间 量 。 

空间 复杂 度 (space complexity:): 算法 解 题 需 要 的 计算 机 存储 空间 量 。 

最 坏 情形 时 间 复 杂 度 (worst- case time complexity) : 算法 求解 给 定 大 小 的 问题 时 需要 的 最 大 时 
间 量 。 

平均 情形 时 间 复 杂 度 (average-case time complexity): 算法 求解 给 定 大 小 的 问题 时 需要 的 平均 时 
间 量 。 

算法 范 型 (algorithmic paradigm) : 基于 某 个 特定 的 概念 构造 算法 的 通用 方法 。 

变 力 算法 (brute force): 从 间 题 和 定义 出 发 以 最 朴素 的 方式 构造 求解 问题 的 算法 这 样 一 种 算法 
范 型 。 

贪 禁 算法 (greedy algorithm) : 根据 指定 条 件 在 每 一 步 都 做 最 好 选择 的 算法 。 

易 解 问题 (tractable problem) : 存在 最 坏 情形 多 项 式 时 间 算 法 可 以 求解 的 问题 。 

难 解 问题 (intractable problem) : 不 存在 最 坏 情 形 多 项 式 时 间 算 法 可 以 求解 的 问题 。 

可 解 问题 (solvable problem) : 可 以 由 算法 求解 的 问题 。 

不 可 解 问题 (unsolvable problem) : 不 能 由 算法 求解 的 问题 。 


结论 

线性 和 二 分 搜索 算法 (linear and binary search algorithms) : (参见 3.1 节 ,) 

冒 泡 排序 (bubble sort) : 采用 在 每 一 遍 都 交换 错位 的 相 邻 元 素 的 排序 方法 。 

插入 排序 (insertion sort) : 当 列 表 的 前 7 一 1 个 元 素 已 排 好 序 时 ， 在 第 7 步 把 第 7 个 元 素 揪 入 列 
表 中 正确 的 位 置 上 的 排序 方法 。 

线性 搜索 具有 O(z) 的 最 坏 情形 时 间 复 杂 度 。 

二 分 搜索 具有 O(log nn) 的 最 坏 情 形 时 间 复 杂 度 。 

冒 泡 和 插入 排序 具有 OC ) 的 最 坏 情形 时 间 复 杂 度 。 

log n! 是 Olnlog nn) 的 。 

如 果 有 (zxz) 是 OCgi(z)) 的 且 f(z) 是 OCgs(z)) 的 ， 则 (有 十 f)(z) 是 OCmax(gi(zx)，gs (7x))) 
的 且 (fif)(z) 是 Ol((gigs(zx)) 的 。 

如 果 a。，al; ，…，a 都 是 实数 且 a .天 0， 则 az" 十 az 十 … 十 az 十 ao 是 B(x") 的 ， 因 而 也 
是 OCGz) 的 和 Q(z) 的 。 


复习 题 
1. a) 定 义 术 语 算法 。 

b) 有 哪些 不 同方 式 可 以 描述 算法 ? 

c) 求 解 问题 的 一 个 算法 和 求解 该 问题 的 一 个 计算 机 程序 有 什么 不 同 ? 
2. a) 用 中 文 描述 在 一 个 个 整数 的 列表 中 寻找 最 大 整数 的 算法 。 
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b) 用 伪 代 码 表达 这 一 算法 。 
c) 该 算法 使 用 多 少 次 比较 ? 
3. a) 叙述 f(n) 是 Ol(g(n)) 的 这 一 事实 的 定义 ， 其 中 f(n) 和 g(n) 是 从 正 整数 集 到 实数 集 的 函数 。 
b) 利 用 f(w) 是 Ol(g(n)) 的 这 一 事实 的 定义 直接 证 明 或 反 驶 开 十 18n 十 107 是 OCz ) 的 。 
中 利用 Fa 是 OC(g(n)) 的 这 一 事实 的 定义 直接 证 明 或 反驳 n? 是 OCx? 十 18n 十 107) 的 。 
4. 排列 下 列 函 数 使 得 每 个 函数 是 大 O 列表 中 下 一 个 函数 的 : (log n)?、xn3/1 000 000、Vn、100n 十 101、 
Wm Ds 
5. a) 如 何 得 出 对 一 个 函数 的 大 O 估计， 该 函数 是 一 些 不 同 项 之 和 ， 而 其 中 每 个 项 又 是 多 个 函数 之 积 ? 
b) 给 出 函数 f(n) 二 (nn! 十 CZ" 十 了 十 (rr 十 8m”) 《zs 十 2") 的 大 OO 〇 估计。 对 于 f(z) 是 OCg(zx)) 的 估 
计 中 的 函数 g， 采 用 一 个 最 低 次 数 的 简单 函数 。 
6. a) 对 于 在 一 个 n 个 整数 的 列表 中 寻找 最 小 整数 的 算法 ， 试 定义 最 坏 情形 时 间 复 杂 度 、 平 均 情形 时 间 复 
杂 度 和 最 好 情形 时 间 复 杂 度 的 含义 (用 比较 次 数 来 度量 )。 
b) 通 过 比较 每 个 整数 和 当前 已 找到 的 最 小 整数 的 方式 来 寻找 nn 个 整数 的 列表 中 最 小 整数 的 算法 ， 用 比 
较 次 数 来 度量 时 ， 其 最 坏 情 形 、 平 均 情 形 和 最 好 情形 时 间 复 杂 度 是 多 少 ? 
7. a) 试 描述 在 以 递增 序 排列 的 整数 列表 中 寻找 一 个 整数 的 线性 搜索 和 二 分 搜索 算法 。 
b) 比 较 这 两 个 算法 的 最 坏 情 形 时 间 复 杂 度 。 
ec) (用 比较 次 数 来 度量 ) 两 个 算法 之 一 是 否 总 是 比 另 一 个 快 ? 
8. a) 试 描述 冒 泡 排 序 算法 。 
b) 用 冒 泡 排序 算法 对 列表 5，2，4，1，3 进行 排序 。 
©) 给 出 冒 泡 排 序 算法 所 用 比较 次 数 的 大 O 估计 。 
9. a) 试 描述 插入 排序 算法 。 
b) 用 插入 排序 算法 对 列表 2，5，1，4，3 进行 排序 。 
©) 给 出 插入 排序 算法 所 用 比较 次 数 的 大 O 估计。 
10, a) 试 解释 贪 焚 算 法 的 概念 。 
b) 试 给 出 一 个 能 生成 最 优 解 的 贪 焚 算 法 的 例子 ， 并 解释 它 为 什么 生成 最 优 解 。 
c) 试 给 出 一 个 并 不 总 是 生成 最 优 解 的 贪 禁 算 法 的 例子 ， 并 解释 它 为 什么 不 能 生成 最 优 解 。 
11. 试 定 义 一 个 问题 是 易 解 的 含义 和 一 个 问题 是 可 解 的 含义 。 


补充 练习 
1. a) 描 述 在 一 整数 列表 中 定位 最 大 整数 的 最 后 一 次 出 现 的 算法 。 
b) 估 计 一 下 所 用 到 的 比较 次 数 。 
2. a) 描 述 在 一 整数 列表 中 寻找 最 大 整数 和 次 大 整数 的 算法 。 
b) 估 计 一 下 所 用 到 的 比较 次 数 。 
3. a) 给 出 一 个 判断 一 个 比特 串 中 是 否 含 两 个 相 邻 的 0 的 算法 。 
b) 这 个 算法 会 用 到 多 少 次 比较 ? 
4. a) 假 定 一 整数 列表 按 从 大 到 小 的 次 序 排列 ， 而 且 整 数 可 以 重复 出 现 。 设 计 一 个 寻找 整数 z 在 该 整数 列 
表 中 的 所 有 出 现 位 置 的 算法 。 
b) 估 计 一 下 所 用 到 的 比较 次 数 。 
5. a) 修 改 3. 1 节 算 法 1 以 寻找 一 个 对 个 元 素 序列 中 的 最 大 元 素 和 最 小 元 素 ， 采 用 的 方法 在 连续 检查 每 个 
元 素 时 更 新 临时 最 大 元 素 和 临时 最 小 元 素 。 
b) 用 伪 代 码 描述 a) 中 算法 。 
c) 这 个 算法 要 执行 多 少 次 序列 中 元 素 的 比较 ? 〈 不 计 人 那些 用 来 判断 是 否 到 达 序 列 结尾 的 比较 。) 
6. a) 用 汉语 详细 描述 一 个 算法 的 步骤 ， 该 算法 在 一 个 n 个 元 素 的 列表 中 寻找 最 大 元 素 和 最 小 元 素 ， 采用 
的 方法 是 检查 相 邻 元 素 对 并 记录 下 临时 最 大 和 临时 最 小 元 素 。 如 果 n 是 奇数 ， 则 临时 最 大 元 素 和 临 
时 最 小 元 素 的 初始 值 都 等 于 第 一 个 元 素 ; 如 果 n 是 偶数 ， 则 通过 比较 两 个 起 始 元 素来 找到 临时 最 大 
元 素 和 临时 最 小 元 素 。 临 时 最 大 元 素 和 临时 最 小 元 素 通 过 与 所 检查 的 元 素 对 中 的 最 大 元 素 和 最 小 元 
素 相 比 较 而 获得 更 新 。 
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b) 用 伪 代 码 描 述 a) 中 算法 。 
c) 这 个 算法 要 执行 多 少 次 序列 中 元 素 的 比较 ? (不 计 入 那些 用 来 判断 是 否 到 达 序 列 结尾 的 比较 .) 这 与 
练习 5 中 的 比较 次 数 相 比 有 何 区 别 ? 
*7. 证 明 就 比较 次 数 而 言 在 n 个 元 素 列表 中 寻找 最 大 元 素 和 最 小 元 素 的 算法 的 最 坏 情 形 复杂 度 至 少 
是 [ 3n/2 1 一 2。 
8. 设计 一 个 有 效 算法 在 一 个 n 个 元 素 列表 中 寻找 第 二 大 元 素 并 确定 算法 的 最 坏 情形 复杂 度 。 
9. 设计 一 个 算法 在 n 个 数 的 序列 中 寻找 所 有 两 项 之 和 相等 的 对 子 ， 并 确定 算法 的 最 坏 情形 复杂 度 。 
10. 设计 一 个 算法 在 一 个 个 整数 的 序列 中 寻找 最 近 的 整数 对 ， 并 确定 算法 的 最 坏 情形 复杂 度 。[ 提 示 : 
将 序列 排序 。 利 用 排序 能 在 最 坏 情形 时 间 复 杂 度 O(n log n) 内 完成 的 事实 。] 
市 须 刀 排序 (shaker sort)( 或 双向 冒 泡 排序 ) 依 次 比较 相 邻 的 元 素 对 ， 如 有 逆序 就 交换 它们 ， 交 蔡 地 
从 头 到 尾 和 从 尾 到 头 一 遍 记 扫描 表 ， 直 到 不 需要 交换 为 止 。 
11. 说 明 剃 须 刀 排序 为 列表 3，5，1，4，6，2 排序 时 所 用 的 步骤 。 
12. 用 伪 代 码 描述 剃 须 刀 排序 。 
13. 证 明 以 比较 次 数 来 度量 时 剃 须 刀 排序 具有 OC ) 复 杂 度 。 
14. 试 解释 为 什么 对 于 接近 正确 顺序 的 列表 进行 排序 时 剃 须 刀 排序 是 很 有 效 的 。 
15. 证 明 (n log 2 十 22)3 是 O(n')。 
16. 证 明 8zs 十 12z 十 100 log xz 是 Ol(z’)。 
17. 给 出 (x? 十 zllog xz)?)。(2* 十 z) 的 大 OO 估计 。 


18. 找 出 $1jG+D) 的 大 O 估计 。 


* 19. 证 明 n! 不 是 OC(2”) 的 。 
x* 20. 证 明 n" 不 是 O(n1) 的 。 
21. 在 这 个 函数 列表 中 找 出 所 有 同 阶 的 函数 对 : 弄 十 (logn)?， 于 十 n,， zw 十 log2" 十 1，(n 十 1)3 一 (n 一 1) 
和 (n 十 logn)?。 
22. 在 这 个 函数 列表 中 找 出 所 有 同 阶 的 函数 对 : 并 十 2”， 开 十 22”3， 十 2 ， 开 十 2 ， 寻 十 3 和 (x 十 1)?。 
23. 找 出 整数 n(n 二 2) 使 得 n* ”二 2"。 
24. 找 出 整数 n(n 二 2) 使 得 (logn)?” ”< 二 Vn。 
* 25. 将 函数 wr，(log n)*，n ”1 ，(1.0001)”"，2 Vre"* 和 n(log n)'"" 排 成 列表 使 得 每 个 函数 是 大 O 后 面 的 
函数 。[ 提 示 : 可 以 用 算法 来 判断 其 中 某 些 函 数 的 相对 大 小 。j] 
* 26. 将 函数 2 ， 27 2, 27 ，7oga ，7 log n log log n，n:，n(log xz)32 和 2 (log n)? 排 成 列表 使 得 每 
个 函数 是 大 O 后 面 的 函数 。[ 提 示 : 可 以 用 算法 来 判断 其 中 某 些 函数 的 相对 大 小 。] 
* 27. 试 给 出 一 个 例子 ， 两 个 从 正 整 数 集合 到 正 整 数 集合 的 递增 函数 f(n) 和 g(z) 使 得 f(nn) 不 是 OC(g(n)) 
的 ， 同 时 g(n) 也 不 是 O(f(n)) 的 。 
28. 证 明 如 果 硬 币 的 面值 是 ，c*，…， ce， 其 中 是 一 个 正 整 数 且 c 是 一 个 正 整 数 ， 则 贪 禁 算法 总 是 使 
用 最 少 的 硬币 找 零 钱 。 
29. a) 用 伪 代 码 描 述 一 个 蛮 力 算法 ， 当 给 定 nn 个 正 整 数 的 序列 作为 输入 时 ， 该 算法 判定 序列 中 是 否 存 在 
两 个 不 同 的 项 其 和 是 第 三 项 。 算 法 应 该 对 序列 项 的 所 有 三 元 组 作 循环 ， 检 查 前 两 项 之 和 是 否 等 于 
第 三 项 。 
b) 试 给 出 a) 中 蛮 力 算法 复杂 度 的 大 O 估 计 。 
30. a) 设 计 一 个 更 有 效 的 算法 求解 练习 29 所 描述 的 问题 ， 首 先 对 输入 序列 进行 排序 ， 然 后 针对 每 个 项 对 
检查 其 差 值 是 否 也 在 序列 中 。 
b) 试 给 出 该 算法 复杂 度 的 大 O 估 计 。 它 是 否 比 练习 29 中 的 蛮 力 算法 更 有 效 ? 
如 3.1 节 练 习 60 前 的 导言 所 描述 ， 假 设 有 * 位 男士 和 sx* 位 女士 ， 每 位 都 有 一 个 对 异性 成 员 的 喜好 列 
表 。 我 们 说 一 位 女士 多 是 一 位 男士 m 的 合法 伴侣 (valid partner) 如 果 存 在 某 个 稳定 的 匹配 使 他 们 结 为 夫 
妇 。 同 样 ， 一 位 男士 m 是 一 位 女士 w 的 合法 伴侣 如 果 存 在 某 个 稳定 的 匹配 使 他 们 结 为 夫妇 。 一 个 匹配 称 
为 是 男性 最 优 的 (male optimal) ， 如 果 每 位 男士 都 被 指派 了 他 的 喜好 列表 中 最 高 阶 的 合法 伴侣 。 一 个 匹配 
称 为 是 女性 最 差 的 (female pessimal) ， 如 果 每 位 女士 都 被 指派 了 她 的 喜好 列表 中 最 低 阶 的 合法 伴侣 。 


31 


# 32, 
33. 
* 34. 


#35, 


* 36 
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试 找 出 每 位 男士 和 每 位 女士 的 所 有 合法 伴侣 ， 假 设 有 三 位 男士 mm 、a 和 zas ， 以 及 三 位 女士 rm 、w 

和 ws ， 男士 对 女士 的 喜好 列表 从 高 到 低 为 ， MI Wa WW Was Mas sg、 WS 7113  、T2、Ts、 

Tw; 女士 对 男士 的 喜好 列表 从 高 到 低 为 : WN M3 To PD; Wa I M3 M2 Wa M3 M2 Mo 

证 明 在 3.1 节 练 习 61 前 的 导言 中 给 出 的 延迟 接受 算法 总 是 产生 一 个 男性 最 优 女 性 最 差 的 匹配 。 

试 定义 一 个 女性 最 优 的 匹配 和 一 个 男性 最 差 的 匹配 的 含义 。 

证 明 在 延迟 接受 算法 中 ， 当 采用 女士 求婚 方式 时 ， 产 生 的 匹配 是 女性 最 优 男 性 最 差 的 。 

在 练习 35 和 36 中， 考虑 3. 1 节 练 习 61 前 的 导言 中 描述 的 寻找 男士 和 女士 匹配 问题 的 变 体 。 

在 这 个 练习 中 我 们 考虑 匹配 问题 ， 其 中 男士 和 女士 数量 可 以 不 一 样 ， 因 此 不 可 能 为 每 个 人 匹配 一 位 异性 。 

a) 扩 展 3. 1 节 练习 60 前 导言 中 给 出 的 稳定 匹配 的 定义 ， 使 其 涵盖 男士 和 女士 数量 不 等 的 情形 。 要 避 
免 所 有 这 样 的 情况 其 中 一 位 男士 和 一 位 女士 更 喜欢 对 方 而 不 是 当前 匹配 中 的 伴 从， 包括 那些 未 被 
匹配 的 人 。 (假设 一 位 未 匹配 的 人 更 喜欢 和 一 位 异性 成 员 匹 配 ， 而 不 是 剩余 未 匹配 的 人 。) 

b) 当 男 士 和 女士 数量 不 一 致 时 ， 基 于 a) 中 稳定 匹配 的 定义 改编 延迟 接受 算法 以 寻找 稳定 匹配 。 

c) 证 明 根 据 a) 的 定义 ， 由 b) 给 出 的 算法 产生 的 所 有 匹配 都 是 稳定 的 。 

在 这 个 练习 中 我 们 考虑 这 样 的 匹配 问题 ， 其 中 某 些 男士 -女士 配对 是 不 允许 的 。 

a) 扩 展 稳定 匹配 的 定义 ， 使 其 涵盖 男士 和 女士 数量 相等 但 某 些 男士 -女士 配对 被 禁止 的 情形 。 要 避免 
所 有 这 样 的 情况 其 中 一 位 男士 和 一 位 女士 更 喜欢 对 方 而 不 是 当前 匹配 中 的 伴 个 ， 包 括 那些 未 被 匹 
配 的 人 。 

b) 当 男士 和 女士 数量 一 致 但 某 些 男士 、 女 士 配对 被 禁止 的 情形 下 ， 改 编 延迟 接受 算法 以 寻找 稳定 匹 
配 。( 假 设 一 位 未 匹配 的 人 更 喜欢 和 一 位 非 禁 配 伴 倡 的 异性 成 员 匹 配 ， 而 不 是 剩余 未 匹配 的 人 ,) 

c) 证 明 根 据 a) 的 定义 ， 由 b) 给 出 的 算法 产生 的 所 有 匹配 都 是 稳定 的 。 
练习 37 一 40 涉及 在 单 处 理 器 上 调度 nn 个 作业 的 问题 。 要 完成 作业 ;}， 处 理 器 必须 不 间断 地 用 i; 时 间 


来 运行 作业 7 。 每 个 作业 有 一 个 截止 时 刻 d;。 如 果 在 时 刻 s; 开始 作业 7， 则 它 会 在 e;=5; 十 t; 时 刻 完成 。 
作业 的 拖延 (lateness) 衡 量 作 业 是 在 其 截止 时 刻 后 多 少时 间 内 完成 ， 即 作业 j 的 拖延 是 max(0， ej 一 dj)。 
希望 设计 一 个 贪 梦 算法 使 得 n 个 作业 中 的 最 大 作业 拖延 最 小 化 。 


37. 


38. 


39. 


x 40. 


41. 


假设 有 五 个 作业 其 所 需 运 行 时 间 和 截止 时 刻 为 : 二 二 25，dai 一 50; ts 二 15,， qd; 二 60; ts 二 20;， ds 二 60; 
如 二 5， 几 一 55; 三 三 10，ds 二 75。 当 作业 调度 的 顺序 为 作业 3、 作业 1、 作 业 4、 作 业 2、 作 业 5( 从 时 
刻 0 开始 ) 时 找 出 任 一 作业 的 最 大 拖延 。 对 于 调度 顺序 为 作业 5、 作 业 3、 作业 3、 作 业 1、 作 业 2 时 
回答 同样 的 问题 。 

一 个 运行 上 时 间 且 截止 时 刻 为 & 的 作业 的 宽松 度 (slackness) 是 d 一 :， 其 截止 时 刻 和 所 需 运 行 时 间 的 差 。 
找 出 一 个 实例 证 明 通 过 增加 宽松 度 来 调度 作业 并 不 一 定 能 产生 一 个 具有 尽 可 能 最 小 的 最 大 拖延 的 调度 。 
找 出 一 个 实例 证 明 以 作业 所 需 时 间 递 增 序 来 调度 作业 并 不 一 定 能 产生 一 个 具有 尽 可 能 最 小 的 最 大 拖 
延 的 调度 。 

证 明 以 截止 时 刻 的 递增 序 来 调度 作业 总 是 产生 一 个 作业 最 大 拖延 最 小 化 的 调度 。[ 提 示 : 首先 证 明 一 
个 调度 要 是 最 优 的 ， 被 调度 的 作业 之 间 必 须 没 有 空闲 时 间 ， 这 样 一 个 具有 和 较 早 的 截止 时 刻 的 作业 之 
前 不 会 安排 其 他 作业 。] 

假设 我 们 有 一 个 总 容量 为 W kg 的 背包 。 还 有 nn 件 物品 ， 第 j 件 物品 的 质量 是 ww。 背包 问题 
(knapsack problem) 寻 求 这 nn 件 物品 的 一 个 子 集 使 得 其 具有 不 超过 W 的 尽 可 能 最 大 的 总 质量 。 

a) 设 计 一 个 蛮 力 算法 求解 背包 问题 。 

b) 当 背包 容量 为 18kg 且 有 五 件 物品 : 一 个 5kg 的 睡袋 、 一 个 8kg 的 帐篷 、 一 个 7kg 的 食品 包 、 一 个 
4kg 的 盛 水 容器 和 一 个 11kg 的 便携 式 炉灶 时 ， 求 解 背 包 问 题 。 

在 练习 42 一 46 中 我 们 研究 负载 均衡 问题 。 问 题 的 输入 是 一 组 p 个 处 理 器 和 个 作业 ，, 占 是 运行 作业 


7 所 需 时 间 ， 作 业 在 结束 前 必须 不 间断 地 在 单独 的 机 器 上 和 运行， 一 个 处 理 器 一 次 只 能 运行 一 个 作业 。 处 
理 器 的 负载 L; 是 指派 给 处 理 器 & 的 所 有 作业 的 运行 时 间 的 总 和 。 跨 度 (makespan) 是 所 有 处 理 器 的 最 大 
负载 。 负 载 均 衡 问题 寻求 一 种 作业 到 处 理 器 的 指派 使 得 跨度 最 小 化 。 


42. 


43. 


假设 我 们 有 三 个 处 理 器 和 五 个 作业 ， 其 运行 时 间 为 三 二 3, 二 5, ts 二 4, 二 7， 和 三 二 8。 针 对 该 输 
入 求解 负载 均衡 问题 以 找 出 五 个 作业 到 三 个 处 理 器 的 指派 使 得 跨度 最 小 化 。 

当 pp 个 处 理 器 来 运行 n 个 作业 时 ， 其 中 运行 作业 7 所 需 时 间 为 t;， 假 设 L" 是 最 小 跨度 。 

a) 证 明 L* 之 max;=1,2,.…,ntj。 
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b) 证 明 二 >> 广 Bk 8 
44. 用 伪 代 码 写 出 贪 禁 算法 ， 按 序 遍 历 作业 并 将 每 个 作业 指派 到 算法 运行 至 此 时 具有 最 小 负载 的 处 理 器 。 
45. 针对 练习 42 给 出 的 输入 运行 练习 44 中 的 算法 。 

最 优化 问题 的 渐进 算法 (approximation algorithm) 生 成 的 解 保证 接近 于 最 优 解 。 更 确切 地 说 ,假设 最 - 
优化 问题 针对 输入 S 寻求 最 小 化 F(X), 这 里 下 是 输入 X 的 函数 。 如 果 一 个 算法 总 能 找到 具有 
F(T)<cF(S) 性 质 的 输入 全， 这 里 c 是 一 个 固定 的 正 实数 ， 则 该 算法 称 为 该 问题 的 一 个 c 渐进 算法 。 

46. 证 明 练习 44 中 的 算法 是 求解 负载 均衡 问题 的 一 个 2 渐进 算法 。[ 提 示 : 利用 练习 43 的 两 个 部 分 。] 


计算 机 课题 

按 给 定 的 输入 与 输出 写 程序 。 

1. 给 定 n 个 整数 的 列表 ， 找 出 列表 中 的 最 大 整数 。 

2. 给 定 n 个 整数 的 列表 ， 找 出 最 大 整数 在 列表 中 的 首次 和 末次 出 现 。 

. 给 定 个 不 同 整 数 的 列表 ， 用 线性 搜索 确定 一 个 整数 在 列表 中 的 位 置 。 

. 给 定 nn 个 不 同 整数 的 有 序列 表 ， 用 二 分 搜索 确定 一 个 整数 在 列表 中 的 位 置 。 

' 给 定 n 个 整数 的 列表 ， 用 冒 泡 排序 对 其 排序 。 

.给 定 n 个 整数 的 列表 ， 用 插入 排序 对 其 排序 。 

. 给 定 一 个 整数 xn， 用 贪 焚 算法 以 25、10、5 和 1 美 分 硬币 找 美 分 零钱 。 

.给 定 nn 个 讲座 的 开始 和 结束 时 间 ， 利 用 适当 的 贪 禁 算法 在 一 个 报告 厅 安 排 尽 可 能 多 的 讲座 。 
. 给 定 n 个 整数 的 有 序列 表 和 列表 中 的 一 个 整数 z， 找 出 使 用 线性 搜索 和 二 分 搜索 确定 x 在 列表 中 的 位 
置 时 所 用 的 比较 次 数 。 

10. 给 定 一 个 整数 列表 ， 确 定 使 用 冒 泡 排 序 和 插入 排序 对 该 列表 进行 排序 时 所 用 的 比较 次 数 。 
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计算 和 探索 


使 用 一 个 计算 程序 或 你 自己 编写 的 计算 程序 做 下 面 的 练习 。 

1. 当 2 和 以 是 正 整数 且 & 兰 2 时 ,我 们 知道 n 是 OC(d") 的 。 对 于 这 几 组 值 : 5 二 10 和 4 二 2、5b 二 20 和 4 
3、5b 二 1000 和 4d=7， 请 给 出 常量 C 和 A& 的 值 使 得 只 要 x 二 >k 时 就 有 n’ 三 Cd”。 

2. 利用 贪 禁 算法 以 不 同 面值 硬币 给 不 同 的 n 值 找 零钱 ， 并 确定 是 否 用 了 最 少量 的 硬币 。 你 能 否 找 出 保证 
贪 禁 算法 用 尽 可 能 少 硬币 的 条 件 ? 

3. 利用 整数 1，2，…，n 的 随机 序 发 生 器 ， 找 出 冒 泡 排 序 、 插 入 排序 、 二 分 插入 排序 和 选择 排序 对 这 些 
整数 进行 排序 时 所 用 的 比较 次 数 。 


写作 课题 

用 本 教材 以 外 的 资料 ， 按 下 列 要 求 写成 论文 。 

. 查 一 查 算法 一 词 的 历史 ， 试 描述 早期 作品 中 这 一 词 的 用 法 。 

,查找 一 下 巴赫 曼 (Bachmann) 关 于 大 O 记 号 的 最 初 引入 。 试 解释 他 和 其 他 人 如 何 使 用 这 个 记号 的 。 

, 斌 解释 如 何 根 据 排序 算法 所 依赖 的 基础 原理 来 对 排序 算法 进行 分 类 。 

. 试 描述 基数 (radix) 排 序 算法 。 

. 试 描述 处 理 器 能 以 多 快 的 速度 执行 运算 的 历史 趋势 ， 并 用 这 些 趋势 来 估计 将 来 20 年 后 处 理 器 又 能 以 
多 快 的 速度 执行 运算 。 

. 设计 一 个 关于 算法 范 型 的 详细 列表 ， 并 用 每 种 范 型 提供 一 些 实例 。 

. 试 解释 图 灵 奖 是 什么 ， 并 描述 用 来 选择 获奖 者 的 标准 。 列 出 六 位 以 往 的 获奖 者 ， 以 及 他 们 获奖 的 原因 。 

. 试 描述 并 行 算法 的 含义 。 试 解释 怎样 扩展 本 书 中 使 用 的 伪 代 码 以 描述 并 行 算 法 。 

. 试 解释 怎样 度量 并 行 算法 的 复杂 度 。 给 出 一 些 例 子 说 明 这 一 概念 ， 并 说 明 并 行 算 法 如 何 比 没有 并 行 操 
作 的 算法 更 快 完 成 任务 。 

10. 试 描述 六 个 不 同 的 NP 完全 问题 。 

11. 试 证 明 许 多 不 同 的 NP 完全 问题 之 一 如 何 能 够 规约 到 可 满足 性 问题 的 。 
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Discrete Mathematics and Its Applications, 7E 


数论 和 密码 学 


数学 中 专门 研究 整数 集合 及 其 性 质 的 分 支 称 为 数论 。 本 章 我 们 将 讲解 数论 中 的 一 些 重要 概 
念 ， 其 中 许多 会 在 计算 机 科学 中 用 到 。 在 我 们 讲解 数论 时 会 使 用 第 一 章 讲 到 的 证 明 方法 来 证 明 
许多 定理 。 

我 们 首先 介绍 整数 整除 性 的 概念 ， 并 用 来 介绍 模 算术 ， 或 时 钟 算术 。 模 算术 计算 一 个 整数 
被 一 个 固定 的 正 整数 ( 称 为 模 ) 除 时 所 得 的 余数 。 我 们 要 证 明 许 多 模 算术 相关 的 重要 结论 都 会 在 
本 章 中 得 到 广泛 应 用 。 

整数 可 以 用 任何 一 个 大 于 1 的 整数 上 作为 基数 来 表示 。 本 章 中 我 们 讨论 以 2 为 基数 的 整数 
表示 ， 并 给 出 寻找 其 表示 的 一 个 算法 。 特 别 是 ， 我 们 要 讨论 二 进 制 、 八 进 制 和 十 六 进 制 (以 2、 
8 和 16 为 基数 ) 表 示 。 我 们 将 描述 用 这 些 表示 法 执行 算数 运算 的 算法 ， 并 研究 其 复杂 度 。 这 些 
算法 就 是 最 初 被 称 为 算法 的 过 程 。 

我 们 讨论 素数 ， 即 那些 只 有 1 和 其 自身 作为 其 正 因子 的 正 整 数 。 我 们 会 证 明 存在 无 限 多 的 
素数 ， 我 们 给 出 的 证 明 被 认为 是 数学 中 最 漂亮 的 证 明之 一 。 还 会 讨论 素数 的 分 布 以 及 涉及 素数 
的 许多 著名 的 开放 问题 。 我 们 将 引入 最 大 公约 数 的 概念 并 研究 计算 它们 的 欧 几 里 得 算法 。 该 算 
法 最 初 在 几 千年 前 就 有 描述 。 我 们 还 将 介绍 算数 基本 定理 ， 这 个 核心 结论 告诉 我 们 每 个 正 整 数 
具有 唯一 的 素 因 子 分 解 式 。 

我 们 会 解释 如 何 求解 线性 同 余 方 程 ， 以 及 用 著名 的 中 国 余数 定理 来 求解 线性 同 余 方程 组 。 
还 将 引入 伪 素 数 的 概念 ， 即 伪装 成 素数 的 合 数 ， 并 说 明 这 个 概念 如 何 帮助 我 们 快速 产生 素数 。 

本 章 还 将 介绍 数论 的 许多 重要 应 用 。 特 别 是 ， 利 用 数论 来 产生 伪 随 机 数 、 为 计算 机 文件 分 配 内 
存 地 址 ， 以 及 找 出 在 各 种 识别 码 中 检 错 用 的 校 验 位 。 我 们 还 将 介绍 密码 学 学 科 。 数 论 无 论 是 在 数 千 
年 前 最 早 使 用 的 古典 密码 学 还 是 在 电子 通信 中 扮演 重要 角色 的 现代 密码 学 中 都 起 着 最 根本 的 作用 。 
我 们 将 说 明 所 讲 的 这 些 概 念 如 何 用 在 密码 协议 中 ， 为 共享 密 钥 和 发 送 签名 消息 而 引入 的 协议 。 曾 经 
被 认为 是 最 纯粹 数学 学 科 的 数论 已 经 成 了 为 计算 机 和 因特网 提供 安全 的 一 个 基本 工具 。 


4.1 整除 性 和 模 算术 
4.1.1 引言 

本 节 将 要 展开 的 内 容 是 基于 整除 性 的 概念 。 一 个 整数 被 一 个 正 整 数 除 ， 得 到 一 个 商 和 一 个 
余数 。 与 这 些 余数 打交道 导致 模 算术 ， 它 在 数学 中 起 着 重要 的 作用 并 广泛 应 用 于 计算 机 科学 领 
域 中 。 本 章 稍 后 还 将 讨论 模 算 术 的 一 些 重要 应 用 ， 包 括 生成 伪 随 机 数 、 为 文件 分 配 内 存 地 址 、 
构造 校 验 位 以 及 为 信息 加 密 。 


4.1.2 除法 

当 一 个 整数 除 以 第 二 个 非 零 整数 除 的 时 候 ， 商 可 能 是 也 可 能 不 是 一 个 整数 。 例 如 ，12/3= 
4 是 整数 ， 而 11/4 一 2.75 不 是 。 这 引出 了 定义 1。 

如 果 a 和 4b 是 整数 且 a 关 0， 我们 称 a 整除 如果 有 整数 c 使 得 6 二 ac， 或 者 等 价 


地 ， 如 果 耳 是 一 个 整数 。 当 a 整除 b 时 ， 我 们 称 a 是 6 的 一 个 因子 或 除数 ,而 5 是 a 的 一 个 信 
数 。 用 记号 a|b 表示 a 整除 5b。 当 a 不 能 整除 5b 时 则 写成 a /15。 
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评注 可 以 用 量词 把 a|b 表示 成 (clac 二 6b)， 其 中 论 域 是 整数 集合 。 
在 图 1 中 ， 数 轴 显 示 的 是 哪些 整数 能 被 正 整数 4 整除 。 


例 1 
解 
例 2 


解 ” 能 被 d 整除 的 正 整 数 都 是 具有 dak 形式 的 整数 ， 其 中 & 是 正 整数 。 因 此 ， 不 超过 ?的 


-3d -2d =d 0 d 2d 3d 
图 1 能 被 正 整 数 d 整除 的 整数 


判断 是 否 有 3|7 和 3|12。 


可 以 看 出 3 /7 ， 因 为 7/3 不 是 整数 。 另 一 方面 ，3 | 12 成 立 ， 因 为 12/3 王 4。 本 


令 n 和 d 为 正 整 数 。 不 超过 的 正 整 数 中 有 多 少 个 能 被 4 整除 ? 


正 整 数 中 能 被 4 整除 的 正 整 数 的 个 数 等 于 满足 0 二 dk 过 n 或 0<k 二 nn/4 的 整数 & 的 个 数 。 所 以 ， 
存在 L n/a 个 正 整 数 既 不 超过 nn 又 能 被 4 整除 。 本 
定理 1 给 出 了 整数 整除 性 的 一 些 基本 性 质 。 
令 a4a，D，c 为 整数 ， 其 中 & 天 0。 则 
(站) 如果 alb 和 a|c， 则 a|(b 十 c)。 
(iD 如果 a|2， 那 么 对 所 有 整数 < 都 有 aw|zc。 
(i 如 果 alb, blc， 则 alc。 


证 下 面 给 出 (iD 的 一 个 直接 证 明 。 假 定 a|2 和 a|c。 则 从 整除 性 定义 可 知 ， 存 在 整数 ;和 


t 满足 6 二 as 和 c= 二 at。 因 此 


b 十 c= 二 as 十 at = a(s 十 2) 


于 是 ,a 整除 2 十 c。 这 就 证 明了 定理 中 的 (D 。(iD 和 (ii) 的 证 明 留 作 练习 3 和 练习 4。 
定理 1 有 一 个 有 用 的 推论 。 





如 果 a，65，c 是 整数 ， 其 中 a 关 0, 使 得 a|b5 和 a|c， 那么 当 m 和 nn 是 整数 时 


有 a |mb 十 nc。 

证 采用 直接 证 明 法 。 由 定理 1 中 的 (说 可 知 ， 当 m 和 是 整数 时 有 a|mb 和 a |nc。 再 由 
定理 1 中 的 Q 中 可 得 a|mb 十 nc。 4 
4. 1.3 除法 算法 


当 一 个 整数 被 一 个 正 整数 除 时 ， 会 得 到 一 个 商 和 一 个 余数 ， 如 下 面 除 法 算法 所 示 。 

除法 算法 (division algorithm)。 令 a 为 整数 ，d 为 正 整数 。 则 存在 唯一 的 整数 9 和 
r， 满 足 0 三 r 二 d， 使 得 4a 二 dg 十 rr。 

我 们 将 除法 算法 的 证 明 放 到 5.2 节 。( 参 见 例 5 和 练习 37。) 


评注 


定理 2 并 不 是 一 个 真正 的 算法 。( 为 什么 不 是 呢 ?) 尽 管 如 此 ， 我 们 还 是 使 用 它 


传统 的 名 称 。 


在 除法 算法 的 等 式 中 ，d 称 为 是 除数 ，a 称 为 是 被 除数 ，g 称 为 是 商 , 7 称 为 是 余 
数 。 下 面 的 记号 用 来 表示 商 和 余数 。 


评注 


q = a divd, r= 二 a modd 
注意 对 于 固定 的 d 而 言 ，q 二 a divd 和 7 二 a mod d 两 者 均 为 整数 集合 上 的 函 


数 。 再 者 ， 当 4a 是 一 个 整数 而 d 是 一 个 正 整 数 时 ， 我 们 有 a div d= 二 | a/4 和 a mod < 一 
a 一 d。( 参 见 练 习 18。) 


例 3 和 4 解释 除法 算法 。 


例 3 


当 101 除 以 11 时 商 和 余数 是 多 少 ? 


解 ”我 们 知道 


En 
SaraheS 


:3 
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101 = 本。9 十 2 


因此 ， 当 101 除 以 11 时 商 为 9=101 div 11， 而 余数 为 2 二 101 mod 11 。 4 
例 4 当 一 11 除 以 3 时 商 和 余数 是 多 少 ? 
解 ” 我 们 知道 
一 11 王 3( 一 4) 十 1 
ae 人 因此 ， 当 一 11 除 以 3 时 商 为 一 4 二 一 11 div 3， 而 余数 为 1 一 一 11 mod 3 。 


注意 余数 不 能 是 负数 。 因 此 ， 余 数 不 是 一 2， 即 使 
一 下 一 3( 一 人 天 2 
因为 > 一 一 2 不 满足 0<r 过 3。 4 
注意 整数 a 可 被 整数 d 整除 当量 仅 当 a 被 d 除 时 余数 为 0。 


评注 一 个 编程 语言 可 能 有 一 两 个 模 算术 的 运算 符 ， 记 作 mod( 在 BASIC、Maple、 
Mathematica、EXCEL 和 SQL 中 )、%( 在 C、C 十 十 、Java 和 Python 中 )、rem( 在 Ada 
和 Lisp 中 )， 或 其 他 什么 符号 。 在 使 用 时 要 小 心 ， 因 为 对 于 4a 二 0， 这 些 运算 中 有 的 会 
返回 a 一 ma/m ] 而 不 是 a mod m 二 a 一 mLa/mj( 如 练习 18 所 示 )。 还 有 ， 与 a mod m 
不 同 ， 这 些 运算 中 有 些 对 于 当 mm 二 0 时 ， 甚 至 当 m= 二 0 时 也 有 定义 。 


4.1.4 模 算术 

在 某 些 场合 我 们 只 关心 当 一 个 整数 除 以 一 个 正 整数 时 所 得 的 余数 。 比 如 ， 当 我 们 问 从 现在 
开始 再 过 50 小 时 后 (在 24 小 时 制 的 钟表 上 ) 是 几 点 时 ， 我 们 只 想 知 道 当 50 加 上 当前 时 间 后 除 
以 24 所 得 的 余数 。 因 为 我 们 经 常 只 对 余数 感 兴趣 ， 所 以 我 们 有 一 个 特殊 的 记号 。 我 们 已 经 引 
入 了 记号 a mod m 表示 当 整 数 a 除 以 正 整数 时 的 余数 。 我 们 现在 引入 一 个 不 同 的 但 又 相关 的 
记号 来 表示 当 两 个 整数 除 以 正 整 数 m 时 具有 同样 的 余数 。 

如 果 a 和 5 为 整数 而 m 为 正 整 数 ， 则 当 m 整除 a 一 b 时 称 a 模 m 同 余 5。 用 记号 
a 三 b(mod m) 表 示 a 模 m 同 余 5b。 我 们 称 4a 三 b(mod mm) 为 同 余 式 (congruence)， 而 那个 Mm 是 它 的 
模 (modulus)。 如 果 a 和 b 不 是 模 m 同 余 的 ， 则 写成 a 闫 b(mod m)。 

尽管 两 个 记号 a 二 bl(mod m) 和 a mod mm 二 5 都 包含 “mod”， 但 它们 表示 本 质 上 不 同 的 概念 。 
第 一 个 表示 两 个 整数 间 的 关系 ， 而 第 二 个 表示 一 个 函数 。 可 是 ， 关 系 式 a 反 (mod m) 和 mod zz 
函数 又 紧密 地 相关 ， 正 如 定理 3 所 描述 的 。 

令 a 和 5 为 整数 ， 并 令 m 为 正 整 数 。 则 a 三 b(mod m) 当 且 仅 当 a mod m 一 b 


mod 7 。 


加 - 





卡尔 。 弗 里 德里 希 。 高 斯 (Karl Friedrich Gauss，1777 一 1855) 高 斯 是 泥 瓦 匠 的 
儿子 ， 是 一 个 神童 。10 岁 时 即 展现 了 非凡 的 潜力 ， 当 时 他 迅速 解答 了 老师 为 了 让 班级 
找 点 事 而 出 的 难题 。 老 师 要 求学 生 找 出 前 100 个 正 整数 的 和 。 高 斯 发 现 可 以 通过 将 这 
100 个 数 分 成 50 对 来 求 和 ， 每 一 对 的 和 都 是 101 : 100 十 1，99 十 2，…，50 十 51。 这 个 
智慧 的 火花 引起 了 包括 布朗 斯 威 克 的 费迪南德 公事 在 内 的 资助 人 的 注意 ， 是 他 们 的 资 
助 高 斯 才 得 以 在 卡 洛 林学 院 和 哥 廷 根 大 学 学 习 。 还 学 生 时 期 ， 他 就 发 明了 最 小 平方 法 
用 于 估计 从 实验 结果 得 到 的 变量 的 最 可 能 的 值 。1796 年 高 斯 在 几何 学 做 出 了 奠基 性 的 
发 现 ， 推 动 了 自古 以 来 已 停滞 不 前 的 这 一 学 科 的 发 展 。 他 证 明了 只 用 圆规 和 直 尺 可 以 画 出 正 17 边 形 。 

1799 年 高 斯 给 出 了 代数 基本 定理 第 一 个 严格 的 证 明 ， 该 定理 指出 n 次 多 项 式 恰 有 个 根 ( 重 根 以 重 数 计 
算 )。 当 他 成 功 地 用 不 充分 的 数据 计算 出 人 类 首次 发 现 的 小 行星 谷 神 星 的 轨道 时 ， 高 斯 赢得 了 世界 声誉 。 

高 斯 被 他 同时 代 的 数学 家 称 为 数学 王子 。 尽 管 高 斯 以 其 在 几何 学 、 代 数学 、 数 学 分 析 、 天 文学 和 物理 学 上 
的 许多 发 现 而 知名 ， 他 对 数论 也 有 着 特别 的 兴趣 ， 这 从 他 的 名 言 可 见 一 斑 :“ 数 学 是 科学 的 皇后 ， 而 数论 则 是 
数学 的 皇后 。”1801 年 高 斯 出 版 的 《算术 研究 》(Disquisitiones Arithmeticae) 一 书 为 现代 数论 商定 了 基础 。 
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定理 3 的 证 明 留 做 练习 15 和 16。a mod m 和 65 mod m 分 别 是 当 a 和 2 除 以 m 时 所 得 的 余 
数 。 因 此 ， 定 理 3 也 就 是 说 a 三 bmod m) 当 且 仅 当 a 和 6 在 被 m 除 时 具有 相同 的 余数 。 

例 5 判断 17 是否 模 6 同 余 5，24 是 否 模 6 同 余 14。 

解 ”由 于 6 整除 17 一 5 天 12， 所 以 17 寺 5(mod 6) 。 可 是 ， 因 为 24 一 14 王 10 不 能 被 6 整除 ， 


所 以 24 关 14(mod 6) 。 本 
伟大 的 德国 数学 家 卡尔 。 弗 里 德里 希 . 高 斯 在 18 世纪 末 创 造 了 同 余 的 概念 。 同 余 的 概念 
在 数论 的 发 展 中 起 着 重要 的 作用 。 


定理 4 提供 了 一 个 很 有 用 的 方法 来 处 理 同 余 。 

令 隐 为 正 整 数 。 整 数 & 和 b 是 模 m 同 余 的 当 且 仅 当 存在 整数 使 得 a 二 6 十 km。 

证 ”如果 a 硅 b(mod m)， 由 同 余 的 定义 (定义 3),， 可 得 mr| (a 一 5)。 这 表示 存在 整数 使 得 
a 一 b 二 km， 于 是 a 二 6 十 km。 反 之 ， 如 果 存 在 整数 使 得 a 二 5 十 km， 则 km 二 a 一 6。 故 ，m 整除 
a 一 bp， 所 以 a 圭 b(mod m)。 4 

所 有 和 a 模 m 同 余 的 整数 集合 称 为 a 模 m 的 同 余 类 。 在 第 9 章 中 将 证 明 有 m 个 互 不 相交 
的 模 m 等 价 类 ， 而 这 些 等 价 类 的 并 就 是 整数 集 。 

定理 5 说 明 加 法 和 乘法 是 保 同 余 的 。 

令 m 为 正 整 数 。 如 果 a 反 0(mod zi) ，c=QCmod m)， 则 

a 十 c 夺 6 十 d(mod m) 并 且 ac 寺 bd (mod m)。 

证 采用 直接 证 明 法 。 因 为 a 圭 b6(mod m) 且 c 圭 d(mod m)， 由 定理 4 可 知 存在 整数 8 和 z 

使 得 6 二 a 十 sm 和 d= 二 c 十 tmx。 于 是 ， 
b 二 d= 二 (a 十 sm) 十 (cc 十 tx) = (a 十 0 中 十 m(s 十 2) 


及 
bd = (a sm) (c+ tm) = a mlatt cs stm) 
因此 
a 十 c 尘 6b 十 d(mod m) 及 ac 二 bd (mod m) 4 
例 6 由 于 7 三 2(mod 5) 和 11 圭 1(mod 5)， 所 以 从 定理 5 可 知 
18 = 二 7 十 ll1 寺 2 十 1 = 二 3(mod 5) 
且 


77=7.11=2.1= 2(mod 5) 4 
在 处 理 同 余 时 必须 小 心 。 有 些 我 们 可 能 期 待 为 真 的 性 质 其 实 不 然 。 例 如 ， 如 果 ac 寺 bc(mod m2)， 
同 余 式 a 三 65(mod m) 可 能 是 假 的 。 类 似 地 ， 如 果 a 寺 b(mod 区 而 c 二 4d(mod m)， 同 余 式 a' 夺 6b 
(mod m) 也 可 以 是 假 的 。( 参 见 练习 37。) 
推论 2 给 出 了 如 何 利用 每 个 整数 的 mod m 函数 值 找 出 两 个 整数 的 和 与 积 的 该 函数 的 值 。 在 
5. 4 节 需 要 用 到 该 结论 。 
令 m 是正 整 数 ， 令 a 和 6b 是 整数 。 则 
(a+b)mod m= ((a mod m)+ (b mod m))mod m 
并 且 
ab mod m = ((a mod m) (b mod m))mod 7 。 
证 ”根据 mod m 和 模 m 同 余 的 定义 ,可 得 4 三 (a mod m) (mod zx) 并 且 b 寺 (6 mod m) (mod zz) 。 令 
因此 ， 由 定理 5 可 得 
- a 二 b= (a mod m) 十 (mod m) (mod m) 
和 
ab = (a mod m) (b mod m) (mod m), 
这 个 推论 中 的 等 式 是 从 定理 3 的 最 后 两 个 同 余 式 得 来 的 。 4 
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4.1.5 模 六 算术 
我 们 可 以 在 Z,， 即 小 于 m 的 非 负 整 数 的 集合 {0，1，…，m 一 1} 上 定义 算术 运算 。 特 别 
是 ， 我们 定义 这 些 整 数 的 加 法 (用 十 表示 ) 如 下 
4 十 。D = (a+bmodm 
这 里 等 式 右边 的 加 法 是 普通 的 整数 加 法 ， 我 们 定义 这 些 整数 的 乘法 (。。) 如 下 
a*nb = (a* bmodm 
这 里 等 式 右 边 的 乘法 是 普通 的 整数 乘法 。 运 算 十 , 和 ，。 称 为 模 m 加 法 和 乘法 ， 当 使 用 到 这 些 
运算 时 ， 我们 说 是 在 进行 模 mm 算术。 
例 7 利用 Z. 中 加 法 和 乘法 的 定义 ;计算 7 十 4.9 及 7，119。 
解 ” 利 用 模 11 加 法 和 乘法 的 定义 ， 可 以 得 到 
?二 9 一 (7 十 9)mod 11 一 16 mod 11 一 5 
和 
7 .9 一 (7。9)mod 11 一 63 mod 11 一 8 
故 7 十 :9 王 5，7。9 王 8 本 
运算 十 。 和 “，, 满足 普通 整数 加 法 和 乘法 的 许多 同样 的 性 质 。 特 别 是 ， 满 足 这 些 性 质 : 

封闭 性 : 如 果 a 和 6 属于 Z， 则 a 十 ,5 和 a。-。b 也 属于 Z,。 

结合 律 : 如 果 a, 5 和 c 属 于 ZZ， 则 有 (a 十 ,56) 十 , c 二 a 十 , (5B 十 ,Cc) 和 Ga。 ,60)* ,Cc 二 a*, (b,c)。 

交换 律 : 如 果 a 和 5 属于 Z,， 则 a 十 ,5 二 6b 十 ,a 和 a。,。0 一 50。。a。 

单位 元 : 元 素 0 和 1 分 别 是 模 m 加 法 和 乘法 的 单位 元 。 即 ， 如 果 a 属于 ZZ,， 则 a 十 , 0 二 
0 二 a= 二 a 和 a *， .1 二 1 *， ,a=a。 

加 法 逆 元 : 如 果 a 关 0 属于 Z,， 则 mm 一 a 是 a 的 模 m 加 法 道 元 ， 而 0 是 其 自身 的 加 法 逆 元 。 
即 a 十, (m 一 a) 二 0 且 0 十 ,0 二 0。 

分 配 律 : 如 果 a, 5 和 c 属于 Zs， 则 a (6 十 ,wc) 二 (aem0) 十 ,。(a* mc) 和 (a 十 ,6)。，%c 二 
(a。。C) 十 。(D。,。c)。 

这 些 性 质 是 在 整数 性 质 的 基础 上 通过 模 m 同 余 式 和 余数 的 性 质 得 出 的 ， 其 证 明 留 作 练 习 
42 一 44。 注 意 这 里 列 出 了 Z, 中 的 每 个 元 素 都 有 一 个 加 法 逆 元 的 性 质 ， 但 是 没有 包括 类 似 乘法 
逆 元 的 性 质 。 这 是 因为 模 m 乘法 逆 元 并 不 一 定 存 在 。 例 如 ，2 的 模 6 乘法 逆 元 就 不 存在 ， 读 者 
可 以 自行 验证 。 在 本 章 稍 后 我 们 会 讨论 什么 时 候 一 个 整数 会 有 模 m 乘法 逆 元 。 

评注 “因为 带 有 模 妈 加 法 和 乘法 运算 的 Zu。 满足 上 面 所 列 的 性 质 ， 所 以 连同 模 加 法 

被 称 为 一 个 交换 群 ， 而 Z, 连同 这 两 个 运算 被 称 为 一 个 交换 环 。 注 意 整数 集合 加 上 普通 

的 加 法 和 乘法 也 构成 一 个 交换 环 。 群 和 环 是 有 关 抽 象 代 数 课程 所 研究 的 对 象 。 

评注 ”在 练习 30 及 后 续 章节 中 ， 当 涉及 Z,。 时 我 们 会 用 不 带 下 标 m 的 十 和 。 记 号 来 代 

表 运 算 符号 十 。 和 “。。。 


练习 
1. 17 能 整除 下 列 各 数 吗 ? 
a)68 b)84 c)357 qd)1001 
2. 证 明 如 果 a 是 不 为 0 的 整数 ， 则 
a)1 整除 a。 b)a 整除 0。 
3. 证 明定 理 1 的 第 (ii 部 分 成 立 。 
4. 证 明定 理 1 的 第 (iii) 部 分 成 立 。 
5. 证 明 如 果 alb 且 5|a， 其 中 a 和 5 为 整数 ， 则 a 一 0 或 一 一 5。 
6. 证 明 如 果 a,， 5，c 和 4 为 整数 且 a 关 0 使 得 a|c 及 5|da， 则 ablcd，。 
7. 证 明 如 果 a，6b，c 为 整数 ， 其 中 a 关 0 且 c 隆 0, 使 得 ac|bc， 则 a16。 
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8. 证 明 或 推翻 如 果 a|bc， 这 里 a, 5,，c 均 为 正 整数 且 4a 关 0， 则 al1b 或 者 a 
9. 下 列 各 式 的 商 和 余数 是 多 少 ? 


Co 


a)19 除 以 7 b) 一 111 除 以 11 c)789 除 以 23 d)1001 除 以 13 
e)0 除 以 19 人 3 除 以 5 2) 一 1 除 以 3 h)4 除 以 1 
10. 下 列 各 式 的 商 和 余数 是 多 少 ? 
a)44 除 以 8 b)777 除 以 21 c) 一 123 除 以 19 dd) 一 1 除 以 23 
e) 一 2002 除 以 87 f)0 除 以 17 g)1 234 567 除 以 1001 ”一 100 除 以 101 


11. 12 小 时 制 的 钟表 上 显示 的 时 间 是 几 点 ? 

a)11 点 之 后 的 80 小 时 b)12 点 之 前 的 40 小 时 6)6 点 之 后 的 100 小 时 

12. 24 小 时 制 的 钟表 上 显示 的 时 间 是 几 点 ? 

a)2 点 之 后 的 100 小 时 b)12 点 之 前 的 45 小 时 ”©)19 点 之 后 的 168 小 时 

13, 假设 a 和 4。 是 整数 ，4 三 4(mod 13) 且 5 寺 9(mod 13) 。 试 找 出 满足 0 秋 c 委 12 的 整数 c 使 得 
a)c 三 9a(mod 13) b)c=11b(mod 13) © c=a+b(mod 13) d)c 二 2a 十 3b(mod 13) 
e)c=a’+bh (mod13) fc=a’—b’ (mod 13) 

14. 假设 a 和 6 是 整数 ，a 三 11(mod 19) 且 6 三 3(mod 19) 。 试 找 出 满足 0 过 c<18 的 整数 c 使 得 
a)c 三 13a(mod 19) b)c=845(mod 19) Cc=a—b(mod 19) dc 二 74a 十 3b(mod 19) 
e)c=2a’ 二 3b (mod 19) f) c=a’? + 46: (mod 19) 

15. 令 mm 为 正 整 数 。 证 明 如 果 a mod m= 二 5 mod m， 则 a 圭 b(mod m)。 

16. 令 m 为 正 整数 。 证 明 如 果 a 圭 b(mod m)， 则 a mod m= 二 5b mod m。 

17. 证 明 如 果 n 和 & 均 为 正 整 数 ， 则 有 [ n/k1=[LCn 一 /kJ] 填 1。 

18. 证 明 如 果 a 为 整数 而 d 是 大 于 1 的 正 整 数 ， 则 a 除 以 a 的 商 和 余数 分 别 是 | a/d J 和 a 一 dLa/aj。 

19. 试 找 出 与 整数 a 模 m 同 余 的 绝对 值 最 小 的 整数 的 计算 公式 ， 这 里 m 为 一 正 整数 。 


20. 计算 下 列 各 量 : 

a) 一 17 mod 2 b)144 mod 7 c) 一 101 mod 13 d)199 mod 19 
21. 计算 下 列 各 量 : 

a)13 mod 3 b) 一 97 mod 11 c)155 mod 19 gd) 一 221 mod 23 
22. 找 出 a diym 和 a mod m 

a)a=—111l, m=99。 b)a=—9999, m= 二 101。 

c)a 一 10 299,， m= 二 999。 d)a=123 456, m=1001。 
23. 找 出 a divm 和 a mod m 

a)a=228, m= 二 119。 b)a=9009,，m 二 223。 

c)a=—10 101, m==333。 da 一 一 765 432,， mm 二 38 271。 
24. 找 出 整数 a 使 得 

a)a 三 43(mod 23) 目 一 22 才 a 声 0。 b)a=17(mod 29) 且 一 14 委 < 委 14。 


ce)a 三 一 11(mod 21) 且 90<a<110,。 

25. 找 出 整数 a 使 得 
a)a 三 一 15(mod 27) 且 一 26 委 < 委 0。 b)a=24(mod 31) 且 一 15 委 < 委 15。 
€)a=99(mod 41) HB 100 委 ac< 委 140。 

26. 列 出 5 个 模 12 同 余 4 的 整数 。 

27. 列 出 在 一 100 到 100 之 间 所 有 模 25 同 余 一 1 的 整数 。 

28. 判断 下 列 各 整数 是 否 模 7 同 余 3。 


a)37 b)66 c==17 d)—67 
29. 判断 下 列 各 整数 是 否 模 17 同 余 5。 

a)80 b)103 c) 一 29 d) 一 122 
30. 找 出 下 列 值 

a)(177 mod 31 十 270 mod 31)mod 31 b) (177 mod 31。270 mod 31)mod 31 


31. 找 出 下 列 值 
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a)( 一 133 mod 23 十 261 mod 23)mod 23 b)(457 mod 23。182 mod 23)mod 23 
32. 找 出 下 列 值 

a)(19 mod 41)mod 9 b)(32: mod 13)’ mod 11 

c)(73 mod 23)? mod 31 d)(212 mod 15) mod 22 
33. 找 出 下 列 值 

a) (99? mod 32)3 mod 15 b) (3 mod 17)* mod 11 

c) (19 mod 23)? mod 31 d)(89: mod 79)* mod 26 


34. 证 明 : 如 果 a 三 b(mod mm), cc 三 d (mod m), 其 中 a, b,c，d 和 m 为 整数 ， 且 mm 宇 2， 
则 a 一 c 硅 6 一 d(mod m)。 

35. 证 明 : 如 果 n|m，n 和 m 为 大 于 1 的 整数 ， 并 且 如 果 a 三 bC(mod m)， 其 中 4,5 为 整数 ， 则 a 寺 b(mod n)。 

[P36. 证 明 : 如 果 a，2p，c 和 有 即 为 整数 使 得 三 2，c0， 且 a 圭 b(mod mm)， 则 ac 寺 bc(mod mc)。 

37. 试 举 出 下 列 关 于 同 余 描 述 的 反例 。 
a) 如 果 ac 夺 bc(mod m)， 其 中 4a,， 5, c 和 和 2 为 整数 ， 且 m 宇 2， 则 a 圭 b(mod m)。 
b) 如 果 a 圭 b(mod m)，c 夺 dl(mod m)， 其 中 4a，65，c，d，m 均 为 整数 ,有 目 c<，4 为 正 整 数 ，m 宇 2， 则 

4 三 多 (mod xz) 。 

38. 证 明 : 如 果 是 一 个 整数 ， 则 xw 寺 0 或 1(mod 4) 。 

39. 利用 练习 38 证 明 : 如 果 m 是 一 个 形 如 4 十 3 的 正 整数 (为 非 负 整数 )， 则 m 就 不 是 两 个 整数 的 平 
方 和 。 

40. 证 明 : 如 果 n 是 一 个 奇 正 整数 ， 则 rr 圭 1(mod 8)。 

41. 证 明 : 如 果 a，2，R&，7 为 整数 使 得 & 宇 1，m 宇 2， 并且 a 硅 b(mod m)， 则 a* 寺 (mod m)。 

42. 证 明 带 有 模 m 加 法 的 Z 满足 封闭 性 、 结 合 律 、 交 换 律 ，0 是 加 法 单位 元 ,并且 对 于 任意 非 零 a 有 
m 一 a 是 a 的 模 m 道 元 ， 其 中 m 宇 2 是 一 个 整数 。 

43. 证 明 带 有 模 m 乘法 的 Z 满足 封闭 性 、 结 合 律 、 交 换 律 ，1 是 乘法 单位 元 ， 其 中 m 宇 2 是 一 个 整数 。 

44. 证 明 在 Z. 上 乘法 对 加 法 满足 分 配 律 ， 其 中 m 宇 2 是 一 个 整数 。 

45. 试 写 出 Z; 的 加 法 和 乘法 表 ( 这 里 的 加 法 和 乘法 是 指 十 : 和 “。s)。 

46. 试 写 出 到 的 加 法 和 乘法 表 ( 这 里 的 加 法 和 乘法 是 指 十 和 。。)。 

47. 试 判定 从 整数 集 到 整数 集 的 函数 F(a)=a div d 和 g (a) 二 a mod 4d 是否 是 一 对 一 的 ， 试 判断 这 些 函 数 
是 否 是 映 上 的 ， 其 中 以 是 一 个 固定 的 正 整数 。 


4.2 整数 表示 和 算法 


4.2.1 引言 

整数 的 表示 可 以 采用 任意 大 于 1 的 整数 为 基数 来 表示 ， 如 本 节 所 要 介绍 的 。 尽 管 我 们 常用 
十 进 制 (以 10 为 基数 ) 表 示 ， 但 是 二 进 制 (以 2 为 基数 ) 、 八 进 制 (以 8 为 基数 ) 和 十 六 进 制 (以 16 
为 基数 ) 的 表示 法 也 是 很 常用 的 ， 尤 其 是 在 计算 机 科学 中 。 给 定 基数 5 和 整数 x， 我 们 要 给 出 如 
何 构建 这 个 整数 以 5 为 基数 的 表示 法 。 我 们 还 将 解释 如 何在 二 进 制 和 八进制 之 闻 以 及 二 进 制 和 
十 六 进 制 之 间 进 行 表示 法 的 快速 转换 。 

正如 3.1 节 所 提 到 的 ， 术 语 算法 最 初 指 的 是 用 整数 的 十 进 制 表示 来 进行 算术 运算 的 过 程 。 
这 些 算 法 经 修改 后 能 处 理 二 进 制 表示 ， 它 是 计算 机 算术 的 基础 。 同 时 它 为 算法 及 算法 复杂 度 概 
念 提供 了 很 好 的 解释 。 因 此 ， 本 节 将 讨论 这 些 算法 。 

我 们 将 介绍 计算 a div d 和 a mod 4 的 算法 ,其 中 a 和 4 是 整数 且 42 之 1。 最 后 还 将 描述 一 
个 高 效 算法 来 计算 指数 的 模 运算 ， 这 在 密码 学 中 是 一 个 特别 重要 的 算法 ， 如 4. 6 小 节 所 述 。 


4.2.2 整数 表示 

在 日 常生 活 中 都 用 十 进 制 记号 来 表示 整数 。 例 如 ，965 用 来 表示 9，10 十 6。10 十 5。 不 
过 ， 有 时 用 10 以 外 的 数 为 基数 更 方便 。 特 别 是 计算 机 通常 用 二 进 制 记号 (以 2 为 基数 ) 来 做 算 
术 运 算 ， 而 用 八进制 (基数 为 8) 或 十 六 进 制 (基数 为 16) 记 号 来 表示 字符 ， 如 字母 或 数字 。 事 实 


-a 
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上 上， 可 以 用 任何 大 于 1 的 整数 为 基数 来 表示 整数 。 这 可 表述 为 定理 1。 

令 b 是 一 个 大 于 1 的 整数 。 则 如 果 nn 是 一 个 正 整 数 ， 就 可 以 唯一 地 表示 为 下 面 的 
形式 : 

7 一 Qi 六 十 ap 十 … 十 ap 十 ao 
其 中 上 上 是非 负 整 数 ，a。，ai，…，ai 是 小 于 6 的 非 负 整数 ， 且 a 天 0。 

这 个 定理 的 证 明 可 以 使 用 数学 归纳 法 来 构造 ， 该 方法 将 在 5.1 节 讨 论 。 证明 也 可 以 在 
LRol0] 中 找到 。 定 理 1 中 给 出 的 n 的 表示 称 为 n 的 b 进 制 展 开 式 。n 的 5 进 制 展 开 式 可 记 为 
(axar-1"*aqiao)s。 例 如 ，(245)s 表示 2，8 十 4，8 十 5 二 165。 典 型 地 ， 整 数 的 十 进 制 展开 式 的 
下 标 10 可 以 省 略 ， 因 为 以 10 为 基数 或 十 进 制 展开 式 通常 就 是 用 来 表示 整数 的 。 

二 进 制 展开 式 ” 选择 2 为 基数 就 得 到 整数 的 二 进 制 展开 式 。 在 二 进 制 记号 中 每 位 数字 或 者 
是 0 或 者 是 1。 换 言 之， 一 个 整数 的 二 进 制 展开 式 就 是 一 个 位 串 。 计 算 机 中 采用 二 进 制 展开 式 
〈 及 相关 的 从 二 进 制 展开 式 变化 而 来 的 其 他 展开 式 ) 来 表示 整数 并 做 整数 算术 运算 。 

例 1 以 (1 0101 1111); 为 二 进 制 展开 式 的 整数 的 十 进 制 展 开 式 是 什么 ? 

解 ”我 们 有 

(1 0101 1111) 一 1。28 十 0。27 十 1。25 十 0。25 十 1。2 
十 1。2 十 1。2: 十 1。2 十 1。2" 一 351。 本 

八进制 和 十 六 进 制 展开 式 ”计算 机 科学 中 最 重要 的 基数 有 2、8 和 16。 基 数 8 的 展开 式 称 
为 八进制 展开 式 ， 而 基数 16 的 展开 式 称 为 十 六 进 制 展开 式 。 

例 2 八进制 展开 式 (7016)s 的 十 进 制 展开 式 是 什么 ? 

解 ”利用 0 进 制 展开 式 的 定义 ， 以 及 2 一 8， 可 以 得 到 

(7016)s 一 7 .8 十 0。8: 十 1。8 十 6 一 3598 本 

十 六 进 制 展开 式 需 要 用 到 16 个 不 同 的 数字 。 通 常 ， 所 使 用 的 十 六 进 制 数字 是 0，1，2，3， 
4，5，6，7， 8， 9， A， 也 ， C, D， 正和 下 ， 其 中 字母 A 到 下 表示 相当 于 (十 进 制 表 示 的 )10 到 
15 的 数字 。 

例 3 十 六 进 制 展开 式 (2AE0B),。 的 十 进 制 展开 式 是 什么 ? 

解 ”利用 0 进 制 展开 式 的 定义 ， 以 及 0 一 8， 可 以 得 到 

(2AE0B),。 一 2。164 十 10。16: 十 14。162 十 0.。16 十 11 一 175 627 | 

每 个 十 六 进 制 数字 可 以 用 4 位 来 表示 。 例如， 可 以 看 出 (1110 0101);* 二 (E5),。， 因 为 
(1110), 二 (E)ws 而 (0101), 二 (5)i 。 字 节 是 长 度 为 8 的 位 串 ， 可 以 用 两 位 十 六 进 制 数字 来 表示 。 

进 制 转换 现在 介绍 一 个 算法 以 构造 一 个 整数 的 5 进 制 展开 式 。 首 先 ， 用 2 除 得 到 商 
和 余数 ， 即 

如 一 Mo 十 ae 0 委 a < 
余数 a 就 是 对 的 2 进 制 展 开 式 中 最 右边 的 数字 。 下 一 步 用 5 除 gq。 得 

da 一 bi 十 Oa<=6 
可 以 看 出 wa 是 nn 的 5 进 制 展 开 式 中 从 右边 第 二 位 数字 。 继 续 这 一 过 程 ， 连 续 用 商 数 除 以 5 并 以 
余数 为 新 的 5b 进 制 数字 。 这 一 过 程 在 商 为 0 时 终止 。 该 过 程 从 右 向 左 产生 nn 的 5 进 制 数 字 。 

例 4 求 (12 345)i 的 八进制 展开 式 。 

解 ”首先 用 8 除 12 345 得 到 

12 345 一 8。1543 十 1 
连续 用 8 除 商 数 得 到 
1543 二 8。192 十 7 
192 二 8.24 十 0 
24 二 8.3 十 0 
3 二 8.0 十 3 


mans 
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由 此 得 到 一 连 串 的 余数 ，1，7，0，0 和 3 就 是 12 345 的 八进制 展开 式 中 从 右 向 左 的 数字 。 
于 十， 
(12 345)i = (30 071)s | 
例 5 求 (177 130)io 的 十 六 进 制 展开 。 
解 ”首先 用 16 除 177 130 得 到 
177 130 = 16。11 070 十 10 
连续 用 16 除 商 数 得 到 
11070== 16.。691 十 14 
691 一 16。43 十 3 
43 一 16。2 十 11 
2=-16%0 和 十 2 
由 此 得 到 一 连 串 的 余数 ，10，14，3，11，2 就 是 (177 130)w 的 十 六 进 制 (基数 16) 展 开 式 中 从 
右 向 左 的 数字 。 从 而 得 到 
(177 130)% = (2B3EA)'is 
(回忆 一 下 整数 10、11 和 14 分 别 对 应 于 十 六 进 制 数字 A、B 和 E.) < 
例 6 求 (241)io 的 二 进 制 展开 。 
解 ”首先 用 2 除 241 得 到 
241 = 2。120 十 1 
连续 用 2 除 商 数 得 到 
120 天 2. 60 十 0 
60 王 2 .30 十 0 
30 王 2.15 十 0 
15 一 2.7 十 1 
7 二 2。3 十 1 
3 二 2。1 十 1 
一 2.0 十 1 
由 此 得 到 一 连 串 的 余数 ， 1， 0， 0，0， 1， 1， 1， 1 就 是 (241)io 的 二 进 制 (基数 2) 展 开 式 中 从 右 
向 左 的 数字 。 于 是 
(241)1 = (1111 0001)， 4 
算法 1 中 给 出 的 伪 代 码 计算 整数 nn 的 5b 进 制 展开 式 (as-1*…aiao)，。 


算法 1 构造 5 进 制 展开 式 0 
procedure base b expansion(n，b: 正 整 数 且 5>1) 
gq :=n 
k:=0 
while g 天 0 

ak :=g mod 2 








d: 一 ddiv 2 
k :二 k 十 1 

return(ax-1*…a1ao){(ar-1…aiao)s 就 是 n 的 5 进 制 展 开 式 } 
ES 








在 算法 1 中 ，g 表示 通过 连续 用 b 去 除 时 所 得 到 的 商 ， 初始 值 9 二 x。6。 进 制 展开 式 中 的 数 

字 就 是 做 这 些 除法 时 得 到 的 余数 ， 即 由 gq mod 5 得 出 。 当 得 到 的 商 g==0 时 ， 该 算法 结束 。 
评注 注意 算法 1 可 认为 是 一 个 贪 著 算法 ， 因 为 在 每 一 步 都 是 取 尽 可 能 大 的 局 进 制 
数字 。 


数论 和 密码 学 213 





二 进 制 、 八 进 制 和 十 六 进 制 展开 式 之 间 的 转换 “二进制 与 八进制 之 间 以 及 二 进 制 与 十 六 进 
制 之 间 的 转换 是 非常 容易 的 ， 因 为 每 个 八进制 数字 对 应 一 组 三 位 二 进 制 数字 ， 而 每 个 十 六 进 制 
数字 对 应 着 一 组 四 位 二 进 制 数字 ， 这 种 对 应 关系 如 表 1 所 示 ( 未 表示 开头 的 0) 。( 这 些 对 应 关系 
的 证 明 留 做 练习 13 一 16。) 这 种 转换 的 解释 如 例 7 所 示 。 


表 1 整数 0 到 15 的 十 六 进 制 、 八 进 制 和 二 进 制 表示 
TT TT 
rem oll) eol 
re | 
of flo lo me Dow Lo 0 | om | vor [or [oe 


例 7 求 (11 1110 1011 1100), 的 八进制 和 十 六 进 制 展开 式 以 及 (765): 和 (A8D)1 的 二 进 制 
展开 。 

解 为 了 把 (11 1110 1011 1100), 转化 成 八进制 记号 ， 可 以 把 数字 分 成 3 个 一 组 ， 必 要 时 
在 最 左 一 组 的 开头 加 一 些 0。 这 些 组 从 左 至 右 为 011、111、010、111 和 100， 分 别 对 应 八进制 
数字 3、7、2、7 和 4。 于 是 ，(11 1110 1011 1100), = 二 (37274)。。 为 了 把 (11 1110 1011 1100)， 
转化 成 十 六 进 制 记号 ， 可 以 把 数字 分 成 4 个 一 组 ， 必 要 时 在 最 左 一 组 的 开头 加 一 些 0。 这 些 组 
从 左 至 右 为 0011、1110、1011 和 1100， 分 别 对 应 十 六 进 制 数字 3、E、B 和 C。 于 
是 ，(11 1110 1011 1100),==(3EBCO),,。 

为 了 把 (765)s 转化 成 二 进 制 记号 ， 把 每 个 八进制 数字 换 成 一 组 3 个 二 进 制 数字 。 这 些 组 是 
111、110 和 101。 于 是 ，(765)s 二 (1 1111 0101),。 为 了 把 (A8D)1is 转 化 成 二 进 制 记号 ， 把 每 个 
十 六 进 制 数字 换 成 一 组 4 个 二 进 制 数 字 。 这 些 组 是 1010、1000 和 1101。 于 是 ，(A8D)ie 一 
(1010 1000 1101)，。 4 


4.2.3 整数 运算 算法 

对 用 二 进 制 展开 式 表示 的 整数 做 运算 的 算法 在 计算 机 算术 中 格外 重要 。 我 们 将 介绍 对 两 个 
二 进 制 展开 式 表示 的 整数 做 加 法 和 乘法 的 算法 。 还 将 以 实际 使 用 的 位 运算 次 数 来 分 析 这 些 算 法 
的 计算 复杂 度 。 在 整个 讨论 中 假定 a 和 6 的 二 进 制 展 开 式 为 

a= (ariadr2'"adido)s, b= (b,1b, 2°*bbo); 
这 样 a 和 6 各 有 位 (必要 时 让 其 中 一 个 的 开头 加 上 几 位 0)。 

我 们 用 这 些 整数 中 的 位 数 来 衡量 整数 算术 算法 的 复杂 度 。 

加 法 算法 “考虑 以 二 进 制 记号 表示 的 两 个 整数 相 加 的 问题 。 做 加 法 的 过 程 可 以 基于 通常 借 
助 纸 笔 做 加 法 的 方法 。 该 方法 就 是 通过 把 对 应 位 的 二 进 制 数字 相 加 ， 当 产生 进位 时 再 加 上 进 
位 ， 从 而 计算 两 个 整数 的 和 。 现 在 来 详细 描述 这 个 过 程 。 

要 把 a 和 b&b 相 加 ， 首 先 把 最 右边 的 位 相 加 。 这 样 可 得 

oo 十 B06 二 co，*2 十 名 
其 中 5 是 a 十 6 的 二 进 制 展开 式 中 最 右边 的 一 位 数字 ， 而 c 是 进位 ，c 为 0 或 1。 然 后 把 下 一 
对 二 进 制 位 及 进位 相 加 ， 








av 十 妇 十 6 二 ci 。2 和 十 5 
其 中 5 是 a 十 5 的 二 进 制 展开 中 的 下 一 位 (从 右 算 起 ) 数 字 ，c, 是 进位 。 继 续 这 一 过 程 ， 把 两 个 
二 进 制 展开 式 中 对 应 的 二 进 制 位 及 进位 相 加 ， 给 出 a 十 5 的 二 进 制 展开 式 中 从 右 算 起 的 下 一 位 
数字 。 最 后 ， 把 a,_1 、5,_1 和 c,_: 相 加 得 -2 十 。 和 的 首位 数字 是 s, 二 c,-1。 这 一 过 程 产 
生 a 与 6 之 和 的 二 进 制 展 开 式 ， 即 a 十 一 (ss is "5150)z。 
例 8 把 a==(1110), 和 65 二 (1011), 相 加 。 
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解 ”按照 算法 中 规定 的 步 又， 首先 注意 
ao 十 bo 一 0 十 1 天 0。2 十 1 

所 以 co 王 0，s% 王 1。 然 后 ， 因 为 

a 十 让 十 co 一 1 十 1 十 0 二 1。2 十 0 
从 而 a 二 1，s 二 0。 继 续 ， 

a 十 刀 十 cr 一 1 十 0 十 1 一 1。2 十 0 
所 以 c= 二 1，ss 一 0。 最 后 ， 由 于 

aa 十 2 十 cs 一 1 十 1 十 1 王 1。2 十 1 
从 而 6 二 1 且 ss 二 1。 这 表明 s, 二 cs 二 1。 因 此 ，s 二 a 十 6 二 (1 1001),。 相 加 的 过 程 如 图 1 所 示 ， 
其 中 进位 用 斜体 表示 。 | 





1 (1110)， 和 (1011)。 相 加 
加 法 算法 可 用 伪 代 码 描述 如 下 。 


A 
算法 2 整数 相 加 
procedure add(a，b: 正 整数 ) 


{ta 和 6 的 二 进 制 展开 式 分 别 是 (a,-1a,-2*…aiao)s 和 (6b,16,-2**"b1 bo )2} 


c+*=0 





for 7730to 天 十 
d :=|(aj;+tb; 二 ec) /2 |] 
5 :二 a@jy 十 媚 十 c 一 2d 
c:=d 

SW :6 


return(s,s,1"…50)z {和 的 二 进 制 展 开 是 (5,5,-1*…5o )2》 











下 面 分 析 算 法 2 使 用 的 二 进 制 位 相 加 的 次 数 。 

例 9 使 用 算法 2 将 两 个 二 进 制 表示 中 具有 xz( 或 少 于 站 位 二 进 制 位 的 整数 相 加 时 需要 用 多 
少 次 二 进 制 位 加 法 ? 

解 ”两 个 整数 相 加 是 通过 连续 对 一 对 二 进 制 位 相 加 ， 当 有 进位 产生 时 再 加 上 进位 来 完成 
的 。 把 两 个 二 进 制 位 及 进位 相 加 需要 2 次 二 进 制 位 加 法 。 因 此 ， 需 要 用 到 的 二 进 制 位 加 法 总 数 
少 于 二 进 制 展开 式 中 位 数 的 两 倍 。 从 而 ， 算 法 2 把 两 个 n 位 整数 相 加 需要 的 二 进 制 位 加 法 次 数 
是 O(n)。 S| 

乘法 算法 下 面 考虑 两 个 nn 位 整数 a 和 2 的 乘法 。 传 统 的 算法 (用 纸 笔 做 乘法 ) 如 下 。 利 用 
分 配 律 ， 可 以 看 出 

ob 二 albo2 十 bi2! 十 十 6b 12”!) 
二 a(bo2°) 斗 :a(B121) 十 … 十 a(b,12")》 
可 以 用 这 一 等 式 来 计算 ab。 首 先 注意 当 6; 二 1 时 ab 一 a， 而 当 刀 一 0 时 ab 一 0。 当 用 2 乘 以 一 
项 时 ， 可 以 把 该 项 的 二 进 制 展开 式 向 左 移 一 位 并 在 尾部 加 上 一 个 0。 因 而 ， 可 以 通过 把 ab 的 
二 进 制 展开 式 向 左 移 位 7 位 ， 再 在 尾部 加 上 j 个 0 来 获得 (ab)2’。 最 后 ， 把 nr 个 整数 ac 已 27， 
j 二 0，1，2，…，n 一 1]， 相 加 就 得 到 ab。 
算法 3 展示 了 乘法 的 这 一 过 程 。 
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算法 3 整数 相 乘 
procedure multiply(a,，b: 正 整 数 ) 
ta 和 6 的 二 进 制 展开 式 分 别 是 (a,-ia,-:…aiao)。 和 Cb,-16,-2***b1 bo )2} 
for ; :一 0 to n—1 
if b; 二 1 then c; :二 a 移动 j 位 
else cj :一 0 
{co，c1，……，cn-1 是 部 分 乘积 } 
B= 
for 7 :=0 to n—1 


i 
return p{p 是 ab 的 值 } 训 
例 10 解释 了 该 算法 的 应 用 。 


例 10 求 a==(110), 和 5==(101), 的 乘积 。 
解 ”首先 注意 











abo ws 2° = 110), » 12 = (10), 

abi * 2! = (110), » 0» 2! = (0000)， 
及 

abz » 2 = C10, » 1 ¥ = C11000), 
为 求 乘积 ， 把 (110),。 、(0000),。 和 (11000), 相 加 。 完 成 这 些 加 法 (利用 算法 2， 必 要 时 首位 加 0) 
即 得 a6 二 (11110),。 这 一 过 程 如 图 2 所 示 。 本 





图 2 〈110): 和 (101)。 相 乘 


下 面 来 确定 算法 3 做 乘法 时 用 到 的 二 进 制 位 加 法 和 移 位 次 数 。 

例 11 用 算法 3 计算 a 和 4。 的 乘积 需 用 多 少 次 二 进 制 位 加 法 和 移 位 ? 

解 ” 算 法 3 通过 把 部 分 乘积 co。，c ，c;，…，c,_1 相 加 来 计算 a 和 5 的 乘积 。 当 b= 二 1 时 ， 
通过 把 a 的 二 进 制 展开 式 移 ; 位 来 计算 部 分 积 c<,。 当 b= 二 0 时 ， 因 为 5 一 0 而 不 需要 移 位 。 因 
此 ， 为 求 出 所 有 nn 个 整数 ab;2’， j=0% 9 By ers nls 最 多 需要 

0 十 1 十 2 十 … 十 n 一 1 
次 移 位 。 因 此 ， 由 3.2 节 例 5 可 知 所 需 移 位 的 次 数 是 O(n ) 。 

要 把 ab 从 7 一 0 到 j 二 n 一 1 加 起 来 ， 需 要 做 一 次 n 位 整数 加 法 一 次 (x 十 1) 位 整数 加 法 …… 
和 一 次 2n 位 整数 加 法 。 由 例 9 可 知 这 些 加 法 都 需要 O(n) 次 二 进 制 位 加 法 。 因 此 ， 全 部 nn 个 数 
相 加 总 共 需 要 OC) 次 二 进 制 位 加 法 。 本 

令 人 吃惊 的 是 ， 有 上 比 传统 整数 乘法 算法 更 有 效 的 算法 。8. 3 节 将 描述 一 个 算法 ， 它 使 用 
On ) 次 二 进 制 位 运算 来 完成 位 数 的 乘法 。 

div 和 mod 算法 ”给 定 整数 a 和 &，c>>0， 可 以 用 算法 4 来 计算 g 二 a div d 和 rr 二 a mod 4d。 
在 这 个 蛮 力 算法 中 ， 当 a 为 正 时 ， 就 从 a 中 尽 可 能 多 次 减 去 d， 直 到 剩 下 的 值 小 于 4 为止 。 所 
做 减法 的 次 数 就 是 商 而 最 后 减 剩 下 的 值 就 是 余数 。 算 法 4 也 能 处 理 a 为 负 的 情况 。 算 法 先 求 出 
当 |a| 除 以 d 时 的 商 g 和 余数 >。 然后 ， 当 a<0 且 0 时 ,算法 就 用 这 些 结果 来 计算 当 a 除 以 


216 第 4 章 





d 时 的 商 一 (gq 十 1) 和 余数 d 一 r。 留 给 读者 证 明 ( 练 习 57) 假 设 a 二 a 时 该 算法 用 Ol(g log a) 次 二 
进 制 位 运算 。 








算法 4 计算 div 和 mod 
procedure division algorithm(a: 整数 ，d: 正 整数 ) 


:= 
( |al 
while rd 
r:=r—d 
六 = 
if a<0 日 7r>0 then 
r:==d—r 
gq :二 一 (g 十 1) 
return(g，r) {9 二 a div 4 是 商 ,， r= 二 a mod d 是 余数 } 








当 正 整数 a 除 以 正 整数 d 时 ， 还 有 比 算法 4 更 有 效 的 算法 能 确定 商 9 一 a div d 和 余数 一 
a mod d( 细 节 参 见 LKn98]) 。 这 些 算法 需要 O(log a， log qd) 次 二 进 制 位 运算 。 如 果 a 和 4 的 二 
进 制 展开 式 都 不 超过 位 ， 则 我 们 可 以 用 zw 来 替代 log a* log 4d。 这 意味 着 当 a 除 以 d 时 需要 
O(m) 次 二 进 制 位 运算 来 计算 商 和 余数 。 


4.2.4 模 指 数 运算 

在 密码 学 中 能 够 有 效 地 计算 5"” mod m 很 重要 ， 其 中 5、n、m 是 大 整数 。 先 计算 大 然后 再 
求 6" 除 以 mx 的 余数 的 方法 是 不 可 行 的 ， 因 为 b" 会 是 一 个 非常 大 的 数 。 取 而 代 之 ,一 种 可 行 的 
方法 是 利用 指数 n 的 二 进 制 展开 式 的 一 个 算法 。 

在 给 出 这 个 算法 之 前 ， 我 们 介绍 其 基本 思想 。 我 们 将 解释 如 何 利 用 n 的 二 进 制 展开 式 ， 比 
如 n= (Qi1'"*ad1Q0)2, 来 计算 BD。 首先 ， 注意 

和 be + *2+a, i 2 sap a pa 

这 就 说 明 为 了 计算 的 值 ， 只 需要 计算 5， ，(Y)* 二 上，(4')* 二 瑟 ，…，b*” 的 值 。 一旦 有 
了 这 些 值 ， 把 列表 中 a 二 1 的 那些 项 严 相 乘 。( 为 了 提高 效率 ， 每 乘 一 项 后 ， 都 做 一 次 模 m 运 
算 以 缩小 结果 值 ,) 这 就 可 以 得 到 br” 的 值 。 例 如， 要 计算 3*”， 首先 注意 11 二 (1011);， 因 此 
3 一 3*3231。 通 过 连续 取 平 方 ， 可 以 得 到 3: = 二 9,，3*= 二 9 二 8l1 和 3 一 81: 一 6561。 因 
此 ，31 王 323231 一 6561。9。3 王 177 147 。 

该 算法 依次 求 出 5 mod m， FF mod m，b: mod m，…，b ”mod m， 并 把 其 中 a 二 1 的 那些 
项 矿 mod m 相 乘 ， 在 每 次 乘法 后 求 乘积 除 以 m 所 得 的 余数 。 这 个 算法 的 伪 代 码 如 算法 5 所 示 。 
注意 在 算法 5 中 ,我 们 可 以 使 用 最 有 效 的 算法 来 计算 mod 函数 的 值 ， 而 并 非 一 定 要 使 用 算 


法 所 









算法 5 模 指数 运算 
procedure modular exponentiation(8: 整数 ，n 王 (ar_1a4-2…aiao)s，m: 正 整数 ) 






zx:==] 
power :=b mod m 
for i :一 0 to &—1 
if w; 一 1 then xz:=(zxz* power)mod m 









power := (power* power)mod m 
return zx{Zz 等 于 6b” mod mm) 





法 


我 们 用 例 12 说 明 算 法 5 是 如 何 工作 的 。 

例 12 用 算法 5 求 3“%% mod 645。 

解 算法 5 首先 令 z==1 和 power 二 3 mod 645 一 3。 在 计算 3”“ mod 645 的 过 程 电 ， 这 个 算 
通过 连续 取 平 方 并 模 645 运算 来 减 小 结果 值 的 方法 计算 3 mod 645，j 二 1，2，…，9。 如 果 


a 三 1( 其 中 a 是 644 二 进 制 展开 式 (1010000100), 中 的 第 7 位) ， 就 在 zx 当前 值 上 乘 以 3” mod 


64 








5 并 模 645 来 减 小 结果 值 。 下 面 是 所 用 到 的 步骤 : 
二 0; 因为 a 二 0， 所 以 有 z 一 1 和 power 一 3: mod 645 一 9 mod 645 一 9; 
;一 1: 因为 a 二 0， 所 以 有 z 王 1 和 power 一 9: mod 645 一 81 mod 645 一 8]; 
2: 因为 a 二 1]， 所 以 有 z= 二 1，81 mod 645 一 81 和 power 一 81: mod 645 一 6561 mod 645 一 111; 
3: 因为 a 二 0， 所 以 有 z 一 81 和 power 王 111: mod 645 二 12 321 mod 645 一 66; 
i 二 4， 因为 w% 王 0， 所 以 有 z 一 81 和 Power 一 66: mod 645 一 4356 mod 645 一 486; 
5 
6 
7 





: 因为 a; 二 0， 所 以 有 zx 一 81 和 power 一 486: mod 645 一 236 196 mod 645 一 126; 

: 因为 a 二 0， 所 以 有 z 一 81 和 power 一 126: mod 645 一 15 876 mod 645 一 396; 

: 因为 a 二 1， 所 以 有 z= 二 (81*， 396)meod 645 王 471 和 power 一 396: mod 645 一 156 816 mod 
645 一 81; 

i 二 8: 因为 as 二 0， 所 以 有 z= 二 471 和 power 一 81: mod 645 一 6561 mod 645 一 111; 

i 二 9; 因为 mw 王 1， 所 以 有 z 一 (471。111)mod 645 一 36。 

这 说 明 遵 循 算法 5 的 步骤 得 出 结果 3” mod 645 一 36 。 | 

算法 5 是 非常 高 效 的 ， 它 用 OC((log m)? log nn) 次 二 进 制 位 运算 就 能 求 得 Wr mod m( 参 见 练 











习 58)。 
练习 
1. 把 下 列 整 数 从 十 进 制 表示 转换 为 二 进 制 表示 。 
a)231 b)4532 c)97 644 
2. 把 下 列 整数 从 十 进 制 表示 转换 为 二 进 制 表示 。 
a)321 b)1023 c)100 632 
3. 把 下 列 整数 从 二 进 制 表示 转换 为 十 进 制 表示 。 
a) (1 1111)。 b)(10 0000 0001)。 © (1 0101 0101)， d) (110 1001 0001 0000)， 
4. 把 下 列 整数 从 二 进 制 表示 转换 为 十 进 制 表示 。 
a) (1 1011), b) (10 1011 0101)， © (11 1011 1110)， d) (111 1100 0001 1111)， 
5. 把 下 列 整数 从 八进制 表示 转换 为 二 进 制 表示 。 
a)(572)8 b)(1604)s c) (423)s d) (2417)s 


.把 下 列 整 数 从 二 进 制 表示 转换 为 八进制 表示 。 


a)(1111 0111); b) (1010 1010 1010)。 e) (111 0111 0111 0111)。 d)(101 0101 0101 0101); 


. 把 下 列 整 数 从 十 六 进 制 表示 转换 为 二 进 制 表 示 。 


a) (80E)1 b) (135AB)16 c) (ABBA)'s d) (DEFACED)'s 


. 把 (BADFACED)ie 从 十 六 进 制 表示 转换 为 二 进 制 表示 。 

. 把 (ABCDEF)ie 从 十 六 进 制 表示 转换 为 二 进 制 表示 。 

. 把 练习 6 中 的 整数 从 二 进 制 表示 转换 为 十 六 进 制 表示 。 

. 把 (1011 0111 1011)。 从 二 进 制 表示 转换 为 十 六 进 制 表示 。 


. 把 (1 1000 0110 0011)， 从 二 进 制 表示 转换 为 十 六 进 制 表示 。 


. 证 明 一 个 正 整 数 的 十 六 进 制 展开 式 可 以 从 其 二 进 制 展 开 式 求 得 ， 方 法 是 每 四 位 二 进 制 数字 组 成 一 组 ， 


必要 时 在 开头 加 一 些 0， 把 每 组 四 个 二 进 制 数字 转换 成 一 个 十 六 进 制 数字 。 


. 证 明 一 个 正 整 数 的 二 进 制 展开 式 可 以 从 其 十 六 进 制 展开 式 求 得 ， 方 法 是 把 每 个 十 六 进 制 数字 转换 成 


一 组 四 个 二 进 制 数字 。 
. 证 明 一 个 正 整数 的 八进制 展开 式 可 以 从 其 二 进 制 展开 式 求 得 ， 方 法 是 每 三 位 二 进 制 数字 组 成 一 组 ， 
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16. 


17. 
18. 
19. 
20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 
26. 
27. 
28. 
. 证 明 每 个 正 整数 都 可 以 唯一 地 表示 为 2 的 不 同 次 宕 的 和 。[ 提 示 : 考虑 整数 的 二 进 制 展开 式 。] 


2 


2 


30. 


3 


jo 


32. 


33. 


必要 时 在 开头 加 一 些 0， 把 每 组 三 个 二 进 制 数字 转换 成 一 个 八进制 数字 。 

证 明 一 个 正 整数 的 二 进 制 展开 式 可 以 从 其 八进制 展开 式 求 得 , 方法 是 把 每 个 八进制 数字 转换 成 一 组 
三 个 二 进 制 数字 。* 

把 (7345321)s 转换 为 二 进 制 表示 ， 把 (10 1011 1011), 转换 为 八进制 表示 。 

给 出 一 个 将 整数 的 十 六 进 制 表示 转换 为 八进制 表示 的 过 程 ， 用 二 进 制 表示 作为 中 间 步 又 。 

给 出 一 个 将 整数 的 八进制 表示 转换 为 十 六 进 制 表示 的 过 程 ， 用 二 进 制 表示 作为 中 间 步 又 。 


试 解释 如 何 从 二 进 制 转换 为 64 进 制 ， 从 64 进 制 转换 为 二 进 制 ， 从 八进制 转换 为 64 进 制 ， 以 及 从 64 
进 制 转换 为 八进制 。 

找 出 下 列 每 一 对 数 的 和 与 积 。 答 案 用 二 进 制 表示 。 

a)(100 0111);, (111 0111)， b)(1110 1111),，(1011 1101); 
c)(10 1010 1010)。，(1 1111 0000)， d)(10 0000 0001)。，(11 1111 1111)， 
找 出 下 列 每 一 对 数 的 和 与 积 。 答 案 用 三 进 制 表示 。 

a) (112);, (210); b)(2112)。 ，(12021)， 

c)(20001): ，(1111)， d)(120021)。 ，(2002)， 

找 出 下 列 每 一 对 数 的 和 与 积 。 答 案 用 八进制 表示 。 

a) (763)s, (147)s b)(6001)。，(272)。 

OTITIs (77 d) (54321)s , (3456)s 

找 出 下 列 每 一 对 数 的 和 与 积 。 答 案 用 十 六 进 制 表示 。 

a)(1AE)ie ，(BBC)is b)(20CBA)is ，(Aol)n 

¢) (ABCDE)1s, (1111)1e qd) (E0000E)i。, (BAAA)'s 

用 算法 5 求 7 mod 645。 


用 算法 5 求 115* mod 645。 
用 算法 5 求 3”” mod 99 。 
用 算法 5 求 123'”! mod 101 。 


可 以 证 明 每 个 整数 都 能 表示 为 
et3+ 十 eri3 和 十 十 el3 十 ev 
的 形式 ， 其 中 e 王 一 1，0 或 1,，j= 王 0，1，2，…，A。 这 一 类 展开 称 为 平衡 三 进 制 展开 式 。 求 下 列 整 
数 的 平衡 三 进 制 展 开 式 。 
a)5 b)13 c)37 d)79 


. 证 明 一 个 正 整数 被 3 整除 当 且 仅 当 它 的 十 进 制 数字 之 和 能 被 3 整除 。 


证 明 一 个 正 整 数 能 被 11 整除 当 且 仅 当 它 的 偶数 位 十 进 制 数字 之 和 与 奇数 位 十 进 制 数字 之 和 的 差 能 被 
11 整除 。 
求证 一 个 正 整 数 能 被 3 整除 当 且 仅 当 它 的 偶数 位 二 进 制 数字 之 和 与 奇数 位 二 进 制 数字 之 和 的 差 能 被 3 


整除 。 
整数 的 1 的 补 码 表 示 法 可 以 简化 计算 机 算术 。 为 了 表示 绝对 值 小 于 2”' 的 正 、 负 整数 ， 共 需要 位 。 


最 左边 一 位 用 来 表示 符号 。 该 位 置 上 的 0 表示 正 整 数 ，1 表示 负 整 数 。 对 正 整 数 来 说 ， 其 余 位 正好 等 同 
于 该 整数 的 二 进 制 展 开 式 。 对 负 整 数 来 说 ， 其 余 位 可 用 通过 先 找 出 该 整数 绝对 值 的 二 进 制 展开 式 然后 对 
其 各 位 求 补 得 到 ， 其 中 1 的 补 码 是 0， 而 0 的 补 码 是 1。 


34. 


35. 


36， 


37. 


38. 
39. 


用 长 度 为 六 的 位 串 找 出 下 列 整 数 的 1 的 补 码 表示 。 

a)22 b)31 ej 中 一 19 

下 列 长 度 为 五 的 1 的 补 码 所 表示 的 是 什么 整数 ? 

a)11001 b)01101 c)10001 d)11111 

如 果 m 是 一 个 小 于 2"” 的 正 整数 ， 当 用 长 度 为 n 的 位 串 时 ,怎样 从 m 的 1 的 补 码 表示 求 出 一 m 的 1 
的 补 码 表示 ? 


怎样 从 两 个 整数 的 1 的 补 码 表示 得 到 其 和 的 1 的 补 码 表示 ? 
怎样 从 两 个 整数 的 1 的 补 码 表示 得 到 其 差 的 1 的 补 码 表示 ? 
证 明 1 的 补 码 表示 为 (a,-ia-*…aiao) 的 整数 冯 可 以 通过 等 式 灵 一 一 as- (2 一 1) 十 a,-22"” “十 … 十 
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a。2 十 a 计算 得 到 。 
整数 的 2 的 补 码 表 示 也 可 以 用 来 简化 计算 机 算术 ， 而且 比 1 的 补 码 表示 更 常用 。 对 给 定 的 正 整 数 ”， 
要 表示 满足 一 2 一 委 z 委 2 :一 1 的 整数 zx， 共 需要 ”位 。 最 左边 一 位 用 来 表示 符号 。 与 1 的 补 码 展示 式 一 
样 ， 该 位 置 上 的 0 表示 正 整 数 ，1 表示 负 整 数 。 对 正 整 数 来 说 ， 其 余 位 等 同 于 该 整数 的 二 进 制 展 开 式 。 
对 负 整 数 而 言 ， 其 余 位 是 2 一 :一 |z| 的 二 进 制 展开 式 中 。 计 算 机 中 常用 整数 的 2 的 补 码 表示 ， 因 为 不 论 
整数 是 正 是 负 ， 都 很 容易 用 这 种 表示 来 做 整数 的 加 法 和 减法 。 
40. 解答 练习 34， 这 次 使 用 2 的 补 码 表示 并 用 长 度 为 六 的 位 串 。 
41. 解答 练习 35， 如 果 每 个 表示 都 是 长 度 为 五 的 2 的 补 码 表示 。 
42. 用 2 的 补 码 表示 解答 练习 36 。 
43. 用 2 的 补 码 表示 解答 练习 37。 
44. 用 2 的 补 码 表示 解答 练习 38。 
45. 证 明 2 的 补 码 表 示 为 (a,_14,-2…aiao) 的 整数 m 可 以 通过 等 式 Mm 二 dn-1 * 次 一 十 Co 2 十 十 
a。2 十 ao 计算 得 到 。 
46. 试 给 出 一 个 简单 的 算法 从 整数 的 1 的 补 码 表 示 构 成 其 2 的 补 码 表示 。 
47. 有 时 通过 用 四 位 二 进 制 展开 式 表 示 每 个 十 进 制 数字 来 为 整数 编码 。 这 就 产生 了 整数 的 二 进 制 编码 的 
十 进 制 形式 。 例 如 ， 用 这 种 方式 为 791 编码 得 011110010001。 采 用 这 种 编码 方式 表示 一 个 nn 位 的 十 
进 制 数 需 要 多 少 位 ? 
康 托 展开 式 是 这 种 形式 的 和 式 
a a ll 2 ld 
其 中 w 为 整数 且 0<a;&i, i=1, 2,…, nn。 
48. 求 下 列 各 数 的 康 托 展开 式 。 
a)2 b)7 c)19 d)87 
e)1000 f)1 000 000 
49. 试 描 述 找 出 整数 的 康 托 展 开 式 的 算法 。 
50. 试 描述 将 两 个 整数 的 康 托 展开 式 相 加 的 算法 。 
51. 按照 课本 给 出 的 加 法 算法 步 又， 一 步 一 步 把 (10111)。 和 (11010)* 相 加 。 
52. 按照 课本 给 出 的 乘法 算法 步骤 ,一 步 一 步 把 (1110)。 和 (1010)。 相 乘 。 
53. 试 描述 计算 两 个 二 进 制 展 开 式 之 差 的 算法 。 
54. 试 估计 两 个 二 进 制 展开 式 的 减法 所 需 二 进 制 位 运算 的 次 数 。 
55. 设计 一 个 算法 ， 给 定 整 数 a 和 5。 的 二 进 制 展 开 ， 判断 是 否 有 4 二 5，a 二 65， 或 者 < 一 5。 
56. 当 整 数 x 和 2 中 较 大 的 数 的 二 进 制 展 开 式 有 nn 位 时 ,练习 55 中 的 比较 算法 需要 要 做 多 少 次 二 进 制 位 
运算 ? 
57. 采用 所 需 除法 次 数 来 衡量 ， 试 估计 求 整 数 盖 的 2 进 制 展开 式 的 算法 1 的 复杂 度 。 
58. 证 明 算 法 5 使 用 OC((log xm)?log nn) 次 二 进 制 位 运算 来 计算 6” mod m。 
59. 证 明 算法 4 使 用 OCg log |a | ) 次 二 进 制 位 运算 ,假设 aad。 


4.3 素数 和 最 大 公约 数 


东 3.1 引言 

4.1 节 研 究 了 整数 整除 性 的 概念 。 基 于 整除 性 的 一 个 重要 概念 就 是 素数 。 素 数 是 大 于 1 的 
且 不 能 被 1 和 它 自身 以 外 的 正 整数 整除 的 整数 。 对 素数 的 研究 可 以 追溯 到 远古 时 代 。 几 千年 前 
人 们 就 知道 素数 有 无 限 多 个 ， 在 欧 几 里 得 的 著作 中 所 发 现 的 该 事实 的 证 明 也 以 其 优雅 和 漂亮 而 
闻名 。 

我 们 将 讨论 整数 中 素数 的 分 布 。 我 们 还 将 描述 一 部 分 近 400 年 来 数学 家 所 发 现 的 有 关 素数 
的 结论 。 特 别 是 ， 我 们 要 介绍 一 个 重要 的 定理 一 一 算术 基本 定理 。 该 定理 断言 每 个 正 整 数 都 可 
以 唯一 表示 为 按 非 递减 排序 的 素数 乘积 ， 它 具有 很 多 有 趣 的 推论 。 我 们 还 将 讨论 一 些 有 关 素 数 
的 古老 且 至 今 仍 然 悬 而 未 决 的 猜想 。 
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素数 已 经 成 为 现代 密码 系统 中 必 不 可 缺少 的 一 部 分 ， 我 们 将 阐述 其 在 密码 学 中 的 一 些 重要 
性 质 。 比 如 ， 寻 找 大 素数 在 现代 密码 学 中 是 一 个 基本 课题 。 对 大 整数 进行 素 因 子 分 解 所 需 的 时 
间 尺 度 是 一 些 重要 的 现代 密码 系统 中 密码 强度 的 基础 。 

本 节 还 将 介绍 两 个 整数 的 最 大 公约 数 和 最 小 公 倍数 。 我 们 还 将 讨论 一 个 重要 算法 ， 即 欧 几 
里 得 算法 来 计算 最 大 公约 数 。 


4. 3.2 素数 

每 个 大 于 1 的 整数 至 少 能 被 两 个 整数 整除 ， 因 为 一 个 正 整数 可 以 被 1 和 它 自己 整除 。 恰 有 
两 个 不 同 的 正 整数 因子 的 整数 称 为 素数 。 

大 于 1 的 整数 pp 称 为 素数 ， 如 果 卢 的 正 因子 只 是 1 和 pp。 大 于 1 但 又 不 是 素数 的 
正 整 数 称 为 合 数 。 


评注 整数 交 是 合 数 当 且 仅 当 存 在 整数 a 使 得 a |n 并 且 1 二 a=n。 


例 1 7 是 素数 ， 因 为 它 仅 有 的 正 因子 是 1 和 7。9 是 合 数 ， 因 为 它 能 被 3 整除 。 对 
正如 算术 基本 定理 所 阐述 的 ， 素 数 是 正 整数 的 基本 构件 。 证 明 将 在 5. 2 节 给 出 。 
三 型 鲁 ”算术 基本 定理 每 个 大 于 1 的 整数 都 可 以 唯一 地 写 为 两 个 或 多 个 素数 的 乘积 ， 其 
中 素数 因子 以 非 递减 序 排列 。 
例 2 给 出 了 一 些 整数 的 素 因 子 分 解 式 。 
例 2 100、641、999 和 1024 的 素 因 子 分 解 式 如 下 
8 一 区 二 2 
641 王 641 
999 一 3。3。3 .37 一 3:。37 
1024 一 2。2.。2.。2.2.2。2。2。2。2 一 21 可 


4.3.3 试 除法 

证 明 一 个 给 定 的 整数 是 素数 是 很 重要 的 。 例 如 ， 在 密码 学 中 大 素数 就 用 在 为 信息 加 密 的 某 
些 方法 中 。 一 个 证 明 整 数 为 素数 的 过 程 就 是 基于 下 面 的 观察 。 

瑟 到 四 如 有 果 n 是 一 个 合 数 ， 那 么 nn 必 有 一 个 素 因子 小 于 或 等 于 Yn。 

证 ”如果 nn 是 合 数 ， 由 合 数 的 定义 ， 可知 它 有 一 个 满足 1 二 a 二 n 的 因子 a。 故 ， 由 正 整 数 
的 因子 的 定义 ， 可知 n= 二 ab5， 其 中 5 是 大 于 1 的 正 整数 。 我 们 证 明 aVn 或 5 二 Vn。 如 果 avn 
且 65 宝 Yn， 则 ab>Yn* Yn 二 n， 了 矛盾。 因此， 有 a 二 Yn 或 6 二 Vn。 因为 a 和 都 是 ”的 因子 ， 所 
以 , n 有 一 个 不 超过 Yn 的 正 因子 。 这 个 因子 或 者 是 素数 ， 或 者 (由 算术 基本 定理 ) 有 比 它 小 的 素 
因子 。 无 论 哪 种 情况 ，n 有 一 个 素 因 子 小 于 或 等 于 Vn。 4 

从 定理 2 可知， 如 果 一 个 整数 不 能 被 小 于 或 等 于 其 平方 根 的 素数 整除 ， 则 它 就 是 素数 。 这 
一 结论 导致 了 称 为 试 除法 的 蛮 力 算法 。 要 用 试 除法 ,我 们 把 n 除 以 所 有 不 超过 Vn 的 素数 ， 如 果 
不 能 被 其 中 任意 一 个 素数 整除 就 可 以 得 出 结论 n 是 素数 。 例 3 就 是 用 试 除法 来 证 明 101 是 
素数 。 

例 3 证 明 101 是 素数 。 

解 ” 不 超过 V101 的 素数 仅 有 2，3，5 和 7。 因 为 101 不 能 被 2，3，5 和 7 整除 (101 被 这 些 
数 除 的 商都 不 是 整数 ) ， 所 以 101 是 素数 。 S| 

由 于 每 个 整数 都 有 素 因 子 分 解 式 ， 所 以 有 一 个 寻找 素 因 子 分 解 式 的 算法 将 会 很 有 用 。 考 虑 
寻找 整数 的 素 因 子 分 解 式 的 问题 。 从 最 小 素数 2 开始 ， 依 次 用 素数 去 除 n。 如 果 nn 有 素 因子 ， 
则 由 定理 2 可知 ， 可 以 找到 一 个 不 超过 Yn 的 素 因 子 p。 所 以 ， 如 果 找 不 到 不 超过 Yn 的 素 因 子 ， 
则 为 素数 。 否 则 ， 如 果 找 到 一 个 素 因 子 zp， 则 可 以 继续 对 n/p 做 因子 分 解 。 注 意 n/p 没有 小 
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于 zp 的 素 因 子 。 同 样 的 道理 ， 如 果 n/p 没有 大 于 等 于 p 且 不 超过 它 的 平方 根 的 素 因子 ， 则 它 为 
素数 。 否 则 ， 如 果 它 有 素 因 子 9， 则 可 以 继续 对 (zc) 做 因子 分 解 。 这 一 过 程 一 直 继 续 直 到 因 
子 分 解 只 剩 一 个 素数 为 止 。 例 4 解释 了 这 一 过 程 。 

例 4 找 出 7007 的 素 因 子 分 解 式 。 

解 ”要 找 出 7007 的 素 因 子 分 解 式 ， 首 先 不 断 地 用 素数 去 除 7007， 从 2 开始。2、3 和 5 都 
除 不 尽 7007。 但 是 ，7 除 尽 7007，7007/7= 二 1001。 下 一 步 ， 从 7 开始 不 断 地 用 素数 去 除 1001 。 
立刻 发 现 7 还 能 整除 1001， 因 为 1001/7= 二 143。 继 续 从 7 开始 不 断 用 素数 去 除 143。 虽 然 7 不 
能 整除 143， 但 11 整除 143， 得 143/11 王 13。 由 于 13 为 素数 ， 这 一 过 程 完成 。 由 此 得 出 
7007 王 7。1001=7.。7 .143= 王 7。7.。11。13。 因 此 ，7007 的 素 因 子 分 解 式 是 7.7 .11 .13 一 
2 se 本 

素数 的 研究 在 古代 是 为 了 探究 原理 。 今 天 ， 其 研究 已 经 有 了 很 实用 的 目的 。 特 别 是 ， 大 素 
数 在 密码 学 中 起 着 关键 作用 ， 在 4. 6 节 将 会 看 到 。 


4.3.4 埃 拉 托 斯 特 尼 筛 法 

注意 ， 不 超过 100 的 合 数 必定 有 一 个 不 超过 10 的 素 因 子 。 因 为 小 于 10 的 素数 仅 有 2、3、 
5 和 7 了 7， 所 以 不 超过 100 的 素数 就 是 这 四 个 素数 以 及 那些 大 于 1 且 不 超过 100 同时 不 能 被 2、3、 
5 和 7 之 一 整除 的 正 整 数 。 

埃 拉 托 斯 特 尼 得 法 (sieve of Eratosthenes) 就 是 用 来 寻找 不 超过 一 个 给 定 整数 的 所 有 素数 。 
例如 ， 下 列 过 程 就 是 寻找 不 超过 100 的 素数 。 首 先 构造 1 一 100 全 部 整数 的 列表 。 筛 法 开始 过 
程 ， 除了 2 以 外 ， 删 除 那些 能 被 2 整除 的 整数 。 因 为 3 是 保留 下 来 的 第 一 个 大 于 2 的 整数 ， 所 
以 除了 3 以 外 ， 删 除 所 有 那些 能 被 3 整除 的 整数 。 因 为 5 是 3 之 后 保留 下 来 的 下 一 个 整数 ， 所 
以 除了 5 以 外 ， 删 除 那些 能 被 5 整除 的 整数 。 保 留 下 来 的 下 一 个 数 是 7， 所 以 ， 除 了 7 以 外 ， 
删除 那些 能 被 7 整除 的 整数 。 因 为 所 有 不 超过 100 的 合 数 能 被 2?、3、5 或 7 整除， 所 以 除了 1 
以 外 ， 所 有 保留 下 来 的 整数 都 是 素数 。 在 表 1 中 展示 了 每 个 阶段 被 删除 的 整数 ， 其 中 第 一 个 区 
域 中 能 被 2 整除 的 每 个 整数 (2 除外 ) 加 一 条 下 划 线 ， 第 二 个 区 域 能 被 3 整除 的 每 个 整数 (3 除 
外 ) 加 一 条 下 划 线 ， 第 三 个 区 域 中 能 被 5 整除 的 每 个 整数 (5 除外 ?加 一 条 下 划 线 ， 第 四 个 区 域 
中 能 被 7 整除 的 每 个 整数 (7 除外 ) 加 一 条 下 划 线 。 没 有 下 划 线 的 整数 就 是 不 超过 100 的 素数 。 
我 们 得 出 结论 : 不 超过 100 的 整数 是 2，3，5，7，11，13，17，19，23，29，31，37，41， 
43，47，53，59，61，67，71，73，79，83，89 和 97。 

素数 的 无 限 性 人 们 长 期 以 来 就 已 经 知道 有 无 限 多 个 素数 。 这 意味 着 当 pi, ps, ***», pn 
是 个 最 小 的 素数 时 ， 我们 知道 就 有 一 个 更 大 的 素数 不 在 其 中 。 我 们 将 用 欧 几 里 得 在 其 著名 的 
数学 教科 书 《 几 何 原本 》(The Elements) 中 给 出 的 证 明 来 证 明 这 个 事实 。 这 个 简单 优雅 的 证 明 被 
许多 数学 家 认为 是 数学 中 最 漂亮 的 证 明 。 它 是 《天 书 中 的 证 明 》(Proofs from THE BOOK) 一 书 
中 位 列 第 一 的 证 明 ， 这 里 天 书 是 指 想象 中 完美 证 明 的 集 册 ， 这 些 证 明 被 著名 数学 家 保罗 。 埃 德 
斯 声称 是 由 上 帝 维 护 的 。 顺 便 提 一 下 ， 存 在 数量 巨大 的 不 同 的 证 明 来 证 明 存在 无 限 多 个 素数 ， 
并 且 新 的 证 明 还 在 以 惊人 的 速度 频繁 地 发 表 着 。 


ums Be 
9 埃 拉 托 斯 特 尼 ( 公 元 前 276 年 ~ 公元 前 194 年 ) 出 生 在 普兰 尼 ( 埃 及 以 西 的 一 个 希 脂 
、 殖民 地 ) 并 在 雅典 的 柏拉图 学 院 学 习 。 我 们 知道 当时 国王 托 惑 密 二 世 牧 请 埃 拉 托 斯 特 
\ 尼 到 亚历山大 来 孝 他 的 儿子 ， 后 来 埃 拉 托 斯 特 尼 成 为 亚历山大 最 著名 的 图 书馆 (一 个 

古代 智慧 资料 库 ) 的 馆 长 。 埃 拉 托 斯 特 尼 是 一 个 知识 面 极 宽 的 学 者 ， 著 作 论 及 数学 、 


。 地 理学 、 天 文学 、 历 史学 、 哲 学 和 文学 批评 。 除 了 在 数学 领域 的 工作 外 ， 他 还 以 古代 
历史 编 年 表 和 著名 的 测量 地 球 大 小 而 闻名 。 





um 


9 
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表 1 埃 拉 托 斯 特 尼 筛 法 


2 以 外 能 被 2 整除 的 整数 加 一 下 划 线 3 以 外 能 被 3 整除 的 整数 加 一 下 划 线 
和 1 3 
1 12 13 1415 16 171819 20 1 12 13 14 1 11718 19 20 
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 
31 32 33 34 35 36 37 38 3 0 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 
41424344447 4 4 50 41 42 43 44447 4 49 50 
51 52 53 54 55 56 57 58 59 6 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 
本 | 62 63 64 e066 67, e869 70 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 
rp 711 12 73 74 15 177 2 79 80 
81 82 83 84 85 86 87 88 89 90 81 82 83 84 85 86 87 88 89 90 
91 92 93 94 95 96 97 98 99 100 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100 
5 以 外 能 被 5 整除 的 整数 加 一 下 划 线 TT 
示 是 素数 
jy 入 亲 玉 YE 半 -16 两 总 他 二 1 
1 9 1 3 E16 17 8, 9 WO 
22324235262728 29 30 2 2232522 召 2 30 
31 3233343337 3 3 各 22333433637 3 39 各 
41 和 443 44447 得 49 50 4 和 434 和 4 各 和 47 和 4 50 
51 52 53 54 5 56 57 58 59 60 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 
61 62 63 64 65 66 67 68 6 20 61 62 63 64 65 66 67 68 69 20 
7 71273 74 15 16 7771 7 80 71 12 73 74 15 7 7 78 79 80 
81 82 83 84 85 86 87 88 89 90 81 82 83 84 85 86 87 88 89 90 
91 9 94 95 96 97 99 100 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100 


存在 无 限 多 个 素数 。 
证 用 反 证 法 证 明 这 个 定理 。 假 设 只 有 有 限 多 个 素数 pl ，p:，…，p,。 令 
Q= pi p11 
根据 算术 基本 定理 ，Q 要 么 是 素数 ， 要 么 能 被 写成 两 个 或 多 个 素数 之 积 。 但是， 没有 一 个 素数 


us 


马兰 ， 梅 森 (Marin Mersenne，1588 一 1648) ”梅森 生 在 法 国 的 缅 因 省 (现今 为 萨 尔 
特 省 ) 的 一 个 农民 家 庭 ， 在 勒 芒 学 院 (College of Mans) 和 位 于 La Fleche 的 基督 学 院 上 
过 学 。1609 一 1611 年 他 在 索 邦 大 学 继续 学 业 ， 学 习 神 学 。1611 年 他 加 入 米 尼 王 
(Minims) 宗 教 团体 ， 米 尼 玛 的 名 字 来 自 Minimi 一 词 ( 这 个 组 织 的 成 员 都 极为 谦 进 ， 自 
认为 是 所 有 宗教 团体 中 最 为 卑微 的 )。 除 了 祈祷 外 ， 这 个 团体 的 成 员 献 身 于 学 术 和 研 
究 。1612 年 他 在 巴黎 的 皇家 广场 任 牧师 ，1614 一 1618 年 他 在 内 维尔 (Nevers) 的 米 尼 
玛 修道 院 教授 哲学 。1619 年 他 回 到 巴黎 ， 而 他 位 于 Annociade 的 米 尼 玛 宿舍 却 成 了 包 
括 费 马 和 帕斯卡 在 内 的 法 国 科 学 家 、 哲 学 家 和 数学 家 的 聚会 场所 。 梅 森 与 全 欧洲 的 学 者 频繁 通信 ， 担 当 
数学 和 科学 知识 交流 中 心 的 角色 ， 如 同 后 来 的 数学 学 术 期 刊 (及 今日 之 互联 网 ) 的 作用 。 梅 森 撰 写 的 书籍 
涵盖 力学 、 数 学 物理 、 数 学 、 音 乐 和 声学 。 他 研究 素数 并 尝试 构造 一 个 能 表示 所 有 素数 的 公式 ， 但 没有 
成 功 。1644 年 梅森 声称 ， 当 p 一 2，3，5，7，13，17，19，31，67，127，257 时 ，22 一 1 是 素数 ; 而 对 于 
小 于 257 的 所 有 其 他 素数 p，2?* 一 1 是 合 数 。 人 们 花 了 300 多 年 的 时 间 在 梅森 的 上 述 论断 中 找到 5 个 错 
误 。 特 别 是 当 p= 二 67 和 p= 二 257 时 ，2? 一 1 不 是 素数 ， 而 当 p= 二 61，p 二 87 和 p= 二 107 时 ，22 一 1 是 素数 。 
值得 一 提 的 是 ， 梅 森 还 为 两 位 当时 最 有 名 的 人 物 笛 卡 儿 和 伽利略 受到 宗教 批评 而 辩护 。 他 还 协助 揭露 炼 
丹 术士 和 占星 术士 的 骗术 。 
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p; 能 整除 Q， 因 为 如 果 p; |Q， 则 p; 整除 Q 一 ppso…p, 二 1。 因 此 ， 存 在 一 个 不 在 pi，p;，…， 
p, 中 的 素数 。 这 个 素数 要 么 是 Q( 如 果 Q 是 素数 ) ， 要 么 是 Q 的 一 个 素 因 子 。 这 就 是 一 个 矛盾 ， 
因为 我 们 假设 列 出 了 所 有 的 素数 。 因 此 ， 存 在 无 限 多 个 素数 。 4 


评注 注意 在 这 个 证 明 中 我 们 没有 说 QQ 是 素数 ! 而 且 ， 在 这 个 证 明 中 ， 我们 给 出 的 是 
非 构造 性 的 存在 性 证 明 : 给 定 n 个 素数 ， 存 在 一 个 不 在 表 中 的 素数 。 对 于 构造 性 的 证 
明 ， 就 必须 显 式 地 给 出 一 个 不 在 初始 的 寻 个 素数 列表 中 的 素数 。 


由 于 存在 无 限 多 个 素数 ， 所 以 给 定 任意 正 整 数 都 存在 大 于 这 个 整数 的 素数 。 人 们 不 断 追 求 
去 发 现 越 来 越 大 的 素数 。 近 300 年 来 ,已 知 最 大 的 素数 几乎 都 是 特殊 形式 2 一 1 的 整数 ， 其 中 
也 是 素数 。( 注 意 当 nn 不 是 素数 时 2" 一 1 不 可 能 是 素数 。 人 参见 练习 9。) 这 种 素数 称 为 梅森 素 
数 ， 这 是 以 法 国 修道 士 马 兰 . 梅森 的 名 字 命 名 的 ， 他 在 17 世纪 就 研究 这 些 素数 。 之 所 以 已 知 
最 大 素数 通常 都 是 梅森 素数 ， 是 因为 有 一 个 特别 有 效 的 称 为 卢 卡 斯 - 莱 默 尔 (Lucas-Lehmer) 测 
试 的 测试 方法 可 以 判断 2 一 1 是 否 为 素数 。 而 且 ， 当 前 还 不 可 能 以 差不多 同样 快 的 速度 判断 一 
个 不 是 这 种 或 其 他 特殊 形式 的 整数 是 否 为 素数 。 

例 5 整数 2 一 1=3，2: 一 1]=7 和 2 一 1 一 31 都 是 梅森 素数 ， 而 22 一 1 一 2047 pi 
数 ， 因 为 2047 王 23。89。 

自从 发 明了 计算 机 以 后 ， 寻 找 梅森 素数 的 进展 一 直 稳 步 发 展 。 截 至 2011 年 早 些 时 候 ， 
有 47 个 梅森 素数 被 发 现 ， 其 中 16 个 是 1990 年 以 来 找到 的 。 已 知 最 大 的 梅森 素数 (时 至 2011 年 
早 些 时 候 ) 是 2**Ww 一 1， 这 是 一 个 大 约 有 1300 万 十 进 制 位 的 数 ， 在 2008 年 被 证 明 是 素数 互联 网 
梅森 素数 大 搜索 (GIMPS) 作 为 一 个 共同 体 致力 于 寻找 新 的 梅森 素数 。 你 可 以 加 入 这 个 大 搜索 ， 
如 果 幸 运 的 话 ， 寻 找到 一 个 新 的 梅森 素数 ， 甚 至 有 可 能 赢得 现金 大 奖 。 顺 便 说 一 句 ， 寻 找 梅森 
素数 本 身 就 是 有 实际 意义 的 。 对 超级 计算 机 的 一 种 质量 控制 检验 就 是 复制 了 用 来 判定 一 个 大 梅 
森 素数 是 素数 的 卢 卡 斯 - 莱 默 尔 测试 。 

素数 的 分 布 ”定理 3 告诉 我 们 存在 无 限 多 个 素数 。 可 是 ， 小 于 一 个 正 整 数 z 的 素数 有 多 少 个 
呢 ? 这 个 问题 吸引 了 数学 家 很 多 年 。 在 18 世纪 晚期 ， 数 学 家 编制 了 很 大 的 素数 表 来 收集 有 关 素 数 
分 布 的 证 据 。 利 用 这 些 证 据 ， 当 时 的 大 数学 家 包括 高 斯 和 勤 让 德 ， 都 猜想 有 但 没 能 证 明定 理 4。 

[要 人 素数 定理 当 xz 无 限 增长 时 ， 不 超过 工 的 素数 个 数 与 Xx/lIn 工 之 比 趋 近 于 1。( 这 
里 ln 并 是 工 的 自然 对 数 。) 

法 国 数学 家 雅克 。 阿 达 马 (Jacques Hadamard) 和 比利时 数学 家 瓦 列 普 金 (Charles-Jean- 
Gustave-Nicholas de la Valleé-Poussin) 利 用 复 变 函数 论 在 1896 年 首次 证 明了 素数 定理 。 虽 然 已 
经 有 了 不 用 复 变 函数 论 的 证 明 ， 但 是 素数 定理 所 有 已 知 的 证 明 都 非常 复杂 。 

可 以 用 素数 定理 来 估计 随机 选择 的 一 个 数 是 素数 的 可 能 性 。 素 数 定理 告诉 我 们 不 超过 z 的 
素数 个 数 可 以 用 z/ln z 来 副 近 。 因 此 ,一 个 随机 选择 的 正 整 数 n 是 素数 的 可 能 性 大 约 是 
(n/ln nn)/n 二 1/ln n。 有 时 候 我 们 需要 寻找 一 个 具有 特定 位 数 的 素数 。 我 们 要 估计 需要 选择 多 
少 个 特定 位 数 的 整数 才 有 可 能 遇 到 一 个 素数 。 利 用 素数 定理 和 微 积 分 ， 可 以 证 明 一 个 整数 nn 是 
素数 的 概率 也 大 约 是 1/ln n。 例 如 ， 一 个 靠近 10” 附近 的 一 个 整数 是 素数 的 可 能 性 大 约 是 
1/ln 10”*， 即 大 约 1/2300。( 当 然 了 ， 只 选择 奇数 可 以 使 找到 素数 的 机 会 增加 一 倍 。) 

定理 2 的 试 除 法 给 出 了 因子 分 解 和 素数 测试 的 过 程 。 可 是 ， 这 些 过 程 不 是 很 有 效 的 算法 ， 
人 们 已 经 开发 了 许多 切实 有 效 的 算法 来 做 这 些 事情 。 因 子 分 解 和 素数 测试 对 于 数论 在 密码 学 中 
的 应 用 已 变 得 很 重要 。 这 引起 了 人 们 极 大 的 兴趣 来 开发 完成 这 两 个 任务 的 有 效 算 法 。 在 过 去 的 
30 年 中 已 经 研究 设计 了 一 些 巧妙 的 过 程 来 有 效 地 生成 大 素数 。 再 者 ，2002 年 Manindra 
Agrawal、Neeraj Kayal 和 Nitin Saxena 做 出 了 一 个 重要 的 理论 发 现 。 他 们 证 明 存 在 以 整数 二 进 
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制 展开 式 中 位 数 来 衡量 的 一 个 多 项 式 时 间 算 法 ， 可 以 判定 一 个 正 整数 是 否 是 素数 。 基 于 他 们 工 
作 的 算法 使 用 OC(log m5) 次 二 进 制 位 运算 可 以 判定 一 个 正 整 数 n 是否 是 素数 。 

可 是 ， 尽 管 在 同一 时 期 已 开发 了 强 有 力 的 因子 分 解 新 方法 ,但 大 整数 的 因子 分 解 仍然 要 比 
素数 测试 更 加 耗 时 。 尽 管 如 此 ， 大 整数 分 解 的 挑战 引起 了 许多 人 的 兴趣 。 互 联网 上 有 一 个 共同 
体 致力 于 分 解 大 整数 ， 特 别 是 形 如 关 士 1 的 大 数 ， 其 中 & 是 个 小 正 整 数 而 ”是 个 大 正 整 数 ( 这 样 
的 数 称 为 卡 宁 汉 数 ) 。 在 任何 时 候 ， 总 有 一 个 “十 大 热门 ”的 这 种 大 数列 表 等 待 分 解 。 

素数 和 算术 级 数 ”每 个 奇 整 数 都 在 下 面 两 种 算术 级 数 之 中 4& 十 1 或 者 4 十 3，R& 一 1， 
2，…。 因 为 我 们 知道 存在 无 限 多 个 素数 ， 所 以 我 们 会 问 是 否 在 这 两 种 算术 级 数 中 都 有 无 限 多 
个 素数 。 素 数 5，13，17，29，37，41，… 在 算术 级 数 4& 十 3 中 ; 而 素数 3，7，11，19，23， 
31，43，… 则 在 算术 级 数 4 十 1 中 。 这 些 暗示 在 两 个 级 数 都 可 能 存在 无 限 多 个 素数 。 那 么 其 他 
如 ak 十 5，k 二 1，2，…( 这 里 不 存在 比 1 大 的 整数 能 同时 整除 a 和 5) 的 算术 级 数 呢 ?这 里 会 包 
含 无 限 多 个 素数 吗 ? 答案 由 德国 数学 家 古 。 勒 热 纳 ， 狄 利克 雷 给 出 ， 他 证 明了 每 个 这 样 的 级 数 
都 包含 有 无 限 多 个 素数 。 他 的 证 明 以 及 后 来 所 有 的 证 明 超 出 本 书 的 范围 。 可 是 ， 用 本 书 中 的 概 
念 是 有 可 能 证 明 狄 利克 雷 定理 的 一 些 特 例 的 。 例 如 ， 练 习 54 和 55 要 求证 明 在 3 十 2 和 3k 十 3， 
k 二 1，2，… 算 术 级 数 中 存在 无 限 多 个 素数 。( 每 个 练习 的 提示 提供 了 证 明 所 需 的 基本 概念 .) 

我 们 解释 了 每 个 ak 十 6,，k 二 1，2，… 的 算术 级 数 包 含 无 限 多 个 素数 ， 这 里 a 和 5 没有 大 于 
1 的 公 因 子 。 但 是 是 否 存 在 仅 由 素数 构成 的 较 长 的 算术 级 数 呢 ?例如 ， 一 些 探索 可 知 5，11， 
17，23，29 是 由 五 个 素数 构成 的 算术 级 数 ， 而 199，409，619，829，1039，1249，1459， 
1669，1879，2089 是 由 十 个 素数 构成 的 算术 级 数 。 在 20 世纪 30 年 代 ， 著 名 数学 家 保罗 “。 埃 德 
斯 猜测 对 于 任意 大 于 2 的 正 整数 n， 存 在 完全 由 素数 构成 的 长 度 为 n 的 算术 级 数 。2006 年 ， 
Ben Green 和 陶 哲 轩 已 经 能 够 证 明 该 猜想 了 。 他 们 的 证 明 ， 堪 称 是 数学 中 的 环 法 ， 结 合 了 若干 
高 级 数学 领域 的 概念 而 给 出 的 一 个 非 构 造 性 证 明 。 


4.3.5 关于 素数 的 猜想 和 开放 问题 
数论 是 一 门 可 以 从 中 很 容易 地 提出 猜想 的 学 科 ， 其 中 一 些 问题 很 难 证 明 ， 还 有 一 些 问题 多 
年 来 一 直 悬 而 未 决 。 例 6 一 9 将 介绍 数论 中 的 一 些 猜想 并 讨论 其 现状 。 


ums 


陶 哲 轩 ( 生 于 1975 年 ) 陶 哲 轩 出 生 在 澳大利亚 。 他 的 父亲 是 一 名 儿科 医生 而 母 
亲 在 香港 的 中 学 教 数学 。 陶 哲 轩 是 一 个 神童 ， 两 岁 时 就 自学 算术 。10 岁 时 ， 他 成 为 最 
年 轻 的 国际 数学 奥林匹克 (IMO) 选 手 ; 13 岁 时 他 赢得 了 IMO 金牌 。17 岁 时 陶 哲 轩 获 
得 他 的 学 士 学 位 和 硕士 学 位 ， 并 在 普林斯顿 大 学 开始 研究 生 学 习 ， 三 年 后 获得 博士 学 
位 。1996 年 他 成 为 加 州 大 学 洛杉矶 分 校 的 一 名 教员 ， 并 继续 在 那里 工作 。 
> 陶 哲 轩 知识 面 极 宽 ， 他 喜欢 在 不 同 的 领域 研究 问题 ， 包 括 调和 分 析 、 偏 微分 方 

” 程 、 数 论 和 组 合 数学 。 他 在 博客 上 讨论 各 种 问题 的 研究 进展 ， 你 可 以 通过 阅读 博客 来 
了 解 他 的 工作 。 他 最 著名 的 结论 是 Green-Tao 定理 : 存在 任意 长 的 素数 算术 级 数 。 陶 哲 轩 对 数学 的 应 用 
做 出 了 重要 贡献 ， 如 开发 了 一 种 使 用 尽 可 能 少 的 信息 进行 数字 图 像 重 建 的 方法 。 陶 哲 轩 在 数学 家 中 间 具 
有 神奇 的 口碑 ， 他 成 了 数学 研究 员 圈 里 的 搞定 先生 (Mr. Fix-It)。 本 身 也 是 神童 的 知名 数学 家 查尔斯 " 费 
弗 曼 曾经 说 过 :“ 如 果 你 在 一 个 问题 上 卡 住 了 ， 那 么 出 路 之 一 是 让 陶 哲 轩 也 感 兴趣 。"2006 年 陶 哲 轩 被 授 
予 菲 尔 茨 奖 ， 这 是 授予 40 岁 以 下 数学 家 的 最 负 盛 名 的 奖项 。2006 年 他 被 授予 了 麦克 阿 瑟 奖金 ， 并 于 
2008 年 他 获得 了 Allan T. Waterman 奖 ， 其 中 50 万 美元 的 现金 奖励 为 支持 科学 家 在 其 早期 职业 生涯 中 的 
研究 工作 。 陶 哲 轩 的 妻子 劳 拉 是 在 喷气 推进 实验 室 的 一 名 工程 师 。 

克里斯蒂 安 . 哥 德 巴 赫 (1690 一 1764) 出 生 在 普鲁士 的 哥 尼斯 堡 ， 该 城市 以 著名 的 七 桥 问题 (将 在 
10. 5 节 进 行 研究 ) 而 闻名 于 世 。1725 年 ， 他 成 为 彼得 堡 科学 院 的 数学 教授 。1728 年 ， 哥 德 巴赫 前 往 莫 斯 
科教 授 沙 皇 之 子 。1742 年 ， 他 进入 政坛 ， 成 为 俄罗斯 外 交 部 的 一 名 职员 。 哥 德 巴赫 以 其 与 欧 拉 和 伯 努 利 
等 著名 数学 家 的 书信 往来 、 在 数论 中 的 著名 猜想 ， 以 及 分 析 学 中 的 贡献 而 闻名 于 世 。 





例 6 有 这 样 一 个 函数 f(n) 是 十 分 有 用 的 : 对 所 有 的 正 整 数 头 有 Ca) 是 素数 。 如 果 我 们 有 se 吕 较 
这 样 一 个 函数 ， 我 们 就 可 以 找到 大 的 素数 用 于 密码 学 或 者 其 他 应 用 中 。 要 寻找 这 样 一 个 函数 ， 
需要 测试 不 同 的 多 项 式 函 数 ， 就 像 几 百年 前 数学 家 所 做 的 那样 。 经 过 大 量 的 计算 我 们 可 以 找到 
多 项 式 f(n) 二 ww 一 n 十 41。 这 个 多 项 式 具 有 一 个 有 趣 的 特点 : 对 于 不 超过 40 的 正 整 数 ，f(n) 是 
素数 。[ 我 们 有 f(1) = 二 41，f(2) = 二 43，f(3) = 二 47，f(4)= 二 53 等 。] 这 就 导致 我 们 猜想 是 否 对 于 所 
有 的 正 整数 >， 都 有 f(n) 是 素数 。 我 们 能 解决 这 个 猜想 吗 ? 
解 ” 也 许 结果 是 意料 之 中 的 ， 那 个 猜想 的 结果 是 假 的 ， 我 们 并 不 需要 看 得 太 远 就 可 以 找到 
一 个 正 整 数 n 使 得 f(n) 为 合 数 ， 因 为 f(41)==41’ 一 41 十 41= 二 41* 。 因 为 对 于 满足 1 三 n 志 40 的 所 
有 正 整 数 都 有 zz) 二 ww 一 n 十 41 为 素数 ， 我 们 或 许 想 找到 另外 一 个 多 项 式 具有 性 质 : 对 于 所 有 
的 正 整 数 n， 都 有 f(n) 为 素数 。 然 而 ， 这 个 多 项 式 并 不 存在 。 可 以 证 明 对 于 每 一 个 整数 系数 多 
项 式 f(n)， 存 在 一 个 正 整 数 y 使 得 f(y) 是 合 数 。( 参 见 补充 练习 23.) 4 
关于 素数 的 很 多 重要 问题 仍然 期 待 着 聪明 人 能 给 出 最 终 的 解 。 在 例 7 一 9 中 我 们 描述 其 中 
一 些 最 容易 理解 的 且 耳 熟 能 详 的 开放 问题 。 数 论 以 其 拥有 大 量 非常 容易 理解 的 猜想 而 著称 ， 这 
些 猜想 抵御 了 最 复杂 技术 的 攻克 ， 或 者 简单 地 说 抵御 了 所 有 攻克 。 我 们 列 出 这 些 猜想 是 想 要 说 
明 很 多 看 上 去 相对 简单 的 问题 即使 到 了 21 世纪 还 是 悬而未决 。 
例 7， 哥 德 巴赫 猜想 1742 年 ， 克 里 斯 蒂 安 。 哥 德 巴赫 在 给 莱 昂 哈 德 。 欧 拉 的 一 封 信 中 提 
出 一 个 猜想 : 每 个 大 于 5 的 奇数 ”都 是 三 个 素数 之 和 。 欧 拉 在 回信 中 答复 此 猜想 等 价 于 另 一 猜 
想 : 每 个 大 于 2 的 偶数 是 两 个 素数 之 和 (参见 补充 练习 21) 。 每 个 大 于 2 的 偶数 是 两 个 素数 之 和 
的 这 个 猜想 现在 称 为 哥 德 巴赫 猜想 。 对 于 小 的 偶数 可 以 验证 这 个 猜想 。 例 如 ，4 一 2 十 2， 
6 一 3 十 3，8 王 5 十 3，10 一 7 十 3，12 王 7 十 5 等 。 在 计算 机 出 现 之 前 ， 人 们 通过 手工 计算 对 上 至 几 曾 
百 万 的 数 验 证 了 哥 德 巴赫 猜想 。 使 用 计算 机 可 以 对 更 大 的 数 进行 验证 。 到 2011 年 年 中 ， 对 上 
至 1.6X10* 的 所 有 正 偶数 都 验证 了 猜想 。 
虽然 哥 德 巴赫 猜想 的 证 明 至 今 仍 未 发 现 ， 但 大 多 数 数学 家 都 认为 此 猜想 是 正确 的 。 使 用 解 
析 数 论 ( 远 超出 本 书 范围 ) 的 一 些 复杂 方法 已 经 证 明了 一 些 定理 ， 可 以 建立 比 哥 德 巴赫 猜想 弱 一 
些 的 结论 。 其 中 就 包括 每 个 大 于 2 的 偶数 都 是 至 多 6 个 素数 之 和 (O. Ramaré 在 1995 年 证 明 ) 以 
及 每 个 充分 大 的 正 偶数 都 可 以 写成 一 个 素数 以 及 另 一 个 或 者 素数 或 者 两 个 素数 乘积 之 和 ( 陈 景 
润 在 1996 年 证 明 )。 也 许 哥 德 巴赫 猜想 会 在 不 太 久 的 将 来 得 到 证 明 。 4 
例 8 有 很 多 猜想 都 断言 存在 无 限 多 个 具有 某 种 特殊 形式 的 素数 。 一 种 猜想 就 认为 存在 
无 限 多 个 可 以 写成 妈 十 1 形式 的 素数 ， 其 中 2 为 正 整 数 。 例 如 ，5 王 2 十 1，17 王 和 全 十 1，37 王 
6: 十 1 等 。 目 前 所 知 的 最 好 结果 就 是 存在 无 限 多 个 正 整数 ”使 得 到 十 1 或 者 是 素数 ， 或 者 是 至 we 避 
多 两 个 素数 之 积 (Henryk Iwaniec 在 1973 年 证 明 ， 需 要 用 到 远 超 出 本 书 范围 的 解析 数论 中 的 
高 级 技术 ) 。 4 
例 9 挛 生 素数 猜想 ” 挛 生 素数 是 指 相 差 2 的 一 对 素数 ， 诸 如 3 和 5、5 和 7、11 和 13、17 
和 19、4967 和 4969。 挛 生 素数 猜想 断定 存在 无 限 多 对 挛 生 素数 。 关 于 挛 生 素数 已 被 证 明 最 好 us 副 
的 结果 是 有 无 限 多 对 p 和 pp 十 2， 其 中 p 是 素数 ，p 十 2 是 素数 或 者 是 两 个 素数 乘积 (陈景润 在 
1966 年 证 明 )。 截 至 2011 年 ， 挛 生 素数 的 世界 纪录 是 65 516 468 355。2” 沪 士 ] 个 , 一 共有 
100 355 个 十 进 制 位 。 。 4 


4.3.6 最 大 公约 数 和 最 小 公 倍 数 

能 整除 两 个 整数 的 最 大 整数 称 为 这 两 个 整数 的 最 大 公约 数 。 

令 a 和 5 是 两 个 整数 ， 不 全 为 0。 能 使 dla 和 d|b 的 最 大 整数 d 称 为 a 和 4 的 最 
大 公约 数 。a 和 6 的 最 大 公约 数 记 作 gcd(a，5b)。 


牟 截至 2011 年 12 月 25 日 ， 最 大 的 挛 生 素数 是 3 756 801 695 685。2566669 土 ] ,一 共有 200 700 个 十 进 制 
位 。 一 一 译 者 注 
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两 个 不 全 为 0 的 整数 的 最 大 公约 数 是 存在 的 ， 因 为 这 两 个 整数 的 公约 数 集合 是 非 空 且 有 限 


的 。 寻 找 两 个 整数 的 最 大 公约 数 的 一 个 方法 是 找 出 两 个 整数 的 所 有 正 公 约 数 ， 然 后 取 其 中 最 大 
者 。 如 例 10 和 11 所 示 。 稍 后 会 给 出 一 个 更 有 效 的 寻找 最 大 公约 数 的 方法 。 
例 10 24 和 36 的 最 大 公约 数 是 什么 ? 
解 24 和 36 的 正 公 约 数 是 1，2，3，4，6 和 12。 因 此 ，gcd(24，36) 一 12。 < 
例 11 17 和 22 的 最 大 公约 数 是 什么 ? 
解 17 和 22 除了 1 以 外 没有 正 公 约 数 ， 所 以 gcd(17，22) 王 1。 本 


因为 要 说 明 两 个 整数 没有 1 以 外 的 正 公约 数 这 一 点 很 重要 ， 所 以 我 们 有 定义 3。 
整数 zc 和 已 是 互 素 的 如 果 它 们 的 最 大 公约 数 是 1。 

例 12 从 例 11 可 知 整数 17 和 22 是 互 素 的 ， 因 为 gcd(17，22) 王 1。 S| 

因为 需要 说 明 一 个 整数 集合 中 没有 两 个 整数 具有 大 于 1 的 正 公约 数 ， 所 以 我 们 给 出 定义 4。 

整数 al ，aw，…，a, 是 两 两 互 素 的 ， 如 果 当 1 过 jn 时 有 gcd(a;, aj) 二 1。 

例 13 判断 整数 10，17 和 21 是 否 两 两 互 素 ， 整 数 10，19 和 24 是 否 两 两 互 素 。 

解 ”由 于 gcd(10，17) 王 1，gcd(10，21) 王 1 和 gecd(17，21) 和 1， 所 以 结论 是 10，17 和 21 
是 两 两 互 素 的 。 

因为 gcd(10，24) 王 2 二 1， 可 见 10，19 和 24 不 是 两 两 互 素 的 。 S| 

另外 一 个 寻找 两 个 整数 的 最 大 公约 数 的 方法 是 利用 这 两 个 整数 的 素 因 子 分 解 式 。 假 定 两 个 
正 整数 a 和 2 的 素 因子 分 解 式 为 

a= prips"pr, b= pt py ps 
其 中 每 个 指数 都 是 非 负 整数 ,而且 出 现在 a 或 5 的 素 因 子 分 解 式 中 的 所 有 素数 都 出 现在 这 两 个 
分 解 式 中 ， 必 要 时 以 0 指数 出 现 。 则 gcd(a，5) 由 下 式 给 出 
gcd(a,b) qi pe™™ Wt 力 轩 os 全 so Prion bn) 

其 中 min(z+，y) 代 表 两 个 数 工 和 y 的 最 小 值 。 为 证 明 这 一 计算 gcd(a,，5) 的 公式 是 有 效 的 ， 必 
须 证 明 等 式 右 边 的 整数 同时 能 整除 a 和 5， 而 且 没 有 更 大 的 整数 能 整除 a 和 5。 该 整数 确实 整除 
a 和 5， 因为 其 因子 分 解 式 中 每 个 素数 的 指数 都 不 超过 a 和 2 的 分 解 式 中 该 素数 的 指数 。 此 外 ， 
没有 更 大 的 整数 能 整除 a 和 65， 因为 该 分 解 式 中 每 个 素数 的 指数 都 不 能 再 增 大 ， 而且 也 不 能 包 
括 其 他 素数 。 

例 14 因为 120 和 500 的 素 因子 分 解 式 分 别 是 120= 二 2。3。，5 和 500 二 22。5”， 所 以 最 大 
公约 数 是 

gtdt1205 300) = gn VE ni) 98°51 E20 S| 

素 因子 分 解 式 还 可 用 于 寻找 两 个 整数 的 最 小 公 倍 数 。 

正 整 数 a 和 口 的 最 小 公 倍数 是 能 被 w 和 6 整除 的 最 小 正 整 数 。a 和 4 的 最 小 公 倍 
数 记 作 lcm(a,， .5b)。 

最 小 公 倍 数 存在 ， 因 为 能 被 a 和 2 整除 的 整数 集合 是 非 空 的 (比如 ，ab 就 属于 该 集合 ) ， 而 
每 个 非 空 的 正 整 数 集合 都 有 一 个 最 小 元 素 ( 根 据 5. 2 节 将 要 讨论 的 良 序 性 质 ) 。 假 定 & 和 的 素 
因子 分 解 式 如 前 所 述 。 则 a 和 2 的 最 小 公 倍 数 由 下 式 给 出 

lem(a,b) = p; max(a] i pt 站 

其 中 max(Cz，y) 表 示 两 个 数 zx 和 >》y 中 的 最 大 数 。 这 一 公式 是 有 效 的 ， 因 为 a 和 4b 的 一 个 公 倍 数 
在 其 分 解 式 中 至 少食 max(a;，5b;) 个 p;， 而 最 小 公 倍 数 中 没有 a 和 6。 的 因子 之 外 的 素数 。 

例 15 2 357* 和 2:3 的 最 小 公 倍数 是 什么 ? 

解 ” 我 们 有 





lcm(2335 72 本 33) i Dk) Smax(hs3) Tmaxt250) 人 24 S5 72 遂 
定理 5 给 出 两 个 整数 的 最 大 公约 数 和 最 小 公 倍 数 之 间 的 关系 。 用 上 面 给 出 的 求 这 两 个 数 的 
公式 就 可 以 证 明 这 一 定理 。 定 理 证 明 留 作 练习 31。 
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车 今 4 和 4 为 正 整 数 ， 则 
ab=gcd(a, 6b) » lem(a, b) 


4.3.7 欧 几 里 得 算法 

直接 从 整数 的 素 因 子 分 解 式 计 算 两 个 整数 的 最 大 公约 数 是 效率 很 低 的 。 原 因 是 寻找 素 因 子 
分 解 式 非常 耗 时 。 这 里 给 出 一 个 更 高 效 的 寻找 最 大 公约 数 的 方法 ， 称 为 欧 几 里 得 算法 。 这 个 算 
法 古代 就 有 了 。 这 是 用 古 希 腊 数学 家 欧 几 里 得 的 名 字 命 名 的 ， 他 在 其 著作 《几何 原本 》(The 
Elements) 中 记载 了 这 一 算法 的 描述 。 

在 介绍 欧 几 里 得 算法 之 前 ， 我 们 先 看 一 看 它 是 怎样 求 gcd(91，287) 的 。 首 先 ， 用 两 个 数 中 
的 大 数 287 除 以 两 个 数 中 的 小 数 91 ， 得 到 

287 天 91。3 十 14 

91 和 287 的 任何 公约 数 必 定 也 是 287 一 91，3=14 的 因子 。 而 且 91 和 14 的 任何 公约 数 也 必定 
是 287 王 91。3 十 14 的 因子 。 因 此 ，287 和 91 的 最 大 公约 数 和 91 与 14 的 最 大 公约 数 相同 。 这 
意味 着 求 gcd(91，287) 的 问题 已 被 归 约 为 求 gcd(91，14) 的 问题 。 

接 下 来 ，91 除 以 14 得 

91 王 14。6 十 7 

由 于 91 和 14 的 任何 公约 数 也 能 整除 91 一 14* 6 二 7， 并 且 14 和 ?7 的 任何 公约 数 整除 91， 所 以 
gcd(91, 14)=gcd(14, 7)。 

继续 14 除 以 7， 得 

14 一 7。2 

因为 7 整除 14， 所 以 gcd(C14，7) 王 7。 另 外 ， 因 为 gcd(287，91) 王 gcd(91，14) 一 gcd(14，7) 一 
7， 所 以 最 初 的 问题 得 解 。 

现在 介绍 欧 几 里 得 算法 在 一 般 情况 下 是 如 何 工 作 。 我 们 将 用 轧 转 相 除 法 把 求 两 个 正 整 数 最 
大 公约 数 的 问题 归 约 为 求 两 个 较 小 整数 的 最 大 公约 数 问题 ， 直 到 两 个 整数 之 一 为 0。 

欧 几 里 得 算法 的 基础 是 下 面 关 于 最 大 公约 数 和 整除 算法 的 结论 。 

令 4a 二 bq 十 r， 其 中 a，6b，9g 和 7r 均 为 整数 。 则 gcd(a,， 5) 二 gcd(b，7)。 

证 ”如果 能 证 明 4 与 5 的 公约 数 和 5 与 7 的 公约 数 相同 ， 也 就 证 明了 gcd(a, 二 gcd(b, 7)， 
因为 这 两 对 整数 必定 有 相同 的 最 大 公约 数 。 

因此 ， 假定 a 整除 a 和 5。 则 可 得 d 也 整除 4 一 bg 二 r( 根 据 4. 1 节 定理 1)。 因 此 ,a 和 5 的 
任何 公约 数 也 是 5 和 rr 的 公约 数 。 

类 似 地 ， 假 定 4 整除 5 和 rr。 则 a 也 整除 bg 十 + 二 a。 因 此 ,5 和 wr 的 任何 公约 数 也 是 a 和 6 
的 公约 数 。 

因此 ,gcd(a, Bb) 二 gcd(b, 7)。 4 

假定 a 和 2 为 正 整数 ， 且 a 宇 b。 令 二 a 和 rj 二 5。 当 连续 应 用 整除 算法 时 ， 可 得 

n=nqtr: 0<r,<n 
= t+r On 人 <<r 


欧 几 里 得 (Euclid， 约 公元 前 325 一 公元 前 265) ”网 几 里 得 是 最 成 功 的 数学 著作 
《几何 原本 》(The Elements) 的 作者 ， 该 书 从 古 至 今 已 有 1000 多 个 不 同 的 版 本 。 人 们 对 
欧 几 里 得 的 生平 所 知 甚 少 ， 只 知道 他 在 埃及 亚历山大 的 著名 学 院 里 任教 。 显 然 ， 欧 几 
里 得 不 强调 应 用 。 当 一 个 学 生 问 他 学 习 几 何 学 能 得 到 什么 时 ， 他 解释 说 知识 本 身 就 值 
得 学 习 并 让 他 的 仆人 给 了 这 个 学 生 一 枚 硬币 “因为 他 一 定 要 从 所 学 中 获 利 。” 





ue 
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Tel Tndn 
最 终 在 这 一 连续 相 除 序列 中 会 出 现 余数 为 0， 因 为 在 余数 序列 a=7, 记 7 宝 ri; 这 … 宇 0 中 至 多 包 
含 a 项 。 再 者 ， 从 引 理 1 可 知 
gcd(a,b)= gcd(ro ,sri) = ged(riyrs) 一 … = ged(r, ; ,7,1) 
= gcd(riis7,) = gcd(7r,,0) = 7, 
因此 ， 最 大 公约 数 是 除法 序列 中 最 后 一 个 非 零 余 数 。 
例 16 用 欧 几 里 得 算法 寻找 414 和 662 的 最 大 公约 数 。 
解 ” 连 续 相 除 得 出 : 
662 二 414。1 十 248 
414 二 248。1 十 166 
248 二 166。1 十 82 
166 一 82。2 十 2 
82= 2。41。 
因此 ，gcd(414，662) 二 2， 因 为 2 是 最 后 一 个 非 零 余数 。 4 
欧 几 里 得 算法 用 伪 代 码 表 示 如 算法 1 所 示 。 


算法 1 欧 几 里 得 算法 
procedure gcd(a，5: 正 整 数 ) 
元 3 一 0 
yr 
while y 天 0 

ri:=xX mody 

z=y 


8 :一 
return zf{gcd(a，5) 是 并 
人 一 


在 算法 1 中 , 和 y 的 初 值 分 别 是 a 和 5。 在 过 程 的 每 一 步 ,，z 取 y 的 值 , 而 y 取 x mod y 
的 值 ， 即 z 除 以 y 的 余数 。 只 要 y 关 0， 该 过 程 就 不 断 重复 。 当 > 一 0 时 算法 终止 ， 而 此 时 z 的 
值 ， 该 过 程 中 最 后 一 个 非 零 余数 ， 为 a 和 2 的 最 大 公约 数 。 

我 们 将 在 5. 3 节 研 究 欧 几 里 得 算法 的 时 间 复 杂 度 ， 并 证 明 求 a 和 6。 的 最 大 公约 数 所 要 的 除 
法 次 数 当 a 宇 b 时 为 O(log D) 。 


4. 3.8 gcd 的 线性 组 合 表示 

本 节 之 后 一 直 会 用 到 的 一 个 重要 结果 是 两 个 整数 a 和 8 的 最 大 公约 数 可 以 表示 为 

sa+ib 

的 形式 ， 其 中 ; 和 + 为 整数 。 换 句 话 说 ，gcd(a， 忠 可 以 表示 为 a 和 6。 的 整 系数 的 线性 组 合 。 例 
如 ，gcd(6，14)= 二 2, 而 2 二 (一 2)。6 十 1，14。 该 事实 可 表述 为 定理 6。 

贝 祖 定理 ”如 果 a 和 6 为 正 整数 ， 则 存在 整数 s 和 + 使 得 gcd(a，5b) 二 sa 十 地 。 

如 果 a 和 6b 为 正 整 数 ， 则 使 得 gcd(a，) 二 sa 十 tb 的 整数 8 和 t 称 为 a 和 6b 的 贝 祖 
系数 (以 18 世纪 法 国 数学 家 艾 蒂 安 。 贝 祖 的 名 字 命 名 ) 。 还 有 ， 等 式 gcd(a,， 6b) 二 54 十 妇 称 为 贝 
祖 恒 等 式 。 

这 里 不 对 定理 6 做 形式 证 明 ( 证 明 可 参见 5. 2 节 练 习 36 和 [Ro10])。 只 是 举例 说 明 一 种 方 
法 可 以 用 来 找 出 两 个 整数 的 线性 组 合 使 之 等 于 其 最 大 公约 数 。( 本 节 假 定 线性 组 合 均 以 整数 为 
系数 。) 该 方法 要 对 欧 几 里 得 算法 的 除法 步骤 做 反 向 处 理 ， 所 以 这 个 方法 需要 欧 几 里 得 算法 的 步 
又 正 反 向 各 走 一 遍 。( 在 练习 中 我 们 将 描述 一 个 称 为 扩展 欧 几 里 得 算法 的 算法 ， 只 需要 经 历 一 
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遍 欧 几 里 得 算法 的 步 又 就 可 以 把 gcd(a，5) 表 示 成 a 和 8 的 线性 组 合 ; 参见 练习 41 前 的 导言 。) 
例 17 把 gcd(252，198) 王 18 表示 为 252 和 198 的 线性 组 合 。 
解 ” 要 证 明 gcd(252，198) 王 18， 欧 几 里 得 算法 做 下 列 除 法 : 
252= 1. 198 十 54 
198 王 3. 54 十 36 
54 一 1。36 十 18 
36 二 名 ol8 
用 倒数 第 二 个 除法 (第 三 次 除法 ) ， 可 以 把 gcd(254，198) 二 18 表示 为 54 和 36 的 线性 组 合 。 我 
们 得 到 
18 一 54 一 1 。36 
第 二 个 除法 告诉 我 们 
36 一 198 一 3。54 
将 36 的 这 一 表达 式 代 入 前 一 等 式 ， 就 可 以 把 18 表示 为 54 和 198 的 线性 组 合 。 我 们 有 
18 一 54 一 1.36 一 54 一 1。(198 一 3。54) 一 4。54 一 1。198 
第 一 个 除法 告诉 我 们 
54 一 252 一 1。198 
把 54 的 这 一 表达 式 代 入 前面 的 等 式 ， 可 以 把 18 表示 为 252 和 198 的 线性 组 合 。 得 出 结论 
18 = 一 4。(252 一 1。198) 一 1。198 一 4。252 一 5。198 
从 而 得 解 。 4 
可 以 用 定理 6 推导 出 一 些 有 用 的 结果 。 目 标 之 一 是 证 明 算 术 基 本 定理 (每 个 正 整数 最 多 只 
有 一 个 素 因 子 分 解 式 ) 的 部 分 结论 。 我 们 要 证 明 如 果 一 个 正 整 数 有 一 个 素 因 子 分 解 式 ， 其 中 素 
数 是 以 非 递减 序 排列 ， 则 这 一 分 解 式 是 唯一 的 。 
首先 ， 需 要 推导 一 些 关 于 整除 的 结果 。 
如 果 a， 5 和 c 为 正 整 数 ， 使 得 gcdla, 5b) 二 1 且 a|bc， 则 alc。 
证 由 于 gcd(a,， 二 1， 根据 贝 祖 定理 知 有 整数 ;和 zt 使 得 
sS4 十 ti 三 1 
等 式 两 边 乘 以 <c， 可 得 


s&c 十 ic 一 
可 以 用 4.1 节 定理 1 来 证 明 ua|c。 根 据 该 定理 的 (iD ，a|ipc。 因 为 cjsac 并 且 a|tbc， 所 以 由 同 
一 定理 的 (D 可 知 ，a 整除 sac 十 tbc。 因 为 sac 十 tbc 二 c， 所 以 可 得 a|c， 得 证 。 4 


mid = 


艾 蒂 安 ， 贝 祖 (Etienne Bézout，1730 一 1783) 贝 祖 出 生 在 法 国 的 内 穆 尔 镇 ， 他 的 
父亲 是 一 名 法 官 。 通 过 阅读 伟大 数学 家 欧 拉 的 著作 ， 强 力 的 兴趣 促使 他 成 为 了 一 个 数 
学 家 。1758 年 他 接受 巴黎 的 科学 院 任 职 ; 1763 年 他 被 任命 为 海岸 卫队 的 审查 员 ， 并 
在 那里 被 指派 撰写 数学 教科 书 的 任务 。1767 年 他 完成 了 四 卷 本 教科 书 的 撰写 任务 。 贝 
祖 以 他 的 六 卷 本 数学 综合 性 教科 书 而 闻名 。 他 的 教科 书 非常 受 欢迎 ， 希望 进入 著名 的 
理工 科学 校 巴黎 高 等 理工 学 院 (Ecole Polytechnique) 的 几 代 学 生 都 会 学 习 他 的 教科 书 。 
他 的 著作 被 翻译 成 英文 并 在 北美 使 用 ， 其 中 包括 哈佛 大 学 。 

他 最 重要 的 原创 著作 是 1779 年 出 版 的 《代数 方程 通论 》(Théorie générale des equations algébriques) 
一 书 ， 其 中 他 介绍 了 解决 多 未 知 数 的 多 项 式 方程 组 的 重要 方法 。 在 这 本 书 中 最 知名 的 结论 现在 称 为 
贝 祖 定理 (Bézout's theorem)， 其 一 般 形式 告诉 我 们 ， 两 个 平面 代数 曲线 上 的 共同 点 数目 等 于 这 些 曲 
线 度 数 的 乘积 。 贝 祖 还 发 明了 判别 式 ( 当 时 被 伟大 的 英国 数学 家 詹姆斯 约瑟夫 ， 西 尔 维 斯 特 称 为 
Bezoutian) 。 虽 然 他 的 个 性 有 些 保 守 和 忧郁， 但 他 还 是 一 个 热心 而 善良 的 人 。 他 有 一 个 幸福 的 婚姻 ， 
也 是 一 位 父亲 。 
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在 证 明 素 因子 分 解 式 唯一 性 时 ,我们 将 使 用 下 面 引 理 2 的 推广 。( 引 理 3 的 证 明 留 作 5.1 
节 的 练习 64， 因 为 用 该 节 介绍 的 数学 归纳 法 可 以 很 容易 地 完成 证 明 .) 

如 果 户 是 素数 ， 且 plaias"…a,， 其 中 a; 为 整数 ， 则 对 于 某 个 i,，pla;。 

现在 可 以 证 明 整 数 分 解 为 素数 的 唯一 性 了 。 即 ， 我们 要 证 明 每 个 整数 最 多 只 有 一 种 方式 可 
以 写成 非 递减 序 素数 的 乘积 。 这 是 算术 基本 定理 的 一 部 分 。 在 5. 2 节 将 证 明 另 一 部 分 ， 即 每 个 
整数 都 有 素 因 子 分 解 式 。 

证 ( 正 整数 素 因 子 分解 式 的 唯一 性 ) 我们 采用 矛盾 证 明 法 。 假 定 正 整 数 n 能 用 两 种 不 同方 
式 写 成 素数 的 乘积 ， 比如 说 ， n= pp,""p, 和 nn 二 qigqs**g,， 其 中 Pi, qi; 都 是 素数 ， 而 且 万 委 
思 委 … 委 加 和 9q 委 % 委 … 委 和。 

当 从 两 个 分 解 式 中 去 掉 所 有 共同 的 素数 时 ， 可 得 

罗 

其 中 没有 素数 同时 出 现在 等 式 两 边 ， 而 和 w 为 正 整数 。 由 引 理 3 可 知 存在 某 个 使 得 p; 整除 
q;。 因 为 没有 素数 能 整除 其 他 素数 ， 所 以 这 是 不 可 能 的 。 因 此 ， 最 多 只 有 一 种 以 非 递 减 序 将 
分 解 为 素数 的 方式 。 4 

引 理 2 还 可 以 用 来 证 明 同 余 式 两 边 除 以 同一 整数 的 一 个 结果 。 已 经 证 明 (4.1 节 定理 5) 可 
以 在 同 余 式 两 边 乘 以 同一 整数 。 可 是 ， 同 一 个 整数 去 除 同 余 式 两 边 并 不 一 定 得 到 有 效 的 同 余 
式 ， 如 例 18 所 示 。 

例 18 同 余 式 14 寺 8(mod 6) 成 立 , 但 不 能 两 边 同时 除 以 2 来 得 到 一 个 有 效 的 同 余 式 ， 因 
为 14/2 二 7, 而 8/2==4, 但 7 关 4(mod 6) 。 4 

尽管 不 能 在 同 余 式 两 边 同时 除 以 任意 一 个 整数 来 得 到 一 个 有 效 同 余 式 ,但 如 果 这 个 整数 和 
模 数 互 素 的 话 就 是 可 以 的 。 定 理 7 就 是 建立 该 重要 的 事实 。 证 明 中 我 们 要 用 到 引 理 2。 

令 m 为 正 整 数 ， 令 a,，b 和 c 为 整数 。 如 果 ac 沁 bc(mod m) 且 gcd(c，m) 二 1]， 则 
a 三 b(mod m)。 

证 因为 ac 三 bc(mod m)， 则 ml|ac 一 bc 二 cl(a 一 5)。 根 据 引 理 2， 因 为 gcd(c，m)= 二 1， 所 
以 可 得 mla 一 6。 从 而 可 得 结论 a 圭 b(mod m)。 4 


练习 
1. 判断 下 列 整数 是 否 是 素数 。 
a)21 b)29 c)71 d)97 
e)111 f)143 
. 判断 下 列 整数 是 否 是 素数 。 
a)19 b)27 c)93 d)101 
e)107 f)113 
. 求 下 列 整数 的 素 因 子 分 解 式 。 
a)88 b)126 c)729 d)1001 
e)1111 f)909 090 
. 求 下 列 整数 的 素 因 子 分 解 式 。 
a)39 b)81 ©)101 d)143 
e)289 f)899 
5. 求 10! 的 素 因子 分 解 式 。 
6. 1001 的 尾部 有 多 少 个 0? 
试用 伪 代 码 表示 用 来 判断 一 个 整数 是 素数 的 试 除法 算法 。 
8. 试用 伪 代 码 表示 正文 中 所 描述 的 用 来 寻找 一 个 整数 素 因 子 分 解 式 的 算法 。 
证 明 a” 十 1 是 合 数 ， 如 果 a 和 m 是 大 于 1 的 整数 且 m 是 奇数 。[ 提 示 : 证 明 x 十 1 是 多 项 式 zx" 十 1 的 因 
3 如 果 m 是 奇数 。] 
10. 证 明 如 果 2" 十 1 是 奇 素数 ， 则 存在 非 负 整 数 n 使 得 m= 二 2n。[ 提 示 : 首先 证 明 多 项 式 恒等式 x”" 十 1= 


w 


ww 


加 


六 


总 
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(十 (x 了 一 2 十 一 十 1) 成 立 ， 其 中 玉 二 有 而 t 是 奇数 。] 


* 11. 证 明 logz3 是 无 理 数 。 回 忆 一 下 无 理 数 是 不 能 写成 两 个 整数 之 比 的 实数 z。 
12. 证 明 对 于 每 个 正 整数 xn， 存在 nn 个 连续 的 合 数 。[ 提 示 : 考虑 从 (n 十 1)! 十 2 开始 的 个 连续 的 整数 。] 
* 13. 证 明 或 反驳 存在 3 个 连续 的 正 奇数 是 素数 ， 即 形 如 p、p 十 2、p 十 4 的 奇 素数 。 
14. 哪些 小 于 12 的 正 整 数 与 12 互 素 ? 
15. 哪些 小 于 30 的 正 整 数 与 30 互 素 ? 
16. 判断 下 列 各 组 整数 是 否 两 两 互 素 ? 
a)21，34，55 b)14，17，85 ec)25，41，49，64 daT7，18，18523 
17. 判断 下 列 各 组 整数 是 否 两 两 互 素 ? 
a)11，15，19 b)14, 15, 21 .| dy 
18. 一 个 正 整 数 称 为 是 完全 数 如 果 它 等 于 除 自 身 以 外 所 有 正 因 子 的 和 。 
a) 证 明 6 和 28 是 完全 数 。 
b) 证 明 当 2* 一 1 为 素数 时 2* : (2? 一 1) 是 完全 数 。 
19. 证 明 如 果 2" 一 1 为 素数 ， 则 n 为 素数 。[ 提 示 : 利用 恒等式 2» 一 1 二 (2 一 1)。(2*% 7 十 2*0 2 十 … 十 
2 十 1)。] 
20. 判断 下 列 整 数 是 否 为 素数 ， 以 此 验证 梅森 的 论断 。 
a)27 一 1 bD2? 一 1 ec)20 一 1 d)223 一 1 
欧 拉 中 一 函数 在 正 整 数 n 处 的 值 定义 为 小 于 等 于 n 且 与 交互 素 的 正 整 数 的 个 数 。[ 注 意 : $$ 是 希腊 
字母 。] 


21. 求 这 些 欧 拉 % 一 函数 的 值 。 


22. 
23. 


24 


25. 


26. 
27. 
28. 
29. 


30. 
31. 


32. 


33. 


34. 
35. 


a)$(4) b)%(10) c)g%(13) 
证 明 ”为 素数 当 且 仅 当 %(z) 一 * 一 1。 


当 p 为 素数 而 k 为 正 整数 时 $(p*) 的 值 是 什么 ? 
; 下 列 各 对 整数 的 最 大 公约 数 是 什么 ? 
a)22:。33。55，25。33。5? bl)2。3。5 .7。11。13，224。39。11。171 
17, I d)22。7，53。13 
e)0，5 f2.3.5.7,，2.3.5.7 
下 列 各 对 整数 的 最 大 公约 数 是 什么 ? 
a)37。53。73，21。35。59 b)11。13。17，2?。37。55 。73 
O23 257 d)41。43。53，41。43。53 
e)318 。 517, 212 。7 和 W111,. 0 


练习 24 中 各 对 整数 的 最 小 公 倍数 是 什么 ? 

练习 25 中 各 对 整数 的 最 小 公 倍 数 是 什么 ? 

试 求 gcd(1000，625) 和 1lcm(1000，625)， 并 验证 gcd(1000，625)。1lcm(1000，625) 王 1000。625 。 
试 求 gcd(92 928，123 552) 和 lcm(92 928，123 552)， 并 验证 gcd(92 928，123 552) 。lcm(92 928， 
123 552) 一 92 928。123 552。[ 提 示 : 首先 找 出 92 928 和 123 552 的 素 因 子 分 解 式 。] 


如 果 两 个 整数 的 乘积 为 23" 于 72 ， 而 它们 的 最 大 公约 数 为 23*5， 则 它们 的 最 小 公 倍数 是 什么 ? 
证 明 如 果 a 和 2 为 正 整 数 ， 则 a5 二 gcd(a， 658)，1lcm(a,，65)。[ 提 示 : 利用 a 和 2 的 素 因 子 分 解 式 以 及 
根据 素 因 子 分 解 式 给 出 的 gcdCae，2 和 1lcm(Ga，b) 的 计算 公式 。] 

用 欧 几 里 得 算法 求 

a)gcd(1，5) b)gcd(100, 101) c)gcd(123，277) 

d)gcd(1529, 14 039) e)gcd(1529, 14 038) f)gcd(11 111, 111 111) 

用 欧 几 里 得 算法 求 

a)gcd(12, 18) b)gcd(111, 201) ec)gcd(1001，1331) 

d)gcd(12 345，54 321) e)gcd(1000, 5040) fjgcd(9888, 6060) 


用 欧 几 里 得 算法 求 gcd(21，34) 需 要 做 多 少 次 除法 ? 
用 欧 几 里 得 算法 求 gcd(34，55) 需 要 做 多 少 次 除法 ? 


* 36. 证 明 如 果 a 和 为 正 整 数 ， 则 (2 一 1)mod(2’ 一 1) 二 2*"* 一 1。 
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[ST * 37. 


38. 
39. 


2 


4 


= 


利用 练习 36 证 明 如 果 a 和 2 为 正 整 数 ， 则 gcd(2* 一 1，2” 一 1) 二 2 一 1。[ 提 示 : 证 明 当 用 欧 几 里 
得 算法 计算 gcd(2* 一 1，2* 一 1) 时 得 到 的 余数 是 形 如 2 一 1 的 数 ， 其 中 7 是 用 欧 几 里 得 算法 求 gcd(a， 
5) 时 产生 的 余数 。] 

利用 练习 37 证 明 整 数 2” 一 1，2* 一 1，2” 一 1，2” 一 1，2” 一 ] 和 22 一 1 是 两 两 互 素 的 。 

利用 例 17 中 的 方法 把 下 列 各 对 整数 的 最 大 公约 数 表 示 为 它们 的 线性 组 合 。 

a)10, 11 b)21, 44 ©)36, 48 d)34, 55 

e)117, 213 f)0，223 g)123, 2347 h)3454, 4666 

i)9999, 11111 





. 利用 例 17 中 的 方法 把 下 列 各 对 整数 的 最 大 公约 数 表 示 为 它们 的 线性 组 合 。 


a)9, 11 b)33, 44 ec)35，78 d)21，55 
e)101，203 f)124，323 g) 2002，2339 h) 3457，4669 

i)10 001，13 422 

扩展 欧 几 里 得 算法 可 用 来 把 gcd(a，5) 表 示 成 整数 a 和 5。 的 整 系数 线性 组 合 。 对 于 j 二 2，3，…， nn， 


S| 令 m 王 1，s 一 0， 加 一 0 和 三 二 1， 再 令 5 二 5j-2 一 qj-15;-1 和 刁 二 -zs 一 qj;-1t;-1， 其 中 q; 是 用 欧 几 里 得 算法 
求 gcd(a，5) 时 的 商 ， 如 正文 所 示 。 可 以 证 明 ( 参 见 LRo10])gcd(a， 5b 二 ssa 十 tb。 扩 展 欧 几 里 得 算法 最 大 
的 好 处 是 它 只 通过 一 遍 欧 几 里 得 算法 步 又 来 找 出 a 和 2 的 贝 祖 系数 ， RE 


41. 
42., 
43. 
44. 
45. 
46. 


47. 


48. 


49. 
50. 
* S51 
52. 
53, 
S54. 


5S5. 


利用 扩展 欧 几 里 得 算法 把 gcd(26，91) 表 示 成 26 和 91 的 线性 组 合 。 
利用 扩展 欧 几 里 得 算法 把 gcd(252，356) 表 示 成 252 和 356 的 线性 组 合 。 


利用 扩展 欧 几 里 得 算法 把 gcd(144，89) 表 示 成 144 和 89 的 线性 组 合 。 

利用 扩展 欧 几 里 得 算法 把 gcd(1001，100 001) 表 示 成 1001 和 100 001 的 线性 组 合 。 

用 伪 代 码 描述 扩展 欧 几 里 得 算法 。 

找 出 恰 有 个 不 同 正 因数 的 最 小 正 整数 ， 其 中 是 

a)3 b)4 c)5 

d)6 e)10 

试 找 出 和 素数 或 素 因子 分 解 式 相 关 、 用 以 计算 序列 第 ”项 的 公式 或 规则 ， 使 得 序列 的 初始 项 为 下 面 
给 出 的 这 些 值 。 


O03. 43 1 Os. 45 OF LF Mor OF DF Ty 人 

Wls Zs Bs Bs Bs Ds Ty Br Bs Bs Ts 2 I Zr ws 

CY, 2, 25 3Y 2 dr 23 ds Bs dy 2 人 下 多 ds 

D1s: 1s ls Bs lo TF Ls D5 Or Ts 5 OF ls ly 

ET 2 By Bo Ss Sr Fy Fe Hl A Ls LBs 

f)1l, 2, 6, 30, 210, 2310,，30 030，510 510，9 699 690，223 092 870，… 

试 找 出 和 素数 或 素 因子 分 解 式 相 关 、 用 以 计算 序列 第 ”项 的 公式 或 规则 ， 使 得 序列 的 初始 项 为 下 面 
给 出 的 这 些 值 。 

97 2 Sy By Sv Ts Ts Th Hy Mar 97 ls ® 

DO, 1, 2, 25 dy 3 4 As 4 5,153 6 Gy “ss 

Ol O00NT 0 uO ly dsr Os 1 7 0 Ly 

IY 全 

Ls LL LE, Lo E, Or Ls Lr : OF 1 BP Er Os Da 

们 4 9, 25。 49, 121; 169, 289, 361, 529, 841, 961, 1369, ““ 

证 明 任 何 3 个 连续 整数 的 乘积 可 以 被 6 整除 。 

证 明 如 果 a， 5 和 m 为 整数 使 得 mw 宇 2 且 a 圭 b(mod m)， 则 gcd(a,，m) 二 gcd(b，m)。 

证 明 或 反驳 当 n 为 正 整 数 时 n? 一 79n 十 1601 为 素数 。 

证 明 或 反驳 对 应 每 个 正 整 数 n 有 pi1p2e…p, 十 1 是 素数 ， 其 中 pl; ，p;，…，p， 是 个 最 小 的 素数 。 

证 明 在 每 个 算术 级 数 ak 十 6 中 存在 一 个 合 数 ，&k 二 1，2，…， 其 中 a 和 。 是 正 整 数 。 

改编 正文 中 关于 存在 无 限 多 个 素数 的 证 明 来 证 明 存 在 无 限 多 个 形 如 3k 十 2 wi 这 里 & 是 非 负 整 
数 。[ 提 示 : 假设 只 有 有 限 多 个 这 样 的 素数 gl ，q; ，…，q.， 考 虑 这 个 数 3q1g:…qs 一 1。] 

改编 正文 中 关于 存在 无 限 多 个 素数 的 证 明 来 证 明 存在 无 限 多 个 形 如 4 十 3 的 素数 ， 这 里 是 非 负 整 


» 9 9 


9 9 » 
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数 。[ 提 示 : 假设 只 有 有 限 多 个 这 样 的 素数 QI，92，”…，9gnr， 考虑 这 个 数 49igz…qgn 一 ]。] 

* 56. 通过 构造 一 个 函数 来 证 明正 有 理 数 集合 是 可 数 的 ， 该 函数 将 满足 gcd(z，9) 三 1 的 有 理 数 p/g 映射 到 
一 个 这 样 构 造 的 十 一 进 制 数 ，p 的 十 进 制 表示 后 面 紧 跟 一 个 十 一 进 制 数字 A(A 对 应 于 十 进 制 数 的 
10) 再 后 面 紧 跟 g 的 十 进 制 表 示 。 

* $7. 通过 证 明 函 数 K 是 正 有 理 数 集合 和 正 整 数 集合 之 间 的 一 一 对 应 关系 来 证 明正 有 理 数 集合 是 可 数 的 : 
K(m/n) 二 pf p22 pgf 1g22 rg? !，， 其 中 gcd(m，n) 二 1 并且 m 入 的 素数 短 分 解 式 是 mm 二 
pi ph" prs 和 n= qh gi "gh 。 


4.4 求解 同 余 方程 


4.4. 1 引言 

求解 形 如 az 硅 b(mod m) 的 线性 同 余 方 程 是 数论 研究 及 其 应 用 中 的 一 项 基本 任务 ， 如 同 解 
线性 方程 在 微 积分 和 线性 代数 中 起 着 重要 作用 一 样 。 要 求解 线性 同 余 方程 ， 要 采用 模 m 的 首 。 
我 们 将 解释 如 何 通 过 欧 几 里 得 算法 步骤 的 反 向 运算 找到 模 m 的 逆 。 一旦 找到 4 模 m 的 逆 ， 我 
们 就 可 以 通过 在 同 余 方程 az 夺 6b(mod m) 两 边 乘 以 这 个 逆 来 解 该 同 余 方 程 。 

线性 同 余 方程 组 在 古 时 候 就 有 研究 。 例 如 ， 在 公元 1 世纪 中 国 数学 家 孙子 就 开始 研究 了 。 
我 们 将 介绍 如 何 求解 模 数 两 两 互 素 的 线性 同 余 方程 组 。 我 们 要 证 明 的 结论 称 为 中 国 余数 定理 ， 
而 我 们 的 证 明 将 给 出 一 个 方法 来 寻找 这 样 的 同 余 方程 组 的 全 部 解 。 我 们 还 会 展示 如 何 用 中 国 余 
数 定理 作为 执行 大 整数 算术 的 基础 。 

我 们 还 要 介绍 费 马 的 一 个 很 有 用 的 结论 ， 称 为 费 马 小 定理 ， 它 阐述 如 果 p 是 素数 旦 不整 
除 a， 则 a””' 寺 1(mod p)。 还 会 要 检查 该 命题 的 逆 命 题 ， 这 会 导致 一 个 伪 素 数 的 概念 。 一 个 相 
对 以 a 为 基数 的 伪 素 数 m 是 一 个 整数 合 数 m， 由 于 满足 同 余 式 a” 三 1(mod m) 而 伪装 成 素数 。 
我 们 还 会 给 出 卡 米 切 尔 数 的 一 个 例子 ， 这 是 一 个 整数 合 数 ， 它 是 一 个 相对 于 所 有 与 之 互 素 的 数 
a 为 基数 的 伪 素 数 。 

我 们 还 要 介绍 离散 对 数 的 概念 ， 它 和 普通 对 数 类 似 。 为 了 定义 离散 对 数 ， 必 须 首 先 定义 原 
根 (primitive root) 。 一 个 素数 p 的 原 根 是 一 个 整数 r+， 使 得 每 个 不 能 被 p 整除 的 整数 都 模 p 同 
余 的 一 个 短 次 。 如 果 r 是 p 的 一 个 原 根 且 rr“ 圭 a(mod p)， 则 ee 是 以 r 为 底 a 模 p 的 离散 对 数 。 
一 般 来 说 寻找 离散 对 数 是 一 个 非常 困难 的 问题 。 这 个 问题 的 困难 性 也 就 成 为 了 许多 密码 系统 安 
全 性 的 基础 。 


4.4.2 线性 同 余 方程 
具有 下 面 形式 的 同 余 方 程 
ar = b(mod m) 
其 中 mm 为 正 整数 ，a 和 2 为 整数 ， 而 z 为 变量 ， 称 为 线性 同 余 方程 。 在 数论 及 其 应 用 中 到 处 可 
见 这 种 同 余 方程 。 

怎样 求解 线性 同 余 方程 az 寺 6(mod xm) 呢 ? 即 ， 如 何 能 找 出 所 有 满足 这 一 同 余 方程 的 整数 
工 呢 ? 我 们 要 介绍 的 一 个 方法 是 利用 使 得 弘 圭 1(mod xz) 成 立 的 整数 地， 如果 这 样 的 整数 存在 。 
这 样 的 亏 称 为 模 m 的 逆 。 当 a 和 m 互 素 时 ， 定 理 1 能 保证 4 模 m 的 逆 存 在 。 

如 果 a 和 m 为 互 素 的 整数 且 m>1， 则 a 模 m 的 逆 存 在 。 再 者 ， 这 个 模 m 的 谱 是 
唯一 的 。( 即 ， 存 在 唯一 小 于 m 的 正 整 数 豆 是 a 模 m 的 着 并且 a 模 m 的 其 他 每 个 逆 均 和 元 模 
m 同 余 。) 

证 由 4.3 节 定理 6， 因 为 gcd(a，m) 二 1， 所 以 存在 整数 ;和 z 使 得 

sS 十 zt 一 工 
这 蕴含 着 
sa 二 tm = 1(mod m) 


因为 tm 圭 0(mod m)， 所 以 有 
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sa = 1(mod m) 
因此 ，;s 为 a 模 m 的 逆 。 证 明 该 模 m 的 道 是 唯一 的 留 作 练习 7。 4 

当 m 很 小 时 可 以 利用 察看 的 方式 寻找 a 模 m 的 逆 。 要 寻找 这 个 逆 ， 我们 寻找 一 个 a 的 倍 
数 ， 它 比 m 的 一 个 倍数 大 1。 例 如 ， 要 寻找 3 模 7 的 逆 ， 我 们 可 以 寻找 7*3, j= 二 1，2,…， 
6， 直 到 找到 3 的 一 个 倍数 正好 比 7 的 一 个 倍数 多 1 为止。 如 果 我 们 注意 到 2， 3 圭一 1(mod 7) 
就 可 以 加 速 该 过 程 。 这 意味 着 (一 2). 3 二 1(mod 7) 。 因 此 ，5 . 3 三 1(mod 7)， 所 以 5 就 是 3 模 
7 的 一 个 逆 。 

当 gcdCa，z) 王 1 时 我 们 可 以 利用 欧 几 里 得 算法 的 步骤 设计 一 个 比 蛮 力 更 有 效 的 算法 来 寻 
找 a 模 m 的 逆 。 就 像 4. 3 节 例 17 一 样 颠 倒 算法 步骤 ， 我们 可 以 找到 一 个 线性 组 合 sa 十 tm 二 1， 
其 中 * 和 + 是 整数 。 在 这 个 模 m 方 程 的 两 边 做 简化 可 知 s 是 a 模 m 的 一 个 道 。 用 例 1 解释 这 一 
过 程 。 

例 1 通过 首先 找 出 3 和 7 的 贝 祖 系数 来 求 3 模 7 的 逆 。( 注 意 我 们 通过 察看 已 经 证 明了 5 
是 3 模 7 的 一 个 道 。) 

解 ”因为 gcd(3,， 7) 二 1， 所 以 定理 1 说 明 3 模 7 的 道 存 在 。 当 用 欧 几 里 得 算法 来 求 3 和 7 
的 最 大 公约 数 时 算法 很 快 结束 : 

7 二 2。3 十 1 
从 这 一 等 式 看 到 
一 2.3 十 1.7= 二 1 
这 表明 一 2 和 1 是 3 和 7 的 贝 祖 系数 。 可 见 一 2 是 3 模 7 的 一 个 逆 。 注意 , 模 7 同 余 一 2 的 每 个 
整数 也 是 3 的 逆 ， 例 如 5、 一 9、12 等 。 4 

例 2 找 出 101 模 4620 的 逆 。 

解 ”为 了 完整 性 ， 我 们 给 出 用 来 计算 101 模 4620 的 逆 的 全 部 步 又。( 只 有 最 后 一 步 超 出 了 
4.3 节 介 绍 的 方法 ， 并 在 那里 的 例 17 中 做 了 解释 。) 首 先 ， 用 欧 几 里 得 算法 证 明 gcd(101， 
4620) 王 1。 然 后 颠倒 步骤 找 出 贝 祖 系 数 a 和 2 使 得 101a 十 46208 王 1。 于 是 可 推出 & 是 101 模 
4620 的 一 个 逆 。 欧 几 里 得 算法 用 于 寻找 gcd(101，4620) 的 步骤 是 

4620 一 45。101 十 75 
101 王 1I。75 十 26 
75 二 2。26 十 23 
26 二 1.23 十 3 
23 二 7。3 十 2 
3 二 1，2 十 1 
2= 2 1 

因为 最 后 非 零 余数 是 1， 所 以 可 知 gcd(101，4620) 王 1。 可 以 通过 反 向 操作 这 些 步骤， 用 
连续 的 余数 对 表示 gcd(101，4620) 王 1， 从 而 找 出 101 和 4620 的 贝 祖 系数 ， 在 每 一 步 通过 将 余 
数 表 示 成 除数 和 被 除数 的 线性 组 合 来 消除 余数 。 我 们 得 到 

1= 3 一 1.2 

一 3 一 1. (23 一 7 .3) 一 一 1.23 十 8。3 

一 一 1. 23 十 8。(26 一 1。23) 一 8 .26 一 9。23 

一 8.26 一 9. (75 一 2.。26) = 一 9。75 十 26。26 

一 一 9。75 十 26 .(101 一 1.75) 一 26.。101 一 35。75 

一 26.101 一 35。(4620 一 45。101) 一 一 35。4620 十 1601. 101 
一 35。4620 十 1601。101=1 告诉 我 们 一 35 和 1601 是 4620 和 101 的 贝 祖 系数 ， 而 1601 是 101 
模 4620 的 逆 。 本 

一 旦 有 了 a 模 m 的 逆 5， 就 可 以 通过 在 线性 同 余 方 程 两 边 同时 乘 以 来 求解 同 余 方 程 ax 寺 
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pCmod m)， 如 例 3 所 示 。 

例 3 线性 同 余 方 程 3x 夺 4(mod 7) 的 解 是 什么 ? 

解 ” 从 例 1 知道 一 2 是 3 模 7 的 逆 。 在 同 余 式 两 边 同 乘 以 一 2 得 

一 253 冯 研一 2。4(mod 7) 

因为 一 6 圭 1(mod 7) 且 一 8 圭 6(mod 7)， 所 以 如 果 是 解 ， 则 有 zx 三 一 8 三 6(mod 7) 。 

我 们 需要 判断 是 否 每 个 满足 x 圭 6(mod 7) 的 都 是 解 。 假 定 xz 圭 6(mod 7)。 则 由 4. 1 节 定 理 
5， 可 得 

3 三 3，6= 二 18 三 4(mod 7) 

这 表明 所 有 这 样 的 工 都 满足 同 余 方程 。 从 而 得 出 结论 同 余 方 程 的 解 是 使 得 zx 寺 6C(mod 7) 的 整数 
入 即 ; 6 13，20， 心 以 及 一 1 一 8 一 15》 5。 司 


4.4.3 ”中国 剩 余 定理 
线性 同 余 方程 组 十 分 常见 。 例 如 ， 稍 后 会 看 到 这 是 一 种 用 来 做 大 整数 算术 的 基础 。 甚 至 可 
以 在 古代 中 国 和 印度 数学 家 的 著作 中 找到 以 文字 游戏 体现 出 来 的 这 种 方程 组 ， 如 例 4 所 给 
出 的 。 
例 4 在 公元 1 世纪 ， 中 国 数学 家 孙子 问 道 : 
“有 物 不 知 其 数 ， 三 分 之 余 二 ， 五 分 之 余 三 ， 七 分 之 余 二 ， 此 物 几何 ??” 
这 个 谜 题 可 以 翻译 成 下 面 的 问题 : 下 列 同 余 方 程 组 的 解 什么 ? 
大 2(mod 3) 
TX 三 3(mod 5) 
工 皇 2(mod 7) 
我 们 将 在 稍 后 求解 这 一 方程 组 ， 同 时 也 回答 孙子 谜 题 。 S| 
中 国 剩 余 定理 ， 因 涉及 线性 同 余 方 程 组 的 中 国 古 典 问 题 而 得 名 ， 当 线性 同 余 方 程 组 的 模 数 
两 两 互 素 时 ， 存 在 以 所 有 模 数 之 乘积 为 模 的 唯一 解 。 
中 国 剩余 定理 。 令 mm，1m，…，In, 为 大 于 1 的 两 两 互 素 的 正 整 数 ， 而 4 ，ay，…， 
a, 是 任意 整数 。 则 同 余 方 程 组 
三 a(mod mi) 


立 三 az (mod 7722 ) 


a, (mod m,) 
有 唯一 的 模 m 二 mim。…m, 的 解 。( 即 ， 存 在 一 个 满足 0 二 X 志 m 的 解 ， 而 所 有 其 他 的 解 均 与 此 
解 模 m 同 余 .) 
证 要 建立 这 一 定理 ,需要 证 明 有 一 个 解 存在 。 而 且 在 模 m 下 唯一 。 我们 描述 一 个 构造 
这 个 解 的 方法 以 证 明 解 的 存在 。 而 对 该 解 模 m 唯一 的 证 明 留 作 练 习 30。 
要 构造 一 个 满足 所 有 方程 的 解 ， 首 先 令 
M 一 m/m: 
k= 二 1，2，…，n。 即 ，M 是 除了 以 外 所 有 模 数 的 乘积 。 因 为 当 i 了 & 时 m; 和 mi 没有 大 于 1 
的 公 因 子 ， 所 以 gcd(m:，M) 二 1。 因 此 ， 由 定理 1 可 知 存在 整数 y,， 即 Mi 模 m 的 逆 ， 使 得 
My = 1(mod m) 
要 构造 一 个 满足 所 有 方程 的 解 ， 取 和 
z= aMiy taMyt "taM,y, 
现在 要 证 明 z 是 方程 组 的 解 。 首 先 ， 注意 因为 当 j 隆 时 有 Mj 三 0(mod ma)， 所 以 在 zz 的 求 和 
式 中 除了 第 项 以 外 的 各 项 模 m 均 同 余 0。 由 于 Miy4 三 1(mod m4)， 所 以 可 以 看 出 
T= aMy: = a(mod m) 


k 二 1，2，…，n。 这 就 证 明了 z 同时 是 这 个 同 余 方 程 的 解 。 4 


usb 
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例 5 解释 了 怎样 用 中 国 剩余 定理 的 证 明 中 给 出 的 构造 法 来 求解 同 余 方程 组 。 并 求解 由 孙子 
谜 题 引 出 的 例 4 中 的 方程 组 。 

例 5 要 求解 例 4 中 的 同 余 方程 组 ， 首 先 令 mm 一 3， 5 .7 二 105，M 王 Ma/ 3 一 35，M 一 /5 一 21， 
和 AM 三 "zwV7 王 15。 可 以 看 出 2 是 M 王 35 模 3 的 逆 ， 因 为 35，2 寺 2.，2 寺 1(mod 3); 1 是 M 一 21 模 5 
的 逆 ， 因 为 21 寺 1(mod 5); 1 也 是 M 三 15 的 模 7 逆 ， 因 为 15 寺 1(mod 7) 。 该 方程 组 的 解 是 那些 满足 
下 列 式 子 的 z: 

ZaM yw 十 aiMy% 十 aMs 一 2.。35。2 十 3。21。1 十 2.。15。1 
= 233 三 23(mod 105) 

从 而 得 出 23 是 方程 组 的 最 小 正 整数 解 。 我 们 的 结论 是 23 是 最 小 的 正 整数 满足 除 以 3 时 余 2， 
除 以 5 时 余 3， 除 以 7 时 余 2。 S| 

尽管 定理 2 的 构造 法 提供 了 一 个 通用 方法 来 求解 模 数 两 两 互 素 的 同 余 方 程 组 , 但 还 可 以 用 
不 同 的 方法 更 容易 地 求解 方程 组 。 例 6 解释 了 利用 一 种 称 为 是 反 向 替换 的 方法 。 

例 6 利用 反 向 替换 方法 找 出 所 有 整数 zx 使 得 xz 圭 1(mod 5)，z 夺 2(mod 6) ， 和 zx 圭 3(mod 7) 
成 立 。 
解 由 4.1 节 定理 4 可 知 ， 第 一 个 同 余 方 程 可 以 重 写 为 一 个 等 式 zx 一 5 十 1， 这 里 上 是 一 个 
整数 。 用 这 个 表达 式 替 换 第 二 个 同 余 方程 中 的 z 可 得 

5 十 1 三 2(mod6) 
这 容易 解 得 tz 三 5(mod 6) (读者 应 该 能 验证 ) 。 再 次 应 用 4. 1 节 定 理 4， 可 得 二 6x 十 5， 这 里 x 是 
一 个 整数 。 用 这 个 表达 式 反 向 替换 等 式 z= 二 5t 十 1 中 的 +1 可 得 z= 二 5(6u 十 5) 十 1 二 30u 十 26。 再 用 
这 个 替换 第 三 个 同 余 方程 得 到 

30x 十 26 三 3(Cmod 7) 

解 该 同 余 方程 可 得 u 夺 6(mod 7) (读者 应 该 能 验证 )。 因 此 ，4.1 节 定 理 4 告 诉 我 们 uw 二 7v 十 6， 
这 里 v 是 一 个 整数 。 用 这 个 表达 式 替 换 等 式 xz 二 30u 十 26 中 的 可 得 x 二 30(7v 十 6) 十 26 王 
210u 十 206。 将 这 个 转换 成 一 个 同 余 式 ， 就 找到 同 余 方程 组 的 解 ， 

z 三 206(mod 210) 本 


4. 4.4 大 整数 的 计算 机 算术 
假定 mw ，m:;，…，m, 是 两 两 互 素 的 模 数 ， 并 令 m 为 其 乘积 。 根 据 中 国 剩余 定理 可 以 证 明 
( 见 练习 28) 满 足 0 过 a 二 m 的 整数 a 可 唯一 地 表示 为 一 个 对 元 组 ， 其 元 素 由 a 除 以 m; 的 余数 组 
成 ，i 王 1，2，…，7。 即 ，& 可 以 唯一 地 表示 为 
(a mod mi ;a mod m,,*… ,a mod m,) 
例 7 当 整 数 用 序 偶 ( 第 一 分 量 是 该 整数 除 以 3 的 余数 ， 第 二 分 量 是 该 整数 除 以 4 的 余数 ) 
来 表示 时 ， 表 示 小 于 12 的 非 负 整数 的 序 偶 是 什么 ? 
解 ”通过 找 出 每 个 整数 除 以 3 和 除 以 4 的 余数 ， 得 到 下 列表 示 式 : 
0= (0,0) 4= (1,0) 8 = (2,0) 
1=(1,1]) 5 一 (2,1) 9 = (0,1) 
2=(2,2) 6= (0,2) 10 = (1,2) 
3 (03) 7 三 53 .1 (2;3) 4 
要 对 大 整数 做 算术 运算 ， 我们 选择 模 数 mm ，m,，…，m,， 其 中 每 个 m; 都 是 大 于 2 的 整数 ， 当 
2 天 7 时 gcd(m;， mj) 三 1， 日 m=m mem, 是 大 于 我 们 要 执行 算术 运算 的 结果 。 
一 旦 选 定 模 数 ， 大 整数 算术 运算 就 可 以 通过 在 表示 这 些 整数 的 对 元 组 分 量 ( 大 整数 除 以 mm 
的 余数 ，i 二 1，2，…，n) 上 做 运算 来 完成 。 一 旦 计算 出 结果 的 每 个 分 量 值 ， 就 可 以 通过 求解 n 
个 模 m; 同 余 方 程 (i 二 1，2，…，n) 来 恢复 结果 的 值 。 大 整数 算术 的 这 种 方法 有 几 个 优点 。 首 
先 ， 可 以 用 来 完成 通常 在 一 台 计 算 机 上 不 能 做 的 大 整数 算术 。 其 次 ， 对 不 同 模 数 的 计算 可 以 并 
行 操 作 ， 加 快 计算 速度 。 
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例 8 假定 在 某 台 处 理 器 上 做 小 于 100 的 整数 算术 运算 比 做 大 整数 算术 快 得 多 。 如 果 我 们 把 整 
数 表示 为 除 以 100 以 内 两 两 互 素 的 模 的 余数 ， 就 几乎 可 以 将 所 有 计算 限制 在 100 以 内 的 整数 上 。 例 
如 ， 可 以 用 99，98，97 和 95 作为 模 数 。( 这 些 整数 是 两 两 互 素 的 ， 因 为 没有 大 于 1 的 公 因 子 。) 
根据 中 国 剩余 定理 ， 每 个 小 于 99。98。97。 95 王 89 403 930 的 非 负 整 数 均 可 唯一 地 用 该 整 
数 除 以 这 四 个 模 数 的 余数 表示 。 例 如 ， 把 123 684 表示 为 (33，8，9，89)， 因 为 123 684 mod 
99 二 33，123 684 mod 98 二 8，123 684 mod 97 二 9 及 123 684 mod 95 一 89。 类 似 地 ，413 456 可 表 
示 为 (32，92，42，16) 。 
欲求 123 684 和 413 456 的 和 ， 我 们 针对 这 些 四 元 组 而 非 直接 针对 这 两 个 整数 做 运算 。 我 
们 把 四 元 组 的 对 应 分 量 相 加 ， 再 按 相应 的 模 数 压缩 各 分 量 。 这 样 可 得 
(33,8,9,89) 十 (32,92,42,16) 
一 (65 mod 99,100 mod 98,51 mod 97,105 mod 95) 
一 (65,2,51,10) 
要 找 出 和 ， 即 (65，2，51，10) 所 表示 的 整数 ， 需 要 求解 同 余 方程 组 
工 皇 65(mod 99) 
工 皇 2(Cmod 98) 
Z 三 51(mod 97) 
工 皇 10(mod 95) 
可 以 证 明 ( 参 见 练习 53)537 140 是 方程 组 唯一 小 于 89 403 930 的 非 负 解 。 因 此 ，537 140 是 
所 求 的 和 。 注 意 只 有 当 我 们 需要 恢复 (65，2，51，10) 所 表示 的 整数 时 才 必 须 做 大 于 100 的 整 
数 算术 运算 。 S| 
对 于 一 组 形 为 2 一 1 的 整数 ， 其 中 为 正 整数 ， 做 大 整数 模 算术 运算 是 最 好 的 选择 ， 因 为 
这 种 整数 的 二 进 制 模 算术 很 容易 完成 ， 而 且 也 容易 找到 两 两 互 素 的 这 种 整数 。[ 第 二 个 理由 是 
基于 4. 3 节 练 习 37 证 明 的 gcd(2 一 1，2’ 一 1) 二 2 一 1 这 一 事实 。] 例 如 ， 假 定 在 计算 机 上 很 
容易 完成 2” 以 内 的 整数 算术 ， 但 更 大 整数 的 运算 则 要 求 有 专门 的 运算 过 程 。 我 们 可 以 使 用 小 
于 25 两 两 互 素 的 模 数 来 对 与 模 数 乘积 一 样 大 的 整数 做 算术 运算 。 例 如 ， 就 像 4. 3 节 练 习 38 所 
证 明 的 ， 整数 25 一 1，2?# 一 1，23 一 1，22 一 1，22 一 1 和 22 一 1 是 两 两 互 素 的 。 因 为 这 6 个 模 
数 的 乘积 超过 2”， 所 以 我 们 可 以 通过 用 这 6 个 不 超过 2 的 模 数 做 模 算术 运算 来 完成 与 2 ”一 
样 大 的 整数 算术 运算 (只 要 运算 结果 也 不 超过 这 个 数 ) 。 


4.4.5 费 马 小 定理 

法 国 大 数学 家 皮 埃 尔 。 德 。 费 马 在 数论 领域 有 许多 重要 发 现 。 其 中 一 个 非常 有 用 的 发 现 盖 
述 当 p 是 素数 而 a 是 一 个 不 能 被 p 整除 的 整数 时 p 整除 a”! 一 1。 费 马 在 给 他 的 一 个 通信 者 的 
信 中 公布 了 这 个 结果 。 可 是 ， 他 在 信 中 并 没有 加 入 证 明 ， 说 是 担心 证 明 会 太 长 。 尽 管 费 马 从 来 
没有 发 表 过 这 个 事实 的 证 明 ， 但 没有 人 人 怀疑 他 知道 如 何 证 明之 ， 而 不 像 对 待 费 马 大 定理 的 证 明 
那样 。 第 一 个 公开 发 表 的 证 明 归功 于 莱 昂 哈 德 * 欧 拉 。 我 们 用 同 余 式 来 叙述 这 个 定理 。 

局 下 费 马 小 定理 。 如 果 思 为 素数 ,a 是 一 个 不 能 被 p 整除 的 整数 ， 则 

ai = 1(mod p) 

再 者 ， 对 每 个 整数 a 都 有 


a?* 生 a(mod p) 
评注 ” 费 蕊 小 定理 告诉 我 们 如 果 aEZ,， 则 at :一 1] 也 在 Z 中 。 


定理 5 的 证 明 要 点 参见 练习 19。 

费 马 小 定理 在 计算 整数 高 次 宕 的 模 p 余数 时 非常 有 用 ， 如 例 9 所 示 。 

例 9 计算 7 天 mod 11。 

解 ”我 们 利用 费 马 小 定理 来 计算 7 一 mod 11 而 不 采用 快速 模 指数 算法 。 由 费 马 小 定理 可 知 
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7* 二 1(mod 11)， 所 以 对 每 个 正 整 数 有 有 (7”")* 圭 1(mod 11) 。 为 了 利用 这 最 后 一 个 同 余 式 ， 我 
们 将 指数 222 除 以 10， 得 222 王 22。10 十 2。 可 以 看 出 
WH sR (1 0 mod Hy 
从 而 得 722mod 11 一 5。 q 
例 9 解释 了 如 何 利用 费 马 小 定理 来 计算 a” mod p， 其 中 p 是 素数 且 p /a。 首 先 ， 当 nn 除 以 
pp 一 1 时 ， 我们 利用 除法 算法 找 出 商 9 和 余数 +， 使 得 n= 二 gq(p 一 1) 十 r 其 中 0 过 r 二 p 一 1。 随 即 可 


得 a 二 a ?二 (qa? 11) a' 圭 14 三 a'(mod pp)。 故 ， 为 了 计算 a” mod p， 我 们 只 需 计算 ar mod 
p。 在 数论 学 习 中 我 们 会 多 次 利用 这 种 简化 带 来 的 好 处 。 
4. 4.6 伪 素 数 


在 4. 25 节 证 明了 一 个 整数 是 素数 当 它 不 能 被 任何 p 二 Vn 的 素数 p 整除 。 和 遗憾 的 是 ， 用 
这 一 标准 来 证 明 给 定 的 整数 为 素数 效率 不 高 。 它 要 求 找 出 所 有 不 超过 Vn 的 素数 ， 还 要 用 这 些 素 
数 通 过 试 除法 来 看 是 否 能 整除 n。 

有 没有 效率 较 高 的 方法 能 判断 一 个 整数 是 否 为 素数 呢 ?” 根 据 一 些 消息 来 源 ， 古 代 中 国 数学 
家 相信 ?为 奇 素数 当 且 仅 当 

2 一 = 1(mod n) 

如 果 这 一 结论 成 立 ， 就 可 以 提供 一 个 有 效 的 素数 测试 方法 。 为 什么 他 们 相信 这 一 同 余 式 能 
用 来 判断 大 于 2 的 整数 n 是否 为 素数 呢 ? 首先 ， 他们 观察 到 当 ”为 奇 素数 时 该 同 余 式 成 立 。 例 
如 ，5 是 素数 ， 而 且 

2 一 = 2 = 16 =1(mod 5) 

由 费 马 小 定理 可 知 这 一 观察 是 正确 的 ， 即 当 n 是 奇 素数 时 有 2” ' 寺 1(mod n)。 其 次 ,他 们 从 未 
找到 能 使 这 个 同 余 式 成 立 的 合 数 。 可 是 ， 古 代 中 国 数学 家 并 非 全 对 。 他 们 所 认为 的 只 要 nn 是 素 
数 则 该 同 余 式 成 立 是 对 的 ， 但 他 们 所 得 出 的 结论 如 果 同 余 式 成 立 则 n 就 是 素数 是 不 正确 的 。 

不 幸 的 是 ， 存 在 合 数 n 使 得 2 一 : 反 1(Cmod z) 。 这 种 整数 称 为 以 2 为 基数 的 伪 素 数 。 

例 10 整数 341 是 以 2 为 基数 的 伪 素 数 ， 因 为 它 是 合 数 (341 一 11。31)， 而 且 练习 27 中 证 
明了 


2 = 1(mod 341) ,| 
研究 伪 素 数 时 还 可 以 使 用 大 于 2 的 整数 为 基数 。 
天 今 5 是 一 个 正 整 数 。 如 果 nn 是 一 个 正 合 数 且 b"”!' 二 1(mod n)， 则 nn 称 为 以 5 为 基 
数 的 伪 素 数 。 
给 定 正 整 数 z， 判 断 是 否 有 2”! 圭 1(modn) 确 实 是 一 个 有 用 的 测试 ， 它 能 够 提供 一 些 关于 
n 是 否 为 素数 的 证 据 。 特 别 是 ， 如 果 n 满足 这 个 同 余 式 ， 则 nn 要 么 是 素数 ， 要 么 是 以 2 为 基数 
的 伪 素 数 ; 如 果 不 满足 这 个 同 余 式 ， 则 n 是 合 数 。 可 以 用 2 以 外 的 基数 5 进行 类 似 的 测试 ， 


uns Be 


皮 埃 尔 . 德 . 费 马 (Pierre de Fermat，1601 一 1665) 皮 埃 尔 ， 德 * 费 马 ，17 世纪 
最 重要 的 数学 家 之 一 ， 是 一 位 职业 律师 。 他 是 历史 上 最 著名 的 业余 数学 家 。 费 马 的 数 
学 发 现 很 少 发 表 。 我 们 从 他 与 其 他 数学 家 的 通信 中 了 解 他 的 工作 。 费 马 是 解析 几何 的 
发 明 者 之 一 ， 并 且 建 立 了 微 积 分 的 一 些 基 本 概念 。 费 马 和 帕斯卡 一 起 为 概率 论 建立 了 
数学 基础 。 费 马 提出 了 现在 最 有 名 的 肪 而 未 决 的 数学 问题 。 他 断定 当 为 大 于 2 的 整 
数 时 ,方程 xz" 十 y" 二 x 没有 非 平凡 的 正 整数 解 。300 多 年 来 人 们 都 没有 找到 证 明 ( 或 
反例 )。 在 他 那 本 古 希腊 数学 家 丢 番 图 (Diophantus) 的 著作 中 ， 费 马 写 道 他 有 一 个 证 明 
但 是 页 边 空白 写 不 下 了 。 由 于 1994 年 安德鲁 " 怀 尔 斯 CAndrew Wiles) 所 给 出 的 第 一 个 证 明 依 赖 复杂 的 现 
代数 学 ， 所 以 多 数 人 认为 费 马 自 以 为 有 了 一 个 证 明 ，, 但 那 证 明 是 不 正确 的 。 不 过 也 许 是 因为 自己 不 能 给 
出 证 明 ， 所 以 他 以 此 诱惑 别人 去 寻找 证 明 。 
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以 获得 n 是 否 为 素数 的 更 多 证 据 。 如 果 nn 通过 所 有 这 些 测试 ， 则 nn 要么 是 素数 ， 要 么 是 以 所 有 
所 选 5 为 基数 的 伪 素 数 。 再 者 ， 在 不 超过 zz 的 正 整 数 中 ， 其 中 xz 是 正 实数 ， 与 素数 相 比 以 5 为 
基数 的 伪 素 数 要 少 得 多 ， 其 中 是正 整数 。 例 如 ， 小 于 10" 的 整数 中 有 455 052 512 个 素数 ， 但 
只 有 14884 个 以 2 为 基数 的 伪 素 数 。 可 异 的 是 ， 不 能 通过 选择 足够 多 的 基数 来 区 分 素数 与 伪 素 
数 ， 因 为 有 些 正 整数 能 通过 满足 gcd(5，) = 二 1 的 基数 的 所 有 测试 。 这 导致 了 定义 2。 

FE 于 一 个 正 合 数 妈 如 果 对 于 所 有 满足 gcd(b,，n) 二 1 的 正 整 数 5 都 有 同 余 式 6”! 二 
1(Cmod 2 成立 ， 则 称 为 卡 米 切 尔 数 。( 这 些 数 以 罗伯特 。 卡 米 切 尔 的 名 字 命名 ， 他 在 20 世纪 里 
期 研究 这 些 数 。) 

例 11 整数 561 是 卡 米 切 尔 数 。 为 了 说 明 这 一 点 ， 首 先 注意 561 是 合 数 ， 因 为 561 二 
3。11。17。 其 次 ， 注 意 如 果 gcd(2，561) 王 1， 则 gcd(65，3) 二 gcd(b, 11) 二 gcd(b, 17) 二 1。 

利用 费 马 小 定理 可 得 到 

b=l(mod3), bl(mod11), 6b" = 1(mod 17) 
从 而 有 
b”™ = (六 )2 = 1(mod 3) 
6 = (6")” = 1(mod 11) 
bY = (WE =mod 17) 
根据 练习 29 可 得 ， 对 于 所 有 满足 gcd(5，561) 二 1 的 正 整 数 5 都 有 4b”" 圭 1(mod 561)。 因 此 ， 
561 是 卡 米 切 尔 数 。 4 

尽管 存在 无 限 多 个 卡 米 切 尔 数 ， 但 可 以 设计 更 精细 的 测试 ， 如 练习 中 所 描述 的 ， 作 为 有 效 
的 随机 素数 性 测试 的 基础 。 这 种 测试 可 用 来 迅速 证 明 一 个 给 定 的 整数 几乎 肯定 是 素数 。 更 准确 
地 说 ， 如 果 一 个 整数 不 是 素数 ， 则 这 个 整数 通过 一 系列 测试 的 概率 接近 于 0。 第 7 章 将 描述 这 
样 一 个 测试 ， 并 讨论 这 个 测试 所 依赖 的 概率 论 中 的 一 些 概念 。 这 些 随 机 的 素数 性 测试 能 够 而 且 
已 经 用 于 在 计算 机 上 非常 迅速 地 寻找 大 素数 。 


4.4.7 原 根 和 离散 对 数 

在 正 实数 集合 中 ， 如 果 5b 二 1 且 zx 二 WW， 我 们 说 y 是 以 2 为 底 z 的 对 数 。 这 里 ， 我们 要 说 明 
也 能 定义 模 p 的 对 数 概 念 ， 这 里 p 是 一 个 素数 。 在 这 之 前 ， 我 们 需要 一 个 定义 。 

模 素数 pp 的 一 个 原 根 是 Z 中 的 整数 r+ 使 得 Z 中 的 每 个 非 零 元 素 都 是 7 的 一 个 
震 次 。 

例 12 判定 2 和 3 是 否 是 模 11 的 原 根 。 

解 ” 当 我 们 在 Zz 中 计算 2 的 宕 次 时 ， 可 得 2 二 2，2: 一 4，23 一 8，24 一 5，25 一 10，25 一 9， 
27 一 7，2 一 3，2 一 6，22 一 1。 因 为 DZ 中 的 每 个 元 素 都 是 -2 的 寡 次 ， 所 以 2 是 11 的 原 根 。 

当 我 们 在 Zi 中 计算 3 的 朝 次 时 ， 可 得 3: 王 3，3: 一 9，3: 一 5，34 一 4，35 一 1。 我 们 注意 到 
当 计算 3 的 更 高 宕 次 时 这 个 模式 会 重复 。 因 为 Zi 中 不 是 所 有 元 素 都 是 3 的 备 次 ， 所 以 可 得 结 
论 3 不 是 11 的 原 根 。 本 

数论 中 一 个 重要 的 事实 是 对 于 每 个 素数 p 都 存在 一 个 模 p 的 原 根 。 该 事实 的 证 明 读 者 可 以 
参考 [Rol0]。 假 设 p 是 一 个 素数 而 7 是 一 个 模 p 的 原 根 。 如 果 a 是 介 于 1 和 pp 一 1 之 间 的 一 个 


Lhe -二 








罗伯特 ， 丹尼尔， 卡 米 切 尔 (Robert Daniel Carmichael，1879 一 1967) 罗伯特。 
丹尼尔 " 卡 米 切 尔 出 生 在 亚 拉巴 马 州 。1898 年 他 获得 Lineville 学 院 的 学 士 学 位 ，1911 
年 获得 普林斯顿 大 学 的 博士 学 位 。1911 一 1915 年 卡 米 切 尔 在 印第安 纳 大 学 任职 ， 
1915 一 1947 年 在 伊利 诺 盆 大 学 任职 。 卡 米 切 尔 是 一 位 活路 的 研究 者 ， 研 究 领 域 广泛 ， 
包括 数论 、 实 分 析 、 微 分 方程 、 数 学 物理 以 及 群 论 。 他 的 博士 论文 是 在 G* D， 伯 克 
霍 夫 的 指导 下 完成 的 ， 被 认为 是 美国 人 对 微分 方程 的 专题 所 做 出 的 第 一 份 显著 贡献 。 
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整数 ， 即 Z, 中 的 元 素 ， 我 们 知道 存在 唯一 的 指数 e 使 得 x“ 二 a 在 Z, 中 ， 即 x mod p 二 a。 

假设 pp 是 一 个 素数 ,rr 是 一 个 模 p 的 原 根 而 a 是 介 于 ( 含 )1 和 p 一 1 之 间 的 一 个 
整数 。 如 果 六 mod pp 二 a 且 0 之 e 志 pp 一 1]， 我 们 说 e 是 以 rr 为 底 a 模 p 的 离散 对 数 ， 并 写作 
log,a 一 e( 这 里 隐 含 理解 为 有 素数 pp)。 

例 13 试 找 出 以 2 为 底 3 和 5 模 11 的 离散 对 数 。 

解 ”在 例 12 中 计算 模 11 的 2 竹 次 时 ,得 到 2*==3 和 2 一 5 都 在 Ba 中 。 故 ， 以 2 为 底 3 和 
5 模 11 的 离散 对 数 分 别 是 8 和 4。( 这 些 是 2 的 寡 次 ， 它 们 分 别 等 于 Zi 中 的 3 和 5.。) 我 们 写成 
log:3 王 8 和 log: 5 一 4( 这 里 要 理解 有 模 数 11， 只 是 没有 显 式 地 在 记号 中 注 明 ) 。 4 

离散 对 数 问 题 的 输入 是 一 个 素数 p、 一 个 模 p 的 原 根 + 和 一 个 正 整 数 a€Z,， 而 输出 是 以 7 
为 底 a 模 p 的 离散 对 数 。 尽 管 这 个 问题 可 能 看 起 来 不 难 ， 但 实质 上 没有 已 知 的 多 项 式 时 间 算 法 
可 以 求解 它 。 这 个 问题 的 难度 在 密码 学 中 起 着 重要 的 作用 ， 在 4. 6 节 将 会 看 到 。 


练习 
1. 证 明 15 是 7 模 26 的 逆 。 
[FP2. 证 明 937 是 13 模 2436 的 逆 。 
3. 通过 查看 (就 像 例 1 所 讨论 的 )， 找 出 4 模 9 的 逆 。 
4. 通过 查看 (就 像 例 1 所 讨论 的 )， 找 出 2 模 17 的 逆 。 
5. 用 例 2 中 的 方法 对 下 列 每 对 互 素 的 整数 找 出 a 模 m 的 逆 。 


a)a=4,，m 二 9 b)a=19, m=141 Cc)a=55, m==89 d)a=89, m= 二 232 
6. 用 例 2 中 的 方法 对 下 列 每 对 互 素 的 整数 找 出 a 模 m 的 道 。 
a)a=2, m= 二 17 b)a=34, m=89 Ca=144, m=233 d)a=200，m 二 1001 


*7. 证 明 如 果 a 和 m 是 互 素 的 正 整数 ， 则 a 模 m 的 逆 是 模 m 唯一 的 。[ 提 示 : 假定 同 余 式 az 三 1(mod m) 
有 两 个 解 5 和 c。 再 用 定理 7 证 明 6 圭 c(mod m)。j 
8. 证 明 如 果 gcd(a，7) 二 1， 这 里 a 是 整数 而 m2 是 正 整数 ， 则 a 模 m 的 逆 不 存在 。 
9. 解 同 余 方程 4 三 5C(mod 9)， 利 用 练习 5a 中 找到 的 4 模 9 的 逆 。 
10. 解 同 余 方程 2t 硅 7(mod 17) ， 利 用 练习 6a 中 找到 的 2 模 17 的 道 。 
11. 利用 练习 5b、c 和 d 中 找到 的 模 的 逆 求 解 下 列 同 余 方程 。 


a)19z=4(mod 141) b)55z=34(mod 89) ¢) 89z=2(mod 232) 
12. 利用 练习 6b、c 和 d 中 找到 的 模 的 逆 求 解 下 列 同 余 方程 。 
a)34z 三 77(mod 89) b)144z=4(mod 233) ©)200z 三 13(mod 1001) 


13. 找 出 同 余 方 程 15x? 十 19zx 夺 5(mod 11) 的 解 。[ 提 示 : 证 明 该 同 余 方程 等 价 于 同 余 方程 15z? 十 19z 十 
6 三 0(mod 11) 。 对 同 余 方 程 左边 进行 因子 分 解 ， 证 明 二 次 同 余 方 程 的 解 就 是 两 个 不 同 的 线性 同 余 方 
程 之 一 的 解 。] 
14. 找 出 同 余 方 程 12z? 十 25z 三 10(mod 11) 的 解 。[ 提 示 : 证 明 该 同 余 方程 等 价 于 同 余 方程 12z 十 25z 十 
12 寺 0(mod 11) 。 对 同 余 方 程 左边 进行 因子 分 解 ， 证 明 二 次 同 余 方 程 的 解 就 是 两 个 不 同 的 线性 同 余 方 
程 之 一 的 解 。] 
x* 15. 证 明 如 果 m 是 大 于 1 的 正 整 数 ， 而 ac 三 zcCmod m)， 则 a 夺 b(mod m/gcd(c，m))。 
16. a) 证 明 小 于 11 的 正 整数 ( 除 1 和 10 以 外 ) 可 以 分 割 成 一 对 整数 使 得 其 中 的 两 个 整数 互 为 模 11 的 逆 。 
b) 用 a) 中 的 结果 证 明 10! 圭一 1(mod 11)。 
17. 证 明 如 果 p 为 素数 ， 则 z? 三 1(mod p) 仅 有 的 解 是 满足 x 三 1(mod p) 或 z 三 一 1(mod p) 的 整数 z。 
x 18. a) 推 广 练习 16a 的 结果 ， 即 证 明 如 果 p 为 素数 ， 则 小 于 p 的 整数 ， 除 1 和 p 一 1 以 外 ， 都 可 以 分 割 成 
一 对 整数 使 得 其 中 的 两 个 整数 互 为 模 p 的 逆 。[ 提 示 : 利用 练习 17 中 的 结果 。] 
b) 从 a) 可 以 断定 ， 只 要 p 是 素数 则 有 (p 一 1)! 三 一 1(mod 加 )。 这 一 结果 称 为 威尔逊 定理 (Wilson s 
theorem) 。 
©) 如 果 为 正 整数 使 得 (n 一 1)! 关 一 1(mod n)， 我 们 可 以 得 出 什么 结论 ? 
* 19. 本 题 给 出 了 费 马 小 定理 证 明 的 概要 。 
a) 假 定 a 不 能 被 索 数 pp 整除。 证 明 整 数 1， a，2。，a，…，(p 一 1)a 中 的 任何 两 个 都 不 是 模 p 同 余 的 。 


20. 
21. 


22. 
23. 
24. 
25. 
. 找 出 同 余 方 程 组 x 二 5C(mod 6)，z 夺 3(mod 10) 和 xz 三 8(mod 15) 的 所 有 解 ， 如 果 有 人 解 的 话 。 

. 找 出 同 余 方 程 组 x 三 7(mod 9)，z 三 4(mod 12) 和 x 三 16(mod 21) 的 所 有 解 ， 如 果 有 解 的 话 。 
28. 


31. 
32. 
33。 
34. 
35. 
36. 
37. 


38. 


39. 


40. 
41. 


42. 
43. 


[= 
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b) 从 a) 可 以 得 出 1，2，…，(p 一 1) 的 乘积 和 a，24a，…，(p 一 1)a 的 乘积 是 模 p 同 余 的 。 利 用 这 一 

结论 证 明 
(p—1)!=ar!(p—1)!(mod p) 

c) 利 用 4. 3 节 定 理 7， 再 由 b) 可 以 证 明 如 果 p/a， 则 ar 7!' 圭 1(mod p)。[ 提 示 : 利用 4.3 节 引 理 3 证 
明 p 不 能 整除 (p 一 1)!， 然 后 再 利用 4. 3 节 定 理 7。 或 者 也 可 以 利用 练习 18b 的 威尔逊 定理 。] 

d) 利 用 ec) 证 明 a? 寺 a(mod p) 对 所 有 整数 a 成立。 

利用 中 国 剩 余 定理 证 明 中 的 构造 法 找 出 同 余 方程 组 x 夺 2(mod 3)，z 三 1(mod 4) 和 zx 三 3(mod 5) 的 所 

有 解 。 

利用 中 国 剩余 定理 证 明 中 的 构造 法 找 出 同 余 方 程 组 xz 三 1(mod 2)，Zz 三 2(mod 3)， ZX 三 3(mod 5) 和 

zx= 王 4(Cmod 11) 的 所 有 解 。 

用 反 向 替换 方法 求解 同 余 方 程 组 x 圭 3(mod 6) 和 zx 圭 4(mod 7) 。 

用 反 向 替换 方法 求解 练习 20 的 同 余 方程 组 。 

用 反 向 替换 方法 求解 练习 21 的 同 余 方程 组 。 

基于 中 国 剩余 定理 证 明 中 的 构造 法 ， 写 出 求解 线性 同 余 方程 组 的 伪 代 码 算法 。 


利用 中 国 剩 余 定理 证 明 满 足 0 二 a 二 m= 二 mmz*…m 的 整数 a， 其 中 正 整数 mm，ms，…，m， 是 两 两 互 
素 ， 都 能 唯一 地 表示 为 元 元 组 (Ca mod ma ，a mod m;,，…,， a mod m,)。 


， 令 m， mz, Mn 为 大 于 等 于 2 的 整数 且 两 两 互 素 。 证 明 如 果 a 三 b(mod mi), i=1, 2, ,72 


则 a 三 bCmod m)， 其 中 mm 一 za ma…m,。( 这 个 结果 可 以 用 来 证 明 练 习 30 中 的 中 国 剩余 定理 。 因 此 ， 
不 要 用 中 国 剩余 定理 来 证 明 它 。) 


. 通过 证 明 模 两 两 互 素 的 线性 同 余 方程 组 的 解 相 对 于 模 数 乘积 为 模 时 是 唯一 的 来 完成 中 国 剩余 定理 的 


证 明 。[ 提 示 : 假定 z 和 >y 是 方程 组 的 两 个 解 。 证 明 对 所 有 i，m; |z 一 y。 再 利用 练习 29 得 出 m= 
mmza*"ma | 并 一 yo] 

哪些 整数 被 2 除 时 余 1， 被 3 除 时 也 余 1? 

哪些 整数 被 5 整除 而 被 3 除 时 余 1? 

利用 费 马 小 定理 找 出 72 mod 13。 

利用 费 马 小 定理 找 出 232" mod 41 。 

利用 费 马 小 定理 证 明 如 果 p 是 素数 且 p la， 则 a* 是 a 模 p 的 逆 。 

利用 练习 35 找 出 5 模 41 的 一 个 道 。 

a) 利 用 费 马 小 定理 证 明 2*”* 寺 1(mod 11)， 注 意 2 二 (2”)*。 

b) 利 用 23 二 (25)% 二 325 这 一 事实 证 明 2””* 寺 1(mod 31) 。 

c) 从 a) 和 b) 推 出 结论 2” 寺 1(mod 341)。 

a) 利 用 费 马 小 定理 计算 3””? mod 5，3”” mod 7 和 3” mod 11。 

b) 利 用 a) 中 结果 及 中 国 剩余 定理 计算 3”mod 385。( 注 意 385 二 5，7。，11.) 

a) 利 用 费 马 小 定理 计算 52s mod 7，5” mod 11 及 5”% mod 13。 

b) 用 a) 中 结果 及 中 国 剩余 定理 求 5 mod 1001。( 注 意 1001= 王 7。11，13。) 

借助 于 费 马 小 定理 证 明 如 果 n 是 一 个 正 整 数 ， 则 42 能 整除 一 n。 

证 明 如 果 p 是 奇 素数 ， 则 梅森 数 2* 一 1 的 每 个 因子 都 具有 2kp 十 1 的 形式 ， 其 中 是非 负 整 数 。[ 提 
示 : 利用 费 马 小 定理 以 及 4. 3 节 练 习 37。] 

利用 练习 41 判定 Mi: 王 23 一 1 一 8191 以 及 M2 王 22 一 1 一 8 388 607 是 否 是 素数 。 

利用 练习 41 判定 Mi: 王 22 一 1 一 2047 以 及 Mi = 二 2' 一 1 一 131 071 是 否 是 素数 。 

今 nn 是 正 整数 ， 并 令 ”一 1 一 2 ， 其 中 是 非 负 整 数 ， 而 上 是 正 奇 数 。 如 果 或 者 8 三 1(mod n)， 或 者 





对 于 某 个 )， 0 所) 过 s 一 1， 巡 三 一 1Gmod n)， 则 称 nn 通过 以 5 为 底 的 米 勒 测试 。 可 以 证 明 ( 参 见 [Ro10]) 
一 个 合 数 最 多 只 能 通过 少 于 n/4 个 以 5 为 底 的 米 勒 测试 ， 其 中 1 二 bn。 能 通过 以 5 为 底 的 米 勒 测试 的 
正 合 数 n 称 为 以 b 为 底 的 强 伪 素 数 。 


x* 44 


. 证 明 如 果 n 是 素数 ，b 是 正 整 数 且 n 15， 则 nn 能 通过 以 5 为 底 的 米 勒 测试 。 
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45. 通过 证 明 2047 通过 以 2 为 底 的 米 勒 测试 但 却 是 合 数 来 证 明 2047 是 以 2 为 底 的 强 伪 素数 。 
46. 证 明 1729 是 卡 米 切 尔 数 。 
47. 证 明 2821 是 卡 米 切 尔 数 。 
48. 证 明 如 果 nn 二 pi1pso…p:， 其 中 p1，p:，…，p: 是 不 同 的 素数 且 满 足 p; 一 1|n 一 1, 7 一 1，2，…，A， 
则 是 卡 米 切 尔 数 。 
49. a) 用 练习 48 证 明 每 个 形 如 (6m 十 1)(12m 十 1) (18m 十 1) 的 整数 都 是 卡 米 切 尔 数 ， 这 里 m 是 正 整 数 ， 并 
且 6m 十 1、12m 十 1 和 18m 十 1 都 是 素数 。 
b) 用 a) 证 明 172 947 529 是 卡 米 切 尔 数 。 
50. 找 出 下 列 各 对 所 表示 的 小 于 28 的 非 负 整 数 a， 其 中 每 一 对 都 表示 (a mod 4，a mod 7) 。 
a) (0, 0) b) (1, 0) ce) 1, 1) dD) (2, 1) 
e) (2, 2) f) (0,3) stp 0 h) (3, 5) 
DD (3, 6) 
51. 将 小 于 15 的 每 个 非 负 整数 表示 为 (a mod 3，a mod 5) 对 。 
52. 试 解释 怎样 用 练习 51 中 求 出 的 数 对 来 计算 4 加 7。 
53. 求解 例 8 中 的 同 余 方程 组 。 
54. 证 明 2 是 19 的 一 个 原 根 。 
55. 找 出 5 和 6 的 以 2 为 底 模 19 的 离散 对 数 。 
56. 令 p 是 一 个 奇 素数 而 r 是 p 的 原 根 。 证 明 如 果 a 和 65 是 Z 中 的 正 整 数 ， 则 log, (ab) 寺 log, a 十 
log, b (mod pO—1), 
57. 试 写 出 相对 于 原 根 3 的 模 17 的 离散 对 数 表 。 
如 果 m 是 正 整 数 ， 整 数 a 称 为 的 二 次 剩余 如 果 gcd(a，m) 二 1 且 同 余 式 zx? 圭 a(mod m) 有 解 。 换 言 
之 ，m 的 一 个 二 次 剩余 是 与 mr 互 素 的 整数 且 与 一 个 完全 平方 数 模 m 同 余 。 如 果 a 不 是 m 的 二 次 剩余 且 
gcd(a，m) 二 1， 我们 说 它 是 m 的 二 次 非 剩余 。 例如，2 是 7 的 二 次 剩余 ， 因 为 gcd(2, 7)==1 且 3* 二 2 
(mod 7); 而 3 是 7 的 二 次 非 剩余 ， 因 为 gcd(3,，7)= 二 1 但 x* 寺 3(mod 7) 无 解 。 
58. 哪些 整数 是 11 的 二 次 剩余 ? 
59. 证 明 如 果 p 是 奇 素数 且 a 是 不 能 被 p 整除 的 整数 ， 则 同 余 式 xz? 三 a(mod pp) 要么 无 解 ， 要 么 恰 有 两 个 
模 p 不 同 余 的 解 。 
60. 证 明 如 果 p 是 奇 素数 ， 则 在 1，2，…，z 一 1 中 恰 有 (pp 一 1)/2 个 p 的 二 次 剩余 。 


如 果 是 奇 素数 而 a 是 不 能 被 p 整除 的 整数 ， 则 勒 让 德 符号 (名 ) 定 义 为 1 如果 a 为 的 二 次 剩余 ， 


否则 为 一 1。 
61. 证 明 如 果 p 为 奇 素数 ， 而 a 和 2 为 整数 ， 满 足 a 三 bC(mod p)， 则 


- 


jt 


62. 证 明 欧 拉 准 则 ， 即 如 果 p 是 奇 素数 且 a 是 不 能 被 之 整除 的 正 整 数 ， 则 
(全 ) ac /2(mod p) 


[提示 : 如 果 a 是 模 p 的 二 次 剩余 ， 则 可 应 用 费 马 小 定理 ; 否则 ， 可 应 用 练习 18b 中 给 出 的 威尔逊 
定理 。] 
63. 利用 练习 62 证 明 如 果 p 是 奇 素数 且 a 和 2 为 不 能 被 p 整除 的 整数 ， 则 
ab a b 
(学 )= (号 ) (去 ) 
64. 证 明 如 果 p 是 奇 素数 ， 则 当 jp 三 1(mod 4) 时 一 1 是 p 的 二 次 剩余 ， 当 p 三 3(mod 4)， 一 1 不 是 p 的 二 
次 剩余 。[ 提 示 : 利用 练习 62。] 
65. 找 出 同 余 方 程 z* 圭 29(mod 35) 的 所 有 解 。[ 提 示 : 找 出 该 同 余 式 模 5 和 模 7 的 解 ， 再 利用 中 国 剩余 


定理 。] 
66. 找 出 同 余 方程 xz ?二 16(mod 105) 的 所 有 解 。[ 提 示 : 找 出 该 同 余 式 模 3、 模 5 和 模 7 的 解 ， 再 利用 中 国 


剩余 定理 .] 
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67. 描述 一 个 蛮 力 算法 求解 离散 对 数 问 题 ， 并 找 出 这 个 算法 最 差 和 平均 时 间 复 杂 度 。 


4.5 同 余 应 用 


同 余 在 离散 数学 、 计 算 机 科学 以 及 其 他 领域 有 许多 应 用 。 本 节 将 介绍 三 个 应 用 案例 : 利用 
同 余 为 计算 机 文件 分 配 内 存 地 址 、 伪 随机 数 的 生成 ， 以 及 校 验 码 。 

假定 一 个 客户 标识 码 是 10 位 数字 长 。 为 了 快速 检索 客户 资料 ， 我 们 不 会 用 10 位 数字 的 标 
识 码 对 客户 记录 分 配 内 存 地 址 。 我 们 会 使 用 一 个 与 标识 码 相 关 的 更 小 的 整数 。 这 可 以 用 所 谓 的 
散 列 函数 来 实现 。 本 节 我 们 要 阐述 如 何 用 模 算 术 来 做 散 列 函数 。 

构造 随机 数 序列 对 随机 算法 、 仿 真 ， 及 其 他 应 用 都 是 很 重要 的 。 构 造 真正 的 随机 数 序列 是 
非常 困难 的 ， 或 许 是 不 可 能 的 ， 因 为 任何 用 来 生成 我 们 所 期 望 的 随机 数 的 方法 都 可 能 会 按 某 种 
隐 含 的 模式 产生 这 些 数 。 因 此 ， 已 经 开发 了 一 些 方法 用 来 寻找 具有 随机 数 许多 理想 性 质 的 数 的 
序列 ， 可 以 用 于 许多 需要 随机 数 的 应 用 。 本 节 我 们 将 阐述 如 何 利 用 同 余 来 生成 伪 随 机 数 序列 。 
好 处 是 这 样 生成 的 伪 随 机 数 可 以 快速 构造 ; 缺点 是 它们 具有 太 多 的 可 预见 性 而 不 能 用 于 许多 
任 劳 。 

同 余 还 可 以 用 来 为 各 种 标识 码 产 生 校 验 码 ， 如 标示 零售 产品 的 代码 、 标 识 书 的 书号 、 机 票 
编号 等 。 我 们 将 解释 如 何 用 同 余 来 为 各 种 类 型 的 标识 码 构造 校 验 码 。 还 要 证 明 这 些 校 验 码 可 以 
用 来 检测 这 些 标识 码 在 印刷 过 程 中 出 现 的 某 种 差错 。 


4.5.1 散 列 函 数 
一 家 保险 公司 的 中 央 计 算 机 保存 着 它 的 每 个 客户 的 档案 记录 。 人 怎样 分 配 内 存 地 址 才能 迅速 


检索 到 客户 记录 ? 这 个 问题 的 解 就 是 使 用 一 个 适当 选择 的 散 列 函 数 。 记 录 使 用 键 来 识别 ， 它 可 us 


以 唯一 地 识别 每 个 客户 的 记录 。 例 如 ， 客 户 记 录 往 往 可 以 用 客户 的 社会 保障 号 作为 键 来 标识 。 
一 个 散 列 函 数 甩 将 内 存 地 址 h(k) 分 配给 以 为 键 值 的 记录 。 
在 实践 中 ， 会 用 到 许多 不 同 的 散 列 函数 。 最 常用 的 散 列 函数 之 一 是 
h(k) =k modm 
其 中 x 是 可 供 使 用 的 内 存 地 址 的 数目 。 
散 列 函数 应 该 易于 计算 以 便 快 速 定位 到 文件 。 散 列 函数 h(k) 一 & mod m 符合 这 一 要 求 。 为 
了 找到 有 h(k)， 只 需 计算 当月 被 m 除 时 的 余数 。 再 者 ， 散 列 函 数 还 应 该 是 满 射 的 ， 这 样 所 有 内 
存 地 址 均 可 利用 。 函 数 ACE) 一 & mod m 也 符合 这 一 要 求 。 
例 1 找 出 由 散 列 函 数 h(k) = 二 k mod 111 分 配给 社会 保障 号 为 064212848 和 037149212 的 客 
户 记 录 的 内 存 地 址 。 . 
解 ” 社 会 保障 号 为 064212848 的 客户 记录 被 分 配 到 内 存 地 址 14， 因 为 
h(064212848) = 064212848 mod 111 = 14 
类 似 地 ， 由 于 
h(037149212) = 037149212 mod 111 = 65 
所 以 社会 保障 号 为 037149212 的 客户 记录 被 分 配 到 内 存 地 址 65。 a 
由 于 散 列 函 数 不 是 一 对 一 的 (因为 很 可 能 键 值 的 数量 大 于 内 存 地 址 数 )， 所 以 有 可 能 多 个 记 
录 被 分 配 到 同一 个 内 存 地 址 。 当 这 种 情况 发 生 时 ， 就 说 出 现 了 冲突 。 消 解 冲突 的 一 个 办 法 是 使 
用 散 列 函数 分 配 已 被 占用 地 址 后 面 的 第 一 个 未 占用 的 地 址 。 
例 2 在 例 1 中 分 配 了 上 述 两 个 地 址 以 后 ， 为 社会 保障 号 是 107405723 的 客户 记录 分 配 内 
存 地 址 。 
解 ” 首先 注意 h(8) 把 社会 保障 号 107405723 映射 到 地 址 14， 因 为 
h(107405723) = 107405723 mod 111 = 14 
可 是 ， 这 一 地 址 已 被 (社会 保障 号 为 064212848 的 客户 ) 占 用 。 但 是 内 存 地 址 15， 即 内 存 地 址 14 
后 面 第 一 个 未 占用 的 地 址 ， 是 空 的 ， 所 以 将 社会 保障 号 107405723 的 客户 记录 分 配 到 该 地 址 。 本 


由 
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在 例 2 中 我 们 实际 上 用 了 一 个 线性 探测 函数 ， 即 h(k, 站 二 h(k) 十 i mod m， 来 寻找 第 一 个 
空闲 内存 地 址 ， 这 里 i 可 以 从 0 到 m 一 1。 还 有 许多 其 他 消解 冲突 的 办 法 ， 在 本 书 最 后 给 出 的 有 
关 散 列 函 数 的 参考 文献 中 有 讨论 。 


4.5.2 伪 随 机 数 
随机 选择 的 数 在 计算 机 仿真 中 常 需要 用 到 。 已 经 设计 了 很 多 不 同 的 方法 用 来 产生 具有 随机 
选择 性 质 的 数 。 因 为 由 系统 方法 产生 的 数 并 不 真正 是 随机 的 ， 所 以 被 称 为 伪 随 机 数 。 
最 常用 的 产生 伪 随 机 数 的 过 程 是 线性 同 余 法 。 我 们 选择 4 个 整数 : 模 数 mw、 售 数 a、 增 量 c 
和 种 子 x。， 满 足 2 二 a 二 m，0 二 c 二 m 及 0 过 zo 二 m。 通 过 连续 应 用 下 面 递 归 函 数 来 生成 一 个 伪 
随机 数 序列 {z,}， 满 足 对 于 所 有 n，0 二 xz, 二 m: 
Xi 一 (az 十 c)mod m 
(这 是 一 个 递归 定义 的 例子 ， 递 归 定 义 将 在 5. 3 节 讨 论 。 那 里 我 们 会 证 明 这 样 定义 的 序列 是 良 
定义 的 。) 
许多 计算 机 试验 都 要 求 产 生 0 和 1 之 间 的 伪 随 机 数 。 要 产生 这 样 的 数 ， 可 以 用 线性 同 余生 
成 器 除 以 模 数 : 即使 用 数 zx,/m。 
例 3 找 出 由 线性 同 余 法 生成 的 擅 随 机 数 序列 ， 其 中 模 数 m= 二 9、 倍 数 a 二 7、 增 量 c 王 4 和 
种 子 Vos 
解 ” 通 过 连续 应 用 递归 定义 的 函数 zi 一 (7z, 十 4)mod 9 来 计算 该 序列 中 项 ,插入 种 子 
Zo 二 3 找 出 zi 作 为 起 始 项 。 可 得 
zi 一 7z 十 4mod9 一 7. 3 十 4mod9 一 25mod9 一 7 
2 一 7zi 十 4mod9 一 7.7 二 4mod9 一 53mod9 一 8 
2 一 7z 十 4mod9 一 7.8 十 4mod9 一 60mod9 一 6 
z 一 7z 十 4mod9 一 7.6 二 4mod9 一 46mod9 一 1 
z=7z+4mod9=7.1+4mod9 二 11mod9= 二 2 
zs=7z4mod9=7.2+-+4mod9 二 18mod9 二 0 
zi =7z+4mod9=7.0 二 4mod9 二 4mod9= 二 4 
z 一 7zy 十 4mod9 一 7.4 二 4mod9 一 32mod9 一 5 
2 一 7z 十 4mod9 一 7.5 二 4mod9 一 39mod9 一 3 
由 于 Zz, 二 zo 而 且 每 一 项 都 只 依赖 于 其 前 面 的 一 项 ， 所 以 产生 序列 
3,7,8,6,1,2,054.5,3,7,8,6%1,250%,4,5 ,3 
这 个 序列 包含 9 个 不 同 的 数 ， 然 后 重复 。 本 
大 部 分 计算 机 确实 使 用 线性 同 余生 成 器 来 生成 伪 随 机 数 。 通 常 ， 使 用 增 量 c=0 的 线性 同 
余生 成 器 。 这 样 的 生成 器 称 为 纯 倍 式 生 成 器 。 例 如 ， 以 2” 一 1 为 模 ， 以 7 二 16 807 为 倍数 的 纯 
倍 式 生成 器 就 广 为 采 用 。 采 用 这 些 参数 ， 可 以 证 明 在 重复 之 前 会 产生 22 一 2 个 数 。 
由 线性 同 余生 成 器 生成 的 伪 随 机 数 已 经 在 很 长 时 间 里 为 不 同 的 任务 所 采用 。 遗 憾 的 是 , 已 
经 证 明 这 样 生 成 的 伪 随 机 数 序列 并 不 具有 真正 随机 数 所 具有 的 一 些 重要 的 统计 特性 。 因 此 ， 这 
种 方法 对 于 某 些 任务 (如 大 型 仿真 ) 是 不 可 取 的 。 对 于 这 类 敏感 的 任务 ， 可 用 其 他 方法 来 产生 伪 
随机 序列 ， 比 如 或 者 利用 某 种 排序 算法 或 者 对 随机 的 物理 现象 中 产生 的 数 进行 取样 。 有 关 伪 随 
机 数 更 详细 的 论述 参见 LKn97] 和 [Rel0j]。 


4. 5.3 校 验 码 

同 余 可 用 于 检查 数字 串 中 的 错误 。 在 这 样 的 字 串 中 检 错 的 一 项 常用 技术 就 是 在 串 的 结尾 处 
添加 一 个 额外 的 数字 。 这 最 后 一 个 数字 ， 或 校 验 码 ， 是 用 特定 的 函数 来 计算 的 。 然 后 为 了 判定 
一 个 数字 串 是 否 正 确 ， 需 要 做 一 个 检验 看 看 这 最 后 一 位 数字 是 否 具 有 正确 的 值 。 下 面 先 看 看 这 
个 概念 在 位 串 的 正确 性 检验 中 的 应 用 。 
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例 4 奇偶 校 验 位 数字 信息 一 般 用 位 串 表 示 ， 并 划分 成 指定 大 小 的 块 。 每 个 块 在 存储 或 
发 送 前 ， 块 的 结尾 处 会 添加 一 个 额外 的 位 ， 称 为 奇偶 校 验 位 。 位 串 ziz …z, 的 奇偶 校 验 位 
Zafl 定 义 为 

To 一 工 十 To 十 … 十 Zoomod2 

由 此 得 出 如 果 在 这 个 半 位 的 块 中 有 偶数 个 1 位 ， 则 rz 是 0; 如 果 在 这 个 nn 位 的 块 中 有 奇数 个 1 
位 ， 则 zi 是 1。 当 我 们 检查 一 个 含有 奇偶 校 验 位 的 串 时 ， 如 果 奇 偶 校 验 位 错 了 我 们 就 知道 位 
串 中 有 一 个 差错 了 。 奇 偶 校 验 可 以 检测 到 前 面 位 中 奇数 个 错误 , 但 不 能 检测 到 偶数 个 错误 。 
(参见 练习 14。) 

假设 我 们 在 传输 过 程 中 接收 到 位 串 01100101 和 11010110， 每 串 都 以 一 个 奇偶 校 验 位 结尾 。 
这 些 位 串 是 正确 的 吗 ? 

解 ”在 将 这 些 串 判定 为 正确 的 之 前 ， 我 们 检测 它们 的 奇偶 校 验 位 。 第 一 串 的 奇偶 校 验 位 是 
1。 因 为 0 十 1 十 1 十 0 十 0 十 1 十 0 硅 1(mod 2) ， 所 以 奇偶 校 验 位 是 正确 的 。 第 二 串 的 奇偶 校 验 位 是 
0。 我 们 发 现 1 十 1 十 0 十 1 十 0 十 1 十 1 三 1(mod 2) ， 所 以 奇偶 校 验 位 是 不 正确 的 。 我 们 得 出 结论 第 
一 串 在 传输 过 程 中 可 能 是 正确 的 ， 第 二 串 在 传输 中 肯定 出 错 了 。 我 们 判定 第 一 串 为 正确 的 ( 即 
使 它 仍 然 可 能 包含 偶数 个 错误 ) ， 而 拒绝 第 二 串 。 4 

利用 同 余 来 计算 校 验 位 广泛 地 用 于 检查 各 类 标识 码 的 正确 性 。 例 5 和 6 表明 如 何 为 标识 产 
品 ( 通 用 产品 代码 ) 和 书 ( 国 际 标准 书号 ) 的 代码 计算 校 验 位 。 练 习 18、28 和 32 前 的 导言 分 别 介 
绍 了 在 汇票 号 码 、 机 票 号 码 、 期 刊 标 识 号 码 中 利用 同 余 来 计算 并 使 用 校 验 码 。 注 意 同 余 也 可 以 
为 银行 账号 、 驾 驶 执照 号 码 、 信 用 卡号 码 和 许多 其 他 标识 码 计算 校 验 码 。 

例 5 UPC 零售 产品 通常 由 其 通用 产品 代码 (Universal Product Code，UPC) 标 识 。UPC 
最 常用 的 形式 是 12 位 十 进 制 数字 : 第 一 位 数字 标识 产品 种 类 ， 接 着 五 位 标识 制造 商 ， 再 五 位 
标识 特定 产品 ， 最 后 一 位 是 校 验 码 。 校 验 码 由 同 余 式 决定 : 

3 和 35 中 有 0 十 3 十 太 于 3% 十 寺 3 太 十 Wo 寺 301 让 w 圭 Wmiod 10》; 

试 回答 下 列 问 题 : 

(a) 假 设 UPC 的 前 11 位 是 79357343104。 校 验 码 是 多 少 ? 

(b)041331021641 是 否 是 合法 的 UPC? 

解 (a) 我 们 将 79357343104 的 数字 代入 UPC 校 验 码 的 同 余 式 中 。 得 3 .7 十 9 十 3。3 十 5 十 
3。7 十 3 十 3。4 十 3 十 3。1 十 0 十 3。4 十 zs 硅 0(mod 10) 。 简 化 后 得 21 十 9 十 9 十 5 十 21 十 3 十 12 十 
3 十 3 十 0 十 12 十 zws 夺 0(mod 10)。 故 ，98 十 xis 硅 0(mod 10) 。 由 此 可 得 zs 圭 2(mod 10) ， 所 以 校 
验 码 是 2。 

(b) 要 检查 041331021641 是 否 合法 ,我 们 将 这 些 数字 代入 必须 满足 的 同 余 式 中 。 得 3， 0 十 
4 十 3。1 十 3 十 3。3 十 1 十 3。0 十 2 十 3。1 十 6 十 3 。 4 十 1 反 0 十 4 十 3 十 3 十 9 十 1 十 0 十 2 十 3 十 6 十 12 十 
1 三 4 天 0(mod 10) 。 故 ，041331021641 不 是 合法 的 UPC。 4 

例 6 ISBN 所 有 图 书 都 由 一 个 国际 标准 书号 (International Standard Book Number,，ISBN-10) 
标识 ， 一 个 由 出 版 商 指定 的 10 位 数 代码 zz2o…zxio。( 最 近 ， 新 引入 的 称 为 ISBN-13 的 一 个 13 
位 数字 代码 用 来 标识 更 大 量 出 版 的 著作 。 参 见 补充 练习 42 前 的 导言 。) 一 个 ISBN-10 包含 不 同 
分 组 来 标识 语言 、 出 版 商 、 出 版 公司 赋予 图 书 的 编号 、 最 后 一 位 校 验 码 (或 者 数字 或 者 字母 X 
代表 10) 。 这 个 校 验 码 的 选择 满足 


Xi 一 i 11) 
或 者 等 价 地 ， 满 足 


10 


Si 寺 0(mod 11) 


i=0 


试 回答 下 列 关 于 ISBN-10 的 问题 : 
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(a) 本 书 第 6 版 的 ISBN-10 的 前 9 位 是 007288008。 校 验 码 是 多 少 ? 
(b)084930149X 是 否 是 合法 的 ISBN-10? 


解 (a) 校 验 码 由 同 余 式 $1 (med 11) 确定 。 代 和 人 数字 007288008 得 zx, 硅 1， 0 十 2 。 


0 十 3。7 十 4。2 十 5。8 十 6。8 十 7.0 十 8. 0 十 9. 8(Cmnod 11)。 这 意味 着 三 0 十 0 十 21 十 8 十 
40 十 48 十 0 十 0 十 72Cmod 11) ， 所 以 zj, 夺 189 寺 2(mod 11) 。 故 ，zo 一 2。 


(b) 要 想 知道 084930149X 是 否 是 合法 的 ISBN-10， 我 们 看 看 是 否 有 > Vir, 二 0(mod 11) 。 


我 们 有 1。0 十 2。 8 十 3. 4 十 4。9 十 5。3 十 6。0 十 7，1 十 8。 4 十 9。9 十 10。10 王 0 十 16 十 12 十 
36 十 15 十 0 十 7 十 32 十 81 十 100 二 299 寺 2 闫 0(mod 11) 。 故 ，084930149X 不 是 合法 的 ISBN-10。 
4 
在 标识 码 中 经 常会 出 现 多 种 错误 。 单 错 ， 即 标识 码 中 一 位 数字 的 错误 ,或 许 是 最 常见 的 一 
类 错误 。 男 一 类 常见 错误 是 换 位 错 ， 当 两 位 数字 不 慎 颠 倒 时 就 会 发 生 这 种 情况 。 对 于 每 一 种 标 
识 码 ， 包 括 校 验 码 ， 我 们 希望 能 够 检测 这 些 常 见 的 以 及 其 他 的 错误 。 我 们 要 研究 ISBN 的 校 验 
码 是 否 可 以 检测 单 错 或 换 位 错 。UPC 的 校 验 码 是 否 可 以 检测 这 些 错 误 留 作 练 习 26 和 27。 


假设 zx,…zi 是 合法 的 ISBN( 所 以 > )z 二 0Cmod 10) ) 。 我 们 证 明 可 以 检测 一 个 单 错 和 


两 个 数字 的 换 位 错 ( 这 里 有 可 能 两 位 数字 之 一 是 代表 10 的 X) 。 假 设 这 个 ISBN 由 于 单 错 而 印 成 
T Ya Yios 如 果 有 一 个 单 错 ， 则 对 某 个 整数 j， 当 z 天 7 时 y= x; 而 多 三 zi 十 a， 其 中 
一 10<a<10 且 "天 0。 注 意 a 二 y; 一 zi 是 第 7 位 的 错误 。 因 此 ， 可 以 得 出 


10 


和 = (Pir)+ia ja AO(mod 11) 
i=1 


i=1 


这 里 最 后 两 个 同 余 式 成 立 ， 因 为 2 z=0(mod 10) ， 而 且 11 /yae， 因 为 11 人 7 和 11/a。 从 而 得 


出 结论 yy… yw 不 是 合法 的 ISBN。 所 以 ,我 们 能够 检测 出 单 错 。 
现在 假设 两 个 不 相等 的 数字 被 换 位 了 。 可 知 有 两 个 不 同 的 整数 7 和 & 使 得 y; 二 x 且 yy 二 
Xis 而 当 i 关 7 和 i 时 有 ;二 x;:。 故 ， 


Si 和 (Ziz,) 丰 (New ge) 二 (ke 二 hr (fAm ws) 0lmod 11) 


因为 Vn i107 T1117 l=) 可 知 yy2… yw 不 是 合法 的 ISBN。 这 样 ， 
我 们 就 能 检测 到 两 个 不 相等 的 数字 的 换 位 。 


练习 
1. 利用 散 列 函数 h(k) 一 上 mod 97 为 下 列 社会 保障 号 的 保险 公司 客户 记录 分 配 的 内 存 地 址 是 多 少 ? 
a)034567981 b)183211232 c)220195744 d)987255335 
2. 利用 散 列 函数 h(k) 一 上 mod 101 为 下 列 社会 保障 号 的 保险 公司 客户 记录 分 配 的 内 存 地 址 是 多 少 ? 
a)104578690 b)432222187 c)372201919 d)501338753 
3. 停车 场 有 31 个 车 位 供 来 访 者 使 用 ， 编 号 从 0 到 30。 来 访 者 根据 散 列 函 数 h(&) 一 & mod 31 获得 车 位 ， 
其 中 是 来 访 者 车 牌 前 三 位 数 。 
a) 车 牌 前 三 位 数 为 317、918、007、100、111、310 时 会 由 散 列 函数 分 配 什么 车 位 ? 
b) 描 述 一 个 过 程 使 得 来 访 者 在 发 现 指派 车 位 已 被 占用 时 可 以 找到 空 车 位 。 
消解 散 列 冲突 的 另 一 个 方法 是 使 用 双 散 列 函 数 。 先 用 一 个 初始 散 列 函数 六 CE) 一 上 mod p， 这 里 是 
素数 。 再 用 第 二 个 散 列 函数 g(k) 一 (十 1)mod(zb 一 2)。 当 冲突 发 生 时 ， 使 用 一 个 探测 序列 h(k， 站 二 
(hk)i: g(k))mod 力 。 
4. 利用 前 面 描述 的 双 散 列 函 数 的 过 程 并 取 p= 二 4969 为 下 列 社会 保障 号 的 雇员 的 档案 分 配 内 存 地 址 : ki 二 
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132489971, k= 二 509496993, ks 二 546332190,， ks 二 034367980,， ks 二 047900151, ks 二 329938157,，k; 一 
212228844,， ks 二 325510778, ko 二 353354519,，kio 二 053708912。 
. 用 线性 同 余生 成 器 zx,i1 二 (3z, 十 2)mod 13 和 种 子 zo 二 1 生成 的 伪 随 机 数 序列 是 什么 ? 
. 用 线性 同 余生 成 器 zi 一 (4z 十 1)mod 7 和 种 子 zo 二 3 生成 的 伪 随 机 数 序 列 是 什么 ? 
. 用 纯 倍 式 生成 器 x,+1 二 3zx, mod 11 和 种 子 zo 二 2 生成 的 伪 随机 数 序 列 是 什么 ? 
。 试用 伪 代 码 写 出 利用 线性 同 余生 成 器 生成 伪 随 机 数 序列 的 算法 。 
平方 取 中 法 (middle-square method) 从 一 个 n 位 整数 开始 来 生成 伪 随 机 数 。 该 数 取 平方 ,需要 时 在 前 
面 添加 0 以 保证 结果 是 2n 位 数 ， 然 后 取 中 间 位 数字 用 来 构成 序列 中 的 下 一 个 数 。 重 复 这 一 过 程 以 生成 
新 的 项 。 
9. 找 出 从 2357 开始 平方 取 中 法 生成 4 位 数 伪 随机 数 序列 的 前 8 项 。 
10. 试 解 释 为 什么 在 用 平方 取 中 法 生成 4 位 数 伪 随 机 数 序列 时 以 3792 和 2916 作为 起 始 项 是 不 好 的 选择 。 
客 次 生成 器 是 一 种 生成 伪 随 机 数 的 方法 。 在 使 用 和 宕 次 生成 器 时 ， 需 要 指定 参数 p 和 ad， 其 中 p 是 素 
数 ，d 是 一 个 正 整 数 使 得 p14d， 以 及 种 子 z。 伪 随机 数 zx1，z:;，… 由 递归 定义 函数 生成 zs+1 一 
Ze mod p。 
11. 找 出 寡 次 生成 器 生成 的 伪 随 机 数 序列 ， 其 中 p 二 7、d 二 3、 种 子 zo 一 2。 
12. 找 出 寡 次 生成 器 生成 的 伪 随 机 数 序列 ， 其 中 p= 二 11、d 二 2、 种 子 zo 二 3。 
13. 假设 从 通信 链 路 接收 到 下 列 位 串 ， 其 中 最 后 一 位 是 奇偶 校 验 位 。 你 能 肯定 哪个 位 串 有 一 个 错误 ? 
a)00000111111 b)10101010101 c)11111100000 d)10111101111 
14. 证 明 奇 偶 校 验 位 能 够 检测 到 位 串 中 的 错误 当 且 仅 当 该 串 包 含 奇 数 个 错误 。 
. 本 书 第 5 版 欧洲 版 本 的 ISBN-10 的 前 9 位 数字 是 0-07-119881。 该 书 的 校 验 码 是 多 少 ? 
.《 初 等 数论 及 其 应 用 ) 第 6 版 的 ISBN-10 是 0-321-500Q1-8， 其 中 Q 是 一 个 数字 。 请 找 出 Q 的 值 。 
.判断 出 版 商 计 算 本 书 (《 离 散 数 学 及 其 应 用 ) 第 7 版) 的 ISBN-10 校 验 码 是 否 正确 。 
美国 邮政 署 (The United States Postal Service，USPS) 出 售 由 11 位 数字 zizs…zu 标 识 的 汇票 。 前 10 
位 标识 汇票 ， zu 是 满足 za 一 Zi 十 zz 十 … 十 zio mod 9 的 校 验 码 。 
18. 试 找 出 标识 码 以 下 列 10 位 数字 开始 的 USPS 汇票 的 校 验 码 。 


4 wm 


jj 
-oo un 


a)7555618873 b)6966133421 c)8018927435 d)3289744134 
19. 判断 下 列 这 些 数 是 否 是 合法 的 USPS 汇票 标识 码 。 

a)74051489623 b)88382013445 c)56152240784 d)66606631178 
20. 下 列 邮政 汇票 标识 码 中 有 一 位 数字 被 弄 脏 了 。 你 能 恢复 这 些 数 中 由 Q 标 记 的 被 弄 脏 的 数字 吗 ? 

a) Q1223139784 b)6702120Q988 c)27Q41007734 d)213279032Q1 
21. 下 列 邮政 汇票 标识 码 中 有 一 位 数字 被 弄 脏 了 。 你 能 恢复 这 些 数 中 由 Q 标记 的 被 和 弄 脏 的 数字 吗 ? 

a)493212Q0688 b)850Q9103858 c)2Q941007734 d)66687Q03201 


22. 试 确定 USPS 汇票 码 中 哪 位 单一 的 数字 错误 能 被 检测 出 来 。 
23. 试 确定 USPS 汇票 码 中 哪些 位 的 换 位 错误 能 被 检测 出 来 。 
24. 为 以 下 列 11 位 数字 开始 的 UPC 确定 其 校 验 码 。 


a)73232184434 b)63623991346 c)04587320720 d)93764323341 
25. 判断 下 列 12 位 数字 串 是 否 是 合法 的 UPC 码 。 
a)036000291452 b)012345678903 c)782421843014 d)726412175425 


26. 一 个 UPC 码 的 校 验 码 能 检测 出 所 有 单 错 吗 ? 证 明 你 的 答案 或 找 出 一 个 反例 。 
27. 试 确定 UPC 码 中 哪些 位 的 换 位 错误 能 被 检测 出 来 。 

某 些 机 票 具 有 一 个 15 位 数字 的 标识 码 aaaz…ais， 其 中 as 是 校 验 码 ， 它 等 于 aaaz…als mod 7。 
28. 找 出 以 下 列 14 位 数字 开始 的 机 票 标识 码 的 校 验 码 ais 。 


a)10237424413392 b)00032781811234 c)00611232134231 d)00193222543435 
29. 判断 下 列 15 位 数字 串 是 否 是 合法 的 机 票 标识 码 。 
a)101333341789013 b)007862342770445 c)113273438882531 。” d)000122347322871 


30. 试 确定 15 位 机 票 标识 码 中 哪 位 单一 的 数字 错误 能 被 检测 出 来 。 
* 31. 机 票 标识 码 中 连续 两 位 数字 不 慎 换 位 ， 校 验 码 能 检测 出 这 种 错误 吗 ? 
期 刊 是 采用 国际 标准 连续 出 版 物 号 (International Standard Serial Number，ISSN) 来 标识 的 。 一 个 
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ISSN 由 两 组 4 位 数字 构成 。 第 二 组 的 最 后 一 位 是 校 验 码 。 校 验 码 的 计算 由 同 余 式 给 出 ds 三 34i 十 4d; 十 

5ds 十 6ds 十 7ds 十 8ds 十 9di (mod 11) 。 当 ds 圭 10(mod 11) 时 ， 采用 字母 X 来 表示 编码 中 的 ds。 

32. 对 于 下 列 7 位 开始 的 ISSN， 确 定 其 校 验 码 ( 有 可 能 是 字母 X)。 

a)1570-868 b)1553-734 c)1089-708 d)1383-811 

下 列 8 位 数字 码 有 可 能 是 ISSN 吗 ? 即 是 否 以 正确 的 校 验 码 结尾 ? 

a)1059-1027 b)0002-9890 c)1530-8669 d)1007-120X 

34. 一 个 ISSN 的 校 验 码 是 否 能 检测 出 ISSN 中 每 个 单 错 ? 用 证 明 或 反例 来 解释 你 的 答案 。 

35,. 一 个 ISSN 的 校 验 码 是 否 能 检测 出 所 有 连续 两 位 数字 被 不 慎 调 换 的 错误 ? 用 证 明 或 反例 来 解释 你 的 
答案 。 


4.6 密码 学 
4.6.1 引言 

数论 在 密码 学 (将 信息 作 转 换 使 得 在 没有 特殊 知识 的 情况 下 不 能 很 容易 地 恢复 出 来 ) 中 起 着 
关键 的 作用 。 数 论 是 古典 密码 的 基础 ， 古 典 密码 早 在 几 干 年 前 就 有 使 用 ， 而且 直到 20 世纪 还 
在 广泛 地 使 用 。 这 些 密码 通过 将 每 个 字母 变换 为 一 个 不 同 的 字母 或 将 一 组 字母 变换 为 另 一 组 不 
同 的 字母 来 对 消息 进行 加 密 。 我 们 将 讨论 一 些 古 典 密码 ， 包 括 移 位 密码 ， 即 将 每 个 字母 替换 为 
字母 表 中 向 后 移动 一 个 固定 位 置 数 的 字母 ， 并 在 需要 时 再 回 到 字母 表 的 开始 。 我 们 要 讨论 的 古 
典 密码 是 私 钥 密 码 的 实例 ， 其 中 知道 如 何 加 密 的 人 也 就 能 够 对 消息 进行 解密 。 采 用 私 钥 密 码 
时 ， 想 要 进行 私密 通信 的 双方 必须 共享 一 个 密 钥 。 我 们 要 讨论 的 古典 密码 经 受 不 起 密码 分 析 ， 
就 是 在 没有 获得 用 来 加 密 消息 的 秘密 信息 的 情况 下 寻求 恢复 被 加 密 的 信息 。 我 们 将 说 明 如 何 破 
译 用 移 位 密码 发 送 的 消息 。 

数论 在 20 世纪 70 年 代 发 明 的 一 种 公 钥 密码 学 中 也 起 着 重要 作用 。 在 公 钥 密码 学 中 ， 知 道 
如 何 加 密 的 人 并 不 知道 如 何 解 密 。 使 用 最 广泛 的 公 钥 系统 是 称 为 RSA 的 密码 系统 ， 它 采用 模 
指数 对 消息 加 密 ， 这 里 模 数 是 两 个 大 素数 的 乘积 。 想 要 知道 如 何 加密 ， 你 需要 知道 该 模 数 和 一 
个 指数 。( 不 需要 知道 该 模 数 的 两 个 素 因 子 。) 众 所 周知 ， 想 要 知道 如 何 解密 你 就 需要 知道 如 何 
反 转 加 密 函 数 ， 而 这 只 有 当 你 知道 这 两 个 大 素 因子 的 情况 下 才能 在 切合 实际 的 时 间 内 完成 。 本 
章 将 解释 RSA 密码 系统 是 如 何 工 作 的 ， 包 括 如 何 加 密 和 解密 消息 。 

密码 学 的 主题 还 包括 密码 协议 ， 这 是 两 方 或 多 方 为 了 达到 一 个 指定 的 安全 目标 而 进行 的 消 
息 交换 。 本 章 将 讨论 两 个 重要 的 协议 : 一 个 是 允许 两 人 共享 一 个 公共 密 钥 ; 男 一 个 可 用 于 发 送 
签名 消息 使 得 接收 者 就 能 够 确定 消息 来 自 于 声称 的 发 送 者 。 


4.6.2 古典 密码 学 

已 知 最 早 使 用 密码 学 的 人 之 一 是 尤 利 乌 斯 。 恺 撒 (CJulius Caesar) 。 他 通过 把 字母 表 中 的 每 
个 字母 正 向 移动 三 位 以 加 密 消息 (字母 表 中 最 后 三 个 字母 移 到 最 开始 的 三 个 字母 )。 例 如 ， 采 用 
这 一 模式 ， 字 和 母 B 移 到 玉 ， 而 字母 X 移 到 A。 这 就 是 加 密 (encryption) 的 一 个 例子 ， 加 密 就 是 
对 信息 进行 保密 处 理 的 过 程 。 

为 了 用 数学 来 表达 恺 撒 加 密 过 程 ， 首 先 将 每 个 字母 替换 为 Zx 中 的 元 素 ， 即 等 于 其 在 字母 
表 中 位 置 减 1 的 0 到 25 之 间 的 一 个 整数 。 例 如 ， 用 0 蔡 换 A， 用 10 替换 K， 用 25 替换 Z。 恺 
撒 加 密 方法 可 以 表示 为 一 个 函数 f/， 为 每 个 非 负 整数 p，p 三 25， 指 派 集合 {0，1，2,，…，25)} 
中 的 一 个 整数 f(p)， 使 得 


3 


多 


f(p) = (p+ 3)mod 26 
在 加 密 信 息 中 ，p 所 代表 的 字母 用 (p 十 3)mod 26 所 代表 的 字母 蔡 换 了 。 
例 1 用 恺 撤 密 码 从 消息 “MEET YOU IN THE PARK” 产 生 的 秘密 消息 是 什么 ? 


解 ”首先 用 数 代替 消息 中 的 字母 。 得 到 
这 7 于 : 磺 
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现在 ， 再 把 每 个 数 p 替换 成 1(p) 二 (p 十 3)mod 26。 可 得 
1577 22 FT7.2S 11 16 22 10 7 18 3 20 13 
再 把 这 个 翻译 成 字母 产生 加 密 消息 “PHHW BRX LQ WKH SDUN”。 4 
要 从 已 撒 密码 加 密 的 消息 恢复 原 消 息 ， 需 要 用 到 f 的 逆 函 数 f '。 注 意 函 数 广 :把 Zw, 中 的 
整数 p 变换 为 1 (p) 二 (jp 一 3)mod 26。 换 言 之 ， 要 找 出 原始 消息 ， 每 个 字母 在 字母 表 中 反 向 
移 三 位 ， 而 字母 表 的 前 三 个 字母 移 到 最 后 三 位 。 从 加 密 消 息 中 来 确定 原始 消息 的 过 程 称 为 解密 
(decryption) 。 
有 各 种 方法 可 以 扩展 恺 撤 密 码 。 例 如 ， 可 以 把 每 个 字母 对 应 的 数 移动 上 位 ， 而 不 是 把 每 个 
字母 对 应 的 数 移动 3 位 ， 于 是 
f(p) = (p+ kmod 26 
这 样 的 密码 称 为 移 位 密码 。 注 意 解密 可 以 用 
fF1(p) = (pC—k)mod 26 
来 完成 。 
这 里 整数 成 为 密 钥 (key)。 例 2 和 3 解释 了 移 位 密码 的 使 用 。 
例 2 用 密 钥 为 k=11 的 移 位 密码 加 密 明 文 消 息 “STOP GLOBAL WARMING”。 
解 ” 要 加 密 消息 “STOP GLOBAL WARMING”， 我 们 首先 把 每 个 字母 翻译 成 Zs 中 对 应 的 
元 素 。 得 到 数字 串 
18 19 14 15 6 二 O11 22017128136 
对 数字 串 中 的 每 个 数 应 用 移 位 函数 f(p) 二 (p 十 11)mod 26。 得 到 
34250 17 2 25 18 It 7 112 23192417 
将 这 最 后 所 得 的 数字 捉 翻 译 成 字母 ， 即 得 到 密 文 “DEZA RWZMLW HLCXTYR”。 4 
例 3 解密 用 密 钥 为 = 二 7 的 移 位 密码 加 密 的 密 文 消息 “LEWLYPLUJL PZ H NYLHA 
ALHJOLY”。 
解 ” 要 解密 密 文 消息 “LEWLYPLUJL PZ H NYLHA ALHJOLY”， 我 们 首先 把 字母 翻译 成 
Zz 中 的 元 素 。 得 到 
11 4 22 11 24 15 11 209 11 15 25 7 13241170 01179141124 
其 次 ， 对 这 个 数 移动 一 上 一 一 7 模 26 位 ， 得 到 
42315417841324 818 0 6174019 194027417 
最 后 ， 将 这 些 数 翻 译 回 字 母 以 获得 明文 。 我 们 得 到 “EXPERIENCE IS A GREAT TEACHER”。 
S| 
我 们 可 以 用 下 列 形式 的 函数 扩展 移 位 密码 以 进一步 加 强 安全 性 。 
fp) = (ap + 6)mod 26 
其 中 a 和 5。 为 整数 ， 其 选择 需 保 证 f 是 一 个 双 射 函数 。( 函 数 f(p) 二 (ap 十 b)mod 26 是 双 射 函 
数 当 且 仅 当 gcd(a，26) 二 1。) 这 样 的 映射 称 为 仿 射 变换 ， 这 种 密码 称 为 是 仿 射 密码 。 
例 4 当 用 函数 f(p) 二 (7p 十 3)mod 26 进行 加 密 时 ， 用 什么 字母 替换 字母 K? 
解 首先， 注意 10 代表 K。 然 后 ， 用 指定 的 加 密 函 数 ， 可 得 到 f(10) 二 (7，10 十 3)mod 
26 王 21。 因 为 21 代表 V， 所 以 在 加 密 消 息 中 用 V 代表 字母 K。 本 
我 们 现在 证 明 如 何 解 密 用 仿 射 密码 加 密 消 息 。 假设 c= 二 (ap 十 5) mod 26 且 满 足 
gcd(a，26) 二 1。 为 了 解密 ， 我 们 需要 知道 如 何 用 c 来 表示 p。 为 此 ， 我 们 采用 加 密 同 余 方 程 
cs(ab 十 0)mod 26， 然 后 求解 获得 p。 为 此 ， 首 先 在 两 边 减 去 4， 得 到 c 一 6 三 ap(mod 26)。 因 
为 gcd(a，26) 二 1， 所 以 我 们 知道 存在 4a 模 26 的 逆 #。 在 最 后 的 等 式 两 边 乘 以 #5， 可 得 a(c 一 
) 寺 zap (mod 26)。 因 为 到 三 1(mod 26)， 所 以 这 就 说 明 p 寺 aCc 一 5) (mod 26)。 因 为 bp 属 于 
Zzs， 所 以 这 就 可 以 确定 p 了 。 
密码 分 析 在 不 具有 加 密 方法 和 密 钥 知 识 的 情况 下 从 密 文 中 恢复 出 明文 的 过 程 称 为 密码 分 
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析 或 破译 密码 。 通 常 ， 密 码 分 析 是 一 个 很 困难 的 过 程 ， 特 别 是 当 不 知道 加 密 方法 的 时 候 。 我 们 
不 做 一 般 性 的 密码 分 析 讨 论 ， 而 是 要 解释 如 何 破译 用 移 位 密码 加 密 的 消息 。 

如 果 我 们 知道 密 文 消息 是 采用 移 位 密码 对 消息 加 密生 成 的 ， 我们 就 可 以 通过 对 密 文 中 所 有 字母 
尝试 26 种 可 能 的 移 位 (包括 移动 零 个 字符 ) 来 试图 恢复 消息 。 其 中 之 一 保证 是 明文 消息 。 可 是 ， 我 
们 还 可 以 使 用 更 智能 的 方法 ， 可 以 用 从 其 他 的 密码 所 得 的 密 文 来 进行 密码 分 析 。 对 以 移 位 密码 加 密 
的 密 文 进行 密码 分 析 的 主要 工具 是 利用 密 文中 字母 频率 的 统计 。 英 语 中 最 常用 的 9 个 字母 及 其 大 概 
的 相对 频率 是 EE13%、T9%、A 8%、0O 8%、17%、N 7%、S7%、H 6% 和 R 6%。 要 破解 已 知 
是 用 移 位 密码 产生 的 密 文 ， 我们 首先 找 出 密 文 中 字母 的 相对 频率 。 将 密 文 中 最 常 出 现 的 字母 按 频 率 
排序 。 我 们 假设 密 文中 最 常 出 现 的 字母 是 由 上 加密 而 成 的 。 然 后 ， 我 们 在 这 个 假设 下 来 确定 移 位 的 
值 ， 比 如 说 &。 如 果 通 过 将 密 文 移 一 上 位 后 具有 含义 ， 我 们 认为 假设 是 正确 的 ， 并 且 已 经 得 到 正确 
的 有 值 。 如 果 没 有 含义 ， 接 下 来 就 考虑 假设 密 文中 最 常 出 现 的 字母 是 由 工 ( 英 语 中 第 二 个 最 常 出 现 
的 字母 ) 加 密 而 成 的 ， 在 该 假设 下 找到 &， 将 消息 中 的 字母 移 一 位 ， 再 看 看 结果 消息 是 否 有 意义 。 
如 果 没 有 ， 继 续 从 最 常见 的 字母 到 最 不 常见 的 字母 尝试 该 处 理 过 程 。 

例 5 假设 我 们 截获 了 已 知 是 采用 移 位 密码 加 密 的 密 文 消息 ZNK KGXRE HOXJ MKZY 
ZNK CUXS。 原 始 的 明文 消息 是 什么 ? 

解 ”因为 已 知 截获 的 密 文 消息 是 由 移 位 密码 加 密 而 成 的 ， 所 以 我 们 通过 计算 密 文中 字母 出 
现 的 频率 开始 。 容 易 得 到 密 文 中 最 常 出 现 的 字母 是 K。 所 以 ， 我们 假设 移 位 密码 将 明文 字母 EE 
移 位 到 了 密 文字 母 K。 如 果 这 个 假设 是 正确 的 ， 可知 10 王 4 十 & mod 26， 所 以 上 = 二 6。 接 下 来 ， 
将 密 文 消息 的 字母 移 一 6 位 ， 得 到 THE EARLY BIRD GETS THE WORM。 因 为 这 个 消息 是 
有 意义 的 ， 所 以 我 们 认为 =6 的 假设 是 正确 的 。 < 

分 组 密码 ” 移 位 密码 和 仿 射 密码 是 用 字母 表 的 一 个 字母 来 替换 字母 表 中 的 另 一 个 字母 来 
实现 的 。 因 此 ， 这 些 密码 称 为 字符 或 单 码 密码 。 这 种 加 密 方法 面 对 基 于 密 文 中 字母 频率 分 析 
的 攻击 是 很 脆弱 的 ， 正 如 前 面 解释 的 。 通 过 用 一 组 字母 替换 男 一 组 字母 而 不 是 用 单独 的 字母 
替换 另 一 个 字母 的 方式 可 以 强化 成 功 破译 密 文 的 难度 ， 这样 的 密码 称 为 分 组 密码 (block 
cipher) 。 

现在 介绍 一 种 简单 的 分 组 密码 ， 称 为 换 位 密码 。 我 们 用 做 密 钥 的 集合 是 {1,，2, …,，m} 上 
的 一 个 置换 ao， 即 从 全 ，2，…，m} 到 {全 ，2，…，m) 的 一 个 一 对 一 函数 ， 这 里 m 是 正 整 数 。 
要 加 密 消息 ， 先 将 其 字母 分 成 大 小 为 m 的 分 组 。( 如 果 消 息 中 字母 数 不 能 被 m 整除 ， 可 以 在 结 
尾 加 上 一 些 随 机 的 字母 填充 构成 最 后 一 个 分 组 ,) 将 分 组 pip2*"* pn 加 密 为 Ci Cn D0) Pa 
pm 。 要 解密 密 文 分 组 cco…c 时 ， 用 o 的 逆 置 换 o 对 其 字母 进行 换 位 。 例 6 解释 换 位 密码 的 
加 密 和 解密 。 

例 6 利用 基于 集合 (1，2，3，4} 上 的 置换 o 的 换 位 密码 ， 其 中 cC1) 王 3，(2) 王 1，c(C3) 一 4 
和 (4) 王 2， 

Ca) 加密 明文 消息 PIRAT E ATTACK。 

(b) 解 密 密 文 消息 SWUE TRAE OEHS， 这 是 由 该 密码 加 密 的 。 

解 (a) 首 先 将 明文 中 的 字母 划分 为 4 个 字母 一 组 。 得 到 PIRA TEAT TACK。 要 加 密 每 个 
分 组 ， 我 们 把 第 一 个 字母 移 到 第 三 位 ， 把 第 二 个 字母 移 到 第 一 位 ， 把 第 三 个 字母 移 到 第 四 位 ， 
再 把 第 四 个 字母 移 到 第 二 位 。 得 到 IAPR ETTA AKTC。 

(b) 注 意 ec 的 逆 置 换 c 把 工 变 为 2，2 变 为 4，3 变 为 1，4 变 为 3。 对 每 个 分 组 应 用 c (zz) 
可 得 明文 USEW ATER HOSE。( 将 这 些 字母 重新 分 组 形成 常用 词汇 ， 我 们 猜测 明文 是 USE 
WATER HOSE。) S| 

密码 系统 ”我 们 已 经 定义 了 两 类 密码 : 移 位 密码 和 仿 射 密码 。 现 在 介绍 密码 系统 的 概念 ， 
它 提供 一 个 通用 结构 来 定义 一 系列 新 的 密码 。 

一 个 密码 系统 (cryptosystem) 是 一 个 五 元 组 (PP，C， 帮 ，E，D)， 这 里 亿 明 文 串 的 
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集合 ，(C 是 密 文 串 的 集合 ， 大 是 密 钥 空间 (所 有 可 能 的 密 钥 的 集合 ) ，E 是 加 密 函 数 的 集合 ， 而 卫 
是 解密 函数 的 集合 。 我 们 用 已 表示 在 E 中 相对 于 密 钥 有 的 加 密 函 数 而 Di 是 DD 中 用 来 解密 由 下 ， 
加 密 的 密 文 的 解密 函数 ， 即 对 于 所 有 明文 事 p 有 Di(E,(p)) 二 pp。 

现在 解释 密码 系统 定义 的 应 用 。 

例 7 将 移 位 密码 系列 描述 为 一 个 密码 系统 。 

解 ”要 用 移 位 密码 对 英文 字母 串 加 密 ， 首 先 将 每 个 字母 翻译 成 0 到 26 的 整数 ， 即 Zs 中 的 
元 素 。 然 后 ， 把 这 些 中 的 每 一 个 整数 移动 一 个 固定 整数 模 26 位 ， 最 后 ， 将 整数 翻译 回 字 和 母 。 
要 用 密码 系统 的 定义 来 描述 移 位 密码 ， 我 们 假设 消息 已 经 是 整数 了 ， 即 Zx 中 的 元 素 。 即 我 们 
假设 字母 和 整数 之 间 的 翻译 处 于 密码 系统 的 外 部 。 因 此 ， 明 文 串 的 集合 也 和 密 文 串 的 集合 C 都 
是 Zs 中 的 元 素 串 的 集合 。 密 钥 集 合 K 是 所 有 可 能 的 移 位 ， 所 以 二 Z.。 集 合 巨 由 所 有 这 样 的 
函数 EE,(p) 二 (p 十 k)mod 26 构成 ， 而 解密 函数 的 集合 DD 和 加 密 函 数 的 集合 一 样 ， 其 中 Di (p) = 
(p—k)mod 26 。 4 

密码 系统 的 概念 在 讨论 密码 的 系列 时 非常 有 用 ， 并 广泛 应 用 于 密码 学 中 。 


4.6.3 公 钥 密码 学 

所 有 古典 密码 ， 包 括 移 位 密码 和 仿 射 密码 ， 都 是 私 钥 密码 系统 (private key cryptosystem) 
的 实例 。 在 私 钥 密码 系统 中 ， 一 旦 你 知道 加 密 密 钥 ， 你 就 能 很 快 找到 解密 密 钥 。 所 以 ， 知 道 如 
何 用 一 个 特定 的 密 钥 加 密 消 息 就 能 让 你 解密 用 该 密 钥 加 密 的 消息 。 例 如 ， 当 使 用 以 为 密 钥 的 
移 位 密码 时 ， 明 文 整数 p 就 发 送 为 

c= (pT kmod 26 
解密 可 以 通过 移 一 k 位 来 实现 的 ， 即 ， 

p= (c—&k)mod 26 
所 以 知道 如 何 用 移 位 密码 加 密 也 就 知道 如 何 解密 了 。 

当 采 用 私 钥 密码 系统 时 ， 和 希望 秘密 通信 的 双方 必须 共享 一 个 密 钥 。 由 于 知道 该 密 钥 的 任 
何人 都 可 以 轻易 地 为 消息 加 密 和 解密 ， 所 以 希望 安全 通信 的 双方 就 需要 安全 地 交换 该 密 钥 。 
(我 们 在 本 节 稍 后 介绍 密 钥 交换 的 方法 .) 移 位 密码 和 仿 射 密码 都 是 私 钥 密码 系统 。 它 们 相当 
简单 ， 但 是 面 对 密 码 分 析 也 非常 脆弱 。 可 是 ， 许 多 现代 私 钥 密码 系统 却 不 然 。 特 别 是 ， 现 在 
私 钥 密码 学 的 美国 政府 标准 ， 高 级 加 密 标准 (Advanced Encryption Standard，AES) ， 非 常 复杂 
并 被 认为 是 能 很 好 地 抵御 密码 分 析 。( 关 于 AES 的 细节 和 其 他 现代 私 钥 密码 系统 可 参见 
[St06]。)AES 广泛 用 于 美国 政府 和 商业 通信 。 可 是 ， 它 仍然 具有 共享 安全 通信 密 钥 的 特性 。 
再 者 ， 为 了 更 加 安全 ， 双 方 每 次 通信 会 话 都 需要 用 一 个 新 密 钥 ， 这 就 需要 一 种 能 生成 并 安全 
分 享 密 钥 的 方法 。 

为 了 避免 每 对 希望 安全 通信 的 双方 都 需要 共享 密 钥 ，20 世纪 70 年 代 密 码 学 家 引 人 了 公 铀 
密码 系统 (public key cryptosystem) 的 概念 。 当 使 用 这 种 密码 系统 时 ， 知 道 怎样 发 送 加 密 消息 的 
人 并 不 能 解密 消息 。 在 这 样 的 系统 中 ， 每 个 人 都 可 以 有 一 个 众所周知 的 加 密 密 钥 。 只 有 解密 密 
钥 是 保密 的 ， 而 且 只 有 消息 的 预期 接收 人 能 解密 消息 ， 因 为 ， 迄 今 为 止 不 做 非常 大 量 的 计算 
(例如 几 十 亿 年 计算 机 时 间 ) ， 具 有 加 密 密 钥 的 知识 并 不 能 让 人 恢复 出 明文 消息 。 


4.6.4 ”RSA 密码 系统 

1976 年 ， 麻 省 理工 学 院 的 三 位 研究 人 员 ( 罗 纳 德 。 李维斯 特 、 阿 迪 。 沙 米尔 和 伦 纳 德 。 阿 
德 曼 ) 给 这 个 世界 引入 了 一 种 公 钥 密码 系统 ， 即 由 发 明 者 首 字母 命名 的 RSA 系统 。 正 如 在 密码 
学 的 发 现 中 经 常会 发 生 的 事 ，RSA 系统 早 些 年 在 英国 政府 的 秘密 研究 中 已 经 被 发 现 了 。 为 英 
国政 府 通信 总 部 (Government Communications Headquarters，GCHQ) 秘 密 工 作 的 克利 福 德 。 柯 
克 斯 (Clifford Cocks) 早 在 1973 年 就 发 现 了 这 个 密码 系统 。 可 是 ， 直 到 20 世纪 90 年 代 后 期 ， 
当 他 被 允许 分 享 20 世纪 70 年 代 早 期 的 GCHQ 秘密 档案 时 ， 他 的 发 明 才 为 外 部 世界 所 知 。 (一 
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个 关于 这 个 早期 发 现 的 很 有 趣 的 故事 ， 以 及 李维斯 特 、 沙 米尔 和 阿 德 曼 的 工作 ， 可 以 在 [Si99] 
中 找到 。) 

在 RSA 密码 系统 中 ， 每 个 人 都 有 一 个 加 密 密 钥 (n，e)， 这 里 n 二 pg 是 一 个 由 两 个 大 素数 ， 
比如 各 有 200 位 数字 的 p 和 9g 的 乘积 构成 的 模 数 ，e 是 与 (p 一 1)(g 一 1) 互 素 的 指数 。 要 生成 可 
用 的 密 钥 ， 必 须 找到 两 个 大 素数 。 这 可 以 在 一 台 计 算 机 上 借助 本 节 前 面 提 到 的 随机 性 素数 性 测 
试 迅 速 完成 。 可 是 ， 这 些 素数 的 乘积 ”一 2g 大 约 有 400 位 数字 ， 迄今 为 止 不 可 能 在 合理 的 时 间 
内 被 因子 分 解 。 我 们 将 看 到 ， 这 正 是 迄今 为 止 没有 单独 的 解密 密 钥 时 就 不 可 能 迅速 解密 的 重要 
原因 。 


4.6.5 RSA 加 密 
为 了 用 特定 的 密 钥 (z，e) 对 消息 加 密 ， 首 先 将 明文 消息 M 翻译 成 整数 序列 。 为 此 ， 可 以 


ms 


克利 福 德 。 柯 克 斯 (Clifford Cock， 生 于 1950 年 ) 克利 福 德 ， 柯 克 斯 出 生 于 英国 

， 某 郡 ， 是 一 个 有 才华 的 数学 学 生 。1968 年 他 赢得 了 国际 数学 奥林匹克 竞赛 银牌 。 柯 克 
斯 在 剑桥 大 学 国王 学 院 上 学 ， 主 修 数 学 。 他 还 在 牛津 大 学 工作 了 很 短 的 时 间 研 究 数 
论 。1973 年 ， 他 决定 放弃 他 的 研究 生 学 业 ， 而 在 英国 情报 部 门 的 政府 通信 总 部 
(Government Communication Headquarter，GCHQ) 从 事 数 学 方面 的 工作 。 加 入 
GCHQ 的 两 个 月 后 ， 柯 克 斯 从 詹姆斯 ， 埃 利 斯 撰写 的 GCHQ 内 部 报告 了 解 到 公共 密 
钥 加 密 系统 。 柯 克 斯 利用 他 的 数论 知识 发 明了 现在 称 为 RSA 的 密码 系统 。 他 很 快 就 
意识 到 公共 密 钥 加密 系 统 可 以 基于 两 个 大 素数 相 乘 其 逆 过 程 的 难度 。1997 年 ， 他 被 允许 披露 已 解密 的 
GCHQ 内 部 文件 ， 其 中 描述 了 其 发 现 。 柯 克 斯 以 其 发 明基 于 安全 身份 的 加 密 模式 而 闻名 ， 该 模式 使 用 用 
户 的 身份 信息 作为 公 钥 。2001 年 柯 克 斯 成 为 GCHQ 英国 情报 中 心 的 首席 数学 家 。 他 还 成 立 了 海尔 布 隆 
数学 研究 所 (Heilbronn Institute for Mathematical Research)， 这 是 GCHQ 和 布 里 斯 托 尔 大 学 之 间 的 一 种 
伙伴 关系 。 





罗 纳 德 . 李维斯 特 (Ronald Rivest， 生 于 1948 年 ) 1969 年 罗 纳 德 。 李维斯 特 获 
得 耶鲁 大 学 学 士 学 位 ，1974 年 他 获得 斯 坦 福 大 学 计算 机 科学 博士 学 位 。 李 维 斯 特 是 麻 
省 理工 学 院 计算 机 科学 教授 ， 也 是 RSA 数据 安全 公司 的 合作 创始 人 ， 该 公司 拥有 他 
与 沙 米尔 和 阿 德 曼 一 起 发 明 的 RSA 密码 系统 的 专利 。 李 维 斯 特 的 研究 领域 除了 密码 
学 外 , 还 有 机 器 学 习 、VLSI 设计 和 计算 机 算法 。 他 是 一 本 流行 的 算法 教材 
([CoLeRiSt09]) 的 作者 之 一 。 





阿迪 。… 沙 米尔 (Adi Shamir， 生 于 1952 年 ) ”阿迪 。 沙 米尔 出 生 在 以 色 列 特 拉 维 
夫 。 他 的 学 士 学 位 是 在 特拉维夫 大 学 (1972 年 ) 完 成 的 ， 而 博士 学 位 则 是 在 魏 茨 曼 科 学 
研究 院 (1977 年 ) 完 成 的 。 沙 米尔 曾 任 Warwick 大 学 的 助理 研究 员 和 麻 省 理工 学 院 的 
助理 教授 。 他 现在 是 魏 茨 曼 研究 院 应 用 数学 系 的 教授 ， 并 领导 一 个 计算 机 安全 研究 小 
组 。 沙 米尔 对 密码 学 的 贡献 除了 RSA 外 ， 还 有 破解 背包 密码 系统 、 数 据 加 密 标准 
(DES) 的 密码 学 分 析 ， 以 及 许多 密码 协议 的 设计 。 


伦 纳 德 . 阿 德 曼 (Leonard Adleman， 生 于 1945 年 ) ” 伦 纳 德 * 阿 德 曼 出 生 在 加 州 
的 旧金山 。 他 在 加 州 大 学 伯克利 分 校 获得 数学 学 士 学 位 (1968 年 ) 和 计算 机 科学 博士 学 
位 (1976 年 )。1976 一 1880 年 阿 德 曼 是 麻 省 理工 学 院 数学 系 教员 之 一 ， 那 里 他 是 RSA 
密码 系统 共同 发 明 人 ， 而 1980 年 他 在 南 加 州 大 学 (USC) 计 算 机 科学 系 任职 。1985 年 
他 在 USC 获得 有 头衔 的 职位 (Henry Salvatori 教授 ) 。 阿 德 曼 主要 研究 计算 机 安全 、 
计算 复杂 度 、 免 疫 学 和 分 子 生 物 学 。 他 发 明了 “计算 机 病毒 ”这 个 术语 。 最 近 阿 德 曼 对 
DNA 计算 的 研究 工作 引发 了 人 们 极 大 的 兴趣 。 他 是 电影 4 偷窥 者 》(Sneakers) 的 技术 顾 
问 ， 影 片 中 计算 机 安全 扮演 了 重要 角色 。 
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先 将 每 个 明文 字母 翻译 成 两 位 数 ， 正 如 在 移 位 密码 中 所 做 的 翻译 ， 只 有 一 点 不 同 。 即 对 于 字母 
A 到 丁 增加 开始 的 0， 所 以 A 被 翻译 为 00，B 为 01，…, J 为 09。 然 后 ,将 这 些 两 位 数 连接 起 
来 构成 数字 串 。 接 下 来 ， 将 这 个 串 再 分 成 2N 位 数字 等 长 的 分 组 ， 这 里 2N 是 一 个 大 偶数 使 得 
2N 位 数字 的 整数 2525…25 不 超过 n。( 必 要 时 ， 可 以 在 明文 消息 后 填充 无 意义 的 X 使 得 最 后 
一 组 的 大 小 和 其 他 分 组 一 样 。) 

经 过 这 些 步骤 ， 我 们 已 经 将 明文 消息 M 翻译 成 了 一 个 整数 序列 mi; ，m; ，…，m， 上 为 整 
数 。 加 密 过 程 是 将 每 个 分 组 m; 转换 成 密 文 分 组 c;。 这 由 下 列 函 数 实现 

C= M modn 

(为 了 执行 加 密 ， 可 以 使 用 快速 模 指 数 算法 ， 如 4. 2 节 的 算法 5。) 所 得 加 密 后 的 消息 依然 是 数 的 
分 组 形式 ， 并 发 送 给 预期 的 接收 者 。 因 为 RSA 密码 系统 将 字符 分 组 加 密 成 字符 分 组 ， 所 以 这 
是 一 种 分 组 密码 。 

例 8 说 明 RSA 加 密 是 怎样 进行 的 。 为 了 方便 实际 操作 ， 我 们 在 例 8 中 选用 小 素数 p 和 g， 
而 不 是 200 多 位 的 大 素数 。 尽 管 例 8 中 描述 的 密码 并 不 安全 ， 但 可 以 解释 RSA 密码 中 使 用 的 
技术 。 

例 8 用 RSA 密码 系统 及 密 钥 (2537，13) 为 消息 STOP 加 密 。 注 意 2537= 二 43， 59，p 二 43 
和 gq 二 59 是 素数 ， 并 且 

gcd(e,(p—1)(g—1)) 一 gcd(13,42。58) 一] 

解 ”为 了 加 密 ， 先 把 STOP 的 字母 翻译 成 等 价 的 数字 。 然 后 按 4 位 数字 一 组 对 这 些 数 字 分 

组 (因为 2525<2537<252 525) ， 得 到 
1819 1415 
用 下 面 的 映射 对 每 组 加 密 
C= Mi mod 2537 

用 快速 模 乘 法 计算 ， 可 得 1819” mod 2537 二 2081 及 1415”mod 2537 一 2182。 加 密 后 的 消息 为 
2081 2182。 4 


4.6.6 RSA 解密 

当 已 知 解密 密 钥 & 就 是 e 模 (p 一 1)(g 一 1) 的 逆 时 ， 就 可 以 很 快 地 从 密 文 消息 恢复 出 明文 消 
息 。[ 由 于 gcdl(e，(p 一 1)(g 一 1) 二 1， 所 以 道 存在 ,j] 为 了 说 明 这 一 点 ， 注 意 如 果 de 圭 1(mod 
(p 一 1)(g 一 1))， 则 有 整数 使 得 de 二 1 十 k(p 一 1)(g 一 1)。 由 此 可 知 

C= MM MVD (mod n) 
根据 费 马 小 定理 [假定 gcd(M，p) 二 gcd(M，g) 二 1， 这 一 关系 只 有 在 极 罕见 的 情况 不 成 立 ， 在 
练习 28 中 会 论 及 ]， 可 得 M 三 1(mod p) 及 M"' 二 1(mod g)。 因 此 ， 

C=M. CVD 三 M 1 三 Mmod p) 
且 

C=M. (M)* Y=M.1=M(mod 9g) 
由 于 gcd( 力 ，g) 天 1， 所 以 由 中 国 剩 余 定理 可 得 

C< = M(mod pg) 

例 9 说 明 怎 样 解密 由 RSA 密码 系统 发 送 的 消息 。 

例 9 收 到 的 加 密 消 信和 是 0981 0461。 如 果 这 是 用 例 8 中 的 RSA 密码 加 密 的 ， 解 密 后 的 消 
信息 是 什么 ? 

解 该 消息 是 用 RSA 密码 系统 以 z 一 43。59 和 指数 13 加 密 的 。 如 4.4 节 练习 2 所 证 明 的 ， 
d= 二 937 是 13 模 42. 58 王 2436 的 道 。 可 以 利用 937 作为 解密 指数 。 因 此 ， 要 解密 数字 分 组 C， 
需要 计算 

M = C’” mod 2537 
为 解密 该 消息 ， 利 用 快速 模 指 数 算法 计算 0981”” mod 2537 王 0704 及 0461"7 mod 2537 一 1115。 
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因此 ， 原 始 消 息 的 数字 形式 是 0704 1115。 翻 译 成 英文 字母 ， 可 知 消 信 息 是 HELP。 本 


4.6.7 用 RSA 作为 公 钥 系统 

为 什么 RSA 密码 系统 适合 作为 公 钥 密码 系统 呢 ? 首先 ， 通 过 寻找 两 个 各 有 200 多 位 的 大 
素数 p 和 gq， 再 寻找 一 个 与 (p 一 1)(g 一 1) 互 素 的 整数 。， 就 可 以 迅速 构造 一 个 公 钥 。 当 知道 模 
数 的 因子 分 解 ， 即 知道 素数 p 和 9g 时 ， 我 们 就 可 以 迅速 找到 ee 模 (p 一 1)(g 一 1) 的 逆 4。[ 这 可 
以 利用 欧 几 里 得 算法 寻找 4d 和 (p 一 1)(g 一 1) 的 贝 祖 系数 ;和 zt 来 完成 ， 这 表明 d 模 (p 一 1)(g 一 
1]) 的 逆 是 s mod(p 一 1)(g 一 1) 。] 有 了 4 就 使 得 我 们 可 以 解密 用 加 密 密 钥 发 送 的 消息 。 可 是 ， 没 
有 一 种 已 知 的 解密 方法 不 是 基于 寻找 nn 的 因子 分 解 式 的 ， 或 者 说 也 不 导致 n 的 因子 分 解 。 

因子 分 解 被 认为 是 一 个 困难 的 问题 ， 与 之 相反 的 是 寻找 大 素数 p 和 g， 这 可 以 迅速 完成 。 
迄今 为 止 (截至 2010 年 ) 已 知 最 有 效 的 因子 分 解 方法 需要 数 十 亿 年 才能 分 解 400 位 的 整数 。 因 
此 ， 当 和 9 都 是 200 位 的 素数 时 ， 我 们 相信 采用 n= pq 为 模 加 密 的 消息 不 可 能 在 合理 的 时 间 
内 被 解密 ， 除 非 已 知 素数 p 和 4g。 

尽管 没有 已 知 的 多 项 式 时 间 算 法 来 实现 大 整数 因子 分 解 ， 但 人 们 正在 积极 研究 以 求 发 现 能 
有 效 分 解 整数 的 新 方法 。 几 年 以 前 还 被 认为 由 于 太 大 而 不 可 能 在 合理 的 时 间 内 因子 分 解 的 整 
数 ， 现 在 做 因子 分 解 已 经 成 为 例 行 常 事 了 。 超 过 150 位 ， 甚 至 一 些 超过 200 位 的 整数 ， 已 经 可 
以 在 团队 努力 下 被 因子 分 解 了 。 当 新 的 分 解 技术 问世 时 ， 就 必须 使 用 更 大 的 素数 以 确保 消息 安 
全 。 不 幸 的 是 ， 先 前 认为 安全 的 消息 可 能 被 非 预期 接收 者 所 保存 ， 并 在 稍 后 当 RSA 加 密 所 用 
密 钥 中 的 nn 二 pg 的 因子 分 解 变 得 可 行 时 而 得 以 解密 。 

RSA 方法 现在 得 到 了 广泛 使 用 。 可 是 ， 最 常用 的 密码 系统 仍 是 私 钥 密 码 系 统 。 借 助 RSA 
系统 ， 公 钥 密 码 系统 的 使 用 也 在 不 断 增 长 。 尽 管 如 此 ， 有 些 应 用 既 使 用 私 钥 又 使 用 公 钥 。 例 
如 ， 像 RSA 这 样 的 公 钥 系统 可 以 用 来 为 希望 通信 的 双方 分 发 私 钥 。 然 后 这 些 人 利用 私 钥 系 统 
来 为 消息 加 密 和 解密 。 


4. 6.8 密码 协议 

至 此 ， 我 们 已 经 展示 了 密码 学 如 何 可 以 使 得 消息 更 安全 。 可 是 ， 密 码 学 还 有 许多 其 他 重要 
的 应 用 。 其 中 就 有 密码 协议 (cryptographic protocol)， 这 是 两 方 或 多 方 为 了 达到 一 个 特定 的 安 
全 目标 而 进行 的 消息 交换 。 特 别 是 ， 我 们 将 证 明 密 码 学 如 何 能 让 双方 在 一 个 不 安全 的 通信 信道 
上 交换 密 钥 。 我 们 还 将 证 明 密码 学 可 以 用 来 发 送 签 名 的 秘密 消息 使 得 接收 者 能 确定 消息 来 自 声 
称 的 发 送 者 。 关 于 各 种 密码 协议 的 深入 讨论 读者 可 以 参考 [St05]。 

密 钥 交换 ”现在 讨论 在 双方 以 往 没 有 共享 过 任何 信息 的 情况 下 可 以 用 来 在 不 安全 的 通信 信 
道上 交换 密 钥 的 协议 。 生 成 一 个 双方 可 以 共享 的 密 钥 对 于 密码 学 的 很 多 应 用 都 非常 重要 。 例 
如 ， 两 个 人 为 了 要 用 私 钥 密码 系统 相互 发 送 秘密 消息 ， 他 们 就 需要 共享 一 个 公共 的 密 钥 。 我 们 
要 描述 的 协议 称 为 是 迪 菲 - 赫 尔 曼 密 钥 协商 协议 (Diffie<-Hellman key agreement protocol) ， 由 惠 
特 菲 尔 德 ， 迪 菲 和 马丁 ， 替 尔 曼 的 名 字 命名 ， 他 们 在 1976 年 描述 了 该 协议 。 可 是 ， 这 个 协议 
早 在 1974 年 就 由 为 英国 GCHQ 秘密 工作 的 马尔 科 姆 威廉 姆 森 (Malcolm Williamson) 发 明 。 
直到 1997 年 他 的 发 现 才 公 之 于 世 。 

假设 Alice 和 Bob 希望 共享 一 个 公共 密 钥 。 该 协议 有 以 下 步 又， 其 中 的 计算 在 Z 中 进行 。 

1) Alice 和 Bob 同意 使 用 一 个 素数 p 和 的 一 个 原 根 a。 

2) Alice 选择 一 个 秘密 整数 & ， 并 将 a mod p 发 送 给 Bob。 

3)Bob 选择 一 个 秘密 整数 &;， 并 将 a* mod p 发 送 给 Alice。 

4) Alice 计算 (a*)“mod p。 

5)Bob 计算 (a%)*mod p。 

在 协议 的 最 后 ，Alice 和 Bob 已 经 计算 了 他 们 共享 的 密 钥 ， 即 
(aa 和) mod p= (an)*modp 


为 了 分 析 这 个 协议 的 安全 性 ， 注 意 在 1)、2) 和 3) 步 又 中 并 不 假定 是 安全 发 送 的 。 我 们 甚 
至 可 以 假设 这 些 通信 和 是 明文 的 ， 且 其 内 容 也 是 公开 的 信息 。 所 以 ，p、a、a* mod p 和 a“* mod p 
都 可 以 假设 为 公开 的 信息 。 协 议 确保 如、ks 以 及 公共 密 钥 (a*)*mod p= 二 (a*)*mod p 是 保密 
的 。 要 从 这 个 公开 信息 中 找 出 秘密 信息 就 要 求 对 手 能 够 求解 离散 对 数 问题 的 实例 ， 因 为 对 手 需 
要 从 ah mod p 和 a*mod p 中 分 别 找 出 &， 和 ,。 再 者 ,已 知 没有 其 他 方法 可 以 从 这 些 公开 信息 
中 找 出 共享 密 钥 。 我 们 已 经 注意 到 当 p 和 a 足够 大 时 从 计算 角度 来 说 这 被 认为 是 不 可 行 的 。 以 
现 有 的 计算 能 力 来 看 ， 当 p 超过 300 位 十 进 制 数字 而 有 和 又 各 有 超过 100 位 的 十 进 制 数 字 
时 ， 这 个 系统 被 认为 是 不 可 破解 的 。 

数字 签名 ”密码 学 不 仅 可 以 用 来 确保 消息 的 保密 性 ， 还 可 以 用 来 使 得 消息 的 接收 者 知道 消 
息 来 自 那个 该 来 自 的 人 。 我 们 首先 证 明 如 何 发 送 一 个 消息 使 得 消息 的 接收 者 能 够 肯定 消息 来 自 
于 声称 该 消息 的 发 送 者 。 特 别 是 ， 我 们 可 以 证 明 这 个 可 以 利用 RSA 密码 系统 对 消息 施加 数字 
签名 来 完成 。 

假设 Alice 的 RSA 公 钥 是 (n，e) 而 她 的 私 钥 是 4。Alice 用 加 密 函 数 Eu (zx) = 二 x mod n 加 
密 明 文 消息 zx。 她 用 解密 函数 Do (zx) 王 zx” mod n 解密 密 文 消息 y。Alice 想 要 发 送 消息 M 使 得 
每 个 收 到 该 消息 的 人 都 知道 来 自 于 她 。 就 像 RSA 加 密 一 样 ， 她 将 字母 翻译 成 对 应 的 数值 并 将 
所 得 的 串 分 割 成 分 组 m，m:;，…，m 使 得 每 个 分 组 具有 相同 大 小 ， 并 且 其 大 小 在 满足 
0 之 m; 志 n 时 尽 可 能 大 ,i 二 1，2，…，k。 然 后 她 针对 每 个 分 组 应 用 她 的 解密 函数 D,,,,， 得 到 
D,,.(m;)，i 二 1]，2，…，k。 她 将 结果 发 送 给 所 有 预期 的 消息 接收 者 。 

当 接收 者 收 到 她 的 消息 时 ， 他 们 针对 每 个 分 组 应 用 Alice 的 加 密 函 数 E,,, ， 因 为 Alice 的 
密 钥 (n，e) 是 公开 信息 ， 所 以 每 个 人 都 有 。 因 为 Eu CD。 (Cz)) 一 z， 所 以 结果 就 是 原始 的 明 
文 消息 。 所 以 ，Alice 可 以 将 她 的 消息 发 送 给 她 愿意 给 的 许多 人 ， 并 用 这 种 方式 签名 ， 每 个 接 
收 者 可 以 确信 它 来 自 于 Alice。 例 10 解释 这 个 协议 。 

例 10 假设 Alice 的 RSA 公 钥 和 例 8 中 的 一 样 。 即 "一 2537 一 43。59 和 e 王 13。 她 的 解密 
密 钥 是 4 王 937， 如 例 9 所 示 。 她 想 发 送 消息 *MEET AT NOON” 给 她 朋友 使 得 他 们 能 确信 消息 
来 自 于 她 。 她 该 如 何 发 送 ? 

解 Alice 首先 将 消息 翻译 成 数字 分 组 ， 得 到 1204 0419 0019 1314 1413( 读 者 自行 检验 ) 。 
然后 她 对 每 个 分 组 应 用 她 的 解密 变换 Dzss1,13, (xz) = 二 zx” mod 2537。 利 用 快速 模 指数 算法 (可 借 
助 于 计算 机 )， 她 得 出 1204”? mod 2537 一 817，419” mod 2537 二 555，19”? mod 2537 一 1310， 
1314”? mod 2537 一 2173 和 1413”? mod 2537 一 1026 。 

所 以 ， 她 发 送 的 消息 分 成 分 组 就 是 0817 0555 1310 2173 1026。 当 她 的 朋友 收 到 该 消息 时 ， 
他 们 针对 每 个 分 组 应 用 她 的 加 密 变换 Ezss1,1s,。 这 样 做 之 后 ， 他 们 获得 原始 消息 的 数字 分 组 ， 
然后 再 翻译 回 英文 字母 。 4 

我 们 已 经 展示 了 可 以 利用 RSA 密码 系统 发 送 签名 消息 。 我 们 还 可 以 进一步 发 送 签名 的 秘 
密 消息 。 为 此 ， 发 送 者 首先 用 自己 的 解密 变换 加 密 分 组 ， 再 用 一 个 预期 接收 者 公开 的 加 密 密 钥 
对 这 些 分 组 进行 RSA 加 密 。 接 收 者 首先 应 用 他 的 私有 解密 变换 ， 然 后 再 应 用 发 送 者 的 公开 的 
加 密 变换 。( 练 习 32 要 求实 现 该 协议 。) 


练习 
1. 试 通过 把 字母 翻译 成 数字 ， 再 应 用 给 定 的 加 密 函 数 ， 再 将 数字 翻译 回 字 和 母 来 加 密 消息 DO NOT 
PAAS GO。 
a)f(p)= 二 (p 十 3)mod 26( 恺 撤 密 码 ) b) f(p)= (p+13)mod 26 ce)F(zb) 一 (32 十 7)mod 26 
2. 试 通过 把 字母 翻译 成 数字 ， 再 应 用 给 定 的 加 密 函 数 ， 再 将 数字 翻译 回 字 母 ， 来 加 密 消 息 STOP 
POLLUTION。 
a)f(p)=(p+4)mod 26 b)f(p)= (p+21)mod 26 fp)=(17p+22)mod 26 
3. 试 通过 把 字母 翻译 成 数字 ， 再 应 用 给 定 的 加 密 函 数 ， 再 将 数字 翻译 回 字母 来 加 密 消 息 WATCH YOUR 
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STEP。 
a) f(p)= (p+14)mod 26 b) jb) 一 (14p 十 21)mod 26 © f(p)=(—7p+1)mod 26 


. 试 解密 下 列 用 恺 撤 密码 加 密 的 消息 。 


a)EOXH MHDQV bYWHVW WRGDB cHDW GLP VXP 


. 试 解密 下 列 用 移 位 密码 f(p) 二 (p 十 10)mod 26 加 密 的 消息 。 


a)CEBBOXNOB XYG b)LO WI PBSOXN cDSWO PYB PEX 


. 假设 当 一 个 很 长 的 文本 串 是 用 移 位 密码 f(p) 二 (p 十 k)mod 26 加 密 的 ， 在 密 文中 最 常 出 现 的 字母 是 X。 


假设 文本 中 字母 的 分 布 具 有 典型 的 英文 文本 特性 , & 最 有 可 能 的 值 是 多 少 ? 


. 假设 当 英 文 文本 串 是 用 移 位 密码 f(p) 二 (pp 十 有 &) mod 26 加 密 的 ， 结果 密 文 是 DY CVOOZ 


ZOBMRKXMO DY NBOKW。 请 问 原始 明文 串 是 什么 ? 


, 假设 密 文 DVE CFMV KF NFEUVI，REU KYRK ZJ KYV JVVU FW JTZVETYV 是 用 移 位 密码 对 明文 


消息 加 密 而 成 的 。 请 问 原始 明文 是 什么 ? 


. 假设 密 文 ERC WYJJIMGMIRXPC EHZERGIH XIGLRSPSKC MW MRHMWXMRKYMWLEFPI JVSQ 


QEKMG 是 用 移 位 密码 对 明文 消息 加 密 而 成 的 。 请 问 原始 明文 是 什么 ? 


. 判断 是 否 存 在 这 样 一 个 密 钥 使 得 移 位 密码 的 加 密 函 数 和 解密 函数 相同 。 

.如果 一 个 仿 而 密码 的 加 密 函 数 是 c 二 (15p 十 13)mod 26， 请 问 其 解密 函数 是 什么 ? 

,. 找 出 仿 射 密码 的 所 有 整数 对 (a，5) 使 得 其 加 密 函 数 c 一 (az 十 2)mod 26 与 相应 的 解密 函数 相同 。 

. 假设 用 仿 射 密码 f(p) 二 (ap 十 5b)mod 26 加 密 明文 产生 的 一 个 长 密 文中 最 常 出 现 和 次 常 出 现 的 字母 分 


别 是 Z 和 JJ。 请 问 a 和 2 的 值 最 有 可 能 是 什么 ? 


. 采用 5 个 字母 的 分 组 以 及 基于 {1，2，3，4，5} 上 的 置换 o 的 换 位 密码 对 消息 GRIZZLY BEARS 进行 


加 密 ， 其 中 cx(1) 王 3，c(2) 王 5，c(3) 王 1，c(4) 一 2 和 o(5) 二 4。 这 个 练习 中 需要 时 用 字母 X 填充 最 后 
一 个 少 于 5 个 字母 的 分 组 。 


. 试 解密 由 4 个 字母 的 分 组 和 基于 {1，2，3，4)} 上 的 置换 o 的 换 位 密码 加 密 明 文 消 息 产生 的 密 文 消息 


EABW EFRO ATMR ASIN, 其 中 0o(1)=3, o(2) 二 1, ao(3) 二 4 和 ol(4) 二 2。 


. 假设 你 知道 密 文 是 由 换 位 密码 加 密 明 文 产生 的 。 你 会 如 何 去 破 解 它 ? 
. 假设 你 截获 了 一 则 密 文 消 息 ， 并 且 当 你 在 判定 这 则 消息 中 的 字母 频率 时 ， 发 现 频 率 和 英文 文本 的 字 


母 频率 类 似 。 你 会 怀疑 这 里 使 用 了 哪 种 密码 ? 
维 吉 尼 亚 密 码 (Vigenére cipher) 是 分 组 密码 ， 密 钥 是 一 字母 串 ， 其 对 应 的 数值 是 ko…k。， 这 里 ;EE 


Zzo，i 二 1，2，…，m。 假 设 明文 分 组 中 字母 对 应 的 数值 是 pips… pan。 密 文 分 组 对 应 的 数值 是 
(pi 十 ki1)mod 26(ps 十 ks)mod 26…(pn 十 &,)mod 26。 最 后 翻译 回 字 母 。 例 如 ， 假 设 密 钥 是 RED， 其 数值 


为 
密 


17 4 3。 明 文 是 ORANGE， 其 数值 为 14 17 00 13 06 04， 首 先 分 成 两 组 14 17 00 和 13 06 04， 然 后 再 加 


。 对 每 个 分 组 中 的 第 一 个 字母 移 17 位 ,第 二 个 4 位 ,第 三 个 3 位 。 我 们 得 到 05 21 03 和 04 10 07。 密 


文 就 是 FVDEKH. 


18. 
19. 


20. 


23. 


24. 


利用 维 吉 尼 亚 密码 以 及 密 钥 BLUE 加 密 消息 SNOWFALL。 

利用 维 吉 尼 亚 密码 以 及 密 钥 HOT 加 密 明 文 消息 所 生成 的 密 文 是 OIKYWVHBX。 请 问 明文 消息 是 
什么 ? 

试 将 维 吉 尼 亚 密码 表述 为 密码 系统 。 

为 了 在 没有 密 钥 的 情况 下 破解 维 吉 尼 亚 密码 ， 从 密 文 消息 中 恢复 出 明文 消息 ， 首 先 要 找 出 密 钥 的 长 


。 其 次 通过 判定 相应 的 移 位 来 找 出 密 钥 的 每 个 字符 。 练 习 21 和 22 就 涉及 这 两 方面 。 
. 假设 当 一 个 很 长 的 文本 串 用 维 吉 尼 亚 密码 加 密 时 ， 在 密 文 的 不 同位 置 开 始 可 以 找到 相同 的 串 。 试 解 


释 这 个 信息 如 何 能 有 助 于 确定 密 钥 的 长 度 。 


. 一 旦 已 知 维 吉 尼 亚 密码 的 密 钥 长 度 ， 试 解释 如 何 确定 其 每 个 字符 。 假 设 明文 足 够 长 ， 这 样 其 字母 的 


频率 合理 地 接近 典型 英文 文本 中 的 字母 频率 。 

证 明 当 我 们 知道 n 是 两 个 素数 pz 和 9 的 乘积 ， 并 且 知 道 (p 一 1)(g 一 1) 的 值 时 ， 就 可 以 很 容易 地 分 解 
的 因子 。 

在 练习 24 一 27 中 首先 无 需 计 算 模 指数 而 直接 表达 你 的 答案 。 然 后 借助 于 计算 工具 执行 这 些 计算 。 
利用 RSA 系统 加 密 消息 ATTACK， 其 中 n 二 43，59 且 e 二 13， 如 例 8 所 示 ， 将 每 个 字母 翻译 成 整数 ， 


再 按 整数 对 分 组 。 
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25. 利用 RSA 系统 加 密 消 息 UPLOAD， 其 中 n= 二 53， 61 且 e 王 17， 如 例 8 所 示 ， 将 每 个 字母 翻译 成 整数 ， 
再 按 整 数 对 分 组 。 

26. 如 果 采 用 RSA 系统 以 及 z 一 53 "61 且 e 王 17 加密 的 消息 是 3185 2038 2460 2550， 则 原始 消息 是 什么 ? 
(为 了 解密 ， 首 先 找 出 解密 指数 &， 这 是 e 二 17 模 52， 60 的 道 .) 

27. 如 果 采 用 RSA 系统 以 及 n= 二 43，59 且 e 王 13 加 密 的 消息 是 0667 1947 0671， 则 原始 消息 是 什么 ? (为 
了 解密 ， 首 先 找 出 解密 指数 4， 这 是 e= 二 13 模 42。58 的 道 .) 

28. 假设 (n，e) 是 RSA 的 加 密 密 钥 ,nn 二 pg， 这 里 p 和 4g 是 大 素数 且 gcd(e，(p 一 1)(g 一 1)) 二 1。 再 者 ， 
假设 4 是 e 模 (p 一 1)(g 一 1) 的 道 。 假设 C 寺 Mr (mod pq)。 在 正文 中 我 们 证 明了 当 gcd(M，pg) 二 1 时 
RSA 解密 函数 ， 即 同 余 式 C* 三 M(mod pg) 成 立 。 证明 解 密 同 余 式 当 gcd(M，pg) 放 1 时 也 成 立 。[ 提 
示 : 利用 模 p 和 模 g 的 同 余 式 ， 应 用 中 国 剩余 定理 。] 

29. 试 描述 当 Alice 和 Bob 利用 迪 菲 - 赫 尔 曼 密 钥 交 换 协 议 来 生成 一 个 共享 密 钥 时 的 步骤 。 假 设 采用 素数 
p= 二 23，a 二 5， 即 23 的 一 个 原 根 ， 并 且 Alice 选择 = 二 8 而 Bob 选择 k= 二 5。( 可 以 需要 借助 于 计算 
工具 。) 

30. 试 描述 当 Alice 和 Bob 利用 迪 菲 _ 替 尔 曼 密 钥 交换 协议 来 生成 _- 个 共享 密 钥 时 的 步 又。 假设 采用 素数 
p 二 101， a 二 2， 即 101 的 一 个 原 根 ， 并 且 Alice 选择 二 7 而 Bob 选择 ks 二 9。( 可 以 需要 借助 于 计算 
EL 
在 练习 31 一 32 中 假设 Alice 和 Bob 拥有 公 钥 和 相应 的 私 钥 : (zaice ，eAtce ) 一 (2867，7) 一 (61，47， 

7) ，awAie 王 1183.- 和 (za ，ea) 一 (3127，21) 一 (59。53，21)，daaw 一 1149。 首 先 不 做 计算 写 出 你 的 答案 。 

然后 ， 可 能 的 话 利用 计算 工具 执行 计算 以 获得 数字 答案 。 

31. Alice 想 要 给 她 所 有 朋友 包括 Bob 发 送 消 息 “SELL EVERYTHING” 以 便 他 知道 是 她 发 送 的 。 假 设 她 
利用 RSA 密码 系统 在 消息 上 签名 ， 她 应 该 给 她 的 朋友 发 送 什么 ? 

32. Alice 想 要 给 Bob 发 送 消息 “BUY NOW” 以 便 他 知道 是 她 发 送 的 并 且 只 有 Bob 能 够 阅读 。 假 设 她 在 消 
息 上 签名 并 利用 Bob 的 公 钥 加 密 ， 她 应 该 给 Bob 发 送 什么 ? 

33. 我 们 现在 描述 采用 私 钥 密码 学 的 一 个 基本 密 钥 交换 协议 ， 许多 复 复杂 的 密 角 交换 协议 都 基于 此 ， 协 
议 中 的 加 密 是 采用 被 认为 是 安全 的 私 钥 密码 系统 (如 AES) 完 成 的 。 协 议 涉及 三 方 ，Alice 和 Bob、 他 
们 希望 交换 的 密 铀 ， 以 及 一 个 可 信 的 第 三 方 Cathy。 假 设 Alice 拥有 只 有 她 和 Cathy 知道 的 密 钥 &Aiee， 
而 Bob 拥有 只 有 他 和 Cathy 知道 的 密 钥 ea 。 协 议 分 三 个 步骤 : 

(DAlice 给 可 信 的 第 三 方 Cathy 发 送 一 则 用 Alice 的 密 钥 knice 加密 的 消息 “请 求 与 Bob 共享 一 个 密 钥 ”。 

(ii)Cathy 返回 Alice 一 个 密 钥 eaiease， 这 是 她 生成 并 用 密 钥 kaice 加 密 的 ， 接 着 发 送 同 一 个 密 钥 
RAie,Bob ， 这 次 是 用 Bob 的 密 钥 kpow 加 密 的 。 

(iii) Alice 给 Bob 发 送 密 铀 katice,goo。， 就 是 用 只 有 Bob 和 Cathy 知道 的 eaw 加 密 的 密 钥 。 

试 解释 为 什么 这 个 协议 允许 Alice 和 Bob 共享 只 有 他 们 和 Cathy 知道 的 私 钥 Raiice,sob 。 


关键 术语 和 结论 

术语 | 

aa 整除，adivides0): 存在 整数 c 使 得 6 二 ac。 

a 和 6b 模 m 同 余 (a and b are congruent modulo m: m divides a 一 b): m 整除 a 一 5。 

模 算术 (modular arithmetic) :以 一 个 整数 m 宇 2 为 模 数 所 做 的 计算 。 

素数 (prim): 大 于 1 且 恰 有 两 个 正 整 数 因子 的 整数 。 

合 数 (composite) : 大 于 1 又 不 是 素数 的 整数 。 

梅森 素数 (Mersenne prime) : 形 如 2? 一 1 的 素数 ， 其 中 p 为 素数 。 

gcd(Cae，pD)(a 和 6b 的 最 大 公约 数 ，greatest common divisor of a and g) : 能 整除 a 和 2 的 最 大 
整数 。 

互 素 整数 (relatively prime integers) : 满足 gcd(a， 5) 二 1 的 整数 a 和 6。。 

两 两 互 素 的 整数 (pairwise relatively prime integers) : 其 中 任何 两 个 整数 都 是 互 素 的 一 组 整数 。 

lcm(ae，p)(a 和 4b 的 最 小 公 倍 数 ，least common multiple of a and 50) : 能 被 a 和 2 整除 的 最 小 正 
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整数 。 

a mod 0: 当 整 数 a 除 以 正 整 数 5b 时 的 余数 。 

a 三 b(mod mm)(a 模 m 同 余 于 b，a is congruent to b modulo m): a 一 b 能 被 m 整除 。 

7 一 (Qiaili…aiao)s: n 的 5b 进 制 表示 。 

二 进 制 表示 (binary representation): 整数 以 2 为 基数 的 表示 。 

十 六 进 制 表 示 (octal representation) : 整数 以 16 为 基数 的 表示 。 

八进制 表示 (hexadecimal representation) : 整数 以 8 为 基数 的 表示 。 

a 和 6b 的 整 系数 线性 组 合 (linear combination of a and b with integer coefficients) ， 形 如 sc 十 万 的 
表达 式 ， 其 中 s 和 + 为 整数 。 

贝 祖 系 数 (Bézout coefficients of a and 5) : 使 得 贝 祖 恒等式 (Bézout identity) sa 十 16 二 gcd(a，) 成 
立 的 整数 * 和 t。 

Q& 模 浆 的 逆 (inverse of a modulo m): 使 得 下手 1Cmod xz) 成 立 的 整数 二。 

线性 同 余 方 程 (linear congruence) : 形 如 azx 夺 6b(mod m) 的 同 余 式 ， 其 中 z 为 整数 变量 。 

以 0 为 基数 的 伪 素 数 (pseudoprime to the base 5); 使 得 8"! 圭 1(mod nn) 成 立 的 合 数 ”。 

卡 米 切 尔 数 (Carmichael number) : 合 数 nn 使 得 对 所 有 满足 gcd(5，n)= 二 1 的 正 整 数 5，7 是 以 2 
为 基数 的 伪 素 数 。 

素数 户 的 原 根 (primitive root of a prime p): Z, 中 的 整数 r 使 得 每 个 不 能 被 bp 整除 的 整数 模 p 同 
余 r 的 一 个 究 次 。 

以 r+ 为 底 a 模 p 的 离散 对 数 (discrete logarithm of a to the baser modulo p): 满足 0 二 e 过 pp 一 1 使 
得 x' 志 a(mod p) 的 整数 e。 

加 密 (encryption) : 使 消息 成 为 秘密 的 过 程 。 

解密 (decryption) : 将 秘密 消息 还 原 到 它 原始 形式 的 过 程 。 

加 密 密 钥 (encryption key): 确定 选用 加 密 函 数 系 列 中 哪 一 个 的 值 。 

移 位 密码 (shift cipher): 将 明文 字母 p 加 密 成 (p 十 k)mod m 的 密码 ，& 为 整数 。 

仿 射 密码 (affine cipher); 将 明文 字母 p 加 密 成 (ap 十 5) mod m 的 密码 ，a 和 2 是 整数 且 满 
是 gcd(a，26) 二 1。 

字符 密码 (character cipher): 逐个 字符 加 密 的 密码 。 

分 组 密码 (block cipher) : 按 等 长 字符 分 组 加 密 的 密码 。 

密码 分 析 (crytanalysis) : 在 没有 加 密 方 法 的 知识 或 有 加 密 方 法 但 没有 密 钥 的 情况 下 ， 试 图 从 密 
文 恢 复出 明文 的 过 程 。 

密码 系统 (cryptosystem) : 一 个 五 元 组 (PP，C， 上 *，E，D)， 这 里 人 也 明文 消息 的 集合 ; C 是 密 文 
消息 的 集合 ，K 是 密 钥 的 集合 ，E 是 加 密 函 数 的 集合 ， 而 D 是 解密 函数 的 集合 。 

私 钥 加 密 (private key encryption) : 加 密 密 钥 和 人 解密 密 钥 均 须 保密 的 加 密 法 。 

公 和 钥 加 密 (public key encryption) : 加 密 密 钥 公开 ， 解 密 密 钥 保 密 的 加 密 法 。 

RSA 密码 系统 (RSA cryptosystem) : 密码 系统 ， 其 中 人 了 和 C 均 为 Ze ，KK 是 整数 对 二 (n，e) 的 集 
合 , n 二 pg，p 和 g 是 大 素数 ， 而 e。 是 正 整 数 ，E,(p) 二 p' mod n，Di(c) 二 cmod n,， 这 里 d 
是 e 模 (p 一 1)(g 一 1) 的 道 。 

密 钥 交换 协议 (key exchange protocol) : 用 来 为 双方 生成 共享 密 钥 的 协议 。 

数字 签名 (digital signature) : 接收 者 可 以 用 来 判定 消息 声称 的 发 送 者 确实 发 送 了 该 消息 的 一 种 
方法 。 

结论 

整除 算法 (division algorithm): 令 a 和 4 为 整数 ,4 为 正 整 数 。 则 存在 唯一 的 整数 g 和 xr， 满足 
0 过 r 过 dd 使 得 a 二 dg 十 7。 
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令 5 是 大 于 1 的 正 整 数 。 则 如 果 n 是 正 整数 ，n 就 能 唯一 表示 为 xz 一 aw 久 十 as 信 十 … 十 ap 十 an 
的 形式 。 

计算 整数 的 5 进 制 展开 式 的 算法 (参见 4. 2 节 算 法 1) 。 

整数 加 法 和 乘法 的 传统 算法 ( 见 4.2 节 )。 

模 指 数 算法 ( 见 4. 2 节 算 法 5) 。 

欧 几 里 得 算法 (Euclidean algorithm) : 通过 连续 使 用 除法 算法 求 最 大 公约 数 ( 参 见 4. 3 节 算 法 1) 。 

贝 祖 定理 (Bezout?s theorem) : 如 果 a 和 2 是 正 整 数 ， 则 gcdCae，b) 是 a 和 2 的 一 个 线性 组 合 。 

埃 拉 托 斯 特 尼 筛 法 (sieve of Eratosthenes) : 寻找 不 超过 指定 整数 ”的 所 有 素数 的 过 程 ， 如 4. 3 
节 所 述 。 

算术 基本 定理 (fundamental theorem of arithmetic): 每 个 正 整数 都 可 以 写成 素数 的 乘积 ， 其 中 
素 因 子 以 递增 序 排列 。 

如 果 a, 5 为 正 整数 ， 则 ab= 二 gcd(a,， 65)，1lcm(a, 5b)。 

如 果 m 是 正 整数 且 gcd(a，m) 二 1， 则 a 有 唯一 的 模 m 逆 。 

中 国 剩余 定理 (种 子 定理)(Chinese remainder theorem): 以 一 组 两 两 互 素 的 整数 为 模 的 线性 同 
余 方 程 组 在 以 模 数 之 积 为 模 的 意义 下 有 唯一 解 。 

费 马 小 定理 (Fermat’”s little theorem):; 如 果 p 为 素数 日 p la， 则 a! 圭 1(mod p)。 


复习 题 
1. 找 出 210 div 17 和 210 mod 17。 
2. a) 试 定义 a 和 65 模 7 同 余 是 什么 。 
b) 一 11， 一 8， 一 7， 一 1，0，3 和 17 中 哪些 整数 对 是 模 7 同 余 的 ? 
人 ©) 证明 如 果 a 和 28 模 7 同 余 ， 则 10a 十 13 和 一 42 十 20 也 是 模 7 同 余 的 。 
. 证 明 如 果 ai 三 2Cmod m) 目 c 寺 dl(mod m)， 则 a 十 c 圭 6 十 d(mod m)。 
. 试 描述 将 整数 的 十 进 制 ( 以 10 为 基数 的 ) 展 开 式 转换 成 十 六 进 制 展 开 式 的 过 程 。 
. 将 (1101 1001 0101 1011); 转换 成 八进制 和 十 六 进 制 表示 。 
. 将 (7206)。 和 (AOEB)ie 转 换 成 二 进 制 表示 。 
.叙述 算术 基本 定理 。 
. a) 描 述 寻 找 一 个 整数 的 素 因 子 分 解 式 的 过 程 。 
b) 用 这 一 过 程 找 出 80 707 的 素 因子 分 解 式 。 
9. a) 定 义 两 个 整数 的 最 大 公约 数 。 
b) 给 出 至 少 三 种 求 两 个 整数 最 大 公约 数 的 方法 。 每 种 方法 在 什么 情况 下 最 有 效 ? 
c) 求 1234567 和 7654321 的 最 大 公约 数 。 
d) 求 2235577?911 和 2?37557313 的 最 大 公约 数 。 
10. a) 如 何 求 两 个 整数 的 ( 整 系数 ) 线 性 组 合 ， 使 之 等 于 其 最 大 公约 数 ? 
b) 把 gcd(84，119) 表 达 为 84 和 119 的 线性 组 合 。 
11. a)Z 为 < 模 m 的 逆 是 什么 意思 ? 
b) 当 m 是正 整数 且 gcd(a，m) 二 1 时 ， 怎 样 求 a 模 m 的 逆 ? 
c) 求 7 模 19 的 道 。 
12. a) 当 gcd(a，m) 二 1 时 ， 怎 样 用 a 模 m 的 逆 求 解 线 性 同 余 方 程 az 硅 b(mod m)? 
b) 求 解 线性 同 余 方程 7z 硅 13(mod 19)。 
13. a) 叙 述 中 国 剩余 定理 。 
b) 求 同 余 方 程 组 x 圭 1(mod 4) ，z=2(mod 5) 和 zx 三 3(mod 7) 的 解 。 
14. 假定 2”! 圭 1(mod n) 。 寻 一定 是 素数 吗 ? 
15. 利用 费 马 小 定理 计算 9” mod 19 。 
16. 试 解释 如 何 找 出 10 位 数 的 ISBN 的 校 验 码 。 
17. 试用 移 位 密码 和 密 钥 二 13 加 密 消息 APPLES AND ORANGES。 


Yo mw 


基 关 


0 


18. 


19, 
20. 


a) 公 钥 和 私 钥 密码 系统 的 区 别 是 什么 ? 

b) 试 解释 为 什么 移 位 密码 是 私 钥 系统 。 

c) 试 解释 为 什么 RSA 密码 系统 是 公 钥 系统 。 

试 解释 RSA 密码 系统 中 加 密 和 解密 是 如 何 实现 的 。 

试 描述 双方 如 何 能 利用 迪 菲 - 赫 尔 曼 密 钥 交换 协议 共享 密 钥 。 


补充 练习 


1, 


汽车 里 程 表 的 最 高 读数 是 100 000 英里 。 当 里 程 表 读 数 是 43 179 英里 时 ， 现 在 的 车 主 买 了 该 车 。 现 在 
他 想 卖 掉 它 。 当 你 检查 车 况 时 ， 注 意 到 里 程 表 读数 是 89 697 英里 。 假 设 里 程 表 工 作 一 直 正 常 ， 关 于 该 
车 行驶 了 多 少 英里 能 得 出 什么 结论 ? 


. a) 试 解释 为 什么 z div 7 等 于 n 天 中 所 含 的 完整 的 星期 数 。 


b) 试 解释 为 什么 n div 24 等 于 nn 小 时 中 所 含 的 完整 的 天 数 。 


. 找 出 四 个 与 5 模 17 同 余 的 数 。 

. 证 明 如 果 a 和 4 为 正 整数 ， 则 存在 整数 g 和 7 使 得 a 二 dg 十 +r， 其 中 一 4/2<r<d/2。 

. 证 明 如 果 ac 志 bc(mod m)， 其 中 4a,， b,c 和 m 是 整数 且 x 宝 2,， d= 二 gcd(m，c)， 则 a 圭 b(mod m/4d)。 

. 证 明 两 个 奇数 的 平方 和 不 可 能 是 一 个 整数 的 平方 。 

.证 明 如 果 x 十 1 是 完全 数 ， 其 中 是 整数 ， 则 是 偶数 。 

.证明 方程 xz* 一 5y’ = 二 2 没有 工 和 y 的 整数 解 。[ 提 示 : 考虑 该 方程 模 5 的 情况 。] 

. 基于 二 进 制 展 开 式 设计 一 个 正 整 数 能 被 8 整除 的 整除 性 测试 。 

. 基于 二 进 制 展开 式 设 计 一 个 正 整 数 能 被 3 整除 的 整除 性 测试 。 

。 设计 一 个 算法 通过 连续 猜测 二 进 制 展开 式 中 的 每 位 来 猜测 一 个 1 和 2" 一 1 之 间 的 数 。 

. 在 通过 连续 猜测 二 进 制 展开 式 中 的 每 位 来 猜测 一 个 1 和 2" 一 1 之 间 的 数 的 过 程 中 ， 试 按 所 需 猜测 次 数 


确定 其 复杂 度 。 


. 证 明 一 个 整数 能 被 9 整除 当 且 仅 当 其 十 进 制 数字 之 和 能 被 9 整除 。 
. 证 明 如 果 a 和 65 是 正 无 理 数 使 得 1/4 十 1/5 二 1， 则 每 个 正 整数 都 可 以 唯一 表示 为 | ka 或 | kb ]， 其 中 


是 正 整数 。 


. 通过 证 明 Q,=z! 十 1 必定 有 大 于 的 素 因 子 ， 其 中 是 正 整 数 ， 从 而 证 明 存 在 无 限 多 个 素数 。 
. 试 找 出 一 个 正 整 数 使 得 Q. 王 n! 十 1 不 是 素数 。 
. 利用 犹 利克 雷 定理 ， 即 在 算术 级 数 ak 十 b 中 存在 无 限 多 个 素数 ， 其 中 gcd(a，6) 二 1， 证 明 存 在 无 限 


多 个 其 十 进 制 展开 式 最 后 一 位 是 1 的 素数 。 


. 证 明 如 果 是 一 个 正 整 数 使 得 n 的 因子 之 和 是 nn 十 1， 则 nn 是 素数 。 

,证明 每 个 大 于 11 的 整数 是 两 个 合 数 之 和 。 

. 试 找 出 五 个 最 小 的 连续 的 合 数 。 

. 证 明 哥 德 巴赫 猜想 ( 即 每 个 大 于 2 的 偶数 是 两 个 素数 之 和 ) 等 价 于 语句 每 个 大 于 5 的 整数 是 三 个 素数 


之 和 。 


. 试 找 出 以 7 开始 长 度 为 6 只 包含 素数 的 算术 级 数 。 
. 证 明 如 果 f(z) 是 整 系数 非常 量 多 项 式 ， 则 存在 整数 y 使 得 f(y) 是 合 数 。[ 提 示 : 假设 f(zo) 二 p 是 素 


数 。 证 明 p 整除 f(zo 十 kp) 对 所 有 成立。 从 而 得 到 与 下 列 事实 矛盾 ， 即 n 次 多 项 式 在 每 个 值 最 多 取 
nn 次 ， 其 中 二 1。] 


. 在 100w1 的 二 进 制 展开 式 中 尾部 有 多 少 个 0? 

。 用 欧 几 里 得 算法 求 10 233 和 33 341 的 最 大 公约 数 。 

. 用 欧 几 里 得 算法 求 gcd(144，233) 要 做 多 少 次 除法 ? 

,. 求 gcd(2n 十 1，3n 十 2)， 其 中 是 正 整 数 。[ 提 示 : 用 欧 几 里 得 算法 。] 

a) 证 明 如 果 a 和 为 正 整 数 ， 且 a 宇 5， 则 当 a=5 时 gcd(a， 外 二 a; 当 a 和 2 都 是 偶数 时 gcdCe，D) 二 


2gcdl(a/2，6/2); 当 a 为 偶数 5 为 奇数 时 gcdl(a，5) 二 gcd(a/2， 忠 ; 当 a 和 5 都 是 奇数 时 gcdCa，2) 王 
gcd(a—b, b)。 
b) 试 解释 如 何 利 用 a) 来 构造 一 个 算法 ， 不 用 除法 ， 只 用 二 进 制 展 开 式 的 比较 、 减 法 和 移 位 来 求 两 个 
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正 整数 的 最 大 公约 数 。 
c) 用 这 一 算法 求 gcd(1202，4848)。 
29. 改编 (4. 3 节 定 理 3) 存 在 无 限 多 个 素数 的 证 明 来 证 明 存 在 无 限 多 个 形 如 6k& 十 5 的 素数 ，& 一 1，2，…。 
30. 试 解释 为 什么 不 能 直接 改编 (4. 3 节 定 理 3) 存 在 无 限 多 个 素数 的 证 明 来 证 明 在 算术 级 数 3k 十 1 中 存在 
无 限 多 个 素数 ，& 一 1，2，…。 
31. 试 解释 为 什么 不 能 直接 改编 (4. 3 节 定 理 3) 存 在 无 限 多 个 素数 的 证 明 来 证 明 在 算术 级 数 4 十 1 中 存在 
无 限 多 个 素数 ，& 王 1，2，…。 
32. 证 明 如 果 正 整数 n 的 最 小 素 因 子 p 大 于 Yn， 则 n/p 是 素数 或 等 于 1。 
一 组 整数 称 为 是 互 素 的 (mutually relatively prime)， 如 果 其 最 大 公约 数 是 1。 
33. 判断 下 列 各 组 整数 是 否 是 互 素 的 。 
a)8，10，12 b)12，15，25 
e)15，21，28 d)21，24，28，32 
34. 找 一 组 4 个 互 素 的 整数 使 得 其 中 任何 两 个 都 不 是 互 素 的 。 
35. 哪些 正 整 数 能 使 得 六 十 4 是 素数 ? 
36. 证 明 同 余 方 程 组 x 三 2(mod 6) 和 zx 三 3Cmod 9) 无 解 。 
37. 找 出 同 余 方 程 组 x 硅 4(mod 6) 和 z=13(Cmod 15) 的 所 有 解 。 
38. a) 证 明 同 余 方 程 组 z 三 a1 (mod m1) 和 zx 三 as (mod ms) 有 解 当 且 仅 当 gcd(ma ，os ) | a 一 az 。 
b) 证 明 如 果 a) 中 方程 组 有 解 ， 则 解 在 模 lem(mi ，m) 下 是 唯一 的 。 
39. 证 明 对 于 每 个 非 负 整 数 n 有 30 整除 nn? 一 nn。 
40. 证 明 每 个 满足 gcd(z，35) 王 1 的 整数 nn 有 n" 一 1 可 被 35 整除 。 
41. 证 明 如 果 p 和 4g 是 不 同 的 素数 ， 则 p”' 十 gq?”' 寺 1(mod pq)。 
以 wmaz…az 开 始 的 JISBN-13 的 校 验 码 a 由 同 余 式 Cai 十 @; 十 … 十 @13) 十 ;(@z 十 a 十 … 十 a1s) 夺 0(mod 10) 


确定 。 

42. 试 判 定 下 列 13 位 数字 是 否 是 合法 的 ISBN-13。 
a)978-0-073-20679-1 b)978-0-45424-521-1 
c)978-3-16-148410-0 d)978-0-201-10179-9 


43. 试 证 明 ISBN-13 的 校 验 码 总 是 可 以 检测 出 单 错 。 
44. 试 证 明 存在 两 个 数字 的 换 位 错误 不 能 被 ISBN-13 检测 到 。 

路 由 号 码 (routing transit number，RTN) 是 美国 使 用 的 出 现在 支票 底部 的 一 个 银行 代码 。RTN 最 常 
见 的 形式 是 9 位 数字 ， 其 中 最 后 一 位 数字 是 校 验 码 。 如 果 di4d;…d， 是 合法 的 RTN， 则 同 余 式 3(4di 十 
ds 十 d;) 十 7(qds 十 ds 十 dg) 十 (ds 十 ds 十 ds) 硅 0(mod 10) 一 定 成 立 。 

45. 证 明 如 果 中心 …d 是 合法 的 RTN，, 则 ds==7(4di 十 di 十 d;) 十 3(ds 十 ds 十 de) 十 9(ds 十 ds )mod 10。 再 

者 ， 利 用 这 个 公式 寻找 一 个 合法 RTN 8 位 数字 11100002 后 面 的 校 验 码 。 

46. 证 明 RTN 的 校 验 码 能 够 检测 出 所 有 单 错 。 试 判断 RTN 校 验 码 能 检测 出 哪些 换 位 错 ， 不 能 检测 出 哪 

些 换 位 错 。 

47. 一 则 消息 加 密 后 是 LJMKG MGMXF QEXMW 。 如 果 它 是 用 仿 射 密码 f(p) 二 (7p 十 10)mod 26 加 密 

的 ， 请 问 原 始 消息 是 什么 ? 

自动 密 钥 密码 (autokey cipher) ， 其 中 明文 的 第 个 字母 移 位 数 由 密 钥 串 中 第 ”个 字母 的 等 效 数 值 决 
定 。 密 钥 串 以 一 个 种 子 字母 开始 ， 其 后 续 字 母 则 利用 或 者 明文 或 者 密 文 构成 。 当 使 用 明文 时 ， 密 钥 串 的 
每 个 字符 ， 第 一 个 除外 ， 是 明文 中 的 前 一 个 字母 。 当 使 用 密 文 时 ， 密 钥 串 后 续 的 每 个 字符 ， 第 一 个 除外 ， 
是 计算 至 此 所 得 密 文 的 前 一 个 字母 。 在 这 两 种 情况 下 ， 明 文 都 是 通过 移 位 加 密 的， 每 个 字符 移 位 数 是 密 


钥 串 相应 字符 对 应 的 数值 。 
48. 利用 自动 密 钥 密码 加 密 消 息 NOW IS THE TIME TO DECIDE( 忽 略 空格 ) ， 使 用 
a) 密 钥 串 是 种 子 和 加 明文 中 的 字母 。 b) 密 钥 串 是 种 子 X 加 密 文 中 的 字母 。 


49. 利用 自动 密 钥 密码 加 密 消息 THE DREAM OF REASON( 忽 略 空格 ) ， 使 用 
a) 密 钥 串 是 种 子 X 加 明文 中 的 字母 。 b) 密 钥 串 是 种 子 X 加 密 文 中 的 字母 。 
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计算 机 课题 
按 给 定 的 输入 与 输出 写 程序 。 


© Pan mW DN 


pt 
_- © 


和 
和 


jk 
a 


16. 
17. 


18. 


19, 
20. 
21. 
22. 


.给 定 整 数 n 和 5， 均 大 于 1， 求 这 个 整数 的 5b 进 制 展开 式 。 

.给 定 正 整 数 a, 5 和 m， 且 m1, 计算 a? mod m。 

. 给 定 一 个 正 整 数 ， 找 出 其 康 托 展 开 式 (参见 4. 2 节 练 习 48 前 的 导言 )。 

. 给 定 一 个 正 整 数 ， 利 用 试 除法 判断 其 是 否 为 素数 。 

.给 定 一 个 正 整 数 ， 找 出 其 素 因 子 分 解 式 。 

. 给 定 两 个 正 整数 ， 用 欧 几 里 得 算法 找 出 其 最 大 公约 数 。 

.给 定 两 个 正 整数 ， 找 出 其 最 小 公 售 数 。 

。 给 定 正 整数 ae 和 2， 找 出 a 和 2 的 贝 祖 系 数 * 和 +t。 

. 给 定 互 素 的 正 整数 a 和 65， 找 出 a 模 b5 的 逆 。 

. 给 定 nn 个 模 数 两 两 互 素 的 线性 同 余 式 ， 找 出 同 余 方程 组 的 以 这 些 模 数 乘积 为 模 的 解 。 
.给 定 正 整数 N、 模 数 m、 倍 数 a、 增 量 c 和 种 子 zx。， 其 中 0 过 a 二 m，0 壹 c 二 m，0 志 zo 二 m， 利 用 线性 


同 余生 成 器 z+1 二 (ax, 十 c)mod m 生成 一 列 N 个 伪 随 机 数 。 


. 给 定 一 组 标识 数 的 集合 ， 利 用 散 列 函 数 为 其 分 配 内 存 地 址 ， 这 里 共有 上 个 内 存 地 址 。 
， 当 给 定 ISBN-10 的 前 9 位 数字 时 计算 校 验 码 。 
给 定 一 则 消息 以 及 小 于 26 的 整数 上， 利用 移 位 密码 及 密 钥 上 加 密 该 消息 。 给 定 一 则 用 移 位 密码 及 密 


钥 上 加密 的 消息 ， 解 密 之 。 


. 给 定 一 则 消息 以 及 小 于 26 的 正 整数 。 和 2 ，gcd(ae，26) 王 1， 利 用 仿 射 密码 及 密 钥 Ca， 妃 加密 该 消息 。 


给 定 一 则 用 仿 射 密码 及 密 钥 (a，5) 加 密 的 消息 ， 首 先 寻 找 解密 密 钥 然后 应 用 适当 的 解密 函数 解密 该 
消息 。 

从 用 移 位 密码 对 明文 加 密 而 成 的 密 文中 找 出 原始 明文 。 利 用 密 文 中 字母 频率 统计 来 做 该 题 。 

通过 寻找 两 个 各 有 200 位 数字 的 素数 pp 和 g， 以 及 大 于 1 上 且 与 (p 一 1)(g 一 1) 互 素 的 整数 。 来 构造 一 个 
有 效 的 RSA 加 密 密 钥 。 

给 定 一 则 消息 和 整数 =pg， 其 中 p 和 4g 是 奇 素数 ， 以 及 大 于 1 且 与 (p 一 1) (9 一 1) 互 素 的 整数 e， 利 
用 RSA 密码 系统 及 密 钥 (n，e) 加 密 该 消息 。 

给 定 一 个 有 效 的 RSA 密 钥 (n，e)， 以 及 素数 p 和 g， 满 足 n=pgq， 找 出 相应 的 解密 密 钥 d，。 
给 定 一 则 用 RSA 密码 系统 及 密 钥 (nxn，e) 加 密 的 消息 ， 以 及 相应 的 解密 密 钥 4， 解 密 该 消息 。 

利用 迪 菲 - 赫 尔 曼 密 钥 交换 协议 生成 一 个 共享 密 钥 。 

给 定 双 方 的 RSA 公 钥 和 私 钥 ， 一 方 发 送 签名 的 秘密 消息 给 另 一 方 。 


计算 和 探索 
使 用 一 个 计算 程序 或 你 自己 编写 的 计算 程序 做 下 面 的 练习 。 


1. 


对 不 超过 100 的 每 个 素数 bp， 判断 2* 一 1 是 否 为 素数 。 


2. 在 大 梅森 数 ”一 1 的 某 个 范围 内 做 测试 以 判断 其 是 否 为 素数 。( 可 能 需要 使 用 GIMPS 项 目的 软件 。) 


bd 


2m 


. 判断 Q, 二 pipa…p, 十 1 是 否 是 素数 ， 其 中 加， 如，…， 加 是 nn 个 最 小 的 素数 ， 对 尽 可 能 多 的 正 整 数 


做 该 题 。 


。 寻找 单 变量 多 项 式 ， 使 得 其 在 很 长 的 连续 整数 上 的 值 均 为 素数 。 

. 尽 可 能 多 地 寻找 形 如 x 十 1 的 素数 ， 其 中 了 是 正 整数 。 现 在 还 不 知道 是 否 存在 无 限 多 个 这 样 的 素数 。 

“ 试 找 出 10 个 不 同 的 各 有 100 位 数字 的 素数 。 

.小 于 1 000 000 的 素数 有 多 少 个 ? 小 于 10 000 000 的 呢 ? 小 于 100 000 000 的 呢 ? 你 能 否 提出 小 于 z 的 


素数 个 数 的 估计 值 ， 这 里 z 是正 整数 ? 


. 找 出 随机 选取 的 10 个 不 同 的 20 位 数 的 奇数 的 一 个 素 因 子 。 记 录 找 出 每 个 整数 的 因子 所 消耗 的 时 间 。 


对 10 个 30 位 数 的 奇数 、40 位 数 的 奇数 等 尽 可 能 多 地 做 同样 的 计算 。 


. 找 出 所 有 不 超过 10 000 的 以 2 为 基数 的 伪 素 数 。 
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写作 课题 

用 本 教材 以 外 的 资料 ， 按 下 列 要 求 写成 论文 。 

1. 试 描述 用 于 判断 梅森 数 是 否 为 素数 的 卢 卡 斯 - 莱 默 尔 测试 。 讨 论 GIMPS 项 目 在 用 这 一 测试 来 寻找 梅森 
素数 方面 的 进展 。 

2. 试 解释 随机 性 素数 性 测试 如 何在 实践 中 用 来 生成 几乎 肯定 是 素数 的 非常 大 的 数 。 这 种 测试 是 否 有 任何 
潜在 的 弊端 ? 

3. 早 在 75 年 前 提出 的 是 否 存在 无 限 多 个 卡 米 切 尔 数 的 问题 近期 得 到 了 解答 。 试 描述 存在 无 限 多 个 这 种 
数 的 证 明 中 所 涉及 的 要 点 。 

4. 就 复杂 度 和 目前 能 分 解 的 数 的 大 小 而 言 ， 试 总 结 因子 分 解 算法 的 现状 。 你 认为 什么 时 候 分 解 200 位 的 
数 将 是 可 行 的 ? 

5. 试 描 述 现代 计算 机 中 实际 使 用 的 正 整 数 加 、 减 、 乘 、 除 算法 。 

6. 试 描述 中 国 剩 余 定理 (孙子 定理 ) 的 历史 。 描 述 在 中 国 和 印度 著作 中 提出 的 一 些 相 关 问 题 以 及 怎样 将 中 
国 剩余 定理 用 于 求解 这 些 问 题 。 

7. 什么 时 候 序 列 中 的 数 是 真正 的 随机 数 ， 而 非 伪 随机 数 ? 用 伪 随 机 数 做 仿真 或 试验 时 观察 到 了 什么 样 的 
缺陷 ? 伪 随 机 数 有 哪些 性 质 是 随机 数 不 该 有 的 ? 

8. 试 解释 国际 银行 账户 号 码 (International Bank Account Number，IBAN) 的 校 验 码 是 如 何 得 到 的 ， 并 讨 
论 哪 些 类 错误 能 通过 这 个 校 验 码 发 现 。 

9. 试 描述 计算 信用 卡号 的 校 验 码 的 Luhn 算法 ， 并 讨论 哪些 类 错误 能 通过 这 个 校 验 码 发 现 。 

10. 试 阐述 如 何 利 用 同 余 式 来 告诉 任意 一 天 是 星期 几 。 

11. 试 描述 公 钥 密码 学 是 如 何 应 用 的 。 就 因子 分 解 算法 的 现状 而 言 ， 这 种 应 用 方式 安全 吗 ? 现在 用 公 铀 
密码 加 密 的 信息 在 将 来 会 变 得 不 安全 吗 ? 

12. 试 描述 怎样 用 公 钥 密码 生成 签名 的 保密 消息 ， 使 得 接收 方 有 相当 把 握 确认 这 个 消息 是 由 声称 发 送 消 . 
息 的 人 所 发 送 的 。 

13. 试 描述 拉 宾 (Rabin) 公 钥 密 码 系统 ， 解 释 如 何 加 密 和 解密 消息 ， 以 及 为 什么 它 适合 用 做 公 钥 密码 系统 。 

* 14. 试 解释 为 什么 选用 大 素数 p 作为 RSA 密码 系统 中 加 密 用 的 模 数 是 不 合适 的 。 即 ， 解 释 如 果 模 数 是 一 个 

大 素数 而 不 是 两 个 大 素数 的 乘积 ， 则 有 人 如 何 能 在 不 需要 过 多 计算 的 情况 下 从 相应 的 公 钥 找 出 私 钥 。 

15. 试 解 释 加 密 散 列 函 数 意 味 着 什么 ?这样 一 个 函数 必须 具有 的 重要 性 质 是 什么 ? 
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归纳 与 递归 


许多 数学 命题 都 这 样 断言 : 某 种 性 质 对 所 有 正 整数 来 说 ， 都 为 真 。 这 种 命题 的 例子 有 : 对 
每 个 正 整 数 n，n! 三 w"; 到 一 7 能 被 3 整除 ; nn 个 元 素 的 集合 有 2” 个子 集 ; 前 n 个 正 整 数 之 和 是 
n(n 十 1)/2 等 。 本 章 和 本 书 的 一 个 主要 目标 是 让 学 生 彻 底 理 解 证 明 这 类 结果 的 数学 归纳 法 。 

数学 归纳 法 分 两 部 分 来 证 明 。 首 先 ， 证明 命题 对 于 正 整 数 1 成 立 。 其 次 ,证 明 如 果 命 题 对 于 一 
个 正 整数 成 立 ， 那 么 对 于 下 一 个 正 整数 它 也 必然 成 立 。 数 学 归纳 法 基于 推理 规则 : 如 果 对 于 正 整 数 
域 来 说 ，P(1) 和 YkCP(k) 一 PCk 十 1)) 均 成 立 ， 那么 YnP(n) 也 成 立 。 数 学 归纳 法 可 以 用 来 证 明 结论 
的 巨大 变化 情况 。 理 解 如 何 阅 读 和 构造 采用 数学 归纳 法 的 证 明 是 学 习 离 散 数 学 的 一 个 关键 目标 。 

第 2 章 已 明确 定义 了 集合 和 函数 ， 即 通过 列举 集合 元 素 或 给 出 刻画 集合 元 素 的 某 种 性 质 来 描述 
集合 ; 对 函数 值 则 给 出 公式 。 基 于 数学 归纳 法 ,我 们 则 有 另 一 种 重要 方式 来 定义 这 些 对 象 。 要 定义 
函数 ， 就 要 规定 某 些 初始 项 ， 从 而 给 出 由 已 知 值 求 后 续 值 的 规则 。( 我 们 在 第 2 章 中 用 递 推 关系 定 
义 序列 时 遇 到 过 这 种 定义 方式 。) 定 义 集合 可 通过 以 下 方式 进行 : 列举 某 些 集合 元 素 ， 给 出 从 集合 中 
已 知 元 素 构造 其 他 元 素 的 规则 。 这 样 的 定义 称 为 递归 定义 ， 在 离散 数学 和 计算 机 科学 中 大 量 使 用 。 
一 旦 递归 地 定义 了 和 集合， 就 可 用 所 谓 的 结构 归纳 法 来 证 明 关 于 这 个 集合 的 结论 。 

当 一 个 问题 的 解 题 过 程 被 指定 之 后 ， 该 过 程 就 必须 总 能 得 出 正确 的 解 。 仅 仅 测试 出 一 组 输 

入 值 结果 正确 ， 并 不 能 说 明 这 个 过 程 总 是 正确 地 工作 。 只 有 证 明 过 程 总 是 产生 正确 结果 ， 才 保 
证 了 这 个 过 程 的 正确 性 。 本 章 最 后 一 节 介 绍 一 种 程序 验证 技巧 ， 这 是 验证 过 程 正确 性 的 形式 化 
技巧 。 程 序 验证 是 一 种 以 机 械 形式 证 明 程 序 正确 的 现行 尝试 的 基础 。 





5.1 数学 归纳 法 
5. 1.1 引言 : 
假如 有 一 个 如 图 1 所 示 的 无 限 高 的 梯子 ， 想 知道 是 否 能 到 达 梯 子 的 每 一 个 阶梯 。 我 们 所 知 
道 的 两 件 事情 是 : 3 
1) 可 以 到 达 梯 子 的 第 一 个 阶梯 。 如 果 能 到 达 梯 子 的 


2) 如 果 能 到 达 梯 子 的 某 个 特定 阶梯 ， 那 么 就 能 到 达 它 的 。 第 4 个 储 栓 祝 就 能 到 达 


下 一 个 阶梯 。 
那么 ， 是 否 能 得 到 可 以 到 达 梯 子 上 的 每 一 个 阶梯 的 结 
论 ? 由 1) 知道， 我 们 能 到 达 第 1 个 阶梯 。 此 外 ， 由 于 能 到 
达 第 1 个 阶梯 ， 由 2) 可 知 ， 我 们 能 到 达 第 2 个 阶梯 ， 因 为 
它 是 第 1 个 阶梯 的 下 一 个 阶梯 ; 再 应 用 2)， 由 于 能 到 达 第 2 
个 阶梯 ,我们 也 能 到 达 第 3 个 阶梯 ;继续 这 个 过 程 ， 可 证 
明 我 们 能 到 达 第 4 个 阶梯 ， 以 此 类 推 。 例 如 ， 当 应 用 100 
次 2) 之 后 ， 我 们 到 达 了 第 101 个 阶梯 。 那 么 是 否 能 得 到 我 
们 能 到 达 这 个 无 限 梯子 上 的 每 一 个 阶梯 的 结论 ? 答案 是 肯 。 可 以 到 达 猴 让 
定 的 ， 利 用 一 个 重要 的 证 明 技巧 ， 即 所 谓 的 数学 归纳 法 ， 梯子 前 第 ! 态 
就 能 验证 这 样 的 结论 。 也 就 是 说 ,我 们 能 够 证 明 ， 对 每 一 
个 正 整数 nx，P() 都 是 正确 的 ， 其 中 PCz) 是 我 们 能 够 到 达 
梯子 的 第 ”个 阶梯 这 一 命题。 图 1 疏 无 限 高 的 梯子 
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数学 归纳 法 是 证 明 这 种 断言 的 极其 重要 的 证 明 技术 。 在 本 节 和 后 面 的 章节 中 ， 数 学 归纳 法 
将 被 大 量 用 来 证 明 关 于 各 种 离散 对 象 的 结果 。 例 如 用 来 证 明 关于 算法 的 复杂 度 、 特 定 类 型 计算 
机 程序 的 正确 性 、 有 关 图 与 树 的 定理 ， 以 及 各 种 恒等式 和 不 等 式 的 结论 。 

本 节 描 述 如 何 使 用 数学 归纳 法 ， 并 说 明 为 什么 数学 归纳 法 是 有 效 的 证 明 技巧 。 一 定 要 注意 
的 是 : 数学 归纳 法 只 能 证 明 通 过 其 他 方式 获得 的 结论 ， 它 不 是 发 现 公式 或 定理 的 工具 。 


5.1.2 数学 归纳 法 

一 般 而 言 ， 数 学 归纳 法 可 用 来 证 明 这 样 一 类 命题 ,对 所 有 正 整 数 n，P(n) 为 真 ， 其 中 PCn) 
是 命题 函数 。 数 学 归纳 法 的 证 明 包 含 两 个 步骤 : 一 是 基础 步骤 ， 在 基础 步 又 中 要 证 明 P(1) 为 
真 ; 二 是 归纳 步骤 ， 在 归纳 步骤 中 要 证 明 对 所 有 的 正 整数 上 ， 如 果 P(Ek) 为 真 ， 则 PC(k 十 1) 
为 真 。 

数学 归纳 法 的 原理 ”为 证 明 对 所 有 的 正 整 数 n，P(n) 为 真 ， 其 中 P(n) 是 一 个 命题 函数 ， 
需要 完成 两 个 步 又， 

基础 步骤 : 证 明 命 题 P(1) 为 真 。 

归纳 步骤 : 证 明 对 每 个 正 整数 & 来 说 ， 列 含 式 P(&)- 一 PCE 十 1) 为 真 。 

为 了 使 用 数学 归纳 法 的 原理 完成 一 个 证 明 的 归纳 步 又， 我 们 需要 假定 对 任意 一 个 正 整 数 
k，P(k) 为 真 ， 并 证 明 在 此 假定 下 ，P(k 十 1) 必 为 真 。P(k) 为 真 的 假设 叫做 归纳 假设 。 一旦 用 
数学 归纳 法 完成 了 一 个 证 明 中 的 两 个 步 又， 那么 就 已 经 证 明 对 所 有 的 正 整数 而 言 PCn) 为 真 。 
也 就 是 说 ， 已 经 证 明了 YzP(z) 为 真 ， 其 中 的 量词 是 全 体 正 整数 的 集合 。 在 归纳 步 又 中 ， 要 证 
明 VYVECP(k) 一 PC(k 十 1)) 为 真 ， 其 中 的 论 域 仍 是 正 整 数 集合 。 

作为 推理 规则 的 一 种 表达 方式 ， 这 一 证 明 技巧 可 描述 为 

(CP(I) A YRCPCE) —> PE 二 1))) ~ VnP(n) 
其 中 的 论 域 是 正 整数 集合 。 由 于 数学 归纳 法 是 如 此 重要 的 证 明 技 术 ， 所 以 值得 详细 解释 使 用 这 
个 技术 的 证 明 步 骤 。 为 了 证 明 对 所 有 正 整 数 n 来 说 ，P(n) 为 真 ， 首先 证 明 P(1) 为 真 。 这 等 于 
证 明 当 在 P(n) 里 用 1 替换 nn 时 所 得 到 的 特殊 命题 为 真 。 然 后 必须 证 明 对 每 个 正 整 数 来 说 ， 都 
有 P(k) 一 P(k 十 1) 为 真 。 为 了 证 明 对 每 个 正 整 数 有 来 说 这 个 蕴含 式 为 真 ， 需要 证 明 当 P(k) 为 
真 时 P(E 十 1) 不 能 为 假 。 可 以 通过 假设 P(&) 为 真 ， 而 且 证 明 在 此 假设 下 PC(k 十 1) 也 必然 为 真 来 
完成 这 个 证 明 。 

评注 ”在 数学 归纳 法 证 明 里 并 不 假定 对 所 有 正 整 数 来 说 PCR) 为 真 ! 只 是 证 明 : 若 假 

定 P(k) 为 真 ， 则 PC(k 十 1) 也 为 真 。 因 此 ， 数 学 归纳 法 证 明 不 属于 回避 问题 或 循环 论证 

的 情形 。 


当 用 数学 归纳 法 来 证 明定 理 时 ， 首 先 证 明 P(1) 为 真 。 然 后 知道 P(2) 为 真 ， 因 为 P(1) 蕴 含 


um 

历史 注解 已 知 最 早 的 对 数学 归纳 法 的 使 用 ， 是 在 16 世纪 数学 家 弗朗西斯 科 。 毛 洛 利 可 (Francesco 
Maurolico，1494 一 1575) 的 著作 里 。 毛 洛 利 可 写 过 大 量 关 于 经 典 数学 的 著作 ， 并 且 对 几何 学 和 光学 做 出 
过 许多 贡献 。 在 他 的 著作 《Arithmeticorum Libri Duo》 里 ， 毛 洛 利 可 给 出 了 整数 的 各 种 性 质 和 对 这 些 性 质 
的 证 明 。 为 了 证 明 其 中 的 某 些 性 质 ， 他 设计 出 数学 归纳 法 这 个 方法 。 在 这 本 书 里 ， 他 对 数学 归纳 法 的 第 
一 次 使 用 是 为 了 证 明 前 个 正 奇 数 之 和 等 于 n*。 奥 古 斯 塔 * 德 。 摩根 被 誉 为 在 1838 年 第 一 个 使 用 数学 归 
纳 法 表示 正式 证 明 的 人 。 并 且 引 入 了 “数学 归纳 法 ”的 术语 。 毛 洛 利 可 的 证 明 是 非 正 式 的 ， 他 从 未 使 用 “ 归 
纳 ” 这 个 词 。 了 解 更 多 关于 数学 归纳 法 的 历史 参见 [Gull]。 


日 不 幸 的 是 “数学 归纳 法 ”这 一 术语 与 用 于 描述 其 他 类 型 推理 中 的 术语 是 冲突 的 。 在 逻辑 学 中 ， 演 绎 推理 使 用 推理 
规则 从 前 提 导 出 结论 ， 归纳 推理 是 通过 证 据 来 支持 结论 ， 而 不 是 确定 结论 。 数 学 证 明 ， 包 括 使 用 数学 归纳 法 的 
论据 ， 都 是 演绎 推理 ， 而 不 是 归纳 推理 。 
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P(2) 。 进 一 步 ， 知 道 P(3) 为 真 ， 因 为 P(2) 列 含 P(3)。 以 这 样 的 方式 继续 下 去 ， 就 可 以 看 出 
对 任意 正 整 数 ”来 说 ，P(z) 为 真 。 

数学 归纳 法 工作 原理 的 记忆 方法 考虑 前 面 那个 无 限 高 的 梯子 以 及 到 达 每 个 阶梯 的 规则 ， 
可 以 帮助 我 们 记 住 数学 归纳 法 是 如 何 工 作 的 。 注 意 ， 无限 高 梯子 中 的 命题 1) 和 2) 恰好 分 别 是 
证 明 对 所 有 的 正 整数 ”而 言 ，P(z) 为 真 时 的 基础 步 又 和 归纳 步 又， 其 中 P(n) 是 命题 “我 们 能 够 
到 达 第 个 阶梯 "” 。 因 此 ， 可 以 应 用 数学 归纳 法 得 出 “我 们 能 够 到 达 每 个 阶梯 ”的 结论 。 

另 一 种 描述 数学 归纳 法 原理 的 方法 是 考虑 一 个 排列 无 限 长 的 多 米 诺 骨牌 ， 分 别 标 有 号 码 
1，2，3，…，7，…， 其 中 每 张 多 米 诺 骨 牌 都 直立 着 。 设 P(z) 是 命题 : 多 米 诺 骨牌 于 被 撞 倒 。 
如 果 第 一 张 多 米 诺 骨牌 被 撞 倒 ， 即 P(1) 为 真 ， 并 且 < 
如 果 每 当 第 & 张 多 米 诺 骨 牌 被 撞 倒 时 ， 它 也 撞 倒 第 
& 十 1 张 多 米 诺 骨牌 ， 即 对 所 有 的 整数 不 如果 了 CA) 一 
P(k 十 1) 为 真 ， 那么 所 有 的 多 米 诺 骨 有 牌 都 被 撞 倒 。 图 
2 解释 了 这 一 点 。 


5.1.3 为 什么 数学 归纳 法 是 有 效 的 

为 什么 数学 归纳 法 是 一 种 有 效 的 证 明 技 术 ? 原因 
来 自 附录 A 中 所 列 出 的 正 整数 集合 的 一 个 良 序 性 公 
理 : 正 整数 集合 的 任何 非 空子 集 有 一 个 最 小 元 素 。 假 
定 知道 P(1) 为 真 ， 而 且 对 所 有 正 整 数 & 来 说 ， 命 题 
P(k) 一 P(E 十 1) 为 真 。 为 了 证 明 对 所 有 正 整 数 n 来 说 
P(n) 必 为 真 ， 可 以 假定 至 少 存在 一 个 正 整 数 使 
P(n) 为 假 ， 那 么 使 P(n) 为 假 的 正 整 数 集合 S 非 空 。 
因此 ， 根 据 良 序 性 公理 ，S 中 必 有 一 个 最 小 元 素 ， 把 
它 表 示 成 m。 可 以 知道 m 不 可 能 是 1， 因 为 P(1) 为 图 2 用 多 米 诺 骨牌 解释 数学 归纳 法 原理 
真 。 因 为 m 是 正 的 而 且 大 于 1， 所 以 m 一 1 是 一 个 正 整 数 。 男 外 ， 因 为 m 一 1 小 于 m,， 和 且 m 一 1 
不 属于 S， 所 以 PCm 一 1) 必 然 为 真 。 因 为 蕴含 式 P(m 一 1) 一 PCmz) 也 为 真 ， 所 以 PCm) 必 为 真 。 
这 与 mx 属于 S 相 矛 盾 。 因 此 ， 对 所 有 正 整数 而 言 ，P(z) 必 为 真 。 


5.1.4 数学 归纳 法 的 优点 与 缺点 

在 开始 使 用 数学 归纳 法 之 前 有 一 点 非常 重要 。 数 学 归纳 法 的 优点 在 于 它 能 用 于 证 明 已 经 构 
造 好 的 猜想 (是 正确 的 ) 。 缺 点 是 它 不 能 用 于 发 现 一 个 新 定理 。 数 学 家 有 时 发 现 使 用 数学 归纳 法 
证 明 不 是 非常 满意 ， 因 为 他 们 不 能 提供 这 些 定理 为 什么 是 正确 的 启示 。 许 多 定理 可 以 使 用 包括 
数学 归纳 法 在 内 的 方法 证 明 。 而 数学 家 更 愿意 选择 其 他 方法 而 不 是 数学 归纳 法 ， 因 为 其 他 方法 
能 带 来 正确 性 的 启示 。 


5.1.5 利用 数学 归纳 法 证 明 的 例子 

许多 定理 都 阐述 了 这 样 的 事实 : 对 所 有 的 正 整 数 而 言 ， PC(n) 为 真 ， 其 中 P(n) 是 命题 函 
数 。 数 学 归纳 法 是 证 明 此 类 定理 的 一 种 技巧 。 换 句 话 说 ， 数 学 归纳 法 可 用 来 证 明 形 如 Vnp(n) 
的 一 类 命题 ， 其 中 的 论 域 是 正 整数 集合 。 数 学 归纳 法 可 用 来 证 明 非 常 广泛 的 一 类 定理 ， 其 中 的 
每 个 命题 都 具有 上 述 形 式 。( 记 住 ， 有些 命题 隐 式 包含 了 全 称 量词 。 命题 “如 果 nn 是 一 个 正 整 
数 ， 那 么 mw 一 nn 能 被 3 整除 ?就 是 这 样 的 一 个 例子 。 显 式 表达 其 隐 含 的 全 称 量词 就 是 “对 于 每 一 
个 正 整 数 n，n 一 n 能 被 3 整除 ”。) 

我 们 将 给 出 大 量 的 例子 来 阐述 如 何 使 用 数学 归纳 法 进行 证 明 。 将 要 证 明 的 定理 包括 求 和 公 
式 、 不 等 式 、 关 于 集合 的 组 合 恒等式 、 可 除 性 结论 、 关 于 算法 的 定理 ， 以 及 其 他 一 些 创新 性 的 
结论 。 在 后 面 的 各 节 中 ， 将 利用 数学 归纳 法 证 明 许多 其 他 类 型 的 结论 ， 包括 计算 机 程序 和 算法 
的 正确 性 。 数 学 归纳 法 可 用 来 证 明 大 量 的 定理 ， 而 不 仅仅 只 是 求 和 公式 、 不 等 式 以 及 本 书 中 所 
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给 出 的 其 他 类 型 的 例子 。( 要 了 解数 学 归纳 法 更 有 趣 和 更 多 的 证 明 结 果 ， 可 以 参看 Daivd 
Gunderson[ Gull] 写 的 《数学 归纳 法 手册 》(Handbook of Mathematical Enduction) 一 书 。 这 本 书 是 离 
散 数 学 扩展 CRC 丛书 的 一 部 分 ， 读 者 可 能 会 对 这 些 感 兴趣 。 此 书 的 作者 是 这 套 书 的 编辑 。) 

注意 ， 在 归纳 法 证 明 中 ， 会 经 常 犯 各 种 错误 。 我 们 将 会 在 本 节 的 最 后 以 及 本 节 练 习 中 给 出 
一 些 不 正确 的 证 明 ， 以 示 说 明 。 为 了 避免 在 数学 归纳 法 证 明 时 犯错 误 ， 可 以 遵循 本 节 最 后 给 出 
的 指导 原则 。 

了 解 在 什么 情况 下 使 用 归纳 假设 ”为 了 帮助 读者 理解 本 节 中 数学 归纳 法 的 证 明 例 题 ， 我 们 
将 注 明 归纳 假设 使 用 的 地 方 。 我 们 将 采用 三 种 方式 表示 : 在 文字 中 明显 标注 ， 在 等 式 或 者 不 等 
式 上 插入 缩写 IH( 表 示 归 纳 假 设 )， 或 者 在 多 行 显示 中 指出 归纳 假设 是 推理 的 一 个 步骤 。 

证 明 求 和 公式 ”通过 证 明 几 个 不 同 的 求 和 公式 开始 使 用 数学 归纳 法 。 我 们 将 会 看 到 ， 数 学 
归纳 法 尤其 适用 于 证 明 这 类 公式 的 有 效 性 。 不 过 ， 求 和 公式 也 可 以 用 其 他 方法 来 证 明 ， 这 一 点 
并 不 奇怪 ， 因 为 一 个 定理 的 证 明 通 常 有 许多 种 方法 。 使 用 数学 归纳 法 的 一 个 主要 缺点 是 不 能 用 
它 来 导出 一 个 求 和 公式 。 也 就 是 说 ， 在 用 数学 归纳 法 证 明 公 式 之 前 ， 该 公式 已 经 存在 了 。 

例 1 一 4 举例 说 明了 怎么 用 数学 归纳 法 证 明 求 和 公式 。 第 一 个 数学 归纳 法 证 明 求 和 公式 的 
例子 是 : 最 小 的 n 个 正 整 数 之 和 的 闭 公式 。 


例 1 证 明 : 若 n 是 正 整 数 ， 则 1 十 2 十 … 十 nn 二 
< 


2 。 we 


解 ” 设 PCD) 是 命题 : 前 个 正 整数 之 和 是 二 坊 一 。 要 证 明 对 n= 二 1，2，3，…，P(n) 为 真 必 须 
to a, ho aipopnaMNe 
基础 步 鸡 : P(1) 为 真 ， 因为 1 二 二 (等 式 左边 为 1 因为 第 一 个 正 整 数 之 和 为 1， 等 式 


右边 为 1， 因 为 1 代入 后 ，n(n 十 1)/2 为 1)。 
归纳 步骤 : 关于 归纳 假设 ,假定 对 任意 一 个 正 整数 kk，P(k) 成 立 ， 即 假定 


1 十 2 十 …… 十 有 一 
在 这 个 假设 之 下 ， 必 有 P(k 十 1) 为 真 ， 即 
1 十 2 十 … 十 有 & 十 (十 1) 一 
也 为 真 。P(k) 等 式 的 两 边 都 加 上 十 1， 得 到 
1 十 2 十 … 十 k 十 (k 十 1) 
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最 后 这 个 等 式 证 明了 在 P(k) 为 真 的 假设 下 ， ps, 这 样 就 完成 了 归纳 步 怠 。 

我 们 已 经 完成 了 基础 步骤 和 归纳 步骤 ， 因 此， 根据 数学 归纳 法 知道 对 所 有 的 n，P(n) 为 
真 。 也 就 是 说 ,已 经 证 明了 对 所 有 的 n，1 十 2 十 … 十 n 二 n(n 十 1)/2。 a 

正如 前 面 所 说 明 的 ， 数 学 归纳 法 不 是 一 种 寻求 所 有 正 整 数 定理 的 工具 。 相 反 ， 它 是 一 种 证 
明 一 类 猜想 结论 的 方法 。 在 例 2 中 ， 将 利用 数学 归纳 法 生成 一 个 公式 ， 同 时 证 明 一 个 猜想 。 

例 2 为 前 nn 个 奇数 猜想 一 个 求 和 公式 ， 然后 利用 数学 归纳 法 来 证 明 你 的 猜想 。 

解 对 n=1，2，3，4，5， 前 nn 个 正 奇 数 之 和 为 

1==1，1 十 3 二 4，1 十 3 十 5 二 9，1 十 3 十 5 十 7 二 16，1 十 3 十 5 十 7 十 9 二 25 

根据 上 述 这 些 值 猜想 前 个 正 奇数 之 和 为 n* 是 合理 的 ， 即 1 十 3 十 5 十 … 十 (2 一 1) 一 和 于。 

我 们 需要 一 个 方法 来 证 明 这 个 猜想 是 正确 的 ， 如 果 事 实 确实 如 此 。 


2 


设 P(n) 表 示 命 题 : 前 2 个 正 奇数 之 和 是 天。 我 们 的 猜想 是 : 对 所 有 正 整 数 而 言 P(z) 为 
真 。 为 了 使 用 数学 归纳 法 来 证 明 该 猜想 ， 必 须 首 先 完成 基础 步 又， 即 必 须 证 明 P(1) 为 真 ; 然 
后 必须 完成 归纳 步 又， 即 必 须 证 明 当 假定 PC&) 为 真 时 PC(k 十 1) 为 真 。 现 在 我 们 来 完成 这 两 个 
步骤 。 
基础 步骤 : P(1) 表 示 第 1 个 正 奇 数 之 和 是 二 。 这 是 真 的 ， 因 为 第 1 个 正 奇数 之 和 是 1 基础 
步骤 完成 。 
归纳 步骤 : 为 了 完成 归纳 步 又， 必须 证 明 对 所 有 正 整 数 & 来 说 ， 命 题 PCE) -一 PCR 十 1) 为 
真 。 为 了 做 到 这 一 点 ， 首 先 给 出 归纳 假设 。 归 纳 假 设 是 命题 : 对 任意 正 整数 & 来 说 ，P(R) 为 
真 ， 即 
1 十 3 十 5 十 … 十 (2& 一 1) 一 姑 
(注意 第 & 个 正 奇数 是 (2& 一 1) ， 因 为 该 整数 是 由 2 售 的 (8 一 1) 加 1 而 得 到 的 。) 为 证 明 YRCP(CB- 一 
PCk 十 1)) 为 真 ， 必 须 证 明 : 假定 PC(R) 为 真 (归纳 假设 )， 则 PCE 十 1) 为 真 。 注 意 PC 十 1) 是 命题 
1 十 3 十 5 十 … 十 (2& 一 1) 十 (2& 十 1) 一 (KE 十 1)8 
所 以 ， 假 定 PC(&) 为 真 ， 得 出 
1 十 3 十 5 十 … 十 (2k 一 1) 十 (2k 十 1) 二 [1 十 3 十 … 十 (2k 一 1)] 十 (2k 十 1) 
三 已 十 (2 十 1) 
一 双 十 28 十 1 
一 (k 十 1)? 
这 就 证 明了 P(k 十 1) 可 以 从 P(k) 导 出 。 注 意 在 第 二 个 等 式 里 使 用 了 归纳 假设 PE) ， 即 用 尼 代 
替 前 & 个 正 奇数 之 和 。 
现在 已 经 完成 了 基础 步 又 和 归纳 步 又。 也 就 是 说 ， 我 们 已 经 证 明了 P(1) 为 真 ， 而 且 对 所 
有 正 整 数 & 来 说 ， 列 含 式 PC(k) 一 PC(k 十 1) 为 真 。 所 以 ,根据 数学 归纳 法 原理 ， 可 以 得 出 结论 : 
对 所 有 正 整 数 nn 来 说 PCn) 为 真 。 即 对 所 有 正 整 数 n，1 十 3 十 5 十 … 十 (2n 一 1) 二 x 。 4 
有 时 需要 证 明 对 n= 二 6，6 十 1，65 十 2，… 来 说 P(n) 为 真 ， 其 中 5 是 不 等 于 1 的 整数 。 只 要 改 
变 基础 步骤 将 P(1) 变 为 P(b)， 就 可 以 用 数学 归纳 法 来 完成 这 个 证 明 。 换 言 之 ， 要 用 数学 归纳 
法 证 明 对 于 n= 二 6，6b 十 1，65 十 2，…， 5 是 大 于 1 的 正 整 数 ，P(n) 为 真 ， 在 基础 步骤 时 我 们 证 明 
P(b) 为 真 ;在 归纳 步骤 时 ， 我 们 证 明 对 于 & 一 02，5 十 1，2 十 2，…， 草 含 式 P(k) 一 P(E 十 1) 为 
真 。 注 意 5 可 以 为 负 、 零 或 者 正 。 对 比 前 面 用 过 的 多 米 诺 骨 有 牌 的 比喻 ， 想 象 首先 撞 倒 第 5 张 多 
米 诺 骨牌 (基础 步 又) ， 当 每 张 多 米 诺 骨 牌 倒 下 时 ， 它 就 撞 倒 下 一 张 多 米 诺 骨 牌 ( 归 纳 步骤 ) 。 请 
读者 证 明 这 种 形式 的 归纳 是 有 效 的 ( 见 练习 83) 。 
我 们 用 例 3 来 说 明 这 个 问题 。 在 这 个 例题 中 ， 对 于 所 有 非 负 整数 求 和 公式 ， 我们 只 需要 证 
明 对 于 n= 二 0，1，2，…，P(n) 为 真 。 所 以 在 例 3 中 ， 在 基础 步 又 证 明 P(0) 为 真 。 
例 3 用 数学 归纳 法 证 明 : 对 所 有 非 负 整 数 n 来 说 ， 
1 十 2 十 2? 十 … 十 2" 二 2"*1 一 1 
解 ” 设 P(n) 是 命题 对 所 有 整数 来 说 ，1 十 2 十 2 十 … 十 2 一 2 一 1。 
基础 步骤 : P(0) 为 真 ， 因 为 2 二 1 二 2 一 1。 这 就 完成 了 基础 步骤 。 
归纳 步骤 : 由 归纳 假设 ， 我们 假定 P(&) 为 真 。 即 假定 
1 十 2 十 2: 十 … 十 2 一 2 导 !: 一 1 
为 了 利用 该 假定 来 完成 归纳 步骤 ， 必 须 证 明 : 如 果 P(6) 为 真 ， 则 P(k 十 1) 也 为 真 。 即 在 
归纳 假设 PC&) 下 ， 必 须 证 明 
1 十 2 十 22 十 …… 十 2 十 2 导 1 一 24+0D+1 一 1 一 2 他 2 一 1 
在 PC(k) 的 假设 下 ， 有 
1 十 2 十 如 十 一 十 2 十 2 和 二 (1 十 2 十 如 十 司 十 2) 十 2 
三 (241 一 1) 十 2 
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=2.2m—1 


三 22 一 了 


注意 ， 在 第 二 个 等 式 中 ， 利 用 了 归纳 假设 , 用 2 ”一 1 代替 了 1 十 2 十 2 十 … 十 和。 这 样 就 


完成 了 归纳 步骤 。 
因为 已 经 完成 了 基础 步骤 和 归纳 步 邓 ， 所 以 根据 数学 归纳 法 知道 ， 对 所 有 非 负 整 数 7 而 
言 ，P(n) 为 真 ， 即 对 所 有 非 负 整数 n，1 十 2 十 … 十 2 二 2"! 一 1。 本 


例 3 中 给 出 的 公式 是 几何 级 数 项 一 般 求 和 结果 的 一 种 特殊 情况 (2.4 节 中 的 定理 1) 。 我 们 
将 利用 数学 归纳 法 给 出 该 公式 的 另外 一 种 证 明 方 法 。 
例 4 几何 级 数 的 求 和 ”用 数学 归纳 法 证 明 一 个 几何 级 数 的 有 限 项 之 和 具有 如 下 形式 : 
Fa 于 六 天 工 


=n 
Je 


一 1 
其 中 了 是 一 个 非 负 整数 。 
解 ” 为 了 用 数学 归纳 法 来 证 明 这 个 公式 ， 设 P(n) 是 命题 : 一 个 几何 级 数 的 前 n 十 1 项 之 和 
的 上 述 公 式 是 正确 的 。 
基础 步骤 : P(0) 为 真 ， 因 为 








r=1 歼 二 -由 世 一 
归纳 步骤 : 归纳 假设 是 命题 : P(k) 为 真 ， 其 中 是 一 个 非 负 整 数 。 即 PCR) 为 如 下 命题 
a 二 ar 二 ar 十 … 十 ar* 二 开工 
为 了 完成 归纳 步 又， 必须 证 明 : 如 果 P(k) 为 真 ， 则 P(k 十 1) 也 为 真 。 要 证 明 P(k 十 1) 为 
真 ， 先 将 这 个 等 式 的 两 边 都 加 上 ar*"!， 得 到 

















NS i 
改写 这 个 等 式 的 右边 可 得 
pe i aaa aaron aritt—a 
w= Tt rl r—1 rl 
把 这 些 等 式 组 合 起 来 就 给 出 
ee 





4 十 or 十 ar 十 … 十 号 十 ar 入 一 


入 :一 下 
这 就 证 明了 : 如 果 归 纳 假 设 PC(&) 为 真 ， 则 P(k 十 1) 也 必 为 真 。 这 就 完成 了 归纳 步骤 的 证 明 。 

现在 已 经 完成 了 基础 步骤 和 归纳 步骤 ,根据 数学 归纳 法 知 ， 对 所 有 的 非 负 整 数 n，P(n) 为 
真 。 这 就 证 明了 关于 几何 级 数 项 的 求 和 公式 是 正确 的 。 4 

正如 前 面 所 提 到 的 , 例 3 中 的 公式 是 例 4 公式 中 a=1、r 一 2 时 的 特殊 情况 。 读 者 可 以 验 
证 ,将 a 和 7 的 值 代入 上 述 一 般 公式 ， 所 得 结果 与 例 3 应 该 是 相同 的 。 

证 明 不 等 式 ” 数 学 归纳 法 可 用 于 证 明 大 量 的 不 等 式 ， 这 些 不 等 式 对 于 所 有 大 于 某 个 特定 正 
整数 的 整数 来 说 都 成 立 ， 请 参见 例 5 一 7。 

例 5 用 数学 归纳 法 证 明 : 不 等 式 n= 二 2" 对 所 有 正 整 数 n 都 是 成 立 的 。 

解 ” 设 P(n) 是 命题 : 2<2"。 

基础 步骤 : P(1) 为 真 ， 因 为 1 二 2 一 2。 这 就 完成 了 基础 步 又。 

归纳 步骤 : 首先 给 出 归纳 假设 ,假定 对 正 整数 而 言 ，P(k) 为 真 。 妈 归纳 假设 PCE) 是 命题 
k 二 2*。 为 了 完成 归纳 步骤 ， 需 要 证 明 : 如 果 P(k) 为 真 ， 那么 PCk 十 1) 为 真 ， 即 命题 十 1 二 2*1 
为 真 。 也 就 是 说 ， 需 要 证 明 : 如 果 RE<2 关 ， 则 & 二 1 天 2 。 为 了 证 明 对 所 有 正 整 数 &， 上 面 的 草 含 
式 为 真 ， 先 在 <2* 的 两 端 都 加 1， 注 意 1 二 2 ， 于 是 有 


HH 
十 1 过 2* 十 1 才 2* 十 2* 二 2 。2* 二 2 
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这 就 证 明了 P(& 十 1) 为 真 ， 即 十 1 二 2*+!。 归 纳 步 骤 完 毕 。 
由 于 完成 了 基础 步骤 和 归纳 步骤 ， 因 此 ， 根 据 数 学 归纳 法 ， 我 们 已 经 证 明了 : 对 所 有 的 正 


整数 n, n<2" 成 立 。 


4 


例 6 用 数学 归纳 法 证 明 : 对 每 个 满足 n 宇 4 的 正 整 数 n 来 说 ， 有 2"~n!。( 注 意 ,该 不 等 


式 对 ?一 1，2，3 是 不 成 立 的 。) 
解 设 PCOz) 是 命题 : 2"<nl。 


基础 步骤 : 为 了 证 明 对 "之 4 来 说 这 个 不 等 式 成 立 ， 基 础 步骤 应 该 是 P(4)。 注 意 P(4) 为 


真 ， 因 为 2 一 16 二 24 一 41。， 


归纳 步骤 : 对 归纳 步 又， 假定 对 & 之 4 的 正 整 数 而 言 ，P(k) 为 真 。 即 假定 对 & 宇 4 的 正 整数 
有 2: 之 k1 成 立 。 必 须 证 明 在 此 假设 下 ，P(k 十 1) 也 为 真 。 也 就 是 说 ， 必 须 证 明 : 如 果 对 k 宇 4 
的 正 整 数 而 言 ，2* 二 k! 为 真 ， 则 有 2 后 :一 (十 1)1。 因 为 


2H 一 2 .24 
=<2.k! 
= (k++ Dk! 
一 (RE 十 1)1 


根据 指数 的 定义 
根据 归纳 假设 

因为 2 二 十 1 
根据 阶乘 函数 的 定义 


所 以 这 说 明 当 P(k) 为 真 时 PCR 十 1) 为 真 。 归 纳 步骤 完成 。 
我 们 已 经 完成 了 基础 步骤 和 归纳 步骤 。 因 此 ， 根 据 数 学 归纳 法 ， 对 所 有 z 之 4 的 正 整数 而 
言 ，P(n) 为 真 ， 即 已 经 证 明了 对 所 有 n 宇 4 的 正 整 数 ，2" 二 n! 为 真 。 4 
例 7 将 证 明 一 个 重要 的 关于 正 整 数 集 的 倒数 之 和 的 不 等 式 。 
例 7 关于 调和 数 的 一 个 不 等 式 ” 调 和 数 日;(j 二 1，2，3，…) 的 定义 为 
本 一 1 十 训 十 于 条 十 闻 


例如 
用 数学 归纳 法 证 明 


其 中 是 一 个 非 负 整 数 。 

解 ” 为 了 完成 这 个 证 明 ， 设 P(n) 是 命题 ，H" 之 1 十 廊 。 

基础 步骤 : P(0) 为 真 ， 因 为 Hw 二 Hl 二 1 之 1 十 0/2。 

归纳 步骤 : 归纳 假设 是 命题 PCR) 为 真 ， 即 HH,: 宇 1 十 k/2， 其 中 是 非 负 整 数 。 必 须 证 
明 : 如 果 P(k) 为 真 ， 则 PC(k 十 1) 也 为 真 ， 即 命题 Harti 宇 1 十 (k 十 1)/2 为 真 。 因 此 ， 由 归纳 
假设 ， 有 


Hun 二 1 十 讨 十 言 十 … 十 问 十 下 二 十 … 十 如 根据 调和 数 的 定义 
= Hy + + 二 根据 第 24 个 调和 数 的 定义 
> (1 十 全 ) 上 + 元 十 …… 十 5 根据 归纳 假设 
> (1+ 和 多)+2 .于 ir 因为 有 2! 项 ,每 项 之 1/2'" 
> (1+ 各 )+ 去 第 2 项 中 消去 公共 因子 2 
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这 样 就 完成 了 归纳 步 又 的 证 明 。 
我 们 已 经 完成 了 基础 步骤 和 归纳 步 又 。 因 此 ， 根 据 数学 归纳 法 ， 对 所 有 的 非 负 整 数 ”， 
P(m) 为 真 。 也 就 是 说 ， 对 所 有 非 负 整数 >”， 关 于 调和 数 的 不 等 式 Ho 之 1 十 允 都 成 立 。 4 


评注 ”可 以 用 这 里 证 明 的 不 等 式 去 证 明 调 和 级 数 
于 1 1 
ee 人 人 
是 一 个 发 散 的 无 穷 级 数 。 该 级 数 是 无 穷 级 数 研 究 中 的 一 个 重要 的 例子 。 


证 明 整 除 性 结论 ”数学 归纳 法 可 用 来 证 明 整 数 的 整除 性 结论 。 尽 管 整数 的 整除 性 问题 用 数 
论 中 的 基本 结论 更 容易 证 明 ， 但 了 解 如 何 利用 数学 归纳 法 来 证 明 这 种 问题 将 具有 一 定 的 指导 意 
义 ， 请 参见 例 8 和 例 9。 
例 8 用 数学 归纳 法 证 明 ， 当 是正 整数 时 ,一 n 可 被 3 整除 。 
解 为 了 构造 这 个 证 明 ， 设 P(n) 是 命题 “m 一 ”可 被 3 整除 ”。 
基础 步 又 命题 P(1) 为 真 ， 因 为 1 一 1 一 0 可 被 3 整除 ， 这 就 完成 了 基础 步骤 。 
归纳 步 又: 关于 归纳 假设 ， 假 定 PC 及 为 真 ， 即 已 一 上 可 被 3 整除 。 为 了 完成 归纳 步骤 ， 必 
须 证 明 在 归纳 假设 下 ，P(C& 十 1) 为 真 。 即 证 明 (& 十 1 一 (十 1) 可 被 3 整除。 注意 
(中 市 2 一 区 十 人 二 XE 十 38 十 3 十 一 0 二 17 
一 (k’ 一 k) 十 3(k’ 十 &) 
因为 在 这 个 和 里 的 两 项 都 可 被 3 整除 (第 一 项 是 根据 归纳 假设 ,第 二 项 是 因为 它 是 一 个 整数 的 3 
倍 )， 由 此 得 出 (& 十 1)? 一 (& 十 1) 也 可 被 3 整除 。 这 样 就 完成 了 归纳 步 又。 
因为 我 们 既 完成 了 基础 步 又 ， 又 完成 了 归纳 步 又 ， 所 以 根据 数学 归纳 法 原理 可 知 ， 当 ”是 
正 整 数 时 ,一 x 可 被 3 整除 。 < 
下 一 个 例题 是 一 个 更 有 挑战 性 的 关于 整除 的 数学 归纳 法 证 明 题 。 
例 9 使 用 数学 归纳 法 证 明 7”* 十 8 能 被 57 整除 ，n 为 非 负 整数 。 
解 为 了 证 明 ， 设 P(n) 表 示 命题 7"** 十 8"" 能 被 57 整除 ”。 
基础 步骤 为 了 完成 基础 步骤， 我 们 必须 证 明 PC0) 为 真 ， 因 为 我 们 要 证 明 PCz) 对 于 所 有 
的 非 负 整数 为 真 。 我 们 可 以 看 到 PC0) 为 真 ， 因 为 7" 十 8 二 7? 十 8' 一 57， 能 被 57 整除 。 这 样 
就 完成 了 基础 步骤 。 
归纳 步 邓 : 对 归纳 假设 ， 我 们 假设 对 于 任意 非 负 整数 上 &，P( 包 成 立 。 即 假设 7 十 8 全 能 
被 57 整除 。 为 了 完成 归纳 步 又， 我 们 必须 证 明 当 假设 归纳 假设 PCh) 为 真 时 ，PC& 十 1)， 即 
VA 十 8:*+2+1 能 被 57 整除 成 立 。 
证 明 中 难 的 一 部 分 是 如 何 应 用 归纳 假设 。 基 于 归纳 假设 ， 我 们 有 如 下 几 步 ; 
TCD 十 Beet ss Tht3 十 8243 
一 7 。742: 十 82 。82*+! 
= 7 .7+ Br 
二 7(74? 十 82t1) 十 57 。82tt: 
现在 我 们 可 以 应 用 归纳 假设 ，7**? 十 8**! 能 被 57 整除 。 我 们 运用 4.1 节 定 理 1 中 的 (i) 和 
(i) 。 由 定理 1 中 的 (iD 和 归纳 假设 ,我 们 最 后 和 式 中 的 第 一 项 7(7* ?十 8**) 能 被 57 整除 ;由 
定理 1 中 的 (iD ， 和 式 中 的 第 二 项 57 .82%++ 能 被 57 整除 。 因 此 ， 由 定理 1 中 的 (i) ， 我 们 可 以 得 
到 7(7*+? 十 82*+1) 十 57 和 Rs 二 了 (CH 十 2 十 8 和 0 能 被 57 整除 。 这 样 就 完成 了 上 归纳 步骤 。 
因为 我 们 已 经 完成 了 基础 步 又 和 归纳 步 又 ， 所 以 根据 数学 归纳 法 ， 对 所 有 的 非 负 整数 w， 
2 十 8”+! 能 被 57 整除 。 
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证 明 有 关 集 合 的 结论 ”数学 归纳 法 可 用 来 证 明 许多 有 关 集 合 的 结论 。 在 下 面 的 例 10 中 将 
证 明 一 个 关于 有 限 集合 子 集 个 数 的 结论 ， 而 在 例 11 中 将 建立 一 个 集合 恒等式 。 

例 10 有 限 集合 子 集 的 个 数 ”用 数学 归纳 法 证 明 : 若 S$ 是 有 ?2 个 元 素 的 有 限 集合 ， 其 中 二 
是 一 个 非 负 整数 ， 则 S 有 2" 个 子 集 。( 在 第 6 章 里 我 们 将 以 多 种 方式 直接 证 明 这 个 结果 。) 

解 设 P(n) 是 命题 有 ?个 元 素 的 集合 有 2" 个 子 集 。 

基础 步骤 : P(0) 为 真 ， 因 为 有 0 个 元 素 的 集合 ， 即 空 集 ， 恰 有 2 一 1 个 子 集 ， 即 它 自 身 。 

归纳 步骤 : 关于 归纳 假设 ,假定 对 所 有 非 负 整数 k，P(k) 为 真 ， 即 假定 所 有 个 元 素 的 集 
合 都 有 2* 个 子 集 。 必 须 证 明 在 此 假定 下 ， 命 题 P(k 十 1) (具有 十 1 个 元 素 的 集合 都 有 2 后 :个子 
集 ) 也 为 真 。 为 此 ， 设 了 是 一 个 具有 十 1 个 元 素 的 集合 ， 于 是 可 以 写成 T= 二 SU {a}, 其 中 4a 
是 全 中 的 一 个 元 素 ， 且 S=T 一 {a} (因此 ，| S| 二 有。 本 的 子 集 可 以 用 如 下 方式 得 到 : 对 S 的 
每 个 子 集 X 而 言 ， 恰 好 存在 工 的 两 个 子 集 ， 即 X 和 XUf{a}。( 图 3 将 对 此 给 出 解释 。) 这 些 集 
体 构 成 了 工 的 所 有 子 集 ， 且 这 些 子 集 都 不 相同 。 因 为 S 有 2 个 子 集 ， 所 以 工 有 2" 入 一 2 个 


子 集 。 这 就 完成 了 归纳 步骤 的 论证 。 

因为 我 们 既 完成 了 基础 步骤 ， 又 完成 了 归 a 
纳 步骤， 所 以 根据 数学 归纳 法 原理 可 知 : 对 所 0 六 
有 非 负 整数 n 而 言 ，P(n) 为 真 。 也 就 是 说 ,我 


们 已 经 证 明了 具有 个 元 素 的 集合 有 2" 个子 
集 ， 无 论 ”是 一 个 怎样 的 非 负 整数 。 4 


例 11 用 数学 归纳 法 证 明 下 述 对 德 。 摩根 Te 
律 之 一 的 推广 : 
位 忆 == 了 U 忆 - 
Ss Ee 图 3 具有 十 1 个 元 素 的 集合 其 子 集 的 生成 
Ai， A;， ps A, U J » 
将 是 全 集 U 的 任意 子 集 和 


解 设 P(n) 是 对 nn 个 集合 来 说 的 上 述 人 恒等式 。 

基础 步骤 : 命题 P(2) 断 言 Ai 门 A 一 A UA,。 这 是 德 。 摩根 律 之 一 ， 在 2. 2 节 里 证 明 过 该 
定律 。 

归纳 步骤 : 归纳 假设 是 命题 P() 为 真 ， 其 中 四 是正 整 数 ， 且 t 之 2。 即 归纳 假设 是 命题 


站 4=U 
其 中 Al，As，-…，A, 是 全 集 U 的 任意 于 集 。 要 完成 归纳 步骤 ， 需 要 证 明 ， 归纳 假设 效仿 PC 十 1) 


为 真 。 也 就 是 说 ， 需 要 证 明 : 如 果 上 述 等 式 对 习 的 任意 个 子 集 都 成 立 ， 那 么 该 等 式 对 的 任意 
k 十 1 个 子 集 也 成 立 。 假定 Ai， Asy A， Aiii 是 UU 的 子 集 ， 则 根据 归纳 假设 ， 有 





TREET 





站 4= (Ma) na 根据 交 的 定义 
A .wy 根据 德 庆 根 健 ， 黄 中 的 而 个 集合 分 曾 为 站 A, 和 Au 
~{ Ll FE) UA 根据 归纳 假设 
i 根据 并 的 定义 
这 就 完成 了 归纳 步骤 。 


因为 我 们 既 完 成 了 基础 步骤 ， 又 完成 了 归纳 步骤 ， 所 以 根据 数学 归纳 法 原理 可 知 : 对 任意 
的 正 整 数 n, 且 ?之 2 时 ， P(n) 为 真 。 即 


ee- 





N44=USs 
其 中 A A 是 全 集 U 的 任意 子 集 ， 且 nn 二 2。 ,| 

证 明 有 关 算 法 的 结论 。 下面 证 明 一 个 阐述 数学 归纳 法 在 算法 研究 中 应 用 的 例子 (此 例子 要 
比 前 面 的 例子 难 一 些 ) 。 我 们 将 说 明 如 何 利用 数学 归纳 法 证 明 一 个 贪 禁 算 法 ， 并 由 此 产生 一 个 
优化 解 ， 在 3. 1 节 有 关于 贪 禁 算 法 的 介绍 。 

例 12 回顾 在 3. 1 节 例 7 讨论 的 讲座 计划 的 算法 。 算 法 输入 是 一 组 m 个 预先 确定 开始 和 
结束 时 间 的 讲座 。 目 标 是 在 主讲 座 厅 尽 量 安排 更 多 的 讲座 而 不 出 现 重 又 。 设 讲座 i 的 开始 时 间 
为 6;， 结 束 时 间 为 e; (不 允许 两 个 讲座 同时 进行 ， 但 允许 一 个 讲座 在 另 一 个 讲座 结束 时 马上 
进行 ) 。 

解 ”不 失 一 般 性 ， 假 定 把 讲座 排列 成 一 个 表 ， 以 保证 各 讲座 的 结束 时 间 是 非 降序 的 ， 即 保 
证 ee 二 … 二 es。 贪 梦 算法 是 这 样 进行 的 : 在 算法 中 的 每 个 阶段 ， 都 从 可 以 开始 进行 的 讲座 
中 选择 一 个 最 早 结束 的 讲座 来 安排 。 注 意 算 法 总 是 选择 一 个 最 早 结束 的 讲座 来 安排 下 一 个 讲 
座 。 我 们 将 证 明 ， 从 在 主讲 座 厅 尽量 安排 更 多 讲座 的 意义 上 ， 这 种 贪 禁 算 法 是 一 种 最 优 算法 。 
为 了 证 明 该 算法 的 最 优 性 ， 对 变量 n 应 用 数学 归纳 法 ， 其 中 是 算法 中 的 讲座 数 。 设 P(Cz) 是 
命题 : 如 果 贪 禁 算 法 安排 了 = 个 讲座 ， 那 么 不 可 能 安排 更 多 的 讲座 。 

基础 步骤 : 设 贪 禁 算 法 在 主讲 座 厅 只 安排 一 个 讲座 挟 。 这 意味 着 任何 其 他 讲座 都 不 能 在 二 
的 结束 时 间 e 或 之 后 进行 了 。 和 否则 ， 根 据 讲座 结束 时 间 非 降序 顺序 的 要 求 ， 就 应 该 存在 一 个 讲 
座 ， 它 应 该 在 讲座 之 前 进行 。 因 此 ,在 ea 时 刻 ， 每 个 剩余 的 讲座 都 要 求 使 用 讲座 厅 ， 因 为 它 
们 都 要 求 在 a 时 刻 或 a。 时 刻 之 前 开始 ， 并 在 。 时 刻 之 后 结束 。 这 就 导致 了 主讲 座 厅 不 能 安排 两 
个 讲座 ， 因 为 它们 都 要 求 在 ae 时 刻 使 用 讲座 厅 。 这 就 证 明了 P(1) 为 真 ， 因 此 基础 步骤 证 毕 。 

归纳 步骤 : 归纳 假设 是 PC(k) 为 真 ， 其 中 是 一 个 正 整数 。 也 就 是 说 ， 对 给 定 的 一 组 讲座 ， 
无 论 讲座 个 数 有 和 多少， 当 从 中 选择 个 讲座 时 (k 是 正 整数 )， 贪 禁 算 法 总 是 安排 了 最 多 的 讲座 。 
必须 证 明 : 在 PC(k) 为 真 的 假设 下 ，P(Ck 十 1) 也 为 真 ， 即 在 P(R) 为 真 的 假设 下 ， 当 需要 选择 十 
1 个 讲座 时 ， 贪 禁 算法 也 总 是 安排 了 最 多 的 讲座 。 

现在 假定 算法 已 经 选择 了 上 十 1 个 讲座 。 要 完成 归纳 步骤 的 第 一 步 是 : 证 明 存 在 一 个 包含 
讲座 且 安 排 了 最 多 讲座 的 计划 表 ， 其 中 4 代表 最 先 结束 的 那个 讲座 。 容 易 看 出 ， 由 于 一 个 
开始 于 讲座 去 (z 之 1) 的 计划 表 是 可 以 改变 的 ， 使 得 立成 为 第 一 个 讲座 。 为 了 说 明 这 一 点 ， 注 
意 : 因为 se 委 e， 所 以 吉之 后 的 讲座 仍然 可 以 被 安排 。 

一 旦 包含 了 讲座 ， 计 划 表 就 可 以 归结 为 : 在 e 时 刻 或 e 之 后 ， 安 排 尽 可 能 多 的 讲座 。 
因此 ， 如 果 已 经 安排 了 尽 可 能 多 的 讲座 ， 那 么 除了 讲座 之 外 ， 以 去 结束 时 开始 的 计划 表 就 
是 原始 计划 表 的 一 个 最 优 安排 。 这 是 因为 贪 禁 算 法 在 建立 这 个 计划 表 时 已 经 安排 了 & 个 讲座 ， 
根据 归纳 假设 ， 当 算法 安排 & 十 1 个 讲座 时 ， 它 已 经 安排 了 最 多 的 讲座 。 因 此 ，P(k 十 1) 也 为 
真 。 这 就 完成 了 归纳 步骤 。 

现在 已 经 完成 了 基础 步骤 和 归纳 步骤 ， 根 据 数 学 归纳 法 原理 可 知 : 对 所 有 正 整 数 nx，P(n) 
为 真 。 这 就 完成 了 最 优 性 的 证 明 。 也 就 是 说 ， 我 们 已 经 证 明了 : 当 用 贪 禁 算 法 安排 了 个 讲座 
时 ， 其 中 是 一 个 正 整 数 ， 那 么 不 可 能 存在 多 于 个 讲座 的 安排 。 4 

数学 归纳 法 的 创新 性 用 法 ”数学 归纳 法 经 常 出 现 意 想不到 的 用 法 。 下 面 将 给 出 两 个 具体 的 
巧妙 用 法 ， 第 一 个 是 关于 馅 饼 战斗 中 的 幸存 者 问题 ， 第 二 个 是 关于 缺失 一 方 角 的 规则 棋盘 的 三 
联 履 盖 问 题 。 

例 13 奇数 个 馅 饼 的 战斗 ”有 奇数 个 人 站 在 一 个 院子 里 ， 彼 此 之 间 的 距离 不 同 ， 每 个 人 
都 同时 用 一 个 馅 饼 抛 向 并 击 打 离 他 最 近 的 人 。 利 用 数学 归纳 法 证 明 : 人 群 中 至 少 有 一 个 幸存 
者 ， 即 至 少 有 一 个 人 没有 被 馅 饼 攻 击 ( 此 问题 是 由 Carmony[Ca79] 提 出 的 。 注 意 此 结果 对 偶数 
个 人 不 成 立 ， 参 见 练习 75) 。 


| 
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解 ” 设 P(n) 是 命题 ， 当 2n 十 1 个 人 站 在 院 中 ,彼此 之 间距 离 不 同 ,每 个 人 都 同时 用 一 个 
馅 饼 抛 向 并 击 打 离 他 最 近 的 人 时 ， 至 少 存在 一 个 幸存 者 。 为 了 证 明 此 结果 ， 将 证 明 对 所 有 的 正 
整数 xn，P(n) 为 真 。 这 是 可 行 的 ， 因 为 当 n 取 遍 所 有 正 整 数 时 ，2n 十 1 则 取 遍 了 所 有 大 于 等 于 
3 的 奇数 。 注 意 一 个 人 的 馅 饼 战 斗 是 不 存在 的 ， 因 为 不 存在 另外 一 个 人 成 为 他 攻击 的 对 象 。 

基础 步骤 : 当 n 二 1 时， 共有 2n 十 1 二 3 个 人 参与 战斗 。 在 这 3 个 人 中 ,假设 距离 最 近 的 两 
个 人 是 A 和 B， 而 C 是 第 三 个 人 。 因 为 三 人 中 两 两 之 间 的 距离 是 不 同 的 ，A 与 C 之 间 的 距离 以 
及 B 与 C 之 间 的 距离 都 不 同 于 A 与 B 之 间 的 距离 ， 并 大 于 A 与 B 之 间 的 距离 ， 因此，C 不 会 
受到 馅 饼 的 攻击 。 这 表明 ， 三 个 人 中 至 少 有 一 个 人 不 会 受到 馅 饼 的 攻击 ， 这 就 完成 了 基础 
步骤 。 

归纳 步骤 : 关于 归纳 步 又， 假定 PC() 为 真 。 即 ， 当 24 十 1 个 人 站 在 院 中 ， 彼 此 之 间距 离 不 同 ， 
每 个 人 都 同时 用 一 个 馅 饼 抛 向 并 击 打 离 他 最 近 的 人 时 ， 至 少 存在 一 个 幸存 者 。 必 须 证 明 : 如 果 归 纳 
假设 PC() 为 真 ， 那么 P(E 十 1) ， 即 命题 “ 当 2(& 十 1) 十 1 一 2 十 3 个 人 站 在 院 中 ， 彼 此 之 间距 离 不 同 ， 
每 个 人 都 同时 用 一 个 馅 饼 抛 向 并 击 打 离 他 最 近 的 人 时 ， 至 少 存在 一 个 幸存 者 ”也 为 真 。 

下 面 假设 有 2(k 十 1) 十 1 二 2k 十 3 个 人 站 在 院 中 ， 彼 此 之 间距 离 不 同 。 设 A 和 B 是 这 2k 十 3 
个 人 中 距离 最 近 的 两 个 人 ， 当 每 个 人 都 向 其 最 近 者 抛 击 馅 饼 时 ， 则 A 和 B 必 相 互 抛 击 。 我 们 
考虑 两 种 情况 : (i) 其 他 某 人 向 A 或 B 抛 击 馅 饼 ; (让 没有 其 他 人 向 A 或 B 抛 击 馅 饼 。 

中 如 果 A 和 B 相互 抛 击 且 其 他 某 人 向 A 或 B 抛 击 时 ， 至 少 有 三 个 馅 饼 抛 击 了 A 和 B， 最 
多 有 (2k 十 3) 一 3 二 2k 个 馅 饼 抛 击 了 其 余 2k 十 1 个 人 。 这 就 保证 了 至 少 有 一 个 人 是 幸存 者 ， 因 为 
如 果 这 2& 十 1 个 人 都 至 少 被 一 个 馅 饼 攻 击 ， 那 么 总 共 至 少 要 有 2k 十 1 个 馅 饼 来 攻击 他 们 (最 后 
一 步 所 用 的 推理 是 6. 2 节 将 要 讨论 的 铝 巢 原理 的 一 个 例子 ) 。 

(让 假定 没有 其 他 人 向 A 或 B 抛 击 馅 饼 。 除了 A 和 B 之 外 ， 共 有 2k 十 1 个人。 由 于 这 些 人 
之 间 的 距离 彼此 不 同 ， 可 利用 归纳 假设 得 出 结论 : 当 每 个 人 都 向 其 最 近 者 抛 击 馅 饼 时 ， 至 少 存 
在 一 个 幸存 者 S。 此 外 ， 由 于 A 和 B 必 相 互 抛 击 ， 因 此 S 也 不 会 受到 A 或 B 的 抛 击 ， 所 以 S 
是 个 幸存 者 ， 因 为 他 没有 受到 2& 十 3 个 人 中 任何 一 个 人 的 抛 击 。 

因为 既 完 成 了 基础 步 又， 又 完成 了 归纳 步 又， 所 以 根据 数学 归纳 法 可 知 : 对 所 有 的 正 整 数 
n，P(n) 为 真 。 因 此 ， 得 出 结论 : 奇数 个 人 站 在 院子 里 , 彼此 之 间 的 距 
离 不 同 ， 每 个 人 都 同时 用 一 个 馅 饼 抛 向 并 击 打 离 他 最 近 的 人 时 ， 至 少 
存在 一 个 幸存 者 。 4 

1.8 节 曾 经 讨论 过 用 多 联 骨 上 牌 覆 盖 棋 盘 的 问题 。 例 14 将 阐述 如 何 
利用 数学 归纳 法 证 明 一 个 结论 : 关于 用 右 三 联 骨 牌 ， 即 形 如 字母 工 的 
碎片 去 覆盖 一 个 棋盘 问题 的 结论 。 

例 14 设 n 是 正 整 数 。 证 明 : 可 以 用 右 三 联 骨 牌 去 覆盖 任何 一 个 
去 掉 1 个 格 的 2nX2n 格 的 棋盘 ， 其 中 每 一 个 右 三 联 骨 有 牌 都 能 覆盖 棋盘 图 4 一 个 右 三 联 骨 牌 
中 的 3 个 格子 ， 如 图 4 所 示 。 

解 ” 设 P(n) 是 命题 ， 可 以 用 右 三 联 骨 牌 覆盖 任何 一 个 去 掉 1 个 格 的 2nX2n 格 的 棋盘 。 可 
以 用 数学 归纳 法 证 明 对 所 有 正 整 数 nn 来 说 ，P(n) 为 真 。 

基础 步骤 : 命题 P(1) 为 真 ， 因 为 对 任何 一 个 去 掉 1 个 格 的 2X2 格 棋 盘 而 言 ， 用 一 个 右 三 . 
联 骨牌 就 能 将 它 履 盖 ， 如 图 5 所 示 。 


图 5 用 一 个 右 三 联 骨 有 牌 覆盖 去 掉 1 个 格 的 2X2 格 棋盘 
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归纳 步骤 : 归纳 假设 是 对 正 整数 有 &，P(&) 为 真 ， 即 ,假定 对 去 掉 1 个 格 的 2 X2" 格 棋 盘 而 
言 ， 可 以 用 右 三 联 骨 有 牌 将 其 覆盖 。 必 须 证 明 : 在 归纳 假设 下 ，P(R 十 1) 也 必 为 真 ， 即 可 以 用 右 
三 联 骨牌 覆盖 任何 去 掉 1 个 格 的 2"'X2*"! 格 的 棋盘 。 

为 此 ， 我 们 考虑 一 个 去 掉 1 个 格 的 2 X2… 格 棋盘 ， 把 这 个 棋盘 从 中 间 切 开 ， 分 成 大 小 为 
2 XZ 个 格 的 4 个 棋盘 ， 如 图 6 所 示 。 在 这 4 个 棋盘 中 ， 有 3 个 不 缺失 任何 一 格 ， 第 四 个 条 义 2 
格 棋盘 缺失 1 个 格 ， 根 据 数 学 归纳 法 ， 可 以 用 右 三 联 骨 有 牌 将 其 覆盖 。 现 在 暂时 将 另外 三 个 2*X2* 
格 的 棋盘 都 去 掉 1 个 格 ， 被 去 掉 的 这 3 个 格 是 原来 大 棋盘 的 中 心 ， 如 图 7 所 示 。 根 据 归 纳 假设 ， 
可 以 用 右 三 联 骨 有 牌 将 这 3 个 去 掉 1 个 格 的 2 X2 格 棋盘 覆盖 。 此 外 ， 被 暂时 去 掉 的 3 个 格 可 以 用 
一 个 右 三 联 骨 牌 将 其 覆盖 。 因 此 ， 整 个 2 X2””' 格 的 棋盘 可 以 用 右 三 联 骨 有 牌 来 覆盖 。 


一 一 一 一 





一 一 上 一 




















图 6 把 一 个 2…X2… 格 棋盘 图 7 用 一 个 右 三 联 骨牌 覆盖 
分 成 4 个 2 X2* 格 棋 盘 2:11 X24 人 1 格 棋盘 


我 们 已 经 完成 了 基础 步 又 和 归纳 步骤 。 因 此， 根据 数学 归纳 法 知 : 对 所 有 的 正 整 数 ”， 
P(z) 为 真 。 这 就 证 明了 能 够 用 右 三 联 骨 牌 将 任何 一 个 去 掉 1 个 格 的 22?X22 格 的 棋盘 覆盖 ， 其 
中 是 一 个 正 整 数 。 4 


5. 1.6 使 用 数学 归纳 法 时 犯 的 错误 

和 任何 证 明 方法 一 样 ， 使 用 数学 归纳 法 也 有 时 会 犯错 误 。 许 多 著名 的 错误 ， 甚 至 有 些 娱乐 
性 的 假 命题 都 可 以 通过 数据 归纳 法 推导 出 来 , 如 例 15 和 练习 49 一 51。 在 这 样 的 一 个 错误 采用 
数学 归纳 法 的 证 明 中 ， 有 时 候 还 不 太 容 易 找 到 其 中 的 错误 。 

为 了 发 现 数学 归纳 法 中 的 错误 ， 要 记 住 的 是 每 一 个 这 样 的 证 明 中 ， 基 础 步骤 和 归纳 步骤 都 
必须 是 正确 的 。 在 使 用 数学 归纳 法 证 明 时 不 完整 的 基础 步骤 会 导致 如 "对 于 正 整数 zw，7? 一 ?十 1” 
这 样 非常 明显 荒 雇 的 结论 。( 我 们 将 这 个 证 明 留 给 读者 ， 通 过 构造 正确 的 归纳 步 又 容易 完成 这 个 
命题 的 尝试 性 证 明 。) 如 下 面 的 例 15 所 展示 的 ， 当 错误 隐藏 在 基础 步骤 时 ， 发 现 数学 归纳 法 错误 
证 明 的 错误 之 处 是 非常 诡秘 的 。 

例 15 找 出 一 个 明显 为 错误 断言 的 “证 明 ” 中 的 错误 : 平面 上 的 任何 一 组 相互 之 间 都 不 平 
行 的 直线 ， 必 相交 于 一 个 公共 点 。 | 

“证 ” 设 PCn) 是 命题 : 平面 上 的 任何 nn 条 相互 之 间 都 不 平行 的 直线 必 相 交 于 一 个 公共 点 。 
我 们 将 试图 证 明 : 对 所 有 的 正 整数 "之 2，P(z) 为 真 。 

基础 步骤 : 命题 P(2) 为 真 ， 因 为 平面 上 相交 的 两 条 直线 是 不 平行 的 (根据 平行 线 的 定义 ) 。 

归纳 步骤 :归纳 假设 是 命题 : 对 正 整数 &，P() 为 真 ， 即 假定 平面 上 的 任意 & 条 不 平行 的 
直线 相交 于 一 个 公共 点 。 为 了 完成 归纳 步 又 ， 必 须 证 明 : 如 果 P(&) 为 真 ， 则 PC 十 1) 也 必 为 
真 。 也 就 是 说 ， 必 须 证 明 : 如 果 平 面 上 任意 & 条 不 平行 的 直线 相交 于 一 个 公共 点 ， 那 么 平面 上 
任意 十 1 条 不 平行 的 直线 也 相交 于 一 个 公共 点 。 因 此 ， 考 虑 平面 上 & 十 1 条 不 同 的 直线 ， 根 据 
归纳 假设 ， 这 些 直线 中 的 前 & 条 相交 于 一 个 公共 点 p11。 此 外 ， 根 据 归纳 假设 ,这 些 直 线 中 的 后 
& 条 也 相交 于 一 个 公共 点 力 : 。 我 们 将 证 明 : pi 和 p: 必 为 同一 个 点 。 如 果 pi 和 p: 是 不 同 的 点 ， 


1 


则 包含 这 两 个 点 的 所 有 直线 必 是 同一 条 直线 ， 这 是 因为 两 点 确定 一 条 直线 。 这 与 我 们 的 假设 
“这 些 直 线 是 不 同 的 直线 ? 相 矛 盾 。 因 此 ， 轧 和 ps 必 是 同一 个 点 。 为 此 得 到 结论 : p 二 ps 在 所 
有 & 十 1 条 直线 上 。 这 样 就 证 明了 在 P() 为 真 的 假设 下 ，P(& 十 1) 也 为 真 。 也 就 是 说 ， 已 经 证 
明了 : 如 果 任 意 &(k 宇 2) 条 不 同 直 线 交 于 一 个 公共 点 ， 那 么 任意 十 1 条 不 同 的 直线 也 交 于 一 个 
公共 点 。 这 就 完成 了 归纳 步骤 。 

我 们 已 经 完成 了 基础 步骤 和 归纳 步骤 ， 似 乎 用 数学 归纳 法 完成 了 一 个 正确 的 证 明 。 

解 ”检查 这 个 似乎 是 利用 了 数学 归纳 法 的 证 明 ， 看 起 来 一 切 都 是 合情合理 的 。 然 而 ,证 明 
中 有 一 个 错误 ， 也 必然 是 这 样 。 这 个 错误 相当 微妙 。 仔 细 检 查 归纳 步骤 可 以 看 出 ， 归 纳 步骤 必 
须要 求 te 之 3。 我 们 不 能 证 明 P(2) 蕴 含 P(3)。 当 = 二 2 时 ,我 们 的 目标 是 证 明 任意 三 条 不 同 的 
直线 交 于 一 点 。 前 两 条 直线 必 相 交 于 一 点 加， 后 两 条 直线 必 相 交 于 一 点 p,。 但 在 此 情况 下 ， 
力 和 ps 不 必 是 同一 个 点 ， 因 为 只 有 第 二 条 直线 是 两 组 直线 中 的 公共 直线 。 这 就 是 归纳 步骤 中 
所 犯 的 错误 。 4 


5. 1.7 运用 数学 归纳 法 证 明 的 原则 

例 1 一 14 说 明了 运用 数学 归纳 法 证 明 一 些 不 同 的 定理 。 每 个 例题 都 包含 了 数学 归纳 法 需要 
的 所 有 元 素 。 我 们 提供 了 一 个 无 效 的 数学 归纳 法 证 明 的 例子 。 总 结 我 们 前 面 学 习 的 这 些 例题 ， 
我 们 可 以 归纳 出 运用 数学 归纳 法 正确 证 明 的 有 用 原则 。 我 们 现在 列 出 这 些 原则 。 

数学 归纳 法 证 明 模 板 

1) 将 需要 证 明 的 命题 表示 为 ?对 于 所 有 的 n 宇 8，P(n)” 的 形式 ,5 为 一 个 固定 的 整数 。 

2) 写 下 “基础 步 又”， 证 明 P(5) 为 真 ， 注 意 选 择 正确 的 6b6， 这 就 完成 了 证 明 的 第 一 步 。 

3) 写 下 “归纳 步骤 ”。 

4) 明 确 列 出 归纳 假设 ， 形 式 是 “假设 P(8) 为 真 ， 对 于 任意 固定 的 整数 & 宇 6”。 

5) 列 出 在 归纳 假设 的 前 提 下 需要 证 明 的 命题 ， 即 写 出 P(k 十 1) 的 含义 。 

6) 采 用 P(&) 证 明 P(k 十 1)， 确 保 对 于 所 有 有，k 宇 65， 证 明 是 有 效 的 ， 特 别 注意 值 较 小 的 
时 候 ， 包 括 二 6。 

7) 在 归纳 步骤 明确 结论 ， 如 写 出 “这 样 完 成 了 归纳 步骤 ”。 

8) 在 基础 步骤 和 归纳 步骤 之 后 ， 明 确 结论 。 即 依据 数据 归纳 法 ， 对 于 所 有 的 n 三 5，P(n) 为 真 。 

值得 回顾 一 下 运用 数学 归纳 法 证 明 的 例 1~14， 看 一 看 这 些 步 又 是 否 遵 循 了 。 在 需要 运用 
数学 归纳 法 的 练习 中 ， 遵 循 这 些 原则 是 有 帮助 的 。 在 练习 和 后 面 章 节 中 的 其 他 各 种 数学 归纳 法 
中 ， 这 些 原则 都 是 适应 的 。 


练习 

1. 在 一 条 火车 线路 上 有 无 穷 多 个 车 站 。 假 设 火车 在 第 一 站 停车 ， 又 假设 如 果 火 车 在 一 个 站 停车 ， 则 它 在 
下 一 站 必 停 车 。 证 明 : 火车 在 所 有 的 车 站 都 停车 。 

2. 在 有 无 限 个 洞 的 高 尔 夫 线路 上 ， 如 果 你 知道 一 个 选手 能 够 打 人 第 一 个 洞 ， 且 如 果 他 打 人 第 一 个 洞 ， 那 
么 他 一 定 能 打 和 人 下 一 个 洞 。 证 明 : 此 选手 能 够 打 入 线路 上 的 每 一 个 洞 。 
利用 数学 归纳 法 证 明 练 习 3 一 17 中 的 求 和 公式 。 注 意 明确 在 何 处 使 用 了 归纳 假设 。 

3. 设 P(n) 是 命题 ， 对 正 整 数 nn 而 言 ，1 十 2 十 … 十 n? 二 n(n 十 1) (2n 十 1)/6。 


2) 命题 P(1) 是 什么 ? b) 证 明 P(1) 为 真 ， 完 成 基础 步骤 的 证 明 。 

人 ©) 归纳 假设 是 什么 ? qd) 在 归纳 步骤 中 你 需要 证 明 什 么 ? 

e) 完 成 归纳 步骤 。 f) 解 释 为 什么 只 要 n 是 一 个 正 整数 ， 则 上 述 步 又 就 可 以 证 明 公 式 为 真 。 
4. 设 P(n) 是 命题 : 对 正 整数 而 言 ， 二 十 2 十 … 十 区 二 (n(n 十 1)/2)?。 

2) 命题 P(1) 是 什么 ? b) 证 明 P(1) 为 真 ， 完 成 基础 步 又 的 证 明 。 

c) 归 纳 假设 是 什么 ? 中 在 归纳 步骤 中 你 需要 证 明 什 么 ? 


e) 完 成 归纳 步骤 。 f) 解 释 为 什么 只 要 n 是 一 个 正 整数 ， 则 上 述 步 骤 就 可 以 证 明 公式 为 真 。 
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5. 证 明 : 只 要 n 是 一 个 非 负 整数 ， 则 
了 十 3 十 55 十 … 十 (2n 十 1)? 二 (n 十 1) (2n 十 1) (2n 十 3)/3 
6. 证 明 : 只 要 nn 是 一 个 正 整数 ， 则 
1.1! 十 2。21! 十 … 十 zal =(nt+1)! 一 1 
7. 证 明 : 只 要 n 是 一 个 非 负 整 数 ， 则 
3 十 3。5 十 3。5? 十 十 3 。5" 一 3(5"+1 一 1)/4 
8. 证 明 : 只 要 nn 是 一 个 非 负 整 数 ， 则 
2—2 7 十 2。7? 一 … 十 2( 一 7)" 二 (1 一 (一 7)"*1)/4 
9. a) 猜 想 前 个 正 偶数 之 和 的 公式 。 





b) 证 明 你 所 猜想 的 公式 。 
10. a) 通 过 对 较 小 的 值 进 行 考查 ， 猜 想 下 面 的 求 和 公式 : 
1 1 
1X2 tax3t "tat 
b) 证 明 你 所 猜想 的 公式 。 


11. a) 通 过 对 较 小 的 n 值 进行 考查 ， 猜 想 下 面 的 求 和 公式 ，: 
| 1 
a 
b) 证 明 你 所 猜想 的 公式 。 
12. 证 明 : 只 要 ?是 一 个 非 负 整数 ， 则 
a .kar cs Di 
2 到) 3 。2” 
13. 证 明 : 只 要 nn 是 一 个 正 整数 ， 则 
1 292 下 (CT) 1) n(n 1)/2 
14. 证 明 : 对 所 有 正 整 数 而 言 ， 都 有 
lz = (一 1)2"0 十 2 


k=1 


15. 证 明 : 对 所 有 正 整 数 n 而 言 ， 都 有 
1。2 十 2。3 十 … 十 n(n 十 1) 二 n(n 十 1)(n 十 2)/3 
16. 证 明 : 对 所 有 正 整 数 n 而 言 ,都 有 
1。2。3 十 2，3。4 十 … 十 n(n 十 1)(n 十 2) 二 n(n 十 1)(n 十 2)(n 十 3)/4 
17. 证 明 : 只 要 n 是 一 个 正 整 数 ， 则 


Dj = nt D2nt1) (3n + nm 1)/30 
利用 数学 归纳 法 证 明 练 习 18 一 30 中 的 不 等 式 。 
18. 设 P(n) 是 命题 , n! 二 nw"*， 其 中 是 大 于 1 的 整数 。 
a) 命 题 P(2) 是 什么 ? 
b) 证 明 P(2) 为 真 ， 完 成 基础 步骤 的 证 明 。 
©) 归 纳 假设 是 什么 ? 
gd) 在 归纳 步骤 中 你 需要 证 明 什么 ? 
e) 完 成 归纳 步骤 。 
f) 解 释 为 什么 只 要 n 是 一 个 大 于 1 的 整数 ， 则 上 述 步 又 就 可 以 证 明 不 等 式 为 真 。 
19. 设 P(n) 是 命题 : 
ji 和 二 寺 二 下 ss 下 二 过 9 二 
4 9 7122 n 
其 中 是 大 于 1 的 整数 。 
2) 命题 P(2) 是 什么 ? b) 证 明 P(2) 为 真 ， 完 成 基础 步骤 的 证 明 。 
ce) 归纳 假设 是 什么 ? qd) 在 归纳 步骤 中 你 需要 证 明 什 么 ? 
e) 完 成 归纳 步骤。 
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23. 
24. 
*.25. 
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* 29, 
* 30. 
31. 
32. 
33. 
34. 
# 35, 
< 36. 
* 37, 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


43， 


44. 


45. 


x* 46. 


人) 解释 为 什么 只 要 n 是 一 个 大 于 1 的 整数 ， 则 上 述 步骤 就 可 以 证 明 不 等 式 为 真 。 
证 明 : 如 果 n 是 一 个 大 于 6 的 整数 ， 则 3" 一 "”! 。 
证 明 : 如 果 nn 是 一 个 大 于 4 的 整数 ， 则 2" 二 ni 。 
对 怎样 的 非 负 整 数 n， 有 x 三 n1? 证 明 你 的 答案 。 
对 怎样 的 非 负 整 数 n， 有 2n 十 3 三 2"? 证 明 你 的 答案 。 
证 明 : 只 要 nn 是 一 个 正 整 数 ， 则 
1/(22) 委 [1. 3°5°.*» (2n—1)]/(2. 4.. » 2n) 
证 明 : 对 所 有 非 负 整数 nn， 如 果 有 二 一 1， 则 1 十 nh 过 (1 十 有 D"。 该 不 等 式 称 为 伯 努 利 不 等 式 。 
设 a 和 8 为 实数 ， 且 0 二 5<a。 证 明 : 如 果 a 是 一 个 正 整 数 ， 则 a" 一" 才 na"”*(a 一 6)。 
证 明 : 对 每 个 正 整数 x， 有 
L L 1 
a 
证 明 : ,只 要 ?是 一 个 大 于 等 于 3 的 整数 ， 则 x? 一 7n 十 12 就 是 非 负 的 。 
在 练习 29 和 30 中 ， 晶 , 表示 第 2 个 调和 数 。 
证 明 : 只 要 nn 是 一 个 非 负 整数 ， 则 Hzr 三 1 十 n。 
证 明 ; 有 Hi 十 Hs 十 … 十 H,= 二 (nn 十 1) H, 一 n。 
在 练习 31 一 37 中 ， 利 用 数学 归纳 法 证 明 整 除 性 问题 。 
证 明 : 只 要 nn 是 一 个 正 整 数 ， 则 到 十 ”可 被 2 整除 。 
证 明 : 只 要 是 一 个 正 整数 ， 则 到 十 2” 可 被 3 整除 。 
证 明 : 只 要 nn 是 一 个 非 负 整数 ， 则 n’ 一 n 可 被 5 整除 。 
证 明 : 只 要 n 是 一 个 非 负 整数 ， 则 nn’ 一 n 可 被 6 整除 。 
证 明 : 只 要 nn 是 一 个 正 奇数 ， 则 x 一 1 可 被 8 整除 。 
证 明 : 只 要 nn 是 一 个 正 整 数 ， 则 4”' 十 5”' 可 被 21 整除 。 
证 明 : 只 要 nn 是 一 个 正 整 数 ， 则 11"™! 十 12”! 可 被 133 整除 。 
在 练习 38 一 46 中 ， 利 用 数学 归纳 法 证 明 集 合 的 有 关 结 论 。 
证 明 : 如 果 Ai ， A:s, *…,， A, 和 Bi， Biy »“i BB 都 是 集合 ， 且 对 7 一 1， BE eo n 满 足 A; 三 B;， 则 


U AjS U 也 
J™ 本 


证 明 : 如 果 Ail，A;，…，A, 和 了 ，B: ，…， 了 P， 都 是 集合 ， 且 对 7 一 1，2，…， n 满 足 A; 三 B;， 则 


站 ws<na 

证 明 : 如 果 Al， A:,， …， A, 和 B 都 是 集合 ， 则 

(CAnaA:n…na)UB=(CAUB)ImCAUB) 站 mA UB) 
证 明 : 如 果 Ai ， Moy rs A, 和 B 都 是 集合 ， 则 

(A1UA:U*…UA)NB=(A NB UA NB UU A, NB) 
证 明 : 如 果 A,，4:，…，A, 和 B 都 是 集合 ， 则 

(Ai—BNCGA—BN:…NMNCA,—B)=(ANAN:…NA,)—B 
证 明 : 如 果 A ，A, ，…，4, 是 全 集 U 的 子 集 ， 则 


Ua,- Uz 

证 明 : 如 果 Ai ， A:， so 和 B 都 是 集合 ， 则 
(Ai—B)U(As—B)U:…U(A,—B)=(A1UA:U…UA,)—B 

证 明 : 只 要 nn 是 一 个 大 于 等 于 2 的 整数 ， 则 具有 7 个 元 素 的 集合 中 有 n(n 一 1)/2 个 子 集 恰好 含有 2 个 
元 素 。 
证 明 : 只 要 ?是 一 个 大 于 等 于 3 的 整数 ， 则 具有 个 元 素 的 集合 中 有 n(n 一 1) (n 一 2)/6 个 子 集 恰好 含 
有 3 个 元 素 。 
练习 47 一 48 关注 在 一 条 直路 上 设置 基站 塔 问题 ， 使 得 这 条 路 上 的 建筑 都 可 以 获得 蜂窝 通信 服务 。 假 





47. 


x 48. 


49. 
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设 建筑 物 位 于 塔 1 英里 范围 之 内 就 可 以 获得 服务 。 

设计 一 种 贪心 算法 ， 此 算法 可 以 从 路 的 起 点 开始 在 xz1，zs。，…，za 位 置 上 设置 尽 可 能 少 的 塔 为 4 个 
建筑 物 提供 通信 服务 。[ 提 示 : 在 每 一 步 ， 在 离 尽 可 能 远 的 位 置 设置 通信 塔 ， 只 要 保证 没有 建筑 物 超 
出 通信 覆盖 范围 。] 

使 用 数学 归纳 法 证 明 你 设计 的 算法 能 为 练习 47 产生 一 个 优化 解 : 即 算法 可 以 得 到 最 少 的 塔 为 所 有 的 
建筑 物 提供 蜂窝 通信 服务 。 

练习 49 一 51 给 出 了 错误 的 利用 数学 归纳 法 的 证 明 ， 请 在 每 个 习题 中 都 找 出 一 个 推理 错误 。 

下 面 的 “证 明 ” 错 在 哪儿 ? 所 有 的 马 都 有 相同 的 颜色 。 

设 PCz) 是 命题 人 2 匹 马 的 集合 中 所 有 马 都 有 相同 的 颜色 ”。 

基础 步骤 : 显然 P(1) 为 真 。 

归纳 步骤 : 假设 PC(k) 为 真 ， 即 六 匹 马 的 集合 中 所 有 马 都 有 相同 的 颜色 。 考 虑 任意 & 十 1 匹 马 ， 将 这 些 
马 编 号 为 1，2，3，…，R&,，R& 十 1。 我 们 有 前 不 匹 马 必 具有 相同 的 颜色 ， 而 后 & 匹 马 也 必 具 有 相同 的 
颜色 。 因 为 前 & 匹 马 的 集合 与 后 & 匹 马 的 集合 是 重 琶 的 ， 因 此 ， 所 有 十 1 匹 马 必 有 相同 的 颜色 。 这 
就 证 明了 PCk 十 1) 为 真 ， 归 纳 步 又 证 毕 。 

下 面 的 “证 明 ” 错 在 哪儿 ? 


“定理 ”对 每 个 正 整 数 n 而 言 ， 都 有 Di (n+ 二 ) /2 。 
基础 步骤 : 当 ?一 1 时 公式 为 真 。 
归纳 步骤 :假设 >;- (+ 了 于) /2, 则 i 一 EFF 。 根 据 归 纳 假设 ， 





Ti 十 


Di= (+ 到) /2+a+1 
i=1 


归纳 步骤 证 毕 。 

下 面 的 “证 明 ” 错 在 哪儿 ? 

“定理 ”， 对 每 个 正 整数 n 而 言 ， 如 果 xz 和 yy 是 正 整 数 ， 且 max(z，y) 一 2， 则 zx 一 y。 

基础 步骤 : 设 "一 1。 如 果 max(x，y) 二 1 且 z 和 yy 是 正 整数 ， 有 ==1 和 y 一 1。 

归纳 步骤 : 设 & 是 一 个 正 整 数 。 假 定 只 要 max(z，y)= 二 & 且 xz 和 yy 是 正 整 数 ， 则 必 有 z= 二 y。 现 在 令 
max(x，y) 二 k 十 1， 其 中 x 和 yy 是 正 整数 。 于 是 有 max(z 一 1，y 一 1) = 一 &， 因 此 ， 根 据 归纳 假设 有 
ZX 一 1 二 y 一 1。 由 此 得 zx 一 y， 归 纳 步骤 证 毕 。 

设 m,n 是 正 整 数 且 m 室 n，f 是 集合 {1，2，…，m} 到 集合 {1，2，…，n)}) 的 函数 。 采 用 数学 归纳 法 
对 变量 n 归纳 证 明 f 不 是 一 个 一 对 一 函数 。 

采用 数学 归纳 法 证 明 n 个 人 能 划分 一 个 蛋糕 (每 一 个 人 取得 1 份 或 者 多 块 蛋糕 ) 以 保证 蛋糕 能 公平 分 配 。 
即 每 一 个 人 至 少 取得 蛋糕 的 1/n。[ 提 示 : 在 归纳 步骤 ， 在 前 & 个 人 中 得 到 一 个 公平 的 划分 ， 每 一 个 人 
将 自己 的 那 份 划 分 为 十 1 等 份 ， 第 十 1 个 人 从 这 前 & 个 人 中 得 到 的 份额 中 选取 一 部 分 。 证 明 这 样 能 对 


十 1 个 人 产生 一 个 公平 的 划分 ， 假 设 第 & 十 1 个 人 认为 第 i 个 人 得 到 了 p; 份 ，》)p: = 1。] 
i=1 


用 数学 归纳 法 证 明 : 给 定 一 个 具有 z 十 1 个 正 整 数 的 集合 ， 其 中 每 个 数 都 不 超过 2x， 则 该 集合 中 至 少 
存在 一 个 整数 可 以 整除 集合 中 的 另 一 个 整数 。 

棋盘 上 的 骑士 可 以 一 次 沿 水 平方 向 (任意 两 个 方向 ) 移 动 一 格 ， 沿 垂直 方向 (任意 两 个 方向 ) 移 动 两 格 ， 
或 者 他 可 以 一 次 沿 水 平方 向 (任意 两 个 方向 ) 移 动 两 格 ， 沿 垂直 方向 (任意 两 个 方向 ) 移 动 一 格 。 假 设 


280 第 5 章 


56. 


57. 


58. 
59. 


60. 
x* 61. 


< 62. 


xx 63, 


64. 


65. 


* 66. 


67. 


* 68. 


我 们 有 一 个 无 限 大 的 棋盘 ， 它 是 由 所 有 格子 (mx，n) 所 构成 的 ， 其 中 mw、n 都 是 非 负 整 数 。 用 数学 归 
纳 法 证 明 : 从 (0，0) 格 开始 ， 经 过 有 限 次 移动 ， 该 骑士 可 以 访问 到 棋盘 中 的 每 一 个 格子 。[ 提 示 : 对 
变量 ;二 m 十 n 用 归纳 法 。] 
设 
a 0 
ps 5 
其 中 ac、2 是 实数 。 证 明 : 对 每 个 正 整数 而 言 ， 都 有 
Wu 
esc 
(需要 微 积 分 知识 ) 用 数学 归纳 法 证 明 : 只 要 nn 是 一 个 正 整 数 ， 则 f(x) 二 zx" 的 导数 就 等 于 nr"!。( 在 
归纳 步骤 中 使 用 导数 乘积 的 规则 。) 
设 4、 了 都 是 方 阵 ， 且 满足 4B 一 B4。 证 明 : 对 每 个 正 整数 而 言 ,都 有 4B" 一 B4" 。 
设 m 是 一 个 正 整 数 。 用 数学 归纳 法 证 明 : 如 果 a、5。 都 是 整数 ， 且 a 三 6(mod xx) ， 则 当天 是 任意 一 个 
非 负 整数 时 ， 就 有 a* 夺 (mod m)。 
用 数学 归纳 法 证 明 : 当 思 ， 刀 ，…， 轧 都 是 命题 时 ， 则 (Pr V Pp V… Vp) 等 价 于 -Py 人 -Po 人 … 人 pp。 
证 明 : 只 要 pi ，p:，*…，p， 都 是 命题 且 2 之 2， 则 
[Cp1—> p22) 人 (加 一 加 ) A A prir>p) > [Cp A ph MN pi)—>p,] 
就 是 重 言 式 。 
证 明 : 如 果 nn 条 直线 中 任何 两 条 都 不 平行 ,任何 三 条 都 不 共 点 ， 则 这 些 直 线 就 能 把 平面 分 成 (n? 十 


n 十 2)/2 个 区 域 。 

设 a ，a ，…，qa 都 是 正 实数 ， 这 些 数 的 算术 均值 定义 为 A 二 (a 十 @z 十 … 十 a,)/n， 而 这 些 数 的 几 
何 均值 定义 为 G 二 (a1as…a,)”。 用 数学 归纳 法 证 明 : A 二 G。 

用 数学 归纳 法 证 明 4. 3 节 中 的 引 理 3， 其 命题 为 : 如 果 p 是 素数 ， 且 pa1as…a,。， 其 中 ai (i 二 1, 2， 


3，…，7) 都 是 整数 ， 则 必 存 在 某 个 整数 六 使 得 p | a4;。 
证 明 : 只 要 是 一 个 正 整数 ， 则 
1 
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(这 里 的 求 和 是 对 前 n 个 最 小 正 整 数 所 构成 的 集合 的 所 有 非 空 子 集 进行 的 。) 

利用 良 序 性 公理 证 明 下 列 形式 的 数学 归纳 法 的 证 明 是 有 效 的 。 证明: 对 所 有 正 整 数 n 而 言 ，P(n) 
为 真 。 

基础 步骤 : P(1) 和 P(2) 都 为 真 。 

归纳 步骤 : 对 每 个 正 整数 &， 如 果 PC(k) 和 PCk 十 1) 都 为 真 ， 则 P(E 十 2) 为 真 。 

证 明 : 如 果 Al， 4:， 二 4, 是 集合 ， 其 中 7 之 2， 且 对 所 有 满足 l<i<j<n 的 整数 对 i 和 j， 要 么 A; 
是 Ai 的 子 集 ， 要么 A 是 A; 的 子 集 ， 则 必 存 在 一 个 整数 i，1 二 i<n, 使 得 对 所 有 的 整数 j，1<<j<n， 
都 有 A; 是 Ai 的 子 集 。 

在 一 个 聚会 上 ， 如 果 所 有 客人 都 认识 其 中 的 一 位 客人 ， 而 这 个 人 却 不 认识 其 他 任何 一 个 人 ， 则 这 个 
人 就 称 为 名 人 。 在 一 个 聚会 上 ， 最 多 只 有 一 个 名 人 ， 因 为 如 果 有 两 个 名 人 ， 则 他 们 必然 相互 认识 。 
某 个 特定 的 聚会 上 也 可 能 没有 和 名人。 你 的 任务 是 在 一 个 聚会 上 寻找 一 个 名 人 ， 如 果 该 聚会 上 确实 有 
名 人 ， 而 你 只 允许 向 每 个 客人 提问 一 种 类 型 的 问题 一 一 询问 他 是 否认 识 另 一 个 客人 。 每 个 客人 必须 
如 实 回答 你 的 问题 。 也 就 是 说 ， 如 爱丽 斯 和 鲍 勃 是 聚会 上 的 两 个 客人 ， 你 可 以 询问 爱丽 斯 是 否认 识 
鲍 勃 ， 她 必须 如 实 回答 。 利 用 数学 归纳 法 证 明 : 如 果 聚 会 上 有 7 位 客人 ， 且 有 一 位 名 人 ， 那 么 你 只 
需要 询问 3(z* 一 1) 次 客人 ， 你 就 能 找到 这 位 名 人 。[ 提 示 : 你 首先 提出 一 次 问题 ， 以 排除 一 位 客人 是 
名 人 的 可 能 。 然 后 用 归纳 假设 去 识别 一 个 可 能 的 名 人 。 最 后 再 问 两 次 问题 ， 以 确定 这 位 可 能 的 名 人 
是 否 是 真正 的 名 人 。] 

假设 人 群 中 有 nn 个人， 每 个 人 都 知道 一 件 其 他 人 都 不 知道 的 丑闻 。 这 些 人 相互 之 间 用 电话 交流 。 当 


两 个 人 在 电话 中 交流 时 ， 他 们 就 共享 了 两 人 所 知道 的 所 有 丑闻 。 例 如 ， 在 第 一 个 电话 中 ， 两 个 人 共享 信 
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息 后， 他 们 都 知道 了 两 件 丑 闻 。 流 言 问题 是 求 G(n): 使 个 人 都 知道 全 部 丑闻 所 需要 的 最 少 电话 次 数 。 
练习 69 一 71 所 涉及 的 问题 都 是 流言 问题 。 
69. 求 G(1)、G(2)、G(3) 和 G(4)。 


70. 


*% Ts 
* 72, 
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利用 数学 归纳 法 证 明 : 对 nn 三 4， 有 G(n) 志 2n 一 4。[ 提 示 : 在 归纳 步骤 的 开始 和 结束 时 刻 ， 让 一 个 第 
一 次 打 电 话 的 人 向 某 个 特定 的 人 打 电 话 。] 

证 明 : 对 nn 三 4， 有 Gln) 二 2n 一 4。 

证 明 我 们 一 定 能 做 到 下 面 的 事情 : 将 数 1，2，…，n 排 成 一 排 ， 使 得 这 些 数 中 任何 两 个 数 的 均值 都 
不 会 出 现在 这 两 个 数 之 间 。[ 提 示 : 证 明 当 nn 是 2 的 整数 次 过 时 结论 成 立 就 足够 了 ， 然 后 用 数学 归纳 
法 证 明 当 nn 是 2 的 整数 次 寡 时 结论 成 立 。] 

证 明 : 如 果 五 ， 五，…， 五 是 实数 轴 上 的 一 组 开 区 间 ， 其 中 n 宇 2， 且 这 些 区 间 中 任意 两 区 间 的 交 非 
空 ， 即 对 任意 的 1<i<n 和 1<j<n， 都 有 了 I 门 1; 关 名 ， 那 么 所 有 这 些 集合 的 交 非 空 ， 即 五 门 五 门 … 
门 1, 关 多 。( 回 顾 开 区 间 的 概念 : 开 区 间 是 实数 z 的 集合 ， 其 中 a 二 x 二 5， 且 a、5 都 是 实数 。) 

有 时 用 数学 归纳 法 不 能 证 明 我 们 认为 是 真 的 结论 ， 但 可 以 用 数学 归纳 法 证 明 一 个 更 强 的 结论 。 因 为 


较 强 结论 的 归纳 假设 提供 了 更 多 可 做 的 事情 ， 这 一 过 程 称 为 归纳 载 入 。 练 习 74 中 将 使 用 归纳 载 人 。 
74. 假如 对 所 有 正 整 数 xn， 要 证 明 
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1 .3...2—1 1 
多 运 2n fa 

a) 证 明 : 如 果 用 数学 归纳 法 证 明 上 述 不 等 式 ， 则 基础 步骤 有 效 ， 但 归纳 步骤 却 无 效 。 
b) 证 明 : 用 数学 归纳 法 可 以 证 明 一 个 更 强 的 不 等 式 一 一 对 所 有 大 于 1 的 整数 ， 都 有 

1 3 2n—1 1 

吉方 VFi 
结合 n 二 1 时 的 结果 ， 就 可 以 建立 起 上 述 那个 不 能 用 数学 归纳 法 证 明 的 较 弱 的 不 等 式 了 。 
设 n 是 一 个 正 的 偶数 。 证明: 当 n 个 人 站 在 院子 中 ,彼此 之 间距 离 不 同 ,每 个 人 都 同时 用 一 个 馅 饼 
抛 向 并 击 打 离 他 最 近 的 人 时 ， 每 个 人 都 可 能 受到 馅 饼 的 攻击 。 
用 右 三 联 骨 上 牌 覆 盖 一 个 去 掉 左上 角 格 子 的 4X4 棋盘 。 
用 右 三 联 骨 牌 覆盖 一 个 去 掉 左 上 角 格 子 的 8X8 棋盘 。 
证 明 或 反驳 : 只 要 nn 是 一 个 正 整 数 ， 就 可 用 右 三 联 骨牌 完全 覆盖 下 述 形状 的 所 有 棋盘 。 
a)3X2" b)6X 2 
ec)3" 又 3” d)6" X6" 
证 明 : 用 去 掉 了 一 个 1X1X1 立方 体 块 的 2X2X2 立方 体 ， 可 以 完全 覆盖 去 掉 了 一 个 1X1X1 立 方 体 
块 的 三 维 2* X2” X2" 棋盘 。 
证 明 :; 如 果 n 大 于 5， 且 不 能 被 3 整除 ， 则 可 以 用 右 三 联 骨牌 完全 覆盖 去 掉 一 个 格子 的 nXn 棋盘 。 
证 明 : 可 以 用 右 三 联 骨牌 覆盖 去 掉 了 一 个 角 上 格子 的 5X5 棋盘 。 
找 出 一 个 不 能 用 右 三 联 骨牌 履 盖 去 掉 了 一 个 格子 的 5X5 棋盘 。 证明: 对 这 样 的 棋盘 ， 不 存在 右 三 联 
骨牌 的 覆盖 。 
利用 数学 归纳 法 原理 证 明 : 如 果 P(5) 为 真 ， 且 对 满足 & 宇 5b 的 所 有 正 整 数 &， 列 含 式 P(k) 一 P(k 十 1) 
为 真 ， 则 对 n= 二 6，5 十 1，5 十 2，…，P(n) 为 真 ， 其 中 5 是 一 个 整数 。 


2 强 归纳 法 与 良 序 性 


2.1 引言 
5.1 节 介绍 了 数学 归纳 法 ， 并 说 明了 如 何 用 它 来 证 明 许 多 定理 。 本 节 将 介绍 另外 一 种 形式 

















的 数学 归纳 法 一 一 强 归纳 法 ， 这 种 方法 通常 在 不 能 用 数学 归纳 法 轻易 证 明 一 个 结论 的 时 候 使 


用 


。 强 归纳 法 证 明 中 的 基础 步骤 与 数学 归纳 法 证 明 中 的 基础 步骤 相同 ， 即 在 强 归纳 法 证 明 中 ， 


要 证 明 对 所 有 的 正 整数 ”而 言 PC) 为 真 ， 基 础 步 又 中 必须 证 明 P(1) 为 真 。 但 在 这 两 种 证 明 方 
法 中 ， 归 纳 步 又 是 不 同 的 。 在 数学 归纳 法 的 证 明 中 ， 归 纳 步 又 是 要 证 明 : 如 果 归 纳 假设 PC(k) 
为 真 ， 那 么 PR 十 1) 也 为 真 。 而 在 强 归 纳 法 的 证 明 中 ， 归 纳 步 又 是 要 证 明 : 如 果 对 所 有 不 超过 
的 正 整 数 而 言 ，P(j) 为 真 ， 那么 PC 十 1) 也 为 真 ， 即 关于 归纳 假设 ， 假 定 对 7 一 1，2，…，& 


282 第 5 章 


而 言 ，P(j) 为 真 。 

数学 归纳 法 和 强 归纳 法 的 有 效 性 是 由 附录 A 中 的 良 序 性 公理 来 保证 的 。 事 实 上 ， 数 学 归 
纳 法 、 强 归纳 法 以 及 良 序 性 三 者 是 等 价 的 原理 ( 见 练习 41、42 和 43) 。 也 就 是 说 ， 三 者 中 任何 
一 种 原理 的 有 效 性 都 可 以 用 另外 两 种 原理 的 有 效 性 推导 出 来 。 这 也 意味 着 三 者 中 的 任何 一 种 原 
理 ， 都 可 以 用 另外 两 种 原理 来 证 明 。 正 如 在 某 些 情况 下 ,我 们 所 看 到 的 用 强 归纳 法 证 明 一 
论 ， 比 用 数学 归纳 法 证 明 容易 得 多 一 样 ， 有 了 时 用 良 序 性 证 明 一 个 结论 ， 也 要 比 用 两 种 形式 的 数 
学 归纳 法 容易 。 本 节 将 举 一 些 例子 来 说 明 如 何 使 用 良 序 性 来 证 明定 理 。 


5.2.2 强 归 纳 法 

在 阐述 如 何 使 用 强 归纳 法 之 前 ， 再 来 说 明 一 下 它 的 原理 。 

强 归 纳 法 ”要 证 明 对 所 有 的 正 整数 ”而 言 ， 都 有 P(z) 为 真 ， 其 中 PCn) 为 命题 函数 ， 我 们 
要 完成 如 下 两 个 步骤 : 

基础 步骤 : 证 明 P(1) 为 真 。 

归纳 步 又: 要 证 明 对 所 有 正 整数 & 来 说 ， Ep re "人 PC(k)] 一 PC 十 1) 也 
为 真 。 

注意 当 用 强 归纳 法 证 明 对 所 有 的 正 整 数 n 而 言 ， 都 有 了 PCn) 为 真 时 ， 归 纳 假设 是 : 对 7 一 1， 
2，…,， 上 而 言 ，P(j) 为 真 。 也 就 是 说 ， 归 纳 假设 包含 了 上 个 命题 P(1)，P(2),，…，P(k)。 由 
于 我 们 只 是 利用 所 有 个 命题 P(1)，P(2)，…，P(k) 来 证 明 P(k 十 1)， 而 不 是 像 在 数学 归纳 
法 中 那样 只 利用 P() 一 个 命题 ， 因 此 ， 强 归纳 法 的 证 明 技 巧 更 加 灵活 。 因 为 这 个 原因 ， 一 些 
数学 家 更 倾向 采用 加 强 数学 归纳 法 来 证 明 ， 即 使 数学 归纳 法 也 能 容易 获得 结果 。 

你 可 能 会 感到 奇怪 ， 为 什么 强 归纳 法 和 数学 归纳 法 是 等 价 的 ， 即 每 一 种 技巧 的 有 效 性 都 可 以 用 
另外 一 种 技巧 的 有 效 性 来 证 明 。 特 别 地 ， 任 何 使 用 数学 归纳 法 的 证 明 也 可 以 认为 是 使 用 强 归纳 法 的 
证 明 ， 这 是 因为 数学 归纳 法 证 明 中 的 归纳 假设 是 强 归 纳 法 证 明 中 的 归纳 假设 的 一 个 部 分 。 也 就 是 
说 ， 如 果 使 用 数学 归纳 法 对 每 个 正 整数 &， 都 证 明了 P(k) 蕴 含 P(k 十 1)， 我 们 就 完成 了 证 明 中 的 归 
纳 步骤 。 然 而 ， 上 述 蕴含 关系 也 等 价 于 所 有 命题 P(1)，P(2)，…，P(k) 药 含 P(E 十 1) ， 因 为 我 们 不 
仅 假定 P(k) 真 ， 还 假定 了 更 多 的 条 件 ， 即 一 1 个 命题 P(1)，P(2),，…，P(k 一 1) 也 为 真 。 然 而 ， 
将 一 个 用 强 归纳 法 的 证 明 转 化 为 一 个 用 数学 归纳 法 的 证 明 却 困 难得 多 ( 见 练习 42) 。 

强 归 纳 法 有 时 也 称 为 数学 归纳 法 第 二 原理 ， 或 称 为 完全 归纳 法 。 当 使 用 "完全 归纳 法 ”这 一 
术语 时 ， 数 学 归纳 法 原理 就 称 为 不 完全 归纳 法 。 这 一 术语 只 是 一 种 无 奈 的 选择 ， 因 为 数学 归纳 
法 根本 就 不 是 不 完全 的 ， 毕 竟 它 是 一 种 有 效 的 证 明 技巧 。 

强 归纳 法 与 无 限 高 的 梯子 ”为 了 更 好 地 理解 强 归纳 法 ， 考 虑 5.1 节 中 那个 无 限 高 的 梯子 。 
强 归 纳 法 告诉 我 们 ， 我 们 能 到 达 每 一 个 阶梯 ， 如 果 

1) 我 们 能 到 达 第 1 个 阶梯 ， 且 

2) 对 于 每 一 个 整数 有 ， 如 果 能 到 达 所 有 前 个 阶梯 ， 那 么 我 们 就 能 到 达 第 十 1 个 阶梯 。 

” ”也 就 是 说 ， 如 果 P(n) 是 命题 “我 们 能 够 到 达 第 n 个 阶梯 ”"， 那 么 根据 强 归纳 法 知道 ， 对 所 
有 正 整 数 n，P(n) 为 真 。 因 为 由 1) 可知，P(1) 为 真 ， 这 就 完成 了 基础 步骤 ; 再 由 2)， 知 道 
P(1) AP(2) 人 … 人 PCe) 芍 含 着 P(k 十 1)， 这 就 完成 了 归纳 步骤 。 

下 面 的 例 1 阐述 了 强 归纳 法 如 何 帮助 我 们 证 明 一 个 用 数学 归纳 法 不 能 轻易 证 明 出 来 的 

例 1 假设 我 们 能 到 达 无 限 高 梯子 的 第 1 个 和 第 2 个 阶梯 ， 且 知道 如 果 我 们 能 到 达 某 个 阶 
梯 ， 那 么 就 能 到 达 高 出 两 阶 的 那个 阶梯 。 我 们 能 用 数学 归纳 法 证 明 “ 我 们 能 到 达 每 一 个 阶梯 ” 
吗 ? 我 们 又 能 用 强 归纳 法 证 明 “ 我 们 能 到 达 每 一 个 阶梯 ” 吗 ? 

解 ”首先 用 数学 归纳 法 试 着 证 明 这 个 结论 。 

基础 步骤 : 该 证 明 的 基础 步骤 是 成 立 的 ， 这 里 只 需 验 证 我 们 到 达 第 1 个 阶梯 。 

尝试 归纳 步骤 : 归纳 假设 是 命题 “我 们 能 到 达 第 个 阶梯 ”"。 为 了 能 完成 归纳 步骤 ， 需 要 证 
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明 : 如 果 假 定 归纳 假设 是 对 正 整数 而 言 的 ， 也 就 是 说 ， 如 果 假 定 我 们 能 够 到 达 第 个 阶梯 ， 
那么 就 能 证 明 我 们 能 到 达 第 十 1 个 阶梯 。 然 而 ， 并 没有 明显 的 方式 来 完成 这 一 归纳 步 又 ， 这 
是 因为 从 所 给 信息 来 看 ， 我 们 不 知道 是 否 能 从 第 & 个 阶梯 到 达 第 & 十 1 个 阶梯 。 毕 竟 我 们 只 知 
道 “ 如 果 我 们 能 到 达 一 个 阶梯 ， 则 我 们 能 到 达 高 出 两 阶 的 那个 阶梯 ”。 

现在 用 强 归纳 法 证 明 。 

基础 步骤 : 基础 步骤 和 前 面 是 相同 的 ， 只 需 验证 我 们 到 达 第 1 个 阶梯 。 

归纳 步骤 : 归纳 假设 是 命题 “我 们 能 到 达 前 个 阶梯 中 的 每 个 阶梯 ”"。 为 了 能 完成 归纳 步 
又 ， 需 要 证 明 : 在 归纳 假设 为 真 的 情况 下 ， 即 如 果 我 们 能 到 达 前 个 阶梯 中 的 每 个 阶梯 ， 那 么 
我 们 就 能 到 达 第 十 1 个 阶梯 。 已 经 证 明了 我 们 能 到 达 第 2 个 阶梯 。 这 里 只 需 注意 : 只 要 >>2， 
那么 就 可 从 第 & 一 1 个 阶梯 到 达 第 十 1 个 阶梯 ， 因 为 知道 我 们 可 以 从 某 个 阶梯 到 达 高 出 两 阶 的 
那个 阶梯 。 这 样 就 由 强 归 纳 法 完成 了 归纳 步骤 。 

我 们 已 经 证 明了 : 如 果 我 们 能 到 达 一 个 无 限 高 梯子 的 前 两 个 阶梯 ， 且 对 每 个 整数 &， 如 果 我 
们 能 到 达 所 有 前 下 个 阶梯， 那么 我 们 就 能 到 达 第 十 1 个 阶梯 ， 于 是 也 就 能 到 达 所 有 的 阶梯 。 本 


5.2.3 利用 强 归 纳 法 证 明 的 例子 

现在 既 有 了 数学 归纳 法 又 有 了 强 归 纳 法 ， 那 么 在 某 种 特定 的 情况 下 ， 如 何 确定 到 底 使 用 哪 
种 方法 呢 ? 尽管 不 存在 什么 固定 的 答案 ， 但 仍 可 利用 一 些 有 用 的 建议 。 在 实际 中 ， 要 直截了当 
地 证 明 对 所 有 的 正 整 数 k，P(k) 一 P(k 十 1) 为 真 时 ， 就 应 该 使 用 数学 归纳 法 。5.1 节 中 的 所 有 例 
子 都 是 这 种 情况 。 一 般 情况 下 ， 我 们 应 该 尽量 限制 数学 归纳 法 的 使 用 。 除 非 已 经 看 出 数学 归纳 
法 的 归纳 步骤 证 明 是 明显 成 立 的 ， 否 则 应 该 尽量 用 强 归纳 法 。 也 就 是 说 ， 当 看 出 如 何 利 用 对 所 
有 不 超过 上 的 正 整 数 7， 试 图 从 PC ) 为 真 来 证 明 PC(k 十 1) 为 真 ， 而 我 们 却 看 不 出 如 何 只 利用 PCk) 
来 证 明 PC 十 1) 时 ， 就 用 强 归纳 法 ， 而 不 用 数学 归纳 法 。 在 本 节 的 证 明 中 ， 请 将 这 一 点 记 在 脑子 
里 ， 以 便 印 证 。 对 本 节 证 明 中 的 每 一 个 例子 ， 考 虑 为 什么 强 归纳 法 比 数学 归纳 法 更 好 用 。 

例 2 一 4 将 阐述 如 何 使 用 强 归 纳 法 。 这 些 例 子 将 证 明 多 种 不 同类 型 的 结论 。 在 每 个 例子 中 
要 特别 注意 归纳 步 又， 因为 在 此 步骤 中 ， 要 证 明 对 所 有 不 超过 太 的 正 整 数 ) ， 如 果 P(j) 为 真 ， 
则 PC(k 十 1) 为 真 ， 其 中 P(n) 是 命题 函数 。 

从 一 个 最 著名 的 强 归 纳 法 证 明 ( 算 术 基 本 定理 之 一 ) 的 证 明 开 始 ， 该 定理 断言 : 每 个 正 整数 
都 可 写成 素数 的 乘积 。 

例 2 证 明 : 车 nn 是 大 于 1 的 整数 ， 则 nn 可 以 写成 素数 之 积 。 

解 ” 设 P(n) 是 命题 n 可 以 写成 素数 之 积 。 

基础 步骤 : P(2) 为 真 ， 因 为 2 可 以 写成 一 个 素数 之 积 ， 即 它 自身 。( 注 意 P(2) 是 需要 证 明 
的 第 一 个 情形 。) 

归纳 步骤 : 假定 对 所 有 满足 2 二 ;< 的 正 整 数 j 来 说 P(7) 为 真 。 即 假设 对 于 大 于 等 于 2 并 
不 大 于 有 的 正 整 数 ， 可 以 写成 素数 积 的 形式 。 要 完成 归纳 步骤 ， 就 必须 证 明 在 这 个 假定 下 
P(k 十 1) 为 真 。 

有 两 种 要 券 虑 的 情形 ， 即 十 1 是 素数 和 十 1 是 合 数 。 车 十 1 是 素数 ， 则 立即 看 出 P(k 十 
1) 为 真 。 否则 ，& 十 1 是 合 数 并 且 可 以 写成 满足 2 三 a 三 5 十 1 的 两 个 整数 a 和 2 之 积 。 因 为 a 
和 6 是 大 于 等 于 2 并 不 大 于 的 正 整 数 ， 所 以 根据 归纳 假设 ，a 和 2 都 可 以 写成 素数 之 积 。 因 
此 ， 若 十 1 是 合 数 ， 则 它 可 以 写成 素数 之 积 ， 即 在 a 的 因子 分 解 中 的 那些 素数 与 在 5 的 因子 
分 解 中 的 那些 素数 之 积 。 本 


评注 “因为 1 是 素数 之 积 ， 即 不 包含 任何 素数 的 空 积 ， 所 以 可 以 在 例 2 里 用 已 (1) 作 为 

基础 步骤 来 开始 证 明 。 没 有 选择 这 样 做 是 因为 许多 人 对 此 感到 迷惑 不 解 。 

例 2 完成 了 对 算术 基本 定理 的 证 明 ， 该 定理 断言 : 每 个 非 负 整数 可 以 唯一 地 写成 以 非 降 顺 
序 排列 的 素数 之 积 。 在 4. 3 节 里 证 明 过 整数 最 多 有 一 种 这 样 的 素 因 子 分 解 。 例 2 证 明 至 少 有 一 
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种 这 样 的 分 解 。 

下 面 来 看 看 如 何 利 用 强 归纳 法 证 明 : 在 一 场 游 戏 中 一 个 选手 具有 获胜 的 策略 。 

例 3 考虑 一 种 游戏 ， 其 中 两 名 选手 轮流 从 两 堆 火 柴 中 的 一 堆 取 出 任意 正 整数 的 火柴 。 取 
走 最 后 一 根 火 柴 的 选手 获胜 。 证 明 : 如 果 开 始 时 两 堆 火柴 的 数目 相同 ， 则 第 二 名 选手 总 是 可 以 
保证 获胜 。 

解 ” 设 是 每 堆 火 柴 的 数目 。 将 用 强 归纳 法 来 证 明 P(n)， 即 命题 ， 当 每 堆 开 始 有 nn 根 火 
柴 时 ， 第 二 名 选手 可 以 获胜 。 

基础 步骤 : 当 ? 一 1 时 ， 先 拿 火 柴 的 选手 只 有 一 种 选择 ， 从 某 一 堆 中 取 走 一 根 火 柴 ， 剩 下 
一 堆 只 有 一 根 ， 第 二 名 选手 可 以 取 走 这 根 火柴 而 获胜 。 

归纳 步骤 : 归纳 假设 是 命题 : 对 于 所 有 1 二 jk 的 7 来 说 ，P(j) 为 真 ， 也 就 是 说 ， 只 要 游 
戏 开始 时 两 堆 各 有 j 根 火柴 ,其 中 1 二 jk&， 第 二 名 选手 就 总 是 可 以 获胜 。 需 要 证 明 PCk 十 1) 
为 真 ， 即 ， 开 始 时 每 堆 火 柴 都 有 十 1 根 火 柴 ， 且 在 PC())(j 二 1，2，…， 有) 为 真 的 条 件 下 ， 第 
二 个 选手 获胜 。 因 此 ， 现 在 假设 游戏 开始 时 两 堆 火 柴 中 都 有 & 十 1 根 火柴 ， 且 第 一 个 选手 从 其 
中 的 一 堆 中 拿 走 r(1r<k) 根 火柴 ,那么 此 堆 中 剩 下 十 1 一 r 根 火柴 。 如 果 第 二 个 选手 从 另 一 
堆 中 也 拿 走 同样 数量 的 火柴 ， 那么 两 堆 火 此 中 就 都 剩 下 了 & 十 1 一 > 根 火 此 。 因 为 
1<k 十 1 一 rk&， 使 用 归纳 假设 ， 可 以 得 到 第 二 个 选手 获胜 。 注 意 如 果 第 一 个 选手 从 其 中 的 一 
堆 中 拿 走 全 部 十 1 根 火 柴 ， 那 么 第 二 个 选手 也 从 另外 一 堆 中 拿 走 全 部 火柴 ， 因 此 仍然 是 第 二 
个 选手 获胜 。 | 

如 果 用 数学 归纳 法 而 不 是 用 强 归纳 法 来 证 明 例 2 和 例 3 的 结论 ， 那么 将 是 非常 困难 的 。 但 
是 ， 正 如 例 4 所 示 ， 有 些 结论 用 两 种 方法 证 明 都 比较 容易 。 

在 给 出 例 4 之前， 注意 只 要 对 强 归 纳 法 稍 加 改变 ， 就 可 以 处 理 更 为 广泛 的 一 类 问题 。 特 别 
是 在 强 归 纳 步 又 只 对 大 于 某 个 特定 的 整数 有 效 时 ， 可 以 改变 强 归纳 法 来 适应 这 种 情况 。 设 2 是 
一 个 固定 的 整数 ， 而 j 是 一 个 固定 的 正 整 数 。 如 果 能 完成 如 下 两 个 步骤 ,那么 强 归纳 法 就 可 以 
断言 : 对 所 有 n 宇 b 的 整数 而 言 ，P(n) 为 真 。 

基础 步骤 : 验证 命题 P(0) ，P(5 十 1) ，…，P(8 十 7 为 真 。 

归纳 步骤 : 证 明 对 所 有 有 宇 5 十 i 的 整数 而 言 ，[ PC(6) 和 PC(65 十 1) A…AP(k)] 一 PC(k 十 1) 
为 真 。 
我 们 将 利用 这 种 变形 的 强 归纳 法 来 证 明 例 4。 这 种 变形 的 强 归纳 法 与 强 归纳 法 的 等 效 性 的 
证 明 留 作 练 习 28 。 

例 4 证 明 : 仅 用 4 分 和 5 分 邮票 就 可 以 组 成 大 于 或 等 于 12 分 的 每 种 邮资 。 

解 ” 将 要 用 数学 归纳 法 原理 来 证 明 这 个 结果 ， 然 后 用 强 归纳 法 证 明 。 设 P(z) 是 命题 : 可 
以 用 4 分 和 5 分 邮票 来 组 成 4 分 邮资 。 首 先 使 用 数学 归纳 法 原理 。 

基础 步骤 : 可 以 用 3 个 4 分 邮票 来 组 成 12 分 邮资 。 

归纳 步骤 : 归纳 假设 是 命题 PC&) 为 真 。 即 ， 在 归纳 假设 下 ， 可 以 用 4 分 和 5 分 邮票 来 构 
成 上 分 邮资 。 为 了 完成 归纳 步骤， 需要 证 明 : 当 P(k) 为 真 时 ，P(k 十 1) 也 为 真 ， 其 中 & 之 12。 
也 就 是 说 ， 需 要 证 明 : 如 果 能 构成 分 邮资 ,那么 也 能 构成 十 1 分 邮资 。 这 样 ， 假 设 归 纳 假 
设 为 真 ， 即 假设 分 邮资 能 用 4 分 和 5 分 邮票 来 构成 。 考 虑 两 种 情况 : 至 少 用 了 1 个 4 分 邮票 
和 没有 用 到 任何 4 分 邮票 。 首先 ， 至少 用 了 1 个 4 分 邮票 来 构成 分 邮资 。 于 是 可 以 用 1 个 5 
分 邮票 取而代之 来 构成 十 1 分 邮资 。 但 是 ， 如 果 上 有 分 邮资 中 没有 用 到 任何 4 分 邮票 ， 则 说 明 & 
分 邮资 中 只 用 到 了 5 分 的 邮票 。 又 由 于 k 宇 12， 所 以 至 少 需要 3 个 5 分 的 邮票 来 构成 这 分 邮 
资 。 因 此 ， 用 4 个 4 分 的 邮票 来 代替 3 个 5 分 的 邮票 就 可 以 构成 & 十 1 分 邮资 。 这 就 完成 了 归纳 
步骤 。 

因为 已 经 完成 了 基础 步骤 和 归纳 步 又 ， 所 以 我 们 知道 对 所 有 的 n 宇 12，P(n) 为 真 。 即 ， 当 
n 宇 12 时 ， 就 可 以 只 用 4 分 和 5 分 邮票 来 构成 半分 邮资 。 这 样 完成 了 通过 数学 归纳 法 的 证 明 。 
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接 下 来 ,再 用 强 归 纳 法 来 证 明 上 述 结论 。 在 该 证 明 的 基础 步骤 中 ， 要 证 明 P(12)、P(13)、 
P(14) 和 P(15) 都 为 真 ， 即 12、13、14 和 15 分 的 邮资 都 可 以 用 4 分 和 5 分 的 邮票 来 构成 。 在 
归纳 步骤 ， 要 证 明 : 对 & 宇 15 时 ， 如 何 从 一 3 分 邮资 来 得 到 十 1 分 邮资 。 

基础 步骤 : 可 以 分 别 用 3 个 4 分 的 邮票 来 构成 12 分 的 邮资 、2 个 4 分 邮票 和 1 个 5 分 邮票 
来 构成 13 分 的 邮资 、1 个 4 分 邮票 和 2 个 5 分 邮票 来 构成 14 分 的 邮资 ， 以 及 3 个 5 分 的 邮票 
来 构成 15 分 的 邮资 。 这 说 明 P(12)、P(13)、P(14) 和 P(15) 都 为 真 。 因 此 完成 了 基础 步骤 。 

归纳 步骤 : 归纳 假设 是 命题 : 当 12 志 jk 时 ，P(j) 为 真 ， 其 中 是 满足 & 宇 15 的 整数 。 
为 了 完成 归纳 步骤 ， 假 定 能 构成 7 分 的 邮资 ， 其 中 12 志 jk。 需 要 证 明 在 此 假设 下 ，P(k 十 1) 
为 真 ， 即 能 构成 & 十 1 分 的 邮资 。 利 用 归纳 假设 ， 可 以 假定 P(4 一 3) 为 真 ， 这 是 因为 《一 3 之 12， 
即 只 用 4 分 和 5 分 的 邮票 就 能 构成 x 一 3 分 的 邮资 。 为 了 构成 & 十 1 分 的 邮资 ， 只 需 对 构成 一 3 
分 邮资 的 邮票 中 增加 一 张 4 分 的 邮票 就 可 以 了 ， 即 已 经 证 明了 “如 打 归 纳 假设 为 真 ， 那么 
P(k 十 1) 也 为 真 "。 这 就 完成 了 归纳 步骤 。 

因为 已 经 完成 了 强 归 纳 法 中 的 基础 步骤 和 归纳 步骤 ， 所 以 根据 强 归纳 法 可 知 : 对 所 有 ?之 
12 的 整数 n，P(n) 为 真 ， 即 ， 证 明了 对 所 有 满足 不 小 于 12 分 的 邮资 ， 都 可 以 用 4 分 和 5 分 的 
邮票 来 构成 。 这 样 完成 了 利用 加 强 归纳 法 的 证 明 。 

(除了 这 里 描述 的 方法 以 外 ， 还 有 处 理 这 个 问题 的 其 他 方法 。 读 者 能 否 找 出 不 使 用 数学 归 
纳 法 的 解答 ?) | 


5.2.4 计算 几何 学 中 使 用 强 归 纳 法 

下 一 个 强 归 纳 法 的 例子 来 自 计算 几何 学 。 计 算 几 何 学 是 离散 数学 的 一 部 分 ， 它 涉及 几何 对 
” 象 的 计算 问题 。 计 算 几 何 广 泛 应 用 于 计算 机 图 形 学 、 计 算 机 游戏 、 机 器 人 技术 、 科 学 计算 ,以 
及 许多 其 他 领域 。 在 给 出 结论 之 前 ， 先 介绍 一 些 术 语 ， 这 些 术语 在 以 往 学 过 的 几何 学 中 可 能 已 


经 遇 到 过 了 。 
多 边 形 是 一 个 封闭 的 图 形 ， 它 是 由 一 系列 叫做 边 的 线段 ss ，s,，…，5s, 所 构成 的 。 图 形 中 
每 一 对 相 邻 的 边 下 和 5 一 1， 2，…， 2 一 1) 以 及 最 后 一 条 边 Sn 和 第 一 条 边 51 都 相交 于 一 个 


公共 的 端点 ， 称 其 为 顶点。 如 果 两 条 不 相 邻 的 边 没有 交点 ， 则 称 该 多 边 形 为 简单 多 边 形 。 每 个 
简单 多 边 形 都 把 整个 平面 划分 为 两 个 区 域 : 内 部 区 域 和 外 部 区 域 ， 内 部 区 域 是 由 曲线 内 部 的 点 
构成 的 ， 外 部 区 域 是 由 曲线 外 部 的 点 构成 的 。 后 一 个 事实 的 证 明 相 当 复 杂 ， 它 是 著名 的 乔丹 
Jordan) 曲线 定理 的 一 种 特殊 情况 ， 该 定理 告诉 我 们 : 每 一 条 简单 曲线 都 把 平面 划分 成 两 个 区 
域 。 例 如 ， 参 见 LOr00] 。 

如 果 连 接 多 边 形 内 部 任意 两 点 的 线段 都 整个 包含 在 该 多 边 形 内 ， 则 称 该 多 边 形 是 凸 的 。 
(不 是 凸 多 边 形 的 多 边 形 称 为 非 凸 的 .) 图 1 给 出 了 4 个 多 边 形 ， 其 中 图 1a 和 图 lb 是 凸 的 ， 而 图 
lc 和 图 1d 是 非 凸 的 。 简 单 多 边 形 的 对 角 线 是 连接 多 边 形 两 个 不 相 邻 顶点 的 线段 ， 如 果 一 条 对 
角 线 除了 两 个 端点 外 ， 整 个 包含 在 多 边 形 内 部 ， 则 称 该 对 角 线 为 内 部 对 角 线 。 例 如 ， 在 多 边 形 
图 14 中， 连接 a 和 上 的 线段 是 一 条 内 部 对 角 线 ， 而 连接 a 和 d 的 线段 是 对 角 线 ， 但 不 是 内 部 对 
角 线 。 


a a 8 
a d a 六 < 
sw 浙 
b 
b EN 
€ 人 了 
af 是 内 部 对 角 线 

b c c d b d c ad 不 是 内 部 对 角 线 
a) b) c) 


d 
图 1 凸 多 边 形 与 非 凸 多 边 形 
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计算 几何 学 中 最 基本 的 操作 之 一 ， 是 通过 加 入 不 相交 的 对 角 线 把 一 个 简单 多 边 形 划分 成 多 
个 三 角形 ， 这 个 过 程 叫做 三 角形 化 。 注 意 一 个 简单 
多 边 形 可 以 有 许多 不 同 的 三 角形 划分 ， 如 图 2 所 
示 。 计 算 几 何 学 中 最 基本 的 事实 或 许 就 是 下 面 的 定 
理 1 所 叙述 的 : 每 个 简单 多 边 形 都 可 以 三 角形 化 。 
此 外 ， 定 理 1 还 告诉 我 们 : 具有 7 条 边 的 简单 多 边 
形 的 任何 一 种 三 角形 化 ， 都 包含 ”一 2 个 三 角形 。 

具有 n 条 边 的 简单 多 边 形 能 够 被 三 角 
形 化 为 n 一 2 个 三 角形 ,， 其 中 nn 是 大 于 等 于 3 的 
整数 。 

结论 看 起 来 似乎 很 明显 : 通过 不 断 加 入 内 部 对 
角 线 ， 就 可 以 将 一 个 简单 多 边 形 三 角形 化 。 因 此 ， 用 强 归 纳 法 证 明 该 定理 似乎 很 有 希望 。 然 
而 ， 这 种 证 明 却 需要 如 下 一 个 关键 的 引 理 。 

本 天 ”每 个 简单 的 至 少 四 边 的 多 边 形 都 存在 一 条 内 部 对 角 线 。 

尽管 引 理 1 看 起 来 非常 简单 ， 但 证 明 起 来 却 非常 困难 。 事 实 上 ， 就 在 30 年 以 前 ， 曾 经 有 
许多 被 认为 是 正确 而 其 实 是 不 正确 的 证 明 ， 它 们 经 常 出 现在 教科 书 或 文章 中 。 先 用 引 理 1 证 明 
定理 1， 然 后 再 证 明 引 理 1， 这 在 证 明定 理 时 是 一 种 常见 手法 。 

证 (定理 1) 用 强 归 纳 法 来 证 明 这 个 定理 。 设 T(n) 是 命题 具有 nn 条 边 的 简单 多 边 形 能 够 
被 三 角形 化 为 2 一 2 个 三 角形 。 

基础 步骤 : T(3) 为 真 ， 因 为 具有 三 条 边 的 多 边 形 是 一 个 三 角形 。 不 需要 对 一 个 三 角形 加 
入 任何 对 角 线 。 该 三 角形 已 经 被 三 角形 化 了 ， 即 它 自身 。 因 此 ， 对 于 简单 多 边 形 n==3 可 以 分 
为 3 一 2 一 3 一 2 一 1 个 三 角形 ， 

归纳 步骤 : 关于 归纳 假设 ， 假 定 对 所 有 3 委 ) 委 & 的 7 而 言 ，T(j) 为 真 。 也 就 是 说 ， 假 定 只 
要 3 委 ) 委 &， 就 能 将 具有 了 条 边 的 简单 多 边 形 三 角形 化 为 7 一 2 个 三 角形 。 为 了 完成 归纳 步骤 ， 
必须 证 明 : 当归 纳 假设 为 真 时 ，T(k 十 1) 为 真 ， 也 就 是 说 ， 具 有 十 1 条 边 的 任意 简单 多 边 形 都 
能 被 三 角形 化 为 (k 十 1) 一 2 二 & 一 1 个 三 角形 。 

因此 ， 假 定 有 一 个 具有 & 十 1 条 边 的 简单 多 边 形 P。 因 为 k 十 1 研 4， 所 以 由 引 理 1，P 中 存 
在 一 条 内 部 对 角 线 a6。 现 在 ，ab 将 P 分 成 了 两 个 简单 多 边 形 Q 和 民 ， 且 QQ 有 s 条 边 ，R 有 t 条 
边 。Q 和 RR 的 边 都 是 P 的 边 ， 还 有 一 条 边 ag， 它 是 Q 和 尺 的 公共 边 。 注 意 由 于 Q 和 尺 都 至 少 
比 P 少 一 条 边 ( 因 为 它们 都 是 由 了 通过 去 掉 至 少 两 条 边 ， 同 时 增加 了 对 角 线 ab 而 形成 的 ) ， 因 
此 有 3 志和 3 三 tk。 此 外 ，P 的 边 数 比 Q 和 R 的 边 数 之 和 少 两 条 ， 因 为 PP 的 每 条 边 要 么 
是 QQ 的 一 条 边 ， 要么 是 RR 的 一 条 边 , 但 不 能 既是 Q 的 一 条 边 又 是 R 的 一 条 边 ， 而 对 角 线 ab 是 
Q 和 尺 的 一 条 公共 边 ， 但 却 不 是 PP 的 一 条 边 。 即 ，k 十 1 二 s 十 1 一 2。 

根据 归纳 假设 ， 由 于 3 二 ;<k 和 3 三 tk 都 成 立 ， 所 以 可 以 将 Q@ 和 R 分 别 三 角形 化 为 ;一 2 
个 和 :一 2 个 三 角形 。 其 次 ， 注 意 Q@ 和 R 的 三 角形 化 合 在 一 起 构成 了 P 的 一 个 三 角形 化 。( 在 Q 
和 尺 中 加 入 的 每 个 对 角 线 都 是 P 的 一 条 对 角 线 。) 因 此 ， 可 以 将 P 三 角形 化 为 总 数 为 (s 一 2) 十 
(一 2) 一 s 十 :一 4 一 (RE 十 1) 一 2 个 三 角形 。 这 就 完成 了 强 归 纳 法 的 证 明 。 即 已 经 证 明了 : 具有 
条 边 的 简单 多 边 形 能 够 被 三 角形 化 为 n 一 2 个 三 角形 ， 其 中 xz 之 3。 4 

下 面 再 来 证 明 引 理 1。 这 里 给 出 由 Chung-Wu Ho 所 发 表 的 证 明 [ Ho75]。 注 意 尽管 这 个 证 
明 可 以 忽略 ， 且 不 会 影响 学 习 的 连续 性 ， 但 该 证 明说 明 的 问题 是 : 一 个 看 起 来 非常 明显 的 结 
论 ， 证明 起 来 有 时 是 多 么 困难 。 
> 证 假设 P 是 平面 上 画 出 的 一 个 简单 多 边 形 。 另 外 ,， 设 5 是 PP 上 或 P 内 的 一 点 ， 该 点 是 zz 

坐标 最 小 的 顶点 中 y 坐标 最 小 的 一 点 。 于 是 ,5 一 定 是 P 的 一 个 顶点 ， 因 为 如 果 5 是 P 的 一 个 
内 部 点 ， 那 么 PP 中 将 存在 一 个 顶点 ， 其 zx 坐标 比 5 的 z 坐标 还 小 。 设 另外 两 个 顶点 a 和 cc 与 5 


一 由 7 条 边 构成 的 简单 


化 ,分 别 由 虚线 和 点 
线 表示 





图 2 多 边 形 的 三 角形 化 
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是 邻接 点 ， 于 是 由 ab 和 bc 所 构成 的 P 内 的 角 必 小 于 180"( 否 则 ，P 中 必 有 一 点 ， 其 z 坐标 要 
比 的 zx 坐标 还 小 )。 

现在 设 工 是 三 角形 人 Aapc。 如 果 己 中 没有 顶点 在 工 上 或 工 内 ， 那 么 可 以 连接 ac 而 得 到 一 
条 内 部 对 角 线 。 另 一 方面 ， 如 果 书 中 有 顶点 在 工 内 ， 那 么 可 以 找到 已 的 一 个 顶点 如， 它 在 工 
上 或 在 工 内 ， 使 得 2% 是 一 条 内 部 对 角 线 。( 这 是 个 难点 ，Ho 曾 注 释 过 : 在 许多 已 发 表 的 该 引 
理 的 证 明 中 ， 这 样 的 顶点 是 可 以 找到 的 ， 只 要 b, 不 一 定 非得 是 P 的 一 条 内 部 对 角 线 就 行 ， 
见 练习 21。) 问 题 的 关键 是 选择 一 个 顶点 p， 使 得 人 bap 最 小 。 为 了 说 明 能 做 到 这 点 ， 注 意 从 a 
点 出 发 经 过 p 点 的 射线 必 与 线段 bc 相交 于 一 点 ， 比 如 说 相交 于 q 点 。 于 是 人 pad 内 部 不 可 能 含 
有 忆 中 的 任何 顶点 。 因 此 ， 可 以 连接 5 和 而 形成 P 的 一 条 内 部 对 角 线 。 图 3 给 出 也 点 位 置 
的 说 明 。 q 


e 7 是 三 角 形 Aabc 
P 是 7 内 P 的 顶点 ， 使 得 和 bap 最 小 
bp 必定 是 P 的 一 条 内 部 对 角 线 





图 3 在 简单 多 边 形 中 建立 一 条 内 部 对 角 线 


5.2.5 利用 良 序 性 证 明 

数学 归纳 法 原理 和 强 归 纳 法 的 有 效 性 源 于 整数 集合 的 基本 公理 一 一 良 序 性 公理 ( 见 附录 
A)。 良 序 性 公理 断言 : 任意 一 个 非 空 的 非 负 整数 集合 都 有 最 小 元 素 。 我 们 将 会 看 到 ， 良 序 性 
公理 是 怎样 直接 应 用 于 证 明 中 的 。 此 外 ， 可 以 证 明 : 良 序 性 公理 、 数 学 归纳 法 原理 以 及 强 归纳 
法 之 间 是 等 价 的 。 也 就 是 说 ， 给 定 三 种 技巧 中 的 任何 一 种 ， 其 有 效 性 都 可 以 用 另外 两 种 技巧 中 
的 任何 一 种 来 证 明 。 在 5.1 节 中 ， 我们 曾 证 明 过 良 序 性 公理 蕴含 着 数学 归纳 法 原理 ， 关 于 它们 
等 价 性 的 另 一 半 证 明 ， 在 本 节 最 后 留 作 练 习 ， 见 练习 31、42 和 43。 

良 序 性 公理 ”任意 一 个 非 空 的 非 负 整 数 集合 都 有 最 小 元 素 。 

良 序 性 公理 经 常 可 以 直接 应 用 于 证 明 中 。 

例 5 用 良 序 性 证 明 整 除 算法 。 整 除 算法 说 : 若 a 是 整数 且 4d 是 正 整数 ， 则 存在 唯一 的 整 
数 g 和 r 满足 0 二 rr 二 d 和 a 王 dd 十 r。 

解 设 S 是 形 如 a 一 dg 的 非 负 整 数 的 集合 ， 其 中 gq 是 整数 。 这 个 集合 非 空 ， 因 为 一 dg 可 
以 任意 大 ( 取 g 是 绝对 值 很 大 的 负 整 数 ) 。 根 据 良 序 性 ，S 有 最 小 元 r= 二 a 一 dq。。 

整数 ~ 非 负 且 <d。 若 不 是 这 样 ， 则 S 里 存在 更 小 的 非 负 整数 ， 即 a 一 d(gqo 十 1)。 为 了 看 
出 这 一 点 ,假设 r 宇 4d。 因为 a==dqo 十 r， 所 以 a 一 d(gqo 十 1)= 二 (a 一 dqo) 一 d= 二 +r 一 d 宇 0。 因 此 ， 
存在 满足 0 二 r=4a 的 整数 r+ 和 g。 证 明 g 和 > 都 是 唯一 的 ， 留 给 读者 作为 练习 37。 4 

例 6 在 一 种 主客 场 循 环 赛 中 ， 每 个 选手 与 其 他 每 个 选手 恰好 比赛 一 次 并 且 每 次 比赛 分 出 
胜 负 。 所 谓 选手 六， 加，…， 加 形成 回路 ， 就 是 p, 战胜 p。 ，p; 战胜 p3，…， pm-1 战 胜 p,， 
pm 战胜 pi;。 用 良 序 性 公理 证 明 : 如 果 在 主客 场 循环 赛 的 选手 中 存在 长 度 为 m(m 宇 3) 的 回路 ， 
则 必定 存在 这 些 选手 中 三 个 选手 的 回路 。 

解 ” 假 设 不 存在 三 个 选手 的 回路 。 因 为 在 主客 场 循环 赛 中 至 少 有 一 个 回路 ， 所 以 存在 长 度 
为 n 的 回路 的 所 有 正 整 数 n 的 集合 是 非 空 的 。 根 据 良 序 性 ， 这 个 正 整 数 集合 有 最 小 元 有 &， 假 设 
k 必 定 大 于 3。 因 此， 存在 选手 回路 p,，p;，p;，…，p 并 且 不 存在 更 短 的 回路 。 
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现在 假设 不 存在 这 些 选手 中 三 个 选手 的 回路 ， 所 以 上 之 3。 考 虑 这 个 回路 的 前 三 个 元 素 pi， 
p:，ps。 在 与 ps 之 间 的 比赛 有 两 种 可 能 的 结果 。 如 果 户 战胜 p,， 那 么 p, ，p。，ps 就 是 长 
度 为 3 的 回路 ， 与 不 存在 三 个 选手 的 回路 的 假设 相 矛盾 。 因 此 ， 必 定 是 p, 战胜 名。 这 意味 着 


可 以 从 回路 pi， ps:， p:， 党 绝 ps 中 忽略 p。 来 获得 长 度 为 尖 一 1 的 回路 pi;: p;， ps， * pi:， 
与 最 短 回 路 长 度 为 的 假设 相 了 矛盾 。 结 论 是 必定 存在 长 度 为 3 的 回路 。 4 
练习 


1. 用 强 归纳 法 证 明 : 如 果 你 能 跑 一 英里 或 两 英里 ， 且 如 果 你 能 跑 一 个 特定 的 英里 数 ， 那 你 就 还 能 多 跑 两 
英里 ， 证 明 你 能 跑 任 意 的 英里 数 。 

2. 用 强 归纳 法 证 明 : 如 果 你 知道 排列 着 无 限 长 的 多 米 诺 骨 牌 中 的 前 3 个 会 倒 下 ， 且 如 果 1 个 多 米 诺 骨牌 
倒 下 ， 那 么 排 在 它 后 面 的 3 个 骨牌 也 会 倒 下 ,证 明 所 有 的 多 米 诺 骨牌 都 会 倒 下 。 

3. 设 P(z) 是 命题 : 一 份 n 分 邮资 可 以 只 用 3 分 和 5 分 的 邮票 来 构成 。 此 练习 简 述 了 用 强 归 纳 法 证 明 对 
n 宇 8，P(n) 为 真 时 的 要 点 。 
a2) 证明 P(8)、P(9) 和 P(10) 为 真 ， 从 而 完成 基础 步骤 的 证 明 。 

b) 证 明 中 的 归纳 假设 是 什么 ? 
©) 在 归纳 步 又 需要 证 明 什 么 ? 
d) 对 &A 之 10， 完 成 归纳 步骤 。 
e) 解 释 为 什么 上 述 步 又 证 明了 : 只 要 nn 二 8， 命 题 就 为 真 。 

4. 设 P(n) 是 命题 一 份 n 分 邮资 可 以 只 用 4 分 和 7 分 的 邮票 来 构成 。 此 练习 简 述 了 用 强 归纳 法 证 明 对 

n 宇 18，P(n) 为 真 时 的 要 点 。 
a) 证 明 P(18) 、P(19) 、P(20) 和 P(21) 为 真 ， 从 而 完成 基础 步骤 的 证 明 。 
b) 证 明 中 的 归纳 假设 是 什么 ? 
c) 在 归纳 步骤 需要 证 明 什么 ? 
d) 对 & 宇 21， 完 成 归纳 步 又 。 
e) 解 释 为 什么 上 述 步 又 证 明了 : 只 要 n 宇 18 时 ,命题 就 为 真 。 
5. a) 确 定 只 用 4 分 和 11 分 的 邮票 可 以 构成 多 少数 量 的 邮资 。 
b) 用 数学 归纳 法 原理 证 明 你 对 a) 的 回答 。 注 意 必 须 明确 陈述 归纳 步骤 中 的 归纳 假设 。 
ce) 用 强 归 纳 法 证 明 你 对 a) 的 回答 。 在 该 证 明 中 ， 归 纳 假设 与 用 数学 归纳 法 原理 证 明 中 的 归纳 假设 有 什 
么 不 同 ? 
6. a) 确 定 只 用 3 分 和 10 分 的 邮票 可 以 构成 多 少数 量 的 邮资 。 
b) 用 数学 归纳 法 原理 证 明 你 对 a) 的 回答 。 注 意 必须 明确 陈述 归纳 步骤 中 的 归纳 假设 。 
c) 用 强 归 纳 法 证 明 你 对 a) 的 回答 。 在 该 证 明 中 ， 归 纳 假设 与 用 数学 归纳 法 原理 证 明 中 的 归纳 假设 有 什 
么 不 同 ? 

7. 只 用 2 美元 和 5 美元 的 钞票 可 以 构成 多 少数 量 的 钱 ? 用 强 归纳 法 证 明 你 的 回答 。 

8. 假设 商店 提供 面额 为 25 美元 和 40 美元 的 礼券 ， 确 定 用 这 些 礼券 可 以 构成 多 少 可 能 的 总 量 。 用 强 归 纳 
法 证 明 你 的 回答 。 

* 9。 用 强 归 纳 法 证 明 V2 是 无 理 数 。[ 提 示 : 设 P(n) 是 命题 对 任意 正 整 数 2，V2 天 7z/b。] 

10, 假设 一 种 巧克力 棒 由 排列 成 长 方形 的 个 方块 组 成 。 整 个 棒 或 棒 的 较 小 的 长 方形 块 可 以 沿 着 分 隔 方 
块 的 垂直 线 或 水 平 线 折断 。 假 设 一 次 只 能 折断 一 块 ， 确 定 为 了 把 整个 棒 折 断 成 n 个 分 开 的 方块 ， 必 
须 先 后 折断 多 少 次 。 用 强 归纳 法 证 明 你 的 答案 。 

11. 考虑 Nim 游戏 的 如 下 变种 。 这 个 游戏 从 nn 根 火柴 开始 。 两 名 选手 轮流 取 走 火柴 ,每 次 取 一 根 、 两 根 
或 三 根 。 取 走 最 后 一 根 火 柴 的 选手 落 败 。 用 强 归纳 法 证 明 : 如 果 每 名 选手 按照 最 好 可 能 的 策略 来 玩 游 
戏 ， 那么 车 对 于 某 个 非 负 整数 j 来 说 ，n 二 47、4j 十 2 或 条 十 3 时 ， 则 第 一 名 选手 获胜 ， 而 在 x 二 47 十 1 
的 其 他 情形 下 第 二 名 选手 获胜 。 

12. 用 强 归纳 法 证 明 : 任意 正 整 数 n 都 可 以 写成 2 的 不 同 罕 次 之 和 ， 即 可 以 写成 整数 的 一 个 子 集 2 一 1、 
2! 二 2、2? 二 4 等 的 和 。[ 提 示 : 对 归纳 步骤 ， 分别 考虑 十 1 是 偶数 和 奇数 时 的 情况 。 当 & 十 1 是 偶数 
时 ， 注 意 (& 十 1)/2 是 整数 。] 
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拼 板 游戏 是 将 拼 板 相继 拼 在 一 起 而 形成 一 块 。 每 一 步 都 将 一 片 拼 板 拼 到 块 上 去 或 者 将 两 块 拼接 在 一 起 。 
用 强 归纳 法 证 明 : 无 论 采用 什么 样 的 步骤 ， 要 拼 成 n 片 拼 板 的 一 块 ， 都 恰好 需要 n 一 1 步 才 能 完成 。 
假设 从 一 堆 ” 块 石头 开始 ， 通 过 连续 地 把 一 堆 石 头 分 成 较 小 的 两 堆 石头 ， 把 开始 的 这 堆 石 头 分 成 ? 
堆 ， 每 堆 只 有 1 块 石头 。 每 次 分 开 一 堆 石头 时 ， 就 把 所 分 出 的 较 小 的 两 堆 石头 的 数目 相 乘 ， 即 如 果 
分 出 的 这 两 堆 分 别 有 > 和 s 块 石 头 ， 则 计算 出 六 。 证 明 : 无 论 如 何 分 这 些 堆 ， 每 一 步 计算 出 来 的 乘积 
之 和 等 于 n(n 一 1)/2。 

证 明 : 在 1.8 节 例 12 的 蚕食 游戏 中 ， 如 果 初 始 格子 是 方形 ， 那 么 第 一 选手 具有 一 个 获胜 的 策略 。[ 提 
示 : 用 强 归 纳 法 证 明 下 面 的 策略 是 有 效 的 。 第 一 步 ， 第 一 个 选手 咬 掉 除了 左边 和 上 边 以 外 的 所 有 饼 
干 。 在 接 下 来 的 步骤 中 ， 当 第 二 个 选手 咬 掉 上 边 或 左边 的 饼干 以 后 ， 第 一 个 选手 分 别 在 左边 或 上 边 
以 相同 的 相对 位 置 咬 掉 饼干 。] 

证 明 : 在 1.8 节 例 12 的 看 食 游 戏 中 ， 如 果 初 始 格 子 是 两 个 方形 ， 即 台子 是 2Xn 的 格子 ， 那么 第 一 选 
手 具 有 获胜 的 策略 。[ 提 示 : 用 强 归 纳 法 证 明 。 第 一 个 选手 的 第 一 步 应 该 先 咬 掉 最 底层 最 右 端 的 那 块 
饼干 。] 

用 强 归 纳 法 证 明 : 如 果 对 一 个 具有 4 条 边 的 简单 多 边 形 进行 三 角形 化 ， 那 么 三 角形 化 时 至 少 有 两 个 
三 角形 都 有 两 条 边 是 该 多 边 形 的 外 部 边界 。 


用 强 归纳 法 证 明 : 当 把 一 个 具有 相 邻 顶点 让， 了 多，…， 人 u 的 凸 多 边 形 P 三 角形 化 为 xn 一 2 个 三 角形 
时 ， 这 2 一 2 个 三 角形 可 以 编号 为 1， 2 “"s 7 一 2， 使 得 对 i=1], 2, “, n—2, 都 有 Ui 是 三 角形 的 
一 个 顶点 。 


Pick 定理 断言 : 平面 上 顶点 都 在 格 点 上 ( 即 顶点 都 具有 整数 坐标 ) 的 简单 多 边 形 的 面积 等 于 I(P) 十 
B(P)/2 一 1， 其 中 I(P) 和 BCP) 分 别 是 PP 内 和 PP 的 边界 上 格 点 的 个 数 。 利 用 强 归纳 法 证 明 关于 PP 的 
顶点 数 来 证 明 Pick 定理 。[ 提 示 : 关于 基础 步骤 ,首先 对 矩形 证 明定 理 成 立 ， 然 后 对 直角 三 角形 证 明 
定理 成 立 ， 最 后 注意 到 : 一 个 三 角形 区 域 是 由 包含 该 三 角形 在 内 的 一 个 较 大 的 矩形 区 域 减 去 至 多 三 
个 角形 区 域 所 得 到 的 结果 。 关 于 归纳 步骤 ， 利 用 引 理 1 即 可 。] 

设 P 是 简单 多 边 形 ， 其 顶点 分 别 为 ww，v。，*…，v,， 相 邻 顶 点 之 间 都 有 一 条 边 ， 且 ww 和 mm 之 间 也 有 
一 条 边 。 如 果 连 接 ~ 的 两 个 邻接 的 线段 是 该 简单 多 边 形 的 一 条 内 部 对 角 线 ， 则 称 顶 点 vi 是 一 只 耳 
采 。 如 果 具 有 耳朵 v; 和 它 的 两 个 邻接 顶点 所 构成 的 三 角形 内 部 与 耳 和 打 vw; 和 它 的 两 个 邻接 顶点 所 构成 
的 三 角形 内 部 不 相交 ， 则 称 耳 打 v: 和 耳朵 是 不 重叠 的 。 证 明 : 任何 具有 至 少 4 个 顶点 的 简单 多 边 
形 都 具有 至 少 两 只 不 重 全 的 耳 朱 。 


. 在 引 理 1 的 证 明 中 曾 提 到 过 : 关于 寻找 顶点 p， 使 得 线段 5, 是 P 的 一 条 内 部 对 角 线 的 许多 不 正确 的 


方法 也 都 得 到 了 发 表 。 该 练习 给 出 了 一 些 错误 证 明 中 选择 p 的 方法 。 考 虑 下 图 所 示 的 两 个 多 边 形 ， 
证 明 对 如 下 每 种 关于 p 的 错误 选择 ， 线 段 b 不 一 定 是 P 的 一 条 内 部 对 角 线 。 

a)p 是 P 的 满足 角 和 abp 最 小 的 顶点 。 

b)p 是 P 的 具有 最 小 zx 坐标 (6 除外) 的 顶点 。 

pp 是 P 的 与 5 距离 最 近 的 顶点 。 


练习 22 和 23 给 出 了 归纳 载 人 可 用 于 证 明 计 算 几 何 学 中 一 些 结论 的 例子 。 
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设 P(n) 是 命题 当 不 相交 的 对 角 线 画 于 具有 n 条 边 的 凸 多 边 形 内 部 时 ， 多 边 形 中 至 少 有 两 个 顶点 不 

是 这 些 对 角 线 的 端点 。 

a) 证 明 : 当 利 用 强 归纳 法 对 所 有 大 于 等 于 3 的 整数 证 明 P(n) 为 真 时 ， 归 纳 步骤 是 行 不 通 的 。 

b) 证 明 ， 可 以 用 强 归纳 法 证 明 更 强 的 断言 对 n 宇 4，Q(n) 为 真 。 其 中 Q(n) 是 命题 ， 当 不 相交 的 对 角 
线 画 于 具有 条 边 的 凸 多 边 形 内 部 时 ， 至 少 有 两 个 不 相 邻 的 顶点 不 是 这 些 对 角 线 的 端点 。 从 而 也 
就 证 明了 P(n) 为 真 。 

设 EE(n) 是 命题 ,对 具有 nn 条 边 的 简单 多 边 形 三 角 化 时 ， 这 些 三 角形 中 至 少 有 一 个 三 角形 的 两 条 边 都 

是 多 边 形 的 外 部 边界 。 

a) 解 释 当 使 用 强 归纳 法 证 明 对 所 有 大 于 等 于 4 的 整数 ”证 明正 (z) 为 真 时 ， 会 陷 人 困难 境地 。 

b) 证 明 可 以 用 强 归 纳 法 证 明 更 强 的 断言 : 对 所 有 n 宇 4，T(n) 为 真 。 其 中 T(n) 是 命题 : 对 简单 多 边 形 
的 任何 三 角 化 时 ， 这 些 三 角形 中 至 少 有 两 个 三 角形 的 两 条 边 都 是 多 边 形 的 外 部 边界 。 

在 3. 1 节 练 习 60 的 说 明 中 定义 的 稳定 指派 称 为 一 个 最 佳 配对 ， 如 果 不 存在 这 样 的 稳定 指派 : 一 个 求 

婚 者 与 一 个 他 喜欢 的 被 追求 者 配 成 了 一 对 。 用 强 归纳 法 证 明 : 延期 接纳 算法 对 求婚 者 将 产生 一 个 最 

佳 稳定 指派 。 

设 P(n) 是 命题 函数 。 确 定 对 哪些 正 整数 n， 命题 P(n) 必 为 真 ， 验 证 你 的 答案 ， 如 果 

a)P(1) 为 真 ; 对 所 有 的 正 整 数 n， 如 果 P(n) 为 真 ， 那么 PC(n 十 2) 为 真 。 

b)P(1) 和 P(2) 为 真 ; 对 所 有 的 正 整 数 n， 如 果 P(n) 和 PCn 十 1) 为 真 ， 那么 Pln 十 2) 为 真 。 

c)P(1) 为 真 ; 对 所 有 的 正 整数 n， 如 果 P(n) 为 真 ， 那么 P(2n) 为 真 。 

d)P(1) 为 真 ; 对 所 有 的 正 整数 nn， 如 果 P(n) 为 真 ， 那么 Pln 十 1) 为 真 。 

设 P(n) 是 命题 函数 。 确 定 对 哪些 非 负 整数 ,命题 P(n) 必 为 真 ， 如 果 

a) P(0) 为 真 ; 对 所 有 的 非 负 整 数 n， 如 果 PC(n) 为 真 ， 那么 Pln 十 2) 为 真 。 

b) P(0) 为 真 ; 对 所 有 的 非 负 整数 n， 如 果 P(n) 为 真 ， 那么 Pln 十 3) 为 真 。 

c)P(0) 和 P(1) 为 真 ; 对 所 有 的 非 负 整数 2， 如 果 PCn) 和 PCn 十 1) 为 真 ， 那么 PCn 十 2) 为 真 。 

d)P(0) 为 真 ; 对 所 有 的 非 负 整 数 n， 如 果 P(z) 为 真 ， 那 么 Pln 十 2) 和 P(z 十 3) 为 真 。 

证 明 如 果 命 题 : 对 无 限 多 的 正 整 数 nP(n) 为 真 ， 且 对 所 有 正 整 数 nP(n 十 1) 一 P(n) 为 真 ， 那么 ， 对 


所 有 正 整 数 nP(n) 为 真 。 
设 5 是 一 个 固定 的 整数 ，j 是 一 个 固定 的 正 整 数 。 证 明 : 如 果 对 所 有 正 整 数 & 宇 6 十 j， 都 有 P(b)， 
P(8 十 1) ，…，P(8 十 力 为 真 ， 且 [P(b) AP(8 十 1) 人 … 人 PC(k)] 一 PCk 十 1) 为 真 (k 宇 6b 十 j) ， 则 对 所 n 宇 


b 的 整数 n，P(n) 为 真 。 

下 面 强 归纳 法 的 “证 明 ” 有 什么 错误 ? 

“定理 ?: 对 所 有 非 负 整 数 n, 都 有 5Xn==0。 

基础 步骤 : 5，0 王 0。 

归纳 步骤 : 假设 对 所 有 满足 0 入 j 秋 4 的 非 负 整数 ) ， 都 有 57 一 0。 设 A 十 1=i 二 17， 其 中 太子 都 是 小 于 
& 十 1 的 自然 数 。 根 据 归 纳 假设 有 5(& 十 1) 一 5(Gi 十 力 一 5i 十 57j 一 0 十 0 一 0。 

找 出 下 列 “ 证 明 ” 的 错误 当 a 是 非 零 实数 时 ， 对 所 有 非 负 整数 nn 来 说 ， 有 a 二 1。 

基础 步骤 : 根据 a" 的 定义 ，a' = 二 1 为 真 。 

归纳 步骤 : 假定 对 满足 ;二 的 所 有 非 负 整数 j 来 说 ，a’ 二 1。 

注意 


通过 证 明 从 良 序 性 公理 得 出 强 归纳 法 来 证 明 强 归纳 法 是 有 效 的 证 明 方 法 。 

找 出 下 面 * 证 明 ” 中 的 环 疲 : 任意 大 于 等 于 3 分 的 邮资 都 可 以 只 用 3 分 和 4 分 的 邮票 来 构成 。 

基础 步骤 : 可 以 只 用 一 张 3 分 的 邮票 来 构成 3 分 的 邮资 ， 只 用 一 张 4 分 的 邮票 来 构成 4 分 的 邮资 。 
归纳 步骤 : 假设 对 所 有 满足 jk 的 非 负 整数 ) ， 只 用 3 分 和 4 分 的 邮票 就 能 构成 ) 分 的 邮资 。 那 么 就 
可 以 通过 用 一 张 4 分 的 邮票 代替 一 张 3 分 的 邮票 ， 或 通过 用 三 张 3 分 的 邮票 代替 两 张 4 分 的 邮票 来 构 
成 & 十 1 分 的 邮资 。 

证 明 : 如 果 能 够 证 明 如 下 命题 ， 那 么 就 可 以 证 明 : 对 所 有 的 正 整 数 n 和，P(n,， &) 为 真 。 
a)P(l1，1) 为 真 ， 且 对 所 有 的 正 整 数 n 和 kk，Pln,&) 一 [Pln 十 1，k) 人 Pl(n，k 十 1)] 为 真 。 
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b) 对 所 有 的 正 整 数 k，P(1，k) 为 真 ， 且 对 所 有 的 正 整 数 n 和 上 ，Pln，k) 一 Pln 十 1，k) 为 真 。 
c) 对 所 有 的 正 整 数 n，P(ln，1) 为 真 ， 且 对 所 有 的 正 整 数 n 和 忆 Pln，k) 一 Pln，k 十 1) 为 真 。 
证 明 : 对 所 有 的 正 整 数 n 和 上 ， 


DG+HDG+2D)RG+R— 1) = Nn 1 2 nk/ 二 1) 


[提示 : 利用 练习 33 中 的 技巧 。] 

证 明 : 若 w ，a ，…，o 是 nn 个 不 同 的 实数 ， 则 无 论 在 它们 的 乘积 中 插入 多 少 对 括号 ,计算 这 个 
数 之 积 都 要 使 用 一 1 次 乘法 。[ 提 示 : 利用 强 归纳 法 并 且 考 虑 最 后 一 次 的 乘法 。] 

良 序 性 可 以 用 来 证 明 : 两 个 正 整 数 有 唯一 的 最 大 公 因 子 。 设 a 和 ”都 是 正 整数 ， 设 S 是 形 如 as 十 bt 
的 正 整 数 的 集合 ， 其 中 s 和 + 都 是 正 整数 。 

a) 证 明 : S 非 空 。 

b) 用 良 序 性 证 明 : S 有 最 小 元 c。 

ce) 证 明 : 车 d 是 a 和 2 的 公 因 子 , 则 4 是 c 的 因子 。 

dg) 证 明 : c|a 和 c|5。[ 提 示 ; 首先 假定 ca。 则 a==gc 十 +-， 其 中 0 二 r 过 ce。 证明 rES， 这 与 对 c 的 选 
择 相 矛 盾 。] 

e) 从 c) 和 qd) 得 出 : a 和 2 的 最 大 公 因 子 存在 。 通 过 证 明 两 个 正 整数 的 最 大 公 因 子 是 唯一 的 来 完成 
证 明 。 

设 a 是 一 个 整数 ，d 是 一 个 正 整数 。 证明: 满足 4 二 dq 十 r 及 0 二 ra 的 整数 g 和 + 是 唯一 的 。g 和 > 
的 存在 性 已 在 例 5 中 证 明 过 了 。 

用 数学 归纳 法 证 明 : 具有 偶数 个 格子 旦 去掉 了 一 个 黑 格 和 一 个 白 格 的 矩形 棋盘 可 用 多 米 诺 骨 牌 覆盖 。 
你 能 用 良 序 性 证 明 下 面 的 命题 吗 ?“ 每 一 个 正 整 数 都 可 以 用 不 超过 15 个 英语 单词 来 描述 ”。 

假定 这 些 词 取 自 某 个 特定 的 英语 词典 。[ 提 示 : 假如 存在 正 整 数 ， 它 们 不 能 用 不 超过 15 个 英语 单词 
来 描述 。 那么， 根据 良 序 性 公理 ， 不 能 用 不 超过 15 个 英语 单词 来 描述 的 最 小 整数 是 存在 的 。] 

用 良 序 性 证 明 : 车 x 和 y 是 满足 x 二 y 的 实数 ， 则 存在 有 理 数 7 满足 z 二 r 二 y。[ 提 示 : 证 明 存在 正 整 
数 A 满足 A 二 1/(y 一 z)。 然 后 通过 考虑 数 |zj] 十 j/A， 其 中 j 是 正 整 数 ， 来 证 明 存在 有 理 数 + 具有 介 
于 zx 和 yy 之 间 的 分 母 A。] 

证 明 : 如 果 把 数学 归纳 法 原理 作为 公理 ， 那 么 良 序 性 是 可 以 证 明 的 。 

证 明 : 数学 归纳 法 原理 与 强 归 纳 法 是 等 价 的 ， 即 每 一 个 的 有 效 性 都 可 利用 另 一 个 的 有 效 性 来 证 明 。 
证 明 : 如 果 我 们 不 把 良 序 性 作为 公理 ， 而 是 把 数学 归纳 法 原理 或 强 归纳 法 作为 公理 ， 那 么 良 序 性 是 
可 以 证 明 的 。 


3 递归 定义 与 结构 归纳 法 


3.1 引言 
有 时 难以 用 明确 的 方式 来 定义 一 个 对 象 。 不 过 ， 用 这 个 对 象 来 定义 它 自身 ， 这 也 许 是 容易 
。 这 种 过 程 称 为 递归 。 例 如 ， 图 1 所 示 的 图 画 是 递归 产生 的 。 首 先 ， 给 出 一 幅 原 图 。 然 后 实 


现在 前 一 幅 图 画 的 中 央 递 归 地 放 上 更 小 的 图 画 这 样 一 个 过 程 。 


项 
列 


可 以 用 递归 来 定义 序列 、 函 数 和 集合 。 在 前 面 的 讨论 里 ， 用 显 式 的 公式 来 规定 序列 里 的 
。 例 如 ， 用 “对 n 二 0，1，2，… 来 说 ，a, 二 2”” 来 给 出 2 的 宕 的 序列 。 不 过 ， 通 过 给 出 这 个 序 
的 第 一 项 ， 即 a 二 1， 以 及 从 该 序列 前 面 的 项 来 求 出 当前 项 的 公式 ， 即 对 n 二 0，1，2,… 来 


说 a 二 2a,， 也 可 以 定义 这 个 序列 。 当 通过 规定 如 何 从 前 面 的 各 项 求 出 序列 各 项 来 递归 地 定 
义 序列 时 ， 可 以 用 归纳 法 来 证 明 关于 这 个 序列 的 结果 。 


则 


当 递 归 地 定义 集合 时 ， 在 基础 步 又 里 规定 一 些 初 始 元 素 ， 并 且 在 递归 步骤 里 提供 一 条 规 
， 从 已 有 的 那些 元 素来 构造 新 的 元 素 。 为 了 证 明 关 于 递归 定义 的 集合 的 结果 ， 使 用 所 谓 的 结 


构 归 纳 法 。 


5S; 


3.2 递归 地 定义 函数 
为 了 定义 以 非 负 整数 集合 作为 其 定义 域 的 函数 ， 使 用 两 个 步骤: 


2 





1 递归 定义 的 图 画 


基础 步骤 规定 这 个 函数 在 0 处 的 值 。 
[| 递归 步骤 : 给 出 从 较 小 的 整数 处 的 值 来 求 出 当前 的 值 的 规则 。 
这 样 的 定义 称 为 递归 定义 或 归纳 定义 。 注 意 一 个 从 非 负 整数 集合 到 实数 集合 的 函数 f(n) 
就 是 一 个 序列 a。 ，al…， 其 中 a; 是 一 个 实数 ，i 是 非 负 整数 。 所 以 ，2. 4 节 中 采用 递 推 关系 定 
义 一 个 实数 序列 a。 ，a … 就 是 定义 一 个 从 非 负 整 数 集合 到 实数 集合 的 函数 。 
| 例 1 假定 了 是 用 
f(0)=3 
Fn 十 1) = 2f()+3 
来 递归 定义 的 。 求 出 f(1)、f(2)、f(3) 和 f(4)。 
解 从 这 个 递归 定义 得 出 
f(1)= 2f(0)+3=2.3 二 3 二 9 
大 CC2) 一 28(1) 十 3 一 2。9 十 3 王 21 
f(3)= 22) 十 3 一 2。21 十 3 一 45 
f(4)= 2f(3) 十 3 二 2，45 十 3 二 93 可 
递归 定义 的 函数 是 良 定义 的 。 即 对 于 每 一 个 正 整 数 ， 函 数 对 应 取 值 是 清楚 定义 的 。 这 意味 
着 给 定 任意 整数 ， 我 们 可 以 使 用 定义 的 这 两 个 部 分 得 到 对 应 整数 的 函数 值 ， 无 论 怎 么 使 用 这 两 
部 分 定义 都 会 得 到 同样 的 值 。 这 是 数学 归纳 法 原理 的 一 个 结果 ( 见 本 节 练 习 56) 。 在 下 面 的 例 2 
和 例 3 中 给 出 递归 定义 的 其 他 例子 。 
例 2 给 出 a" 的 递归 定义 ,其 中 4 是非 零 实数 且 n 是 非 负 整 数 。 
解 ” 这 个 递归 定义 包括 两 个 部 分 。 首 先 规定 a， 即 a = 二 1。 然 后 给 出 从 a" 求 出 a 的 规 
则 ， 即 对 n=0，1，2，3，*…，a”! 二 a，。a"。 这 两 个 等 式 对 所 有 非 负 整数 唯一 地 定义 了 a”"。 要 


例 3 给 出 > a 的 递归 定义 。 
解 ” 这 个 递归 定义 的 第 一 部 分 是 
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第 二 部 分 是 


2 = (2 oj) 十 on S| 

在 函数 的 某 些 递归 定义 中 ， 规 定 了 函数 在 前 & 个 正 整数 处 的 值 ， 而 且 给 出 了 从 一 个 较 大 的 
整数 之 前 的 部 分 或 全 部 个 整数 处 的 函数 值 来 确定 在 该 整数 处 的 函数 值 的 规则 。 从 强 归 纳 法 可 
以 得 出 这 样 的 递归 定义 的 函数 是 良 定义 的 函数 ( 见 本 节 练 习 57)。 

回忆 2. 4 节 斐 波 那 契 数 f, ， 刻 ，f;，…， 是 用 方程 组 fo 二 0， 记 二 1 和 

fs = fei fs 

来 定义 的 ， 其 中 n= 二 2，3，4，…。[ 我 们 认为 斐 波 那 契 数 f, 或 者 是 序列 f。，f，… 的 第 nn 项 或 
者 是 函数 f(n) 在 nn 时 的 取 值 。] 

可 以 用 斐 波 那 契 数 的 递归 定义 来 证 明 这 些 数 的 许多 性 质 。 在 例 4 里 给 出 一 个 这 样 的 性 质 。 


例 4 证 明 : 当 3 基 3 时 ， 有 Fas 其 中 a 一 (1 十 V5)/2。 


un 全 


解 ” 可 以 用 强 归纳 法 来 证 明 这 个 不 等 式 。 设 P(z) 是 命题 : 户 >o"“。 想 要 证 明 的 是 当 半 是 pas 久 3 


大 于 或 等 于 3 的 整数 时 ， 有 P(n) 为 真 。 

基础 步骤 : 首先 注意 

a<2= fi a=(3+/D)/2<3= 7 

所 以 P(3) 和 P(4) 都 为 真 。 

归纳 步骤 : 现在 假定 P(j) 为 真 ， 即 对 所 有 满足 3 委 7 委 & 的 整数 7 来 说 有 方 之 w ”“， 其 中 
& 之 4。 必 须 证 明 PC(k 十 1) 为 真 ， 即 fi11 a”!'。 因 为 a 是 zx’ 一 x 一 1 二 0 的 解 (二 次 方程 求 根 公式 
说 明 这 一 点 )， 所 以 得 出 a 二 a 十 1。 因 此 ， 

a !=a a ?=(gTl)a =a oa 二 +1: a =a To 
根据 归纳 假设 ， 因 为 & 之 4， 所 以 得 出 
因此 就 有 
太一 大 十 看- Ta = 

由 此 得 出 PC(k 十 1) 为 真 ， 证 毕 。 本 


评注 “归纳 步骤 征明 了 当 R&D4 时， 从 对 3 委 j 委 有 & 来 说 P(j) 为 真 的 假定 就 可 以 得 出 
P(k 十 1)。 因 此 ， 归 纳 步 又 没有 证 明 P(3) 一 P(4)。 因 此 ， 不 得 不 单独 证 明 P(4) 为 真 。 


现在 可 以 证 明 : 欧 几 里 得 算法 用 O(log 5) 次 除法 来 求 出 正 整数 a 和 8 的 最 大 公 因子 ， 其 中 
a 宇 b。 
拉 梅 定理 ” 设 a 和 bb 是 满足 4 之 b 的 正 整 数 。 则 欧 几 里 得 算法 为 了 求 出 gcd(a，5) 
而 使 用 的 除法 的 次 数 小 于 或 等 于 5 的 十 进 制 位 数 的 5 倍 。 
证 ”回忆 一 下 ， 当 用 欧 几 里 得 算法 求 满足 c 的 gcdCae， 妃 时， 得 出 了 下 面 的 等 式 序列 
(其 中 4a==7,。，6==7)。 
n= 7igi 十 7 人 冰冰 号 攻克 
reg OQn Rr 


re = SR Fi 
Tl Tndn 


这 里 为 了 求 ,二 gcd(a，5) 而 使 用 了 n 次 除法 。 注 意 商 g1，9q:，*…，9,-!1 都 至 少 是 1。 田 外 ， 


.> 
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q: 宇 2， 因 为 7, 二 r,_!。 这 就 蕴含 着 
1 = 
ri 之 27 之 2f2 二 fs 
Rai 交大 十 户主 沪 


TT 一 大 
b= 让 7 中 n fi = fn 
由 此 得 出 ， 若 欧 几 里 得 算法 为 了 求 出 满足 a 宇 b 的 gcd(a， 5b) 而 使 用 了 nn 次 除法 ， 则 
6 宇 f+1。 从 例 4 中 知道 ， 对 nn 二 2 来 说 记 >o， 其 中 = 一 (1 二 V5)/2。 因 此 得 出 gt 六 o : 。 另 
外 ， 因 为 logioas*0. 208 二 1/5， 所 以 可 以 看 出 
logi,6>(n—1)logwsa> (nO—1)/5 
因此 ，? 一 1 过 5。 logib。 现 在 假定 5 有 个 十 进 制 位 。 则 5<10* 且 logop<R。 由 此 得 出 n 一 1 过 5k， 
而 且 因 为 是 整数 ， 所 以 得 出 n<5k。 证 毕 。 | 4 
因为 4 的 十 进 制 位 数 等 于 Llog 可 十 1， 它 小 于 或 等 于 logiop 十 1， 所 以 定理 1 说 求 出 满足 a 二 5 
的 gcd(a， 引 所 需要 的 除法 次 数 小 于 或 等 于 5(logiob 十 1)。 因 为 5(log1,65 十 1) 是 O(log 65)， 所 以 
可 以 看 出 当 a>2 时 ， 欧 几 里 得 算法 就 用 O(log 5) 次 除法 来 求 出 gcd(a，5)。 


5.3.3 递归 地 定义 集合 与 结构 
前 面 探 讨 了 如 何 递归 地 定义 函数 。 现 在 把 注意 力 转移 到 如 何 递归 地 定义 集合 。 正 如 在 函数 


的 递归 定义 中 那样 ， 集 合 的 递归 定义 有 两 个 部 分 : 基础 步骤 和 递归 步骤 。 在 基础 步骤 中 ， 规 定 


xsa 





初始 的 一 些 元 素 。 在 递归 步骤 中 ， 给 出 用 来 从 已 知 属于 集合 的 元 素来 构造 集合 的 新 元 素 的 规 
则 。 递 归 定 义 也 可 以 包含 一 条 排斥 规则 ， 这 条 规则 规定 ， 递 归 定 义 的 集合 仅仅 包含 基础 步骤 所 
规定 的 以 及 递归 步骤 的 应 用 所 生成 的 那些 元 素 。 在 本 书 的 讨论 中 ， 将 总 是 默认 排斥 规则 成 立 ， 
因而 任何 元 素 都 不 属于 递归 定义 的 集合 ， 除 非 这 个 元 素 属于 基础 步骤 所 规定 的 初始 的 一 些 元 
素 ， 或 者 是 可 以 一 次 或 多 次 使 用 递归 步 又 来 生成 的 。 稍 后 将 介绍 如 何 用 所 谓 的 结构 归纳 法 技术 
来 证 明 关于 递归 定义 的 集合 的 结果 。 

例 5、 例 6、 例 8 和 例 9 解释 集合 的 递归 定义 。 在 每 个 例子 中 ， 都 说 明 递 归 步 又 的 头 几 次 
应 用 所 生成 的 那些 元 素 。 

例 5 考虑 如 下 定义 的 整数 集合 的 子 集 5。 

基础 步骤 : 3ES。 

递归 步骤 : 若 XES 且 yES, 则 zxz 十 y€5。 

基础 步骤 中 求 出 的 S 中 的 新 元 素 是 3， 递归 步骤 的 首次 应 用 求 出 的 是 3 十 3 三 6， 递归 步骤 
的 第 二 次 应 用 求 出 的 是 3 十 6 王 6 十 3=9 以 及 6 十 6 二 12， 等 等 。 4 

在 对 字符 串 的 研究 中 ， 递 归 定 义 起 着 重要 作用 (例如 ， 参 见 第 13 章 对 形式 语言 的 介绍 )。 
在 2.4 节 中 ， 字 母 表 上 的 字符 串 是 5 里 符号 的 有 穷 序列 。 定 义 1 说 明 可 以 递归 地 定义 互 上 的 
字符 串 的 集合 3” 。 


裴 波 那 契 (Fibonacci，1170 一 1250) ” 非 波 那 契 出 生 在 意大利 的 商业 中 心 比萨 ， 称 
为 比萨 的 列 奥 那 多 (Leonardo) 。 斐 波 那 契 是 一 位 商人 。 他 遍 游 中 东 各 地 ， 那 里 他 接触 
到 阿拉 伯 数 学 。 在 他 的 著作 《算盘 书 》(Liber Abaci) 中， 斐 波 那 契 向 欧洲 人 介绍 了 阿拉 
伯 的 数字 记号 和 算术 的 算法 。 著 名 的 兔子 问题 (在 8.1 节 描 述 ) 就 出 自 此 书 。 斐 波 那 契 
还 写 过 关于 几何 学 和 三 角 学 以 及 关于 丢 番 图 方程 的 各 种 论著 ， 丢 番 图 方程 是 关于 寻找 
方程 整数 解 的 。 
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字母 表 互 上 的 字符 串 的 集合 瑟 " 递归 地 定义 为 : 

基础 步骤 : AE53"( 其 中 4 是 不 包含 任何 符号 的 空 串 )。 

递归 步骤 : 若 wEB* 且 XE3 时 ， 则 wzx€E23*。 

字符 串 的 递归 定义 的 基础 步骤 说 空 串 属 于 35" 。 递 归 步 骤 说 把 的 符号 添加 到 3" 的 字符 串 
结尾 后 面 就 生成 新 的 字符 串 。 在 递归 步骤 的 每 次 应 用 中 ， 都 生成 包含 一 个 更 多 符号 的 字符 串 。 

例 6 车 3=={0，1}， 则 3” 中 的 字符 串 ( 即 所 有 位 串 的 集合 ) 是 : 在 基础 步骤 中 规定 属于 
5" 的 4， 在 递归 步 又 的 首次 应 用 中 形成 的 0 和 1， 在 递归 步骤 的 第 二 次 应 用 中 形成 的 00、01、 
10 和 11， 等 等 。 4 

递归 定义 可 用 于 在 递归 定义 的 集合 的 元 素 上 来 定义 运算 或 函数 。 定 义 2 说 明了 这 一 点 ， 定 
义 2 是 关于 两 个 字符 串 的 连接 ， 例 7 是 关于 字符 串 的 长 度 。 

通过 连接 运算 可 以 组 合 两 个 字符 串 。 设 号 是 符号 的 集合 ，5" 是 马 中 符号 形成 的 
字符 串 的 集合 。 可 以 如 下 定义 两 个 字符 串 的 连接 ， 用 。 表 示 : 

基础 步骤 : 若 wEZ" ， 则 w，4 二 w， 其 中 4 是 空 囊 。 

递归 步骤 : 若 wiE3* 征 wE€3* 以 及 XEZ, 则 ww * (wx) 二 (wi * tw)z。 

字符 串 w 和 vw 的 连接 通常 写成 ww;， 而 不 是 ww ，w, 。 通 过 反复 应 用 递归 定义 ， 就 可 以 
得 出 两 个 字符 串 rw 和 ws 的 连接 是 wm 中 的 符号 后 面 跟着 ww 中 的 符号 。 例 如 ，ww 一 apra 和 
ws 二 cadabra 的 连接 是 ww, 二 abracadabra。 

例 7 字符 串 的 长 度 给 出 字符 串 这 的 长 度 上 (zw) 的 递归 定义 。 

解 字符 串 的 长 度 可 以 定义 为 

从 ji 三 0 | 
zz) 一 上 zw) 十 1， 若 记 E 卫 " 且 zE 卫 

递归 定义 的 另 一 种 重要 用 途 是 定义 各 种 类 型 的 合式 公式 。 在 例 8 和 例 9 里 说 明 这 一 点 。 

例 8 复合 命题 的 合式 公式 “可 以 定义 关于 T、F、 命 题 变 元 以 及 集合 (上 ]，A，V ， 一 ，*) 
中 运算 的 复合 命题 的 合式 公式 的 集合 。 

基础 步骤 : T、F 和 ;都 是 合式 公式 ， 其中; 是 命题 变 元 。 

递归 步骤 : 若 玉 和 下 都 是 合式 公式 ， 则 (HE)、(EAF)、(EVF)、(E>F) 和 (Ee 下) 都 是 
合式 公式 。 

例如 ， 根 据 基 础 步 又， 就 可 以 知道 T、F、 妨 和 9 都 是 合式 公式 ， 其 中 p 和 9g 都 是 命题 变 
元 。 从 递归 步骤 的 初次 应 用 就 可 以 知道 (pVg)、(p 习 F)、(F>g) 和 (gq 人 F) 都 是 合式 公式 。 道 
归 步 又 的 第 二 次 应 用 就 说 明 (C(pV gq) 一 (gq 入 F))、(gqV (pVg)) 和 ((p 习 F) 习 了) 都 是 合式 公式 。 
我 们 留 给 读者 证 明 pa 人 gq、pq 人 和 ~ 人 pgq 不 是 合式 公式 ， 可 以 通过 不 能 采用 基础 步骤 和 多 次 运 
用 递归 步骤 得 到 这 些 公式 的 方式 来 证 明 。 | 








un 光 


加 布 里 尔 。 拉 梅 (Gabriel Lamé€，1795 一 1870) 于 1813 年 进入 工业 高 等 专科 学 
校 ，1817 年 毕业 。 他 在 米内 效 高 等 专科 学 校 继续 接受 教育 ， 于 1820 年 毕业 。 

1820 年 拉 梅 来 到 俄国 ， 被 任命 为 圣彼得堡 公路 与 运输 学 校 的 校长 。 在 俄国 期 间 他 
不 仅 教书 ,而 且 设 计 道 路 和 桥梁 。 他 在 1832 年 回 到 巴黎 ， 帮 助 成 立 一 家 工程 公司 。 
不 过 ， 他 很 快 离开 这 个 公司 ,接受 了 工业 高 等 专科 学 校 的 物理 学 教授 职务 ， 担 任 这 个 
职务 直到 1844 年 。 在 此 期 间 ， 他 作为 工程 顾问 活跃 在 学 术 之 外 的 领域 ,担任 过 煤矿 
的 首席 工程 师 并 且 参 与 过 铁路 建设 。 

拉 梅 对 数论 、 应 用 数学 以 及 热力 学 都 做 出 了 开创 性 工作 。 他 最 著名 的 工作 包括 引入 曲线 坐标 。 他 研 
究 数论 ， 证 明了 n=7 时 的 费 马 大 定理 ， 以 及 本 文 给 出 的 欧 几 里 得 算法 所 用 除法 次 数 的 上 界 。 

有 史 以 来 最 伟大 的 数学 家 之 一 的 高 斯 ， 认 为 拉 梅 是 法 国 当 时 最 出 色 的 数学 家 。 不 过 ， 法 国 数学 家 认 
为 他 太 工 程 化 ， 而 法 国 科 学 家 认为 他 太 理 论 化 。 
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例 9 运算 符 与 运算 数 的 合式 公式 ”可 以 递归 地 定义 由 变量 、 数 字 以 及 集合 {十 ， 一 ， 
* ，/， 个 )( 其 中 * 表示 乘法 ， 人 表示 指数 ) 上 的 运算 符 所 组 成 的 合式 公式 的 集合 。 

基础 步骤 : 若 工 是 数字 或 变量 ， 则 z 是 合式 公式 。 

递归 步骤 : 若 下 和 G 是 合式 公式 ， 则 (CF+GC) 、CF 一 G) 、CFx*G)、CFMG) 和 (FE4G) 都 是 
合式 公式 。 

例如 ， 根 据 基 础 步骤 就 可 以 看 出 zx、>y、0 和 3 都 是 合式 公式 (因为 任何 变量 和 数字 都 是 合式 
公式 )。 应 用 递归 步骤 一 次 所 生成 的 合式 公式 包括 (z 十 3)、(3 十 y)、(Zz 一 J)、(3 一 0) 、(Czx 3)、 
(3x*3)、(3/0) 、(z/y) 、(3 人 z) 以 及 (0 人 3) 等 。 应 用 递归 步骤 两 次 就 可 以 说 明 像 (C(z 十 3) 十 3) 
和 (z 一 (3x* y)) 这 样 的 公式 也 是 合式 公式 。[ 注 意 (3/0) 是 合式 公式 ， 因 为 这 里 只 考虑 语法 。] 我 
们 留 给 读者 证 明 z3 十 、y* 十 和 *z/y 不 是 合式 公式 ， 可 以 通过 不 能 采用 基础 步骤 和 多 次 运 
用 递归 步骤 来 得 到 这 些 公式 的 方式 来 证 明 。 4 

第 11 章 将 深入 研究 树 。 树 是 特殊 类 型 的 图 ， 图 是 由 顶点 和 连接 一 些 顶 点 对 的 边 所 组 成 的 。 
第 10 章 将 研究 图 。 这 里 将 简单 地 介绍 树 和 图 以 说 明 如 何 递 归 地 定义 树 和 图 。 

了 尺 下 这 些 步骤 可 以 递归 地 定义 根 树 的 集合 ， 其 中 根 树 是 由 一 个 项 点 集合 和 连接 这 
些 顶 点 的 边 组 成 的 ， 顶 点 集合 包含 的 一 个 特殊 顶点 ， 称 为 树 根 。 

基础 步骤 : 单个 顶点 7 是 根 树 。 

递归 步骤 : 假设 工 ，T;，…， TT 是 根 树 ， 分 别 带 有 树 根 ni， Ts，"”…，7,。 则 如 下 形成 的 
图 也 是 根 树 : 从 树 根 > 开始 ,7 不 属于 根 树 T,，T;，…,， 工 , 中 的 任何 一 个 ， 从 r 到 顶点 1， 
72，“”》 7n 中 的 每 个 都 加 入 一 条 边 。 

图 2 解释 了 从 基础 步骤 开始 并 应 用 递归 步骤 一 次 和 两 次 所 形成 的 一 些 根 树 。 注 意 ， 递 归 定 
义 的 每 次 应 用 都 形成 了 无 穷 多 个 根 树 。 


基础 步骤 。 


“I 八 修 仆 


图 2 建立 根 树 


根 树 是 特殊 情形 的 二 叉 树 。 我 们 将 给 出 两 种 类 型 的 二 又 树 的 定义 ， 即 满 二 又 树 和 扩展 二 又 
树 。 在 每 种 类 型 二 叉 树 的 定义 的 递归 步骤 中 ， 都 把 两 个 二 叉 树 组 合 起 来 形成 一 个 新 的 二 叉 树 ， 
指定 这 两 个 二 叉 树 中 的 一 个 作为 左 子 树 ， 另 一 个 作为 右 子 树 。 在 扩展 二 叉 树 中 ， 左 子 树 或 右 子 
树 可 以 为 空 ， 但 是 在 满 二 叉 树 中 ， 这 是 不 允许 的 。 在 计算 机 科学 中 ， 二 叉 树 是 最 重要 的 结构 类 
型 之 一 。 第 11 章 将 看 到 二 叉 树 如 何 用 在 搜索 和 排序 算法 、 数 据 压 缩 算法 以 及 许多 其 他 应 用 中 。 
首先 定义 扩展 二 又 树 。 

ES 以 下 这 些 步 骤 可 以 递归 地 定义 扩展 二 又 树 的 集合 : 

基础 步骤 : 空 集 是 扩展 二 又 树 。 

递归 步骤 : 如 果 T， 和 TT 都 是 扩展 二 叉 树 ， 则 存在 一 个 表示 为 T，T 的 扩展 二 叉 树 ， 它 
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包含 树 根 > 和 当 左 子 树 Ti 和 右 子 树 T; 都 非 空 时 ， 连 接 从 > 到 这 两 个 子 树 各 自 的 根 的 边 。 
图 3 解释 如 何 通过 应 用 递归 步骤 一 次 至 三 次 来 建立 扩展 二 又 树 。 




















图 3 建立 扩展 二 叉 树 


现在 说 明 如 何 定义 满 二 又 树 的 集合 。 注 意 ， 这 个 递归 定义 与 扩展 二 又 树 的 递归 定义 之 间 的 
差别 完全 在 于 基础 步骤 。 

以 下 这 些 步骤 可 以 递归 地 定义 满 二 又 树 的 集合 : 

基础 步骤 : 存在 一 个 只 含有 单个 顶点 的 满 二 又 树 。 

递归 步骤 : 如 果 T, 和 7T 都 是 满 二 又 树 ， 则 存在 一 个 表示 为 T，T; 的 满 二 又 树 ， 它 包含 
树 根 > 和 连接 从 > 到 左 子 树 T， 和 右 子 树 T; 各自 的 根 的 边 。 

图 4 解释 如 何 通 过 应 用 递归 步骤 一 次 和 两 次 来 建立 满 二 又 树 。 





图 4 建立 满 二 叉 树 
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5.3.4 结构 归纳 法 

为 了 证 明 关 于 递归 定义 的 集合 的 结果 ， 一般 都 使 用 某 种 形式 的 数学 归纳 法 。 例 10 解释 递 
归 定 义 的 集合 与 数学 归纳 法 之 间 的 关系 。 

例 10 证 明 : 例 5 所 定义 集合 S 是 所 有 为 3 的 倍数 的 正 整 数 的 集合 。 

解 设 A 是 被 3 整除 的 所 有 正 整数 的 集合 。 为 了 证 明 A 王 S， 必 须 证 明 A 是 S 的 子 集 且 S 
是 A 的 子 集 。 为 了 证 明和 A 是 S 的 子 集 ， 必 须 证 明 被 3 整除 的 每 个 正 整 数 都 属于 S。 我 们 将 用 数 
学 归纳 法 来 证 明 它 。 

设 P(n) 是 命题 ，3n 属于 S。 基 础 步骤 成 立 ， 因 为 根据 S 的 递归 定义 的 第 一 部 分 ，3，1=3 
是 属于 S 的 。 为 了 证 明 归 纳 步 邓 ， 假定 PC() 为 真 ， 即 3k 属 于 S。 因 为 3k 属 于 S 而 且 因 为 3 属 
于 S， 所 以 从 S 的 递归 定义 的 第 二 部 分 得 出 3k 十 3 二 3(k 十 1) 也 属于 S。 

为 了 证 明 S 是 A 的 子 集 ， 使 用 S 的 递归 定义 。 首 先 ， 该 定义 的 基础 步骤 规定 3 属于 S。 因 
为 3 二 3。1， 所 以 所 有 在 这 个 步骤 里 属于 S 的 元 素 都 被 3 整除 。 为 了 完成 证 明 ， 必 须 证 明 所 有 
用 该 递归 定义 的 第 二 部 分 所 生成 的 属于 S 的 元 素 都 属于 A。 这 包括 证 明 当 xz 和 y 都 是 S 中 的 元 
素 并 且 假 定 它们 都 属于 A 时， 就 有 zx 十 y 属 于 A。 现 在 若 z 和 y 都 属于 A， 则 可 以 得 出 3|z 和 
3|y。 根 据 4.1 节 的 定理 1， 得 出 3|z 十 y,， 证 毕 。 本 

例 10 使 用 正 整 数 集合 上 的 数学 归纳 法 和 递归 定义 来 证 明 关 于 递归 定义 的 集合 的 结果 。 但 
是 ， 除 了 直接 使 用 数学 归纳 法 来 证 明 关于 递归 定义 的 集合 的 结果 外 ， 还 有 一 种 更 方便 的 称 为 结 
构 归 纳 法 的 归纳 法 形式 ， 它 不 直接 使 用 数学 归纳 法 也 可 证 明 关 于 递归 定义 的 集合 的 结果 。 结 构 
归纳 法 证 明 包 含 如 下 两 个 部 分 : 

基础 步骤 : 证 明 对 于 递归 定义 的 基础 步骤 所 规定 的 属于 该 集合 的 所 有 元 素来 说 ， 结 果 
成 立 。 
递归 步骤 : 证 明 如 果 对 于 定义 的 递归 步骤 中 用 来 构造 新 元 素 的 每 个 元 素来 说 命题 为 真 ， 则 
对 于 这 些 新 的 元 素来 说 结果 成 立 。 

结构 归纳 法 的 有 效 性 来 自 非 负 整 数 的 数学 归纳 法 原理 。 为 了 看 出 这 一 点 ， 设 P(n) 为 : 对 
于 递归 定义 的 递归 步骤 的 不 超过 n 次 应 用 所 生成 的 所 有 元 素来 说 ， 断 言 为 真 。 如 果 能 够 证 明 当 
n 是 正 整 数 时 P(n) 为 真 ， 那 就 证 明了 数学 归纳 法 原理 蕴含 着 结构 归纳 法 原理 。 在 结构 归纳 法 的 
基础 步骤 中 ， 证明 P(0) 为 真 。 换 句 话 说， 证 明 对 于 所 有 在 定义 的 基础 步骤 中 规定 为 属于 集合 
的 元 素来 说 ， 结 果 为 真 。 归 纳 步 又 的 后 果 是 ， 如 果 假 设 P(k) 为 真 ， 则 得 出 PC(k 十 1) 为 真 。 当 
用 结构 归纳 法 完成 一 个 证 明 时 ， 就 已 经 证 明了 P(0) 为 真 并 且 P(k) 蕴 含 PCE 十 1)。 根 据 数学 归 
纳 法 就 可 以 得 出 对 于 所 有 非 负 整 数 n 来 说 ，P(n) 为 真 。 这 也 就 证 明了 对 于 递归 定义 生成 的 所 有 
元 素来 说 结果 为 真 ， 并 且 证 明了 结构 归纳 法 是 一 种 有 效 的 证 明 技 术 。 

使 用 结构 归纳 法 证 明 的 例子 ”结构 归纳 法 可 以 用 于 证 明 递 归 构 造 的 集合 中 的 所 有 元 素 具 有 
一 个 特殊 的 性 质 。 我 们 将 使 用 结构 归纳 法 证 明 关 于 合式 公式 、 字 符 串 和 二 叉 树 的 结果 来 表明 这 
一 思想 。 对 于 每 个 证 明 ， 我 们 必须 执行 适当 的 基础 步骤 和 递归 步骤 。 例 如 ， 用 结构 归纳 法 证 明 
例 8 中 定义 的 合式 公式 集合 的 相关 结果 ， 其 中 指定 T、F 和 每 个 命题 变量 ; 是 合式 公式 ， 并 且 
要 求 如 果 玉 和 下 是 合式 公式 ， 那么 (JE)、(E 人 F)、(EV FF)、(E 一 F) 和 (E>F) 是 合式 公式 ， 
我 们 需要 完成 这 个 基础 步骤 和 递归 步骤 。 

基础 步骤 : 证 明 当 ;是 命题 变 元 时 ， 对 于 T、F 和 来 说 结果 为 真 。 

递归 步骤 : 证 明 如 果 对 于 复合 命题 p 和 4g 来 说 ， 结 果 为 真 ， 则 对 于 (Hp)、(pVgq)、(pA 
9)、(p 王 q) 和 (p>q) 来 说 ， 结 果 都 为 真 。 

例 11 解释 如 何 用 结构 归纳 法 证 明 关于 合式 公式 的 结果 。 

例 11 证 明 : 例 8 所 定义 的 复合 命题 的 每 个 合式 公式 都 含有 相等 个 数 的 左 括号 和 右 括号 。 

解 基础 步骤 : 公式 T、F 和 ;每 个 都 不 包含 括号 ， 所 以 显然 它们 含有 相等 个 数 的 左 括号 
和 右 括 号 。 
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递归 步骤 : 假设 如 和 9 都 是 各 自 含 有 相等 个 数 的 左 括号 和 右 括 号 的 合式 公式 。 换 名 话说， 
如 果 i 和 12 分 别 是 如 和 9 中 左 括号 的 个 数 ，r, 和 ,分别 是 pz 和 9g 中 右 括 号 的 个 数 ， 则 7 二 
且 7,= 二 r,。 为 了 完成 归纳 步骤 ,需要 证 明 (~p)、(pVg)、(pAgq)、(p 一 q) 和 (p>g) 也 各 自 含有 
相等 个 数 的 左 括号 和 右 括号 。 这 些 复合 命题 中 第 一 个 的 左 括号 的 个 数 等 于 /, 十 1， 其 他 每 个 复 
” 合 命 题 的 左 括号 个 数 等 于 l, 十 i, 十 1。 同 样 ， 这 些 复 合 命 题 中 第 一 个 的 右 括 号 个 数 等 于 ,十 1， 
其 他 每 个 复合 命题 的 右 括号 个 数 等 于 7 十 7, 十 1。 因 为 1, 二 rs 且 1, 二 r,， 所 以 这 些 复合 表达 式 每 
个 都 含有 相等 个 数 的 左 括号 和 右 括 号 。 这 样 就 完成 了 归纳 证 明 。 S| 

假设 P(w) 是 wE 3" 的 字符 串 集合 上 的 命题 函数 。 为 了 用 结构 归纳 法 来 证 明 对 于 所 有 
wE 53" 的 字符 串 来 说 P(w) 成 立 ， 需要 同时 完成 基础 步骤 和 递归 步骤 。 这 些 步 骤 是 : 

基础 步骤 : 证 明 P(X) 为 真 。 

递归 步骤 : 假设 P(w) 为 真 ， 其 中 wE3"， 证 明 如 果 xzE3， 则 P(wz) 也 必定 为 真 。 

例 12 解释 如 何在 关于 字符 串 的 证 明 中 使 用 结构 归纳 法 。 

例 12 ”用 结构 归纳 法 证 明 !(Czy) 王 上 (z) 十 (>)， 其 中 工 和 > 属于 5 ， 即 字母 表 了 上 的 字符 
串 的 集合 。 

解 ” 本 证 明 将 基于 定义 1 所 给 出 对 集合 3" 的 递归 定义 和 例 7 对 字符 串 长 度 的 定义 。 设 
P(y) 是 命题 ; 当 xE3" 时 就 有 lzxy) 二 lx) 十 1(y)。 

基础 步骤 : 为 了 完成 基础 步骤 ， 必 须 证 明 P(X4) 为 真 。 即 必须 证 明 对 所 有 zE3* 来 说 ， 有 
lizA) 二 Lx) 十 1(X3)。 因 为 对 每 个 字符 串 z 来 说 ，!(Czh) 王 2Cz) 一 /CCz) 十 0 一 2Cz) 十 2C)， 所 以 
了 (CA) 为 真 。 

归纳 步骤 : 为 了 完成 归纳 步骤 ,假定 P(y) 为 真 ， 而且 证 明 这 个 假定 蕴含 着 当 a€5 时 ， 就 
有 P(ya) 为 真 。 需 要 证 明 的 是 ， 对 每 个 a€5 来 说 有 i 光 (zya) 二 1(x) 十 lya)。 为 了 证 明 这 一 点 ， 
注意 根据 i(w) 的 递归 定义 (在 例 7 中 给 出 )， 有 izxya) 二 lxy) 十 1 和 L(ya) 二 1(y) 十 1。 而 且 ， 
根据 归纳 假设 ， 有 izy) 二 ix) 十 必 y)。 故 得 出 xya) 二 Lz) 十 Ly) 十 1 二 Lx) 十 L(ya)。 | 

可 以 用 结构 归纳 法 证 明 关于 树 或 特殊 类 别 的 树 的 结果 。 例 如 ,为 了 用 结构 归纳 法 证 明 关 于 
满 二 又 树 的 结果 ， 需 要 证 明 下 面 的 基础 步骤 和 递归 步 又 。 

基础 步骤 : 证 明 对 于 只 含有 单个 顶点 的 树 来 说 ， 结 果 为 真 。 

递归 步骤 : 证 明 如 果 对 于 树 T 和 T, 来 说 结果 为 真 ， 则 对 于 包含 树 根 > 和 以 TT, 作为 左 子 
树 且 以 T 作为 右 子 树 的 树 全 。T 来 说 结果 为 真 。 

在 给 出 例子 说 明 如 何 用 结构 归纳 法 来 证 明 关于 满 二 叉 树 的 结果 之 前 ， 需 要 一 些 定义 。 将 递 
归 地 定义 满 二 叉 树 的 高 度 h(T) 和 顶点 数 n(T)。 首 先 定义 满 二 叉 树 的 高 度 。 
”递归 地 定义 满 二 又 树 全 的 高 度 h(T)。 

基础 步骤 : 只 含有 树 根 ~ 的 满 二 又 树 T 的 高 度 是 h(T) 二 0。 

递归 步骤 : 如 果 TT 和 TT 都 是 满 二 叉 树 ， 则 满 二 叉 树 T= A 有 高 度 h(T)= 二 1 十 max 
RT YI, CEN 

如 果 设 n(T) 表 示 满 二 叉 树 的 顶点 个 数 ， 则 注意 nC 了 T) 满 足下 面 的 递归 定义 : 

基础 步骤 : 只 含有 树 根 7 的 满 二 叉 树 T 的 顶点 数 n(T) 是 n(T)==1。 

递归 步骤 : 如 果 T 和 T, 都 是 满 二 又 树 ， 则 满 二 叉 树 二 T，， Ts 的 顶点 数 是 2CT) 三 1 十 
nC(T)+n(T,)s 

现在 说 明 如 何 用 结构 归纳 法 来 证 明 一 个 关于 满 二 叉 树 的 结果 。 
如 果 工 是 满 二 又 树 ， 则 n(T) 二 2*7171 一 1。 

证 用 结构 归纳 法 证 明 这 个 不 等 式 。 

基础 步骤 : 对 于 只 含有 树 根 7 的 满 二 又 树 来 说 ,结果 为 真 ， 因 为 na(T) 二 1 并 且 h(T)=0， 
所 以 n(T)=1<<2'*' 一 1=1。 
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归纳 步骤 : 对 于 归纳 假设 ,假定 当 T, 和 T, 都 是 满 二 叉 树 时 ，z(TD) 委 2 2 一 1 并且 
2CT) 委 2 一 1。 根 据 nC(T) 和 有 h(T) 的 递归 公式 ， 就 有 nC(T) 二 1 十 n(T) 十 n(T) 和 有 h(T)== 
lmax(h(T), h(T,)). 


我 们 发 现 
n(T) =1+n(T)+n(T.,) 根据 nCT) 的 递归 公式 

一 入 示 区 和 下 一 到 根据 归纳 假设 
2 max(2 TH MY 因为 两 项 之 和 至 多 是 较 大 项 的 2 倍 
二 2。 DmaxChCTE) ohCT,))+1 —1] 因 为 max(2” ,2”) si Dm 
=2.2"7—1 根据 h(T) 的 递归 定义 
= 2xD+ 一 1] 

这 样 就 完成 了 归纳 步骤 。 4 


5.3.5 广义 归纳 法 

可 以 扩展 数学 归纳 法 来 证 明 关 于 除 整 数 集合 以 外 的 其 他 具有 良 序 性 的 集合 的 结果 。 虽 然 
9. 6 节 将 讨论 这 个 概念 ， 但 是 这 里 给 出 一 个 例子 来 说 明 这 种 方法 的 有 用 性 。 

作为 一 个 例子 ， 注 意 可 以 定义 NXN( 非 负 整 数 的 有 序 对 ) 上 的 序 ， 规定 如 果 zi 二 zi 或 者 
一 Ta fH yy;, 则 (zi， i) 小 于 等 于 (zi， yz)。 这 称 为 字典 序 。 具有 这 个 序 的 集合 NXN 具 
有 性 质 : NXN 的 每 个 子 集合 都 有 最 小 元 (参见 9. 6 节 补 充 练习 53) 。 这 意味 着 可 以 递归 地 定义 
满足 mEN 和 nEN 的 项 a,,,， 并 且 用 数学 归纳 法 的 变种 来 证 明 关 于 这 些 项 的 结果 ， 例 13 说 明 
这 一 点 。 

例 13 假设 对 于 Cm，n) ENXN 来 说 递归 地 定义 a,,,， 令 ao 二 0 并且 

Qnn=aAmnin tl n=0 有 £m>0 
Gm "NO 

证 明 对 于 所 有 (Cm，n) ENXN 来 说 ( 即 对 于 非 负 整数 的 所 有 有 序 对 来 说 )，a,,, 二 mnCn 二 1)/2。 

解 ” 用 广义 的 数学 归纳 法 可 以 证 明 a,,,, = 二 mr 十 n(n 十 1)/2。 基 础 步 又 要 求证 明 : 当 (m,， nn) 二 
(0，0) 时 这 个 公式 是 有 效 的 。 归 纳 步 骤 要 求证 明 : 如 果 对 于 按照 NXN 上 字典 序 小 于 (m，n) 的 
所 有 有 序 对 来 说 ， 这 个 公式 是 有 效 的 ， 则 对 于 (mm，7m 来 说 这 个 公式 也 是 成 立 的 。 

基础 步骤 : 设 (m， nn) 二 (0，0)。 于 是 根据 caw, 递 归 定 义 的 基础 情形 就 有 ao 二 0。 另 外 ， 当 
Mi 一 ?2 一 0 时 ，m 十 n(n 十 1)/2= 二 0 十 (0，。1)/2= 二 0。 这 样 就 完成 了 基础 步骤 。 

归纳 步骤 : 假设 当 按 照 NXN 上 字典 序 Cm'， nn) 小 于 Gm, 7) 时 amiw 二 m 十 n(n' 十 1)/2。 
根据 递归 定义 ， 如 果 n=0， 则 a 二 aw_1 十 1。 因 为 (m 一 1，7) 小 于 Cm，n)， 归 纳 假设 41,, 二 
m 一 1 十 n(n 十 1)/2， 所 以 a 二 m 一 1 十 n(n 十 1)/2 十 1 二 m 十 n(n 十 1)/2， 给 出 了 所 需要 的 等 式 。 
现在 假设 n>0， 所 以 a 二 aw_i 十 n。 因 为 (mx，n 一 1) 小 于 (m，n)， 归 纳 假设 告诉 我 们 wo: 一 
Mm 十 (n 一 1)n/2， 所 以 a 二 mw 十 (n 一 1)n/2 十 n= 二 mx 十 (一 n 十 2n)/2 二 m 十 n(n 十 1)/2。 这 样 就 完 
成 了 归纳 步骤 。 5 

已 经 说 过 ， 在 9. 6 节 将 说 明 这 种 证 明 技 术 的 合理 性 。 


练习 

1. 求 出 f(1)、fC2)、f(3) 和 f(4)， 车 Fa) 递 归 地 定义 成 : f(0)= 二 1， 而 且 对 n 二 0，1，2，… 来 说 ， 
a) flnt+1)=f(n)+2 b) fnt1)=3f(n) 
c) fnt+1)=2" d) F(Cz 十 1) 王 Fa) 十 Faz) 十 1 

2. 求 出 f(1)、f(2)、fC(3)、f(4) 和 f(5), 车 Fa) 递归 地 定义 成 : 7(0) 王 3， 而 且 对 2 一 0，1，2， 
来 说 ， 
a) fl(nt+1)=—2f(n) b)flnt+1)=3f(n)++7 
fnt+1)=fn):—2f(n)—2 d) flnt+1)=37"/3 
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. 求 出 f(2)、f(3)、f(4) 和 f(5),， 若 f 递归 地 定义 成 : f(0) 二 一 1，f(1) 二 2， 而且 对 n= 二 1，2,… 


来 说 ， 
a) fnt1)=f(m)+3f(n—1) b) Fn 十 1) 一 rz)z Fn 一 1) 
c) Fa 十 1) 一 3 一 4 大 (2 一 1)2 dfnt1)= fn—1)/f(n) 
. 求 出 f(2)、f(3)、f(4) 和 f(5),， 车 f 递归 地 定义 成 : f(0)= 二 了 (1)= 二 1， 而 且 对 n= 二 1，2，… 来 说 ， 
a)flnt+1)=f(n)— fn—1) b)flnt+1)=f(n)f(n—1) 
c) flint+1)= fn) ?二 Tf(n—1)’ d) flnt1)= fn)/f(n—1) 


. 确定 下 列 这 些 所 谓 的 定义 是 否 每 个 都 是 从 非 负 整数 集合 到 整数 集合 的 函数 了 的 有 效 递 归 定 义 。 如 果 f 


是 良 定义 ， 则 求 出 当 是 非 负 整 数 时 f(n) 的 一 个 公式 并 证 明 这 个 公式 是 有 效 的 。 

a)f(0) 二 0， 对 于 n 宇 1 来 说 f(n)= 二 2f(n 一 2)。 

b) f(0) 二 1， 对 于 nn 宇 1 来 说 f(w)==f(n 一 1) 一 1。 

Of(0)= 二 2，f(1)= 二 3， 对 于 n 宇 2 来 说 f(W)=f(x 一 1) 一 1。 

dd)f(0) 二 1，f(1) 二 2， 对 于 n 宇 2 来 说 f(n)==2f(n 一 2)。 

e) (0) 三 1， 如 果 nn 是 奇数 且 n 宇 1 则 f(n) 二 3f(n 一 1); 如 果 nn 是 偶数 且 n 宇 2 则 f(n) 二 9f(n 一 2)。 


. 确定 下 列 这 些 所 谓 的 定义 是 否 每 个 都 是 从 非 负 整数 集合 到 整数 集合 的 函数 f 的 有 效 递 归 定 义 。 如 果 f 


是 良 定 义 ， 则 求 出 当 半 是 非 负 整数 时 jz) 的 一 个 公式 并 证 明 这 个 公式 是 有 效 的 。 

a) F(0) 一 1， 对 于 x 志 1 来 说 f(n)= 一 f(n 一 1)。 

b) f(0)==1，f(1)==0，f(2)==2， 对 于 zx 过 3 来 说 Fa) 一 2FCz 一 3) 。 

c) F(0) 王 0，F(1) 王 1， 对 于 x 亿 2 来 说 ，Fa) 一 2FCz 十 1) 。 

d) F(0) 天 0， 太 (1) 王 1， 对 于 "1 来 说 ，F(Ca) 一 271(Cz 一 1)。 

e)f(0) = 二 2， 如 果 n 是 奇数 且 n 宇 1 则 f(n)= 二 fn 一 1); 如 果 n 宇 2 则 f(n)==2f(n 一 2)。 


7. 给 出 序列 {a,} 的 递归 定义 ,n= 二 1，2，3，…， 若 
a)a, = 6n b)a,=2n 二 1 
€)an =10" d)a,=5 
8. 给 出 序列 {a, } 的 递归 定义 ， zx 一 1，2，3，…， 若 
a)a 一 47 一 2 b)a, 王 1 十 (一 1)” 
C)a,=n(n 二 1) d)a, =n’ 
9. 设 下 是 这 样 的 函数 ， 使 得 FCn) 是 前 个 正 整 数 之 和 。 给 出 FCn) 的 递归 定义 。 
10. 给 出 S。 (n) 的 递归 定义 ， 即 整数 m 与 非 负 整 数 n 之 和 。 
11. 给 出 P,(z) 的 递归 定义 ， 即 整数 m 与 非 负 整数 ”之 积 。 
在 练习 12 一 19 中 ，f; 是 第 ”个 斐 波 那 契 数 。 
12. 证 明 : 当 ? 是正 整 数 时 ， 有 玉 十 形 十 …… 十 刀 一 万 Fs。 
13. 证 明 : 当 n 是正 整 数 时 ， 有 户 十 户 十 … 十 fo-: 一 六 ,。 
* 14. 证 明 : 当 n 是 正 整 数 时 ， 有 faifa—RE=—1)": 
* 15. 证 明 ; 当 n 是 正 整 数 时 ， 有 fo 所 十 fi fz 十 … 十 f2m-1 fzn 二 ff&,。 
* 16. 证 明 : 当 n 是 正 整 数 时 ， 有 fo 一 应 十 fi 一 …… 一 fan-i 十 fn 二 fn-1 一 1。 
17. 确定 用 欧 几 里 得 算法 求 出 斐 波 那 契 数 f, 和 f+ 的 最 大 公 因 子 所 用 的 除法 次 数 ， 其 中 是非 负 整 数 。 
用 数学 归纳 法 验证 你 的 答案 。 
18. 设 
1 
4 ol 
证 明 当 nn 是正 整 数 时 ， 有 
er 机 
= | 
19. 通过 在 练习 18 中 等 式 的 两 边 取 行列 式 ， 证明 练 习 14 中 给 出 的 恒等式 。( 本 题 依赖 于 2X2 和 矩阵 的 行列 
式 概 念 。) 
* 20. 给 出 函数 max 和 min 的 递归 定义 ， 使 得 max(al ，az ，…，a;) 和 min《(al，as，*…，ax) 分 别 是 nn 个 数 


302 第 5 章 


关 21。 


22. 
23. 
24. 


25. 


26. 


27, 


28. 


29. 


30. 
31. 
32. 


33. 


34. 


ai，a，…，an 中 的 最 大 值 和 最 小 值 。 
设 a，a，…，a 和 6b1，b,，…，b。 都 是 实数 。 用 练习 20 中 给 出 的 递归 定义 来 证 明 下 面 的 结果 。 


a)max( 一 al， 一 aa ，…， 一 0) 一 一 min(Cal ，dz ，…，an) 
b)max(aitbi, azsbs, es dantb Smax(ars az, ***, an)+max(bi, 62, '**, b,) 
€)min(ai bi » Q2 十 bs 5 "ys Qn 十 如) 之 min(Cai 9 CQ29 “9 a ) 十 min(b siby vs b,) 


证 明 集 合 S 是 正 整 数 集合 ， 它 定义 成 : 1€ 5S， 而 且 当 sES 和 tE€S 时 就 有 s 十 :€ S。 
给 出 是 5 的 倍数 的 正 整 数 集合 的 递归 定义 。 
给 出 下 述 集合 的 递归 定义 : 
a) 正 奇数 集合 b)3 的 正 整 数 次 宕 的 集合 
c) 整 系数 多 项 式 的 集合 
给 出 下 述 集 合 的 递归 定义 : 
a) 正 偶数 集合 b) 模 3 与 2 同 余 的 正 整数 的 集合 
c) 不 能 被 5 整除 的 正 整数 的 集合 
设 S 是 如 下 递归 定义 的 整数 有 序 对 的 集合 : 
基础 步骤 : (0，0)ES。 
递归 步骤 : 如 果 (a,，5)ES， 则 (a 十 2, 5 十 3)ES 目 (a 十 3, 6b 十 2)E€S。 
a) 列 出 递归 定义 的 前 5 次 应 用 所 产生 的 S 的 元 素 。 
b) 对 定义 的 递归 步骤 的 应 用 次 数 使 用 强 归纳 法 来 证 明 : 当 (a, 5)ES 时 ,5|a 十 b。 
c) 用 结构 归纳 法 证 明 : 当 (a，DDES 时 ，5|a 十 0。 
设 S 是 如 下 递归 地 定义 的 整数 有 序 对 的 集合 : 
基础 步骤 : (0，0)E S。 
递归 步骤 : 如果 (ae，DES， 则 (ee，p+1D)ES、(C 二 1，2+1D)ES 且 (十 2，0 十 1)E S。 
a) 列 出 递归 定义 的 前 4 次 应 用 所 产生 的 S 的 元 素 。 
b) 对 定义 的 递归 步骤 的 应 用 次 数 使 用 强 归 纳 法 来 证 明 : 当 (ae，DDES 时 ，o 委 22。 
c) 用 结构 归纳 法 证 明 : 当 (ae，bES 时 ，o 委 22。 
给 出 下 列 每 个 正 整数 有 序 对 的 集合 的 递归 定义 。[ 提 示 : 把 集合 中 的 点 画 在 平面 上 并 且 寻 找 包 含 集合 
中 的 点 的 直线 。] 
a)S=={(a, b) |a€E2V1，6bEZV'+ 且 a 二 +b 是 奇数 ) 
b)S={(a, 6) |a€EZ', bEZ* HE alb} 
©)S={(a, b) |a€EZ+, bEZ+HE 3|atb)} 
给 出 下 列 每 个 正 整数 有 序 对 的 集合 的 递归 定义 。 用 结构 归纳 法 证 明 所 找到 的 递归 定义 是 正确 的 。[ 提 
示 : 为 了 找 出 递归 定义 ， 把 集合 中 的 点 画 在 平面 上 并 且 寻 找 模式 。] 
a)S= 二 {(a, 6b) |a€EZV1， bEZ1 且 a 二 +b 是 偶数 } 
b)S={(a, b) |aEZ+ ,bEZV' 且 a 或 5 是 奇数 } 
©)S={(a, 5b) |aE2Z+ ,bEZ1 且 at+b 是 奇数 且 3|5}) 
证 明 : 在 位 串 中 ， 字 符 串 01 至 多 比 字符 串 10 多 出 现 1 次 。 
定义 由 表示 集合 的 变量 和 {-” ，U ， 门 ,- } 中 的 运算 符 所 组 成 的 集合 的 合式 公式 。 
a) 给 出 计算 位 串 * 中 1 的 个 数 的 函数 ones(s) 的 递归 定义 。 
b) 用 结构 归纳 法 证 明 ones(st) 二 ones(s) 十 ones(1)。 
a) 给 出 等 于 十 进 制 数字 的 非 空 字符 串 中 最 小 数字 的 函数 ms) 的 递归 定义 。 
b) 用 结构 归纳 法 证 明 m(st) 二 minCm(s)，m(t))。 
一 个 字符 串 的 倒置 ( 反 转 ) ， 是 由 原 字符 串 里 的 符号 以 相反 顺序 组 成 的 字符 串 。 把 字符 串 w 的 倒置 
表示 成 w"。 
求 出 下 面 位 串 的 倒置 。 
a)0101 b)1 1011 
ec)1000 1001 0111 
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35. 给 出 字符 串 的 倒置 的 递归 定义 。[ 提 示 : 首先 定义 空 串 的 倒置 。 然 后 把 长 度 为 n 十 1 的 字符 串 ww 写成 
xy， 其 中 工 是 长 度 为 n 的 字符 串 ， 并 且 利 用 z* 和 y 来 表示 w 的 倒置 。] 
* 36. 用 结构 归纳 法 证 明 : (ww )* 二 wh wk 。 
37. 给 出 wi 的 递归 定义 ， 其 中 w 是 字符 申 而 i 是 非 负 整数 。( 这 里 w 表示 字符 串 记 的; 份 复制 品 的 
连接 。) 
* 38. 给 出 回 文 位 串 的 集合 的 递归 定义 。 
39. 位 串 集合 A 定义 成 
AMEA 
0OziEA xzEA 
其 中 是 空 串 。 哪 些 字 符 串 属于 A? 
x 40. 递归 地 定义 : 所 包含 的 0 比 1 多 的 位 串 的 集合 。 
41. 用 练习 37 和 数学 归纳 法 证 明 : (Cr) = 。 /ww)， 其 中 忆 是 位 串 而 ; 是 非 负 整数 。 
x* 42. 证 明 : 当 ww 是 位 串 而 i 是 非 负 整 数 时 ， 有 (wrk)' 二 (wi)*。 即 证 明 一 个 字符 串 的 倒置 的 i 次 短 是 这 个 
字符 串 的 i 次 寡 的 倒置 。 
43. 用 结构 归纳 法 证 明 : n(T) 宇 2h(T) 十 1， 其 中 是 满 二 叉 树 ，n(T) 等 于 工 的 顶点 数 ，h(T) 是 TT 的 
高 度 。 
可 以 递归 地 定义 满 二 叉 树 的 树叶 和 内 点 。 
基础 步骤 : 树 根 r 是 恰 有 一 个 顶点 7 的 满 二 叉 树 的 树叶 。 这 个 树 没有 内 点 。 
递归 步骤 : 树 T= 二 T，T。 的 树叶 集合 是 Ti 的 树叶 集合 与 T 的 树叶 集合 的 并 。 工 的 内 点 集合 是 的 
树 根 7 与 Ti 的 内 点 集合 与 Ti 的 内 点 集合 的 并 。 
44. 用 结构 归纳 法 证 明 : 满 二 叉 树 工 的 树叶 数 2(CT) 比 工 的 内 点 数 iT) 多 1。 
45. 仿照 例 13 用 广义 归纳 法 证 明 : 如 果 把 ae 递归 地 定义 成 au 一 0 并 且 
胡闹 站 7 一 0 且 m 之 0 
”” La 十 1 n>0 
则 对 于 所 有 (mx ，z)ENXN 来 说 ，cw 王 mm 十 2。 
46. 仿照 例 15 用 广义 归纳 法 证 明 : 如 果 把 cew.* 递 归 地 定义 成 ct: 王 5 并 且 
an 一 Cn_ln 十 2 n=1 有 有 m>1 
人 n>1 
则 对 于 所 有 Cm，n) EZV* XZi' 来 说 ，anm,n 二 2Cm 十 n) 十 1。 
x* 47. 正 整 数 n 的 分 拆 是 把 n 写成 正 整 数 之 和 的 方式 。 例 如 ，7 二 3 十 2 十 1 十 1 是 7 的 分 拆 。 设 P。 等 于 m 的 
不 同 分 拆 的 数目 ， 其 中 和 式 里 项 的 顺序 无 关 紧 要 ， 并 设 P,,, 是 用 不 超过 的 正 整 数 之 和 来 表示 m 的 
不 同方 式 数 。 
a) 证 明 ; Pam= Pns 
b) 证 明 : 下 面 的 P。, 的 递归 定义 是 正确 的 。 


1 mm 二 

1 n=] 
Puin = Ps m=n 

T= 1 一 7 之] 

Pa Pm > 


<) 用 这 个 递归 定义 求 出 5 和 6 的 分 拆 数 。 

考虑 阿 克 曼 函数 的 一 个 变种 的 下 述 归纳 定义 。 这 个 函数 是 根据 德国 数学 家 威 尔 海 姆 . 阿 克 曼 的 名 字 器 
来 命名 的 ， 他 是 大 数学 家 大 卫 ， 希 尔 伯 特 的 学 生 。 在 递归 函数 论 以 及 涉及 集合 合并 的 某 些 算法 的 复杂 性 
研究 中 ， 阿 克 曼 函数 起 到 了 重要 的 作用 。( 这 个 函数 有 多 种 不 同 的 变种 ， 都 称 为 阿 克 曼 函数 ， 并 且 都 有 类 
似 的 性 质 ， 尽 管 它们 的 值 不 一 定 相等 。) 
练习 48 一 55 涉及 这 种 形式 的 阿 克 曼 函数 。 
48. 求 出 下 列 阿 克 曼 函数 的 值 。 

a)A(l, 0) b)A(O0, 1) 


x 
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c)A(1，1) d)A(2, 2) 
49, 证 明 : 当 m 宇 1 时， 有 Alm，2)=4。 
50. 证 明 : 当 n 宇 1 时， 有 A(l, n)= 二 2”。 
51. 求 出 下 列 阿 克 曼 函数 的 值 。 
a)A(2，3) x b)A(3, 3) 
52. 求 出 A(3，4)。 
53. 证 明 : 当 m 和 nn 都 是 非 负 整数 时 ， 有 ACm, n 十 1) 室 A(m,，n)。 
54. 证 明 ， 当 m 和 都 是 非 负 整数 时 ， 有 A(mz 二 1， 站 三 A(m，m) 。 
55. 证 明 : 当 i 和 j 都 是 非 负 整数 时 ， 有 AG， 力 壹 )。 
56. 用 数学 归纳 法 证 明 : 通过 规定 F(0) 和 从 FCn) 获 得 ln 十 1) 的 规则 所 定义 的 函数 下 是 良 定义 的 。 
57. 用 数学 归纳 法 第 二 原理 证 明 : 通过 规定 FC(0) 以 及 从 FC(k)(k 二 0，1，2，…，n) 获 得 F(n 十 1) 的 规则 所 
定义 的 函数 是 良 定义 的 。 
58. 证 明 : 下 述 每 一 个 所 谓 的 对 正 整 数 集合 上 的 函数 的 递归 定义 都 不 能 产生 良 定义 的 函数 。 
a) 对 n 宇 1 来 说 Fln)=1 十 F([n/2]), 且 F(1)=1。 
b) 对 n 宇 2 来 说 F(n)==1 十 F(n 一 3),， 且 F(1)=2 和 下 (2) 一 3。 
©) 对 nn 宇 2 来 说 FF(n)==1 十 F(n/2),， 且 F(1)==1 和 F(2)==2。 
gd) 若是 偶数 且 n 宇 2， 则 FCn)==1 十 FC(n/2); 车 n 是 奇数 ， 则 F(n)==1 一 F(n 一 1), 且 F(1)=1。 
e) 若 是 偶数 且 n 宇 2， 则 FF(n)==1 十 Fl(n/2); 车 nn 是 奇数 且 n 宇 3， 则 FC(n)= 二 FC(3n 一 1),， 且 F(1)==1。 
59. 证 明 : 下 述 每 一 个 所 谓 的 对 正 整 数 集合 上 的 函数 的 递归 定义 都 不 能 产生 良 定义 的 函数 。 
a) 对 n 宇 1 来 说 下 (n)==1 十 F([(n 十 1)/2]), 且 F(1)=1。 
b) 对 n 宇 2 来 说 Fln)=1 十 F(n 一 2), 且 F(1)==0。 
0) 对 n 宇 3 来 说 Fln)=1 十 F(n/3), 且 F(1)=1, F(2)=2, F(3)==3。 
qd) 若 n 是 偶数 且 n 宇 2， 则 FF(n) 二 1 十 F(n/2); 车 n 是 奇数 ， 则 FC(n)==1 十 F(n 一 2)， 且 F(1)=1。 
e@) 若 n 宇 2， 则 FCn)==1 十 F(F(n 一 1)),， 且 F(1)=2。 
练习 60 一 62 处 理 对 数 函 数 的 迭代 。 像 通常 一 样 ， 设 log n 表示 以 2 为 底 的 对 数 。 函 数 log”n 递归 地 定 
义 成 


n k=0 
oa log4 7 有 定义 且 为 正 数 

无 定义 其 他 情况 
迭代 对 数 是 函数 log" n， 它 在 处 的 值 是 使 得 log*”n<1 的 最 小 的 非 负 整 数 &。 
60. 求 出 下 述 的 每 一 个 值 : 


5 $36 


a)log'2 16 b)logG) 256 clogG) 265 536 d)log@ 22 
61. 对 下 述 的 每 一 个 log" n 的 值 ， 求 出 的 值 : 
a)2 b)4 c)8 d)16 
”e)256 f)65 536 一 22” 


62. 求 出 使 得 log" "一 5 的 最 小 整数 2。 确定 这 个 数 的 十 进 制 位 数 。 

练习 63 一 65 处 理 和 迭代 函数 的 值 。 假 定 f(n) 是 从 实数 集合 或 正 实数 集合 或 某 些 其 他 的 实数 集合 到 实 
数 集合 的 函数 ， 使 得 f(n) 是 单调 递增 的 ( 即 当 mn 二 mw 时 ， 有 fln) 二 fl(m)， 并 且 对 f 的 定义 域 里 的 所 有 nn 
来 说 ，f(n) 二 n)。 函 数 Fo (2) 递 归 地 定义 成 


| 吕 天 一 0 
人 WT popa-n 0m) p>0 
另外 ， 设 c 是 正 实数 。 和 迭代 函数 f” 是 为 了 把 f 的 自 变量 缩小 到 小 于 或 等 于 c 所 需要 的 了 的 迭代 次 数 ， 所 
以 f2 () 是 使 得 f* (nn) 之 c 的 最 小 的 非 负 整数 。 
63, 设 f(n)= 二 n 一 a， 其 中 a 是正 整数 。 求 出 Fw (n) 的 公式 。 当 nn 是 正 整 数 时 ，f3 (n) 的 值 是 什么 ? 
64. 设 f(n) 二 n/2。 求 出 f(n) 的 公式 。 当 nn 是 正 整 数 时 ， 扩 (nn) 的 值 是 什么 ? 


65. 设 f(n) 二 Vn。 求 出 fn) 的 公式 。 当 nn 是 正 整 数 时 ， 扩 (mn) 的 值 是 什么 ? 


5.4 递归 算法 


5.4.1 引言 

有 时 可 以 把 带 有 具体 的 一 组 输入 问题 的 解 归 约 到 带 更 小 的 一 组 输入 的 相同 问题 的 解 。 例 
如 ， 求 两 个 正 整数 xc 和 2 的 最 大 公 因 子 的 问题 ， 其 中 0 盖 a， 就 可 以 归 约 到 求 一 对 更 小 的 整数 
( 即 5 mod a 和 a) 的 最 大 公 因 子 的 问题 ， 因 为 gcd(b mod a,， 4a) 二 gcd(a，5)。 当 可 以 实现 这 样 的 
归 约 时 ， 就 可 以 用 一 系列 归 约 来 求 出 原 问题 的 解 ， 直 到 把 问题 归 约 到 解 是 已 知 的 某 个 初始 情形 
为 止 。 例 如 ， 对 求 最 大 公 因 子 来 说 ， 归 约 持续 到 两 个 数 中 较 小 的 一 个 为 零 ， 因 为 当 a>0 时 ， 
gcd(a，0) 一 Q。 

我 们 将 看 到 ， 连 续 地 把 问题 归 约 到 带 更 小 输入 的 相同 问题 ， 这 样 的 算法 可 用 来 解决 广泛 的 
问题 。 

若 一 个 算法 通过 把 问题 归 约 到 带 更 小 输入 的 相同 问题 的 实例 来 解决 原来 的 问题 ， 
则 这 个 算法 称 为 递归 的 。 

本 节 将 描述 大 量 不 同 的 递归 算法 。 we 

例 1 给 出 计算 n! 的 递归 算法 ,其 中 是 一 个 非 负 整数 。 

解 ” 可 以 建立 一 个 求 n! 的 递归 算法 ， 其 中 是 一 个 非 负 整数 。 根 据 n! 的 递归 定义 ， 当 ” 当世 
是 一 个 正 整 数 时 , n! 二 n，(n 一 1)!,， 且 0! 王 1。 为 了 对 某 个 特定 的 整数 求 n!， 执 行 n 次 递 
归 ， 每 一 次 都 用 在 下 一 个 较 小 整数 处 的 阶乘 函数 值 代替 阶乘 函数 的 值 。 在 最 后 一 步 时 ,代入 
01。 所 得 到 的 递归 算法 由 算法 1 所 示 。 

为 了 理解 该 算法 是 如 何 工作 的 ， 我 们 来 追踪 用 算法 计算 4! 时 的 每 一 步 。 首 先 ， 利 用 归纳 步 
又 ， 有 41! 王 4。3!。 然 后 ， 重 复 使 用 归纳 步 又 ， 有 3! = 二 3 21、 2! = 二 2.1!1、1! = 二 1 01。 代 
入 0! ==1 的 值 ， 并 回 代 以 上 各 步 ， 即 得 1! =1 :1=1、 2! 王 2。1! =2、 3! 一 3。，21! 一 3， 2 一 
6、41! =4. 3! 一 4。6 一 24。 本 








算法 1 计算 n! 的 递归 算法 
procedure factorial(n: 非 负 整数 ) 


fn=0 then return 1 
else return n * factorial(n— 1) 


{输出 是 n1} 





例 2 说 明了 如 何 构 造 一 个 递归 算法 ， 从 函数 的 递归 定义 来 计算 函数 的 值 。 

例 2 给 出 计算 a" 的 递归 算法 ， 其 中 4 是非 零 实数 而 n 是 非 负 整数 。 

解 ” 可 以 让 递归 算法 是 基于 a" 的 递归 定义 。 这 个 定义 说 对 mn 二 0 来 说 有 a” 二 a* a"， 而 初 
始 条 件 是 办 王 1。 为 了 求 出 a"*， 连 续 地 用 这 个 递归 定义 来 缩小 指数 ， 直 到 指数 是 0。 在 算法 2 
里 给 出 了 这 个 过 程 。 4 





算法 2 计算 a" 的 递归 算法 
procedure power(a: 非 零 实数 ，z: 非 负 整数 ) 


证 2 一 0 then return 1 


else return a* power(a, nC—1) 


{输出 是 a”)} 





下 面 给 出 求 最 大 公 因 子 的 递归 算法 。 
例 3 给 出 求 满足 a=6b 的 两 个 非 负 整 数 a 和 2 的 最 大 公 因 子 的 递归 算法 。 
解 ” 可 以 基于 gcd(a， 5b) 二 gcd(b5 moda，a) 和 当 6 二 0 时 gcd(0，b) 一 找 出 递归 算法 中 的 过 
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程 。 这 产生 了 欧 几 里 得 算法 的 递归 版 本 一 一 算法 3。 

当 输 入 为 a 二 5、b 二 8 时 ， 跟 踪 算 法 3 以 说 明 它 是 如 何 工作 的 。 对 该 输入 ， 算法 执行 “else” 
语句 ， 得 到 gcd(C5，8) 一 gcd(8 mod 5，5) 一 gcd(3，5) 。 再 执行 此 语句 ， 得 到 gcd(3，5) 一 gcd(5 
mod 3，3) 一 gcd(2，3) ， 然 后 得 到 gcd(2，3) 一 gcd(3 mod 2，2) 一 gcd(1，2)， 再 得 到 gcd(1， 
2) 王 gcd(2 mod 1，1) 王 gcd(0，1)。 最 后 ， 算 法 执行 第 一 步 ， 由 a 二 0 得 到 gcd(0，1) 王 1。 因 
此 ， 算 法 的 执行 结果 是 gcdC5，8) 王 1。 4 





算法 3 计算 gcedla, 的 递归 算法 
procedure gcd(a,，65: 非 负 整数 且 a 二 5) 
if a=0 then return 2 

else return gcd(b mod a, a) 

{输出 是 gcd(a，5))} 








例 4 设计 一 个 计算 六 mod m 的 递归 算法 ， 其 中 5、n 和 m 是 满足 m 宇 2、n 宇 0 和 且 1b<m 
的 整数 。 

解 ” 可 以 基于 2 mod m 二 (5。(b”' mod m))mod m 这 个 事实 来 构建 递归 算法 ， 这 个 事实 来 
自 4. 1 节 推 论 2 和 初始 条 件 h mod m= 二 1。 在 本 节 把 这 个 事实 留 给 读者 作为 练习 12。 

然而 ， 通 过 观察 下 面 的 事实 ， 可 以 设计 出 效率 更 高 的 递归 算法 。 

b” mod m= (b”’mod m)’ mod m 
当 nn 是 偶数 时 ， 以 及 
b" mod m=((bt’’Jmod m)’ mod m * b mod mm) mod m 
当 nn 是 奇数 时 ， 用 伪 码 将 其 写成 算法 4。 

下 面 对 输 入 5 二 2、n 二 5 及 m 二 3 来 跟踪 算法 4， 以 说 明 该 算法 是 如 何 工作 的 。 首 先 ， 由 于 nn 二 5 
是 奇数 ， 所 以 执行 “else” 语 句 ， 从 而 有 mpower(2,，5，3) 二 (mpower(2,，2，3)’ mod 3 * 2 mod 3) mod 
3。 接 下 来 执行 “else 论语 句 ， 得 到 mpower(2，2，3) 王 mpower(2，1，3)? mod 3。 再 执行 “else” 语 句 ， 
得 到 mpower(2，1，3) 一 (mpower(2，0，3): mod 3。2 mod 3) mod 3。 最 后 ， 执 行 “if” 语 句 ， 得 到 
mpower(2，0，3) 王 1。 下 面 进行 回 代 ， 得 到 mpower(2，1，3) 二 1 mod 3，2 mod 3) mod 3 一 2， 从 而 
mpower(2，2，3) 一 2 mod 3 王 1， 最 后 ，mpower(2，5， 3) 一 (1: mod 3。2 mod 3) mod 3 一 2。 本 








算法 4 递归 模 指 数 
procedure mpower(b5，n，m: 整数 且 56>0，m 宇 2,，n 宇 0) 
这 2 一 0 then 
return 1 
else fn 是 偶数 then 
return mpower(b, n/2, m)’ mod m 
else 
return(mpower(b, [n/2], m)’ mod m* b mod m)mod m 


{输出 是 b" mod zn} 











现在 将 要 给 出 3. 1 节 所 介绍 的 搜索 算法 的 递归 形式 。 

例 5 把 线性 搜索 算法 表达 成 递归 过 程 。 

解 ”为 了 在 搜索 序列 a; ，a ，…，a, 中 搜索 zx， 在 算法 的 第 i 步 比较 x 与 ai。 若 工 等 于 ai， 
则 i 是 xz 的 位 置 。 否则， 对 z 的 搜索 就 归 约 到 在 少 了 一 个 元 素 的 序列 ( 即 序列 as，…，a,) 中 
的 搜索 。 现 在 给 出 一 个 递归 过 程 ， 用 伪 码 把 这 个 过 程 表示 成 算法 5。 

设 searchGi，71，z) 是 在 序列 a;，ai1，*"…，a; 中 搜索 xz 的 过 程 。 过 程 的 输入 包括 三 元 组 
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(1，7m，Zz) 。 若 剩余 序列 的 第 一 项 是 x， 或 者 若 序列 只 有 一 项 并 且 它 不 是 zx， 则 过 程 在 这 一 步 终 
止 。 若 并 不 是 第 一 项 而 且 存在 其 他 的 项 ， 则 执行 同样 的 过 程 ， 但 是 搜索 序列 减少 一 项 ， 它 是 通 
过 删除 搜索 序列 的 第 一 项 而 获得 的 。 4 





算法 5 递归 线性 搜索 算法 
procedure search(i，7J，Zz: i，j， 工 是 整数 ，1 二 ij 过 nn) 
if a;= x then 
return 7z 
else if-i = ; then 
return 0 
else 
return search(i 十 1, j, Zz) 


{输出 是 ai， C2， "Qnr 中 工 的 位 置 ， 如 果 有 并 ; 否则 它 是 0} 


例 6 构造 二 分 搜索 算法 的 递归 形式 。 

解 ” 假 定 要 在 序列 mw ，a; ，…，a, 中 求 出 工 的 位 置 。 为 了 执行 二 分 搜索 ,首先 比较 zx 与 中 
间 项 a(z* 十 1)/2。 若 z 等 于 这 一 项 ， 则 算法 将 终止 。 和 否则 ， 把 搜索 归 约 到 更 小 的 搜索 序列 ， 即 若 
工 小 于 原 序 列 的 中 间 项 ， 则 归 约 到 序列 的 前 一 半 ， 和 否则 归 约 到 后 一 半 。 已 经 把 搜索 问题 的 解 归 约 
到 带 长 度 近似 为 一 半 的 序列 的 相同 问题 的 解 。 二 分 搜索 算法 的 这 种 递归 形式 表达 成 算法 6。 十 


算法 6 递归 二 分 搜索 算法 


procedure binary search(Gi，j ，Z: i，j， 工 是 整数 ,1 二 i<&n，1<j 和 <n) 
m:=|[Ci + 7)/2] 


if z=a,, then 








return m 
else if(z<a, and i<m)then 

return binary search(i, m—1, Zz) 
else if(zx>a,, and j>m)then 


return binary search(m 十 1, ;}, Zz) 





else return 0 


{输出 是 wa， az，…，an 中 工 的 位 置 ， 如 果 有 Zi 否则 为 0} 














5.4.2 证 明 递 归 算 法 的 正确 性 

数学 归纳 法 以 及 它 的 变种 一 一 强 归纳 法 ， 都 可 以 证 明 一 个 递归 算法 的 正确 性 ， 即 可 以 证 明 
算法 对 所 有 可 能 的 输入 值 ， 都 能 产生 所 需要 的 输出 。 例 7 和 例 8 说 明了 如 何 用 数学 归纳 法 或 强 
归纳 法 来 证 明 算 法 的 正确 性 。 首 先 ， 证 明 算 法 2 的 正确 性 。 

例 7 证 明 算 法 2( 求 实数 的 寡 ) 的 正确 性 。 

解 ” 我 们 对 指数 n 做 数学 归纳 法 。 

基础 步骤 : 如 果 n= 二 0， 算 法 的 第 一 步 告 诉 我 们 : power(a，0) 二 1。 这 是 正确 的 ， 因 为 对 
任意 非 零 实数 4a， 都 有 a" 二 1。 这 就 完成 了 基础 步骤 。 

归纳 步骤 ， 归纳 假设 是 命题 对 所 有 a 关 0 及 非 负 整数 &， 都 有 powerCa，k) 二 a 。 即 归纳 假设 是 
命题 : 算法 能 正确 地 计算 ae。 为 了 完成 归纳 步骤 ， 需 要 证 明 : 如 果 归 纳 假设 为 真 ， 那 么 算法 能 正确 
计算 art!。 因 为 十 1 是 正 整 数 ， 所 以 当 算法 计算 o 生 :时 ， 它 将 做 power(ae，R& 十 1) 一 a。PpPower(a，P) 。 
根据 归纳 假设 ， 有 power(a， 二 a*， 所 以 power(a， 上 十 1) 二 a，power(a， 二 a*。a' 二 a !。 这 就 完 
成 了 归纳 步骤 。 

我 们 已 经 完成 了 基础 步骤 和 归纳 步骤， 因此 可 以 得 出 结论 : 当天 0 及 n 是 一 个 非 负 整数 
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时 ， 算 法 2 总 能 正确 地 计算 w" 。. 4 
一 般 情况 下 ， 需 要 用 强 归 纳 法 而 不 是 数学 归纳 法 来 证 明 算 法 的 正确 性 。 例 8 就 说 明了 这 一 
点 。 例 8 说 明了 如 何 用 强 归纳 法 来 证 明 算 法 4 的 正确 性 。 
例 8 证 明 算法 4( 求 模 指数 ) 的 正确 性 。 
解 ” 对 指数 nn 用 强 归 纳 法 。 
基础 步骤 : 当 n 二 0 时，mpower(b5，n，m) 二 1。 因 为 当 5 是 整数 ，m 是 整数 ,满足 m 宇 2 
时 和 mod m 二 1， 所 以 基础 步骤 就 完成 了 。 
归纳 步骤 : 归纳 假设 是 当 b 是 正 整数 ，m 是 整数 ， 满 足 m 宇 2 时 ， 对 于 所 有 整数 0 三 j 二 & 
来 说 ，mpower(b，j，m) 二 5 mod m。 为 了 完成 归纳 步骤， 我 们 证 明 当 归纳 假设 正确 时 ， 
mpower(D，A&，72) 一 久 mod m。 因 为 递归 算法 对 于 在 奇数 和 偶数 时 处 理 不 同 ， 所 以 我 们 将 归 
纳 步骤 分 为 两 种 情况 。 
当 & 是 偶数 时 ， 有 mpower(b,， kk，m) 二 mpower(b, k/2, m)’ mod m= (b? mod m)’ mod 
mm 二 b* mod m， 其 中 使 用 了 归纳 假设 以 便 把 mpower(5，k/2，m) 换 成 多 :mod m。 
当 有 是 奇数 时 ， 有 
mpower(b, k, m)=((mpower(b, [k/2], m)): mod m* b mod m) mod m 
一 (CO mod m)’ mod m * b mod m) mod m=5L"’1"! mod m=0 mod m 
利用 4.1 节 推 论 2， 因 为 当 & 是 奇数 时 2|k/2 十 1 二 2(k 一 1)/2 十 1 二 k。 这 里 使 用 了 归纳 假设 以 
便 把 mpower(b6，[k/2 ]，m) 换 成 6L 半 mod m。 这 样 就 完成 了 归纳 步骤 。 
我 们 已 经 完成 了 基础 步骤 和 归纳 步 邓 ， 根据 归纳 假设 知道 算法 4 是 正确 的 。 S| 


5.4.3 递归 与 迭代 

函数 在 取 某 一 个 正 整数 时 的 值 通过 函数 在 较 小 整数 时 的 值 来 表示 ， 这 是 一 个 递归 定义 。 这 意味 
着 我 们 可 以 设计 递归 算法 来 计算 在 取 某 一 个 正 整数 时 该 递归 定义 的 函数 值 。 我 们 不 是 连续 地 在 较 小 
的 整数 点 处 计算 函数 的 值 ， 而 是 从 函数 在 一 个 或 多 个 整数 点 处 的 函数 值 开始 ， 然 后 连续 地 应 用 递归 
定义 一 个 一 个 地 求 得 函数 在 较 大 整数 点 处 的 函数 值 。 这 样 的 过 程 就 称 为 迭代 。 通 常 ， 一 个 用 递归 定 
义 的 迭代 算法 序列 要 比 用 递归 过 程 计算 会 减少 很 多 计算 量 ( 除 非 使 用 特定 用 途 的 递归 机 )。 这 一 点 可 
以 通过 用 计算 第 ”个 裴 波 那 契 数 的 迭代 过 程 和 递归 过 程 来 说 明 。 我 们 先 给 出 递归 过 程 。 





算法 7 斐 波 那 契 数 的 递归 算法 
procedure fibonacci(n; 非 负 整数 ) 
fn=0 then return 0 


else if n=1 then return 1 
else return fibonacci(n—1) 十 fibonacci(n—2) 
{输出 是 fibonacci(n)} 





当 使 用 递归 算法 求 f, 时 ， 首 先 把 f, 表示 成 fi 十 f,_:。 然 后 把 这 两 个 斐 波 那 契 数 都 换 成 两 个 
前 面 的 斐 波 那 契 数 之 和 。 当 态 或 万 出 现时 ， 就 直接 换 成 它 的 值 。 

注意 ， 在 递归 的 每 个 阶段 ， 直 到 获得 fi 或 fo 为止， 需要 
求 值 的 斐 波 那 契 数 的 个 数 都 一 直 翻 倍 。 例 如 ， 当 使 用 这 个 递归 
算法 求 出 f 时 ， 就 必须 完成 图 1 中 的 树 形 图 所 说 明 的 全 部 计 
算 。 这 个 树 包括 用 f, 标记 的 根 以 及 从 根 到 用 两 个 斐 波 那 契 数 
fs 和 fi 标记 的 顶点 的 分 支 ， 它们 出 现在 f 的 计算 的 归 约 中 。 
每 个 后 续 的 归 约 都 产生 树 中 的 两 个 分 支 。 当 遇 到 f。 和 fi 时 ， 
这 种 分 支 结束 。 读 者 可 以 验证 一 下 ， 这 个 算法 需要 f,;; 一 1 次 
加 法 来 求 出 f。 图 1 递归 地 求 f 的 值 
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现在 考虑 用 算法 8 中 的 迭代 过 程 来 求 出 f, 所 需要 的 计算 量 。 





| 算法 8 “计算 斐 波 那 契 数 的 远 代 算 法 
procedure iterative fibonacci(n: 非 负 整 数 ) 
证 2 一 0 then return 0 
else 
0 
3 一] 
for 2 :=] 一 出 
z :一 并 十 7 
击 3 二 凤 
1 
return y 


{输出 是 第 个 右 波 那 契 数 } 











这 个 过 程 把 z 初始 化 成 户 =0， 把 > 初始 化 成 方 =1。 当 经 过 循环 时 ， 把 工 和 > 的 和 赋 给 
辅助 变量 x。 然 后 把 工 赋 成 y 的 值 ， 而 把 y 赋 成 辅助 变量 z 的 值 。 因 此 ， 在 经 过 第 一 次 循环 之 
后 得 出 z 等 于 方 而 等 于 六 十 访 三 户 。 另 外 ， 在 经 过 ”一 1 次 循环 之 后 工 等 于 f,-1 而 y 等 于 ff， 
(读者 应 当 验 证 这 个 命题 )。 当 2 之 1 时 ， 用 这 个 迭代 方法 求 出 户 仅仅 使 用 了 ?2 一 1 次 加 法 。 因 
此 ， 这 个 算法 比 递归 算法 需要 的 计算 少 得 多 。 

已 经 说 明 当 求 递 归 定 义 的 函数 的 值 时 ， 递 归 算 法 可 能 比 迭 代 算 法 需要 更 多 的 计算 量 。 有 
时 使 用 递归 算法 可 能 更 好 ， 即 使 它 比 迭 代 过 程 更 低 效 ， 特 别 是 当 递归 方法 容易 实现 而 迭代 方 
法 不 容易 实现 时 。( 另 外， 或 许可 以 用 专门 设计 来 处 理 递 归 的 机 器 ， 它 们 抵消 了 使 用 迭代 的 
好 处 。) 


5.4.4 归并 排序 

现在 描述 称 为 归并 排序 算法 的 递归 排序 算法 。 在 概括 性 地 描述 归并 排序 算法 之 前 ， 将 用 一 
个 例子 来 说 明 它 是 如 何 工作 的 。 

例 9 用 归并 排序 来 排序 列表 8，2，4，6，9，7，10，1，5，3。 

解 ” 归 并 排序 首先 通过 不 断 地 把 表 一 分 为 二 来 把 表 分 成 单个 的 元 素 。 这 个 例子 的 子 表 的 序 
列表 示 成 图 2 上 方 所 示 的 高 度 为 4 的 平衡 二 叉 树 。 

排序 是 通过 不 断 地 合并 成 对 的 表 来 完成 的 。 在 第 一 阶段 里 ， 把 成 对 的 单个 元 素 合 并 成 按 升 
序 排列 的 长 度 为 二 的 表 。 然 后 对 成 对 的 表 进 行 连续 的 合并 ， 直 到 整个 表 都 排 成 升序 为 止 。 把 这 
些 合并 成 按 升序 排列 的 表 的 序列 表示 成 图 2 下 方 所 示 的 高 度 为 4 的 平衡 二 又 树 (注意 ， 这 个 树 
是 * 上 下 颠倒 地 ”显示 的 )。 者 

在 一 般 情况 下 ， 归 并 排序 是 这 样 进 行 的 : 反复 地 把 表 分 成 长 度 相等 的 两 个 子 表 ( 或 者 其 中 
一 个 子 表 比 另 一 个 子 表 多 一 个 元 素 ) ， 直 到 每 个 子 表 包 含 一 个 元 素 为 止 。 这 些 子 表 的 序列 可 以 
表示 成 平衡 二 又 树 。 这 个 过 程 继 续 进行 : 不 断 地 合并 成 对 的 子 表 ， 其 中 的 两 个 表 都 是 按 升序 排 
列 的 ， 把 它们 合并 成 元 素 都 是 按 升序 排列 的 较 大 的 表 ， 直 到 原来 的 表 排 成 升序 为 止 。 这 些 合并 
的 子 表 的 序列 可 以 表示 成 平衡 二 又 树 。 

也 可 以 递归 地 描述 归并 排序 。 为 了 做 归并 排序 ， 把 表 分 成 大 小 相等 或 近似 相等 的 两 个 子 
表 ， 用 归并 排序 算法 排序 每 个 子 表 ， 然 后 合并 这 两 个 子 表 。 算 法 9 给 出 归并 排序 的 递归 形式 。 
这 个 算法 使 用 子 过 程 merge， 算 法 10 描述 merge。 
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图 2 对 8，2，4，6，9，7，10，1，5，3 的 归并 排序 


算法 9 递归 归并 排序 
procedure mergesort( 工 一 al ，…，an) 
if n>1 then 

m := |[n/2] 


Li FA Us ys An 
La =a rtss “, Gk 
L := merge(mergesort(L!), mergesort(L;,)) 


{现在 工 中 的 元 素 以 非 降序 排列 } 





为 了 实现 归并 排序 ， 需 要 把 两 个 有 序 表 合并 成 更 大 有 序 表 的 有 效 算法 。 现 在 将 描述 这 样 的 
过 程 。 

例 10 ”描述 如 何 合并 两 个 表 2，3，5，6 和 1，4。 

解 表 1 说 明 所 使 用 的 步 又。 首先 ， 比 较 两 个 表 中 的 最 小 元 素 ， 它 们 分 别 是 2 和 1。 因为 
1 较 小 ， 所 以 把 它 放 在 合并 的 表 的 开头 并 且 从 第 二 个 表 中 删除 它 。 在 这 个 阶段 ， 第 一 个 表 是 2， 
3，5，6， 第 二 个 表 是 4， 组 合 而 成 的 表 是 1 。 


表 1 合并 已 排序 的 表 2, 3, 5, 6 和 1, 4 






12 
123 
1234 
123456 


4<=5 
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其 次 ， 比 较 2 和 4， 它 们 是 两 个 表 中 的 最 小 元 素 。 因 为 2 较 小 ， 所 以 将 它 添加 到 组 合 的 表 并 
且 从 第 一 个 表 中 删除 它 。 在 这 个 阶段 ， 第 一 个 表 是 3，5，6， 第 二 个 表 是 4， 组 合 而 成 的 表 是 
1 学。 

继续 比较 3 和 4， 它 们 是 各 自 表 中 的 最 小 元 素 。 因 为 3 是 这 两 个 元 素 中 较 小 的 ， 所 以 将 它 
添加 到 组 合 的 表 并 且 从 第 一 个 表 中 删除 它 。 在 这 个 阶段 ， 第 一 个 表 是 5，6， 第 二 个 表 是 4， 组 
合 而 成 的 表 是 1，2，3。 

然后 比较 5 和 4， 它 们 是 两 个 表 里 的 最 小 元 素 。 因 为 4 是 这 两 个 元 素 中 较 小 的 ， 所 以 将 它 
添加 到 组 合 的 表 并 且 从 第 二 个 表 中 删除 它 。 在 这 个 阶段 ， 第 一 个 表 是 5，6， 第 二 个 表 是 空 的 ， 
组 合 而 成 的 表 是 1，2，3，4。 

最 后 ， 因 为 第 二 个 表 是 空 的 ， 所 以 第 一 个 表 中 的 所 有 元 素 可 以 附加 到 组 合 表 的 后 面 ， 保 持 
它们 在 第 一 个 表 中 的 出 现 顺序 。 这 样 就 产生 出 有 序 表 1，2，3，4，5，6。 | 

现在 考虑 将 两 个 有 序 表 L! 和 工 ; 合并 成 一 个 有 序 表 工 的 一 般 问题 。 可 以 使 用 下 面 的 过 程 。 
从 空 表 工 开始 。 比 较 两 个 表 的 最 小 元 素 。 把 这 两 个 元 素 中 较 小 的 放 到 工 后 面 ， 并 且 从 它 所 在 的 
表 中 删除 它 。 下 一 步 ,， 车 L 和 工 有 一 个 是 空 的 ， 则 附加 另 一 个 ( 非 空 ) 表 到 工 ， 这 样 就 完成 了 
合并 。 若 L 和 工 ; 都 非 空 ， 则 重复 这 个 过 程 。 算 法 10 给 出 这 个 过 程 的 伪 代 码 描述 。 


算法 10 归并 两 个 表 
procedure merge(L1，L,: 已 排序 的 表 ) 
工 :一 空 表 


while 志和 工 : 都 非 空 

从 Li 和 工 ; 的 第 一 元 素 中 较 小 的 元 素 所 在 的 表 中 删除 这 个 元 素 并 且 把 这 个 元 素 放 到 工 的 左 端 

认 删 除 这 个 元 素 导 致 一 个 表 为 空 then 从 另 一 个 表 中 删除 所 有 元 素 并 且 把 这 些 元 素 附 加 到 工 的 后 面 
return L{L 是 元 素 按照 递增 顺序 排列 的 已 归并 的 表 ) 








在 对 归并 排序 的 分 析 中 ， 将 需要 估计 合并 两 个 有 序 表 L! 和 LL 所 用 的 比较 次 数 。 对 于 算法 10 
来 说 ， 可 以 容易 地 得 出 这 样 的 估计 。 每 次 比较 Li 的 一 个 元 素 与 L; 的 一 个 元 素 ， 把 一 个 附加 
元 素 添加 到 合并 的 表 工 中 。 不 过 ， 当 工 或 L, 为 空 时 ， 就 不 需要 更 多 的 比较 了 。 因 此 ， 当 执 
行 m 十 n 一 2 次 比较 时 ， 其 中 mw 和 分 别 是 L 和 工 , 中 的 元 素 个 数 ， 算 法 10 效率 最 低 ，L, 和 
L, 每 个 只 剩 下 一 个 元 素 。 下 一 次 比较 将 是 最 后 一 次 ， 因 为 这 次 比较 使 得 这 两 个 表 之 一 为 空 。 
因此 ， 算 法 10 使 用 不 超过 mx 十 n 一 1 次 比较 。 下 面 的 引 理 总 结 了 这 个 估计 。 

使 用 不 超过 m 十 n 一 1 次 比较 ， 可 以 把 m 个 元 素 和 nn 个 元 素 的 两 个 有 了 序 表 合并 成 
一 个 有 序 表 。 

有 时 使 用 远 远 少 于 m 十 n 一 1 次 比较 就 可 以 合并 两 个 长 度 为 m 和 nn 的 有 序 表 。 例如， 当 
m 二 1 时 ， 可 以 用 二 叉 搜索 过 程 来 把 第 一 个 表 里 的 这 一 个 元 素 放 到 第 二 个 表 中 。 这 只 需要 [logn1 
次 比较 ， 对 m= 二 1 来 说 ，[log n| 比 m 十 n 一 1 二 nn 小 得 多 。 在 另 一 方面 对 m 和 nn 的 某 些 值 来 说 ， 
引 理 1 给 出 了 最 好 可 能 的 界限 。 即 存在 着 带 有 m 个 和 个 元 素 的 表 ， 比 较 次 数 少 于 m 十 n 一 1 
次 是 无 法 合并 它们 的 。( 见 本 节 练 习 47,) 

现在 可 以 分 析 归 并 排序 的 复杂 性 了 。 与 研究 一 般 性 问题 不 一 样 的 是 ， 将 假定 表 中 的 元 素 个 
数 nn 是 2 的 乔 ， 比 方 说 2"。 这 样 将 使 分 析 不 太 复 杂 ， 但 是 当 实 际 情况 不 是 这 样 时 ， 还 可 以 做 各 
种 修改 ， 这 些 修改 将 产生 同样 的 估计 。 

在 分 解 过 程 的 第 一 阶段 ， 把 表 分 解 成 两 个 子 表 ， 每 个 子 表 都 有 2”' 个 元 素 ， 位 于 分 解 所 生 
成 的 树 的 1 层 上 。 这 个 过 程 继续 下 去 ， 把 两 个 带 2”' 个 元 素 的 子 表 分 解 成 4 个 在 2 层 上 各 有 
2”" 习 个 元 素 的 子 表 ， 以 此 类 推 。 在 一 般 情况 下 ， 在 一 1 层 上 有 2“' 个 表 ， 每 个 表 有 2” “个 元 
素 。 在 & 一 1 层 上 的 这 些 表 分 解 成 在 & 层 上 的 2* 个 表 ， 每 个 表 有 2"“ 个 元 素 。 在 这 个 过 程 的 最 
后 ， 有 2” 个 表 ， 每 个 表 有 一 个 元 素 , 在 m 层 上 。 
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可 以 这 样 来 开始 合并 : 把 2” 个 含有 一 个 元 素 的 表 成 对 地 组 合成 2 个 表 ， 都 在 mx 一 1 层 
上 ， 各 有 两 个 元 素 。 为 了 这 样 做 ， 把 2”! 对 含 一 个 元 素 的 表 合 并 。 每 一 对 表 的 合并 恰好 需要 一 
次 比较 。 

这 个 过 程 继续 下 去 ， 使 得 在 层 上 (二 mx，m 一 1，m 一 2，…:，3，2，1)，2* 个 各 有 2”“ 个 
元 素 的 表 合 并 成 2”' 个 表 ， 各 有 2”“ 十 1 个 元 素 ， 都 在 一 1 层 上 。 为 了 这 样 做 ， 需要 总 共 2*! 
次 合并 两 个 表 ， 每 个 表 有 2” “个 元 素 。 但 是 ， 根 据 引 理 1， 这 些 合并 每 个 都 可 以 用 至 多 2” “十 
2" 一 1 二 2"”™*1 一 1] 次 比较 来 完成 。 因 此 ， 从 有 层 进行 到 一 1 层 ， 可 以 用 至 多 2*!(2" +!1 一 1) 
次 比较 来 完成 。 

对 所 有 这 些 估计 求 和 就 证 明了 归并 排序 所 需要 的 比较 次 数 至 多 是 


D220) 一 >) 2 一 》) 2 和 一 mm2n" 一 (2" 一 1) 一 mlogz 一 2 十 1 
k=1 k=1 k=1 


因为 n=logn 和 二 2"。( 这 样 求 》12" 的 值 ， 注 意 它 是 加 个 相同 项 的 和 ， 每 个 都 等 于 2m。 这 


样 求 32" 的 值 ， 用 2.4 节 定 理 1 几何 级 数 各 项 求 和 的 公式 。) 


定理 1 总 结 了 我 们 发 现 的 归并 排序 达到 了 排序 算法 所 需 比 较 次 数 的 最 好 可 能 的 大 O 估计 。 

对 nn 个 元 素 的 表 进 行 归并 排序 所 需要 的 比较 次 数 是 O(nlog n)。 

在 第 11 章 ， 我 们 将 证 明 最 快 的 比较 排序 算法 具有 OCnlog nn) 时 间 复 杂 度 。( 比 较 排 序 算法 
是 以 两 个 数 比 较为 基础 的 ,) 定 理 1 告诉 我 们 归并 排序 算法 针对 排序 算法 取得 了 最 好 可 能 的 大 O 
估计 时 间 复 杂 度 。 练 习 50 将 描述 另 一 个 有 效 的 算法 一 一 快速 排序 。 


练习 

1. 当 给 定 n 二 5 作为 输入 时 ， 跟 踪 算法 1。 即 ， 像 例 4 中 求 4! 那样 ,证 明 算 法 1 中 的 所 有 步骤 都 是 为 了 
求 51。 

2. 当 给 定 x 二 6 作为 输入 时 ， 跟 踪 算 法 1。 即 ， 像 例 4 中 求 4! 那样 ,证明 算法 1 中 的 所 有 步骤 都 是 为 了 
求 61。 


3. 跟踪 算法 4 计算 gcd(8，13)。 即 ， 证 明 算 法 4 中 的 所 有 步骤 都 是 为 了 求 gcd(8，13)。 

4. 跟踪 算法 4 计算 gcd(12，7)。 即 ,证 明 算 法 4 中 的 所 有 步骤 都 是 为 了 求 gcd(12，7) 。 

5. 当 给 定 mm 一 5，7z 一 11 和 0 一 3 作为 输入 时 ， 跟 踪 算 法 3。 即 ， 证 明 算 法 3 中 的 所 有 步骤 都 是 为 了 求 3” 
mod 5 。 

6. 当 给 定 m= 二 7，n 二 10 和 0 一 2 作为 输入 时 ， 跟 踪 算法 3。 即 ， 证 明 算 法 3 中 的 所 有 步骤 都 是 为 了 求 22 
mod 7。 

7. 给 出 当 是正 整 数 而 z 是 整数 时 ， 只 用 加 法 计算 nz 的 递归 算法 。 

8. 给 出 求 前 个 正 整 数 之 和 的 递归 算法 。 

9. 给 出 求 前 个 正 奇数 之 和 的 递归 算法 。 

10. 给 出 求 有 限 整 数 集合 中 的 最 大 值 的 递归 算法 ， 利 用 事实 : ”个 整数 中 的 最 大 值 是 列表 中 最 后 一 个 整数 
与 ?一 1 个 整数 列表 中 最 大 值 之 间 的 较 大 者 。 

11. 给 出 求 有 限 整数 集合 中 的 最 小 值 的 递归 算法 ， 利 用 事实 : n 个 整数 中 的 最 小 值 是 列表 中 最 后 一 个 整数 
与 2 一 1 个 整数 列表 中 最 小 值 之 间 的 较 小 者 。 

12. 设计 一 个 递归 算法 ， 当 n、z 和 m 都 是 正 整 数 时 ， 基 于 事实 zx" mod m= 二 (x”' mod m* x mod m) mod 
m， 求 出 x” mod m。 

13. 给 出 当 n 和 m 都 是 正 整 数 时 ， 求 n! mod m 的 递归 算法 。 

14. 给 出 求 整数 列表 中 的 众 数 的 递归 算法 。( 众 数 是 列表 中 出 现 的 频繁 程度 至 少 与 其 他 每 个 元 素 一 样 的 
元 素 。) 

15. 设计 一 个 递归 算法 ， 它 计算 假如 gcdCa， 刀 = 王 gcd(a，5 一 a) 时 ， 满 足 a<b 的 两 个 非 负 整数 a 和 5。 的 最 
大 公 因 子 。 

16. 证 明 : 练习 8 找到 的 求 前 个 正 整 数 之 和 的 递归 算法 是 正确 的 。 
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17. 设计 把 两 个 非 负 整数 zx 和 yy 相 乘 的 递归 算法 ， 基 于 这 样 的 事实 : 当 y 是 偶数 时 zy 二 2(x。(y/2))， 
当 y 是 奇数 时 zy 王 2(z， |y/2j) 十 z， 以 及 初始 条 件 : 当 y= 二 0 时 zy 一 0。 

18. 证 明 : 当 是 非 负 整数 时 ,算法 1 关于 求 2! 是 正确 的 。 

19. 证 明 : 当 a、2 是非 负 整 数 且 a 二 5 时 ， 算法 3 关于 求 gcd(a,，5) 是 正确 的 。 

20. 证 明 : 练习 17 中 设计 的 算法 是 正确 的 。 

21. 证 明 : 练习 7 中 找到 的 递归 算法 是 正确 的 。 

22. 证 明 : 练习 10 中 找到 的 递归 算法 是 正确 的 。 

23. 利用 事实 (xn 十 1 二 x 六 十 2n 十 1， 设 计 一 个 求 mw 的 递归 算法 ， 其 中 是 一 个 非 负 整数 。 然 后 证 明 该 算 
法 的 正确 性 。 

24. 设计 求 a” 的 递归 算法 ,其 中 a 是 实数 而 ”是 正 整数 。[ 提 示 : 利用 等 式 a*” 二 (a”)?。] 

25. 对 于 求 a” 的 值 ， 练 习 24 的 算法 所 用 的 乘法 次 数 与 算法 2 所 用 的 乘法 次 数 相 比较 的 结果 如 何 ? 

26. 用 练习 24 的 算法 ,设计 当 nn 是 非 负 整数 时 求 a” 的 值 的 算法 。[ 提 示 : 利用 的 二 进 制 展开 式 。] 

27. 对 于 求 a" 的 值 ， 练 习 26 的 算法 所 用 的 乘法 次 数 与 算法 2 所 用 的 乘法 次 数 相 比较 的 结果 如 何 ? 

28. 为 了 求 出 翡 波 那 契 数 f;， 在 算法 7 和 算法 8 里 给 出 的 递归 算法 和 和 迭代 算法 ， 各 自分 别 使 用 多 少 次 


2nt1 


加 法 ? 
29. 设计 求 一 个 序列 的 第 ”项 的 递归 算法 ， 该 序列 定义 成 : io 一 1， 砚 一 2， 而 且 对 ”一 2，3，4， … 来 说 
有 枚 一 0 Ga 


30. 设计 求 练习 29 定义 的 序列 的 第 nn 项 的 迭代 算法 。 

31. 求 练习 29 的 序列 的 递归 算法 与 迭代 算法 ， 哪 个 算法 更 有 效 ? 

32. 设计 求 一 个 序列 的 第 2 项 的 递归 算法 ， 该 序列 定义 成 : 46 二 1，a1 二 2，az 三 3， 而 且 对 n= 二 3,，4，5,…* 
来 说 有 ww 一 a -1 十 oo- 十 ao-s。 

33. 设计 求 练习 32 定义 的 序列 的 第 nn 项 的 迭代 算法 。 

34. 求 练习 32 的 序列 的 递归 算法 与 迭代 算法 ， 哪 个 算法 更 有 效 ? 

35. 给 出 求 一 个 序列 的 第 ”项 的 递归 算法 和 和 迭代 算法 ， 该 序列 定义 成 : ao 二 1，a 一 3，a 一 5， 而 且 a 二 
an-1， Qa2-。*。a3-s。 哪 个 算法 更 有 效 ? 

36. 根据 5. 3 节 练 习 47 给 出 的 递归 定义 ， 给 出 求 正 整数 的 划分 数 的 递归 算法 。 

37. 给 出 求 字 符 串 的 倒置 的 递归 算法 。( 见 5. 3 节 练 习 34 前 面 的 说 明 对 位 串 的 倒置 的 定义 。) 

38. 给 出 当 双 是 位 串 时 ， 求 字符 串 wi( 即 记 的 ;个 复制 品 的 连接 ) 的 递归 算法 。 

39. 证 明 : 练习 37 所 给 出 的 关于 字符 串 倒置 的 递归 算法 是 正确 的 。 

40. 证 明 : 练习 38 所 给 出 的 关于 字符 串 连 接 的 递归 算法 是 正确 的 。 

41. 给 出 用 右 三 联 骨 牌 覆 盖 一 个 去 掉 了 一 格 的 2”X2” 棋盘 的 递归 算法 。 

42. 利用 5. 2 节 中 的 引 理 1， 给 出 对 具有 nn 条 边 的 简单 多 边 形 三 角 化 的 递归 算法 。 

43. 给 出 递归 算法 来 计算 阿 克 曼 函数 的 值 。[ 提 示 : 见 5. 3 节 练 习 48 前 面 的 说 明 。] 

44. 用 归并 排序 来 排序 4，3，2，5，1，8，7，6， 说 明 算 法 所 用 的 所 有 步骤 。 

45. 用 归并 排序 来 排序 656，d，a，f，g，h，z，p，o，k， 说 明 算 法 所 用 的 所 有 步骤 。 

46. 为 了 用 算法 10 来 合并 下 面 的 成 对 的 表 ， 需 要 多 少 次 比较 ? 
a)l, 3, 5, 7, 9; 2» 4, 6€, 8; 10 
Dl 2 95 ds Ds Gs F585 Qs 10 
els 5, 6 7 .83.2, 3, 4, 9,: 10 

47. 证 明 : 存在 着 带 有 m 个 和 n 个 元 素 的 表 ， 使 得 它们 不 能 用 算法 10 以 少 于 m 十 n 一 1 次 的 比较 来 合并 成 


一 个 有 序 表 。 

48. 当 两 个 升序 的 表 里 的 元 素 个 数 如 下 时 ， 把 它们 合并 成 一 个 升序 的 表 ， 所 需要 的 最 少 比较 次 数 是 什么 ? 
a)l, 4 b)2, 4 c)3，4 d)4, 4 

49. 证 明 : 归并 排序 算法 是 正确 的 。 
快速 排序 是 一 个 有 效 算法 。 为 了 排序 au ，as，…，a,， 这 个 算法 首先 挑 出 第 一 个 元 素 wa 并 构造 两 个 


子 表 ， 第 一 个 子 表 包 含 小 于 w 的 元 素 ， 是 按照 元 素 出 现 的 顺序 排列 的 。 第 二 个 子 表 包 含 大 于 ai 的 元 素 ， 
是 按照 元 素 出 现 的 顺序 排列 的 。 然 后 把 wm 放 在 第 一 个 子 表 的 后 面 。 对 每 个 子 表 递 归 地 重复 这 个 过 程 ， 直 
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到 所 有 子 表 都 只 包含 一 个 项 为 止 。n 个 项 的 有 序 表 是 这 样 获得 的 : 按照 只 含有 一 个 项 的 子 表 出 现 的 顺序 

来 组 合 它 们 。 

50. 用 快速 排序 来 排序 3，5，7，8，1，9，2，4，6。 

51. 设 ca，a ，…，a 是 nn 个 不 同 实数 的 表 。 从 这 个 表 构 造 两 个 子 表 ， 第 一 个 子 表 包 含 小 于 w 的 元 素 而 
第 二 个 子 表 包 含 大 于 ai 的 元 素 ， 那 么 需要 多 少 次 比较 ? 

52. 用 伪 代 码 描述 快速 排序 算法 。 

53. 用 快速 排序 算法 来 排序 四 个 元 素 的 表 ， 需 要 的 最 大 比较 次 数 是 什么 ? 

54. 用 快速 排序 算法 来 排序 四 个 元 素 的 表 ， 需 要 的 最 小 比较 次 数 是 什么 ? 

55. 就 所 用 的 比较 次 数 而 言 ， 确 定 快 速 排序 算法 的 最 坏 情形 复杂 人 性。 


5.5 程序 正确 性 


5.5. 1 与 | 言 

假定 设计 了 一 个 解决 问题 的 算法 ,而 且 编 写 了 实现 它 的 程序 。 如 何 才能 保证 这 个 程序 总 是 
产生 正确 的 答案 ? 在 消除 了 所 有 的 错误 使 得 语法 正确 之 后 ， 可 以 用 简单 的 输入 来 测试 这 个 程 
序 。 若 对 任何 简单 输入 来 说 产生 了 不 正确 的 结果 ， 则 它 是 不 正确 的 。 但 是 即使 对 所 有 的 简单 输 
和 人 来 说 这 个 程序 都 给 出 了 正确 的 答案 ， 它 也 不 一 定 总 是 产生 正确 的 答案 (除非 已 经 测试 了 所 有 
可 能 的 输入 ) 。 需 要 一 个 说 明 这 个 程序 总 是 给 出 正确 答案 的 证 明 。 

程序 验证 ( 即 程序 正确 性 的 证 明 ) 使 用 在 本 章 里 描述 的 推理 规则 和 证 明 技术 ， 包 括 数 学 归纳 法 。 
因为 不 正确 的 程序 可 能 导致 灾难 性 的 后 果 ， 所 以 已 经 构造 了 大 量 的 方法 来 对 程序 进行 验证 。 在 使 程 
序 验证 自动 化 以 便 可 以 用 计算 机 来 完成 方面 已 经 做 出 了 大 量 努 力 , 但 取得 的 进展 是 非常 有 限 的 。 事 
实 上 , 一 些 数学 家 和 计算 机 理论 家 争论 的 使 复杂 程序 的 正确 性 证 明 机 械 化 永远 是 不 现实 的 。 

本 节 将 介绍 用 来 证 明 程 序 正 确 的 一 些 概念 和 方法 。 有 许多 不 同方 法 用 来 证 明 程 序 的 正确 
性 。 在 本 节 中 我 们 将 讨论 广泛 使 用 的 由 Tony Hoare 提出 的 程序 验证 方法 。 还 有 一 些 其 他 方法 
也 同样 常用 。 不 过 ， 在 本 书 中 将 不 展开 讨论 程序 验证 的 完整 方法 。 本 节 将 把 逻辑 规则 、 证 明 技 
术 以 及 算法 的 概念 联系 在 一 起 ， 对 程序 验证 领域 给 予 粗略 的 介绍 。 


5.5.2 程序 验证 

若 对 每 个 可 能 的 输入 来 说 程序 都 产生 正确 的 输出 ， 则 说 这 个 程序 是 正确 的 。 一 个 程序 的 正 
确 性 证 明 包 括 两 个 部 分 。 第 一 部 分 证 明 : 若 程序 终止 ， 则 获得 正确 的 答案 。 证 明 的 这 一 部 分 证 
明了 程序 的 部 分 正确 性 。 证 明 的 第 二 部 分 证 明 : 程序 总 是 终止 。 

为 了 规定 程序 产生 正确 的 输出 是 什么 意思 ， 使 用 两 个 命题 。 第 一 个 是 初始 断言 ， 它 给 出 输 
人 值 必须 具有 的 性 质 。 第 二 个 是 终结 断言 ， 它 给 出 假如 程序 做 了 要 求 它 做 的 事情 ， 则 程序 的 输 
出 应 当 具 有 的 性 质 。 当 验证 一 个 程序 时 ， 必 须 提 供 适 当 的 初始 断言 和 终结 断言 。 

ES 若 当 对 一 个 程序 或 程序 段 S 的 输入 值 来 说 初始 断言 p 为 真 时 ， 就 有 对 S 的 输出 值 
来 说 终结 断言 9 为 真 ， 则 说 S 是 相对 于 pp 和 q 部 分 正确 的 。 记 号 p{S)gq 说 明 程序 或 程序 段 S 是 
相对 于 初始 断言 p 和 终结 断言 g 部 分 正确 的 。 

注意 记号 p{S)g 称 为 堆 尔 三 元 组 ， 因 为 托尼 。 堆 尔 引入 了 部 分 正确 性 的 概念 。 

ws 让 注意 ， 部 分 正确 性 的 概念 与 程序 是 否 终止 是 无 关 的 ， 它 仅仅 关注 车 程序 终止 ， 则 程序 是 否 


做 了 期 待 它 做 的 事情 。 
可 以 用 一 个 简单 的 例子 说 明 初 始 断言 和 终结 断言 的 概念 。 
例 1 证 明 程 序 段 
3 :一 2 
过 :一 工 十 y 


im 可 是 相对 于 初始 断言 p: zx 一 1 和 终结 断言 a: 一 3 部 分 正确 的 。 
解 ”假定 尹 为 真 ， 所 以 在 程序 开始 时 zx=1。 则 把 y 赋值 成 2， 而 把 = 赋值 成 z 和 > 值 之 
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和 ， 即 3。 因 此 ，S 是 相对 于 初始 断言 p 和 终结 断言 g 部 分 正确 的 。 因 此 ，p{S}g 为 真 。 4 


5.5.3 推理 规则 
一 条 有 用 的 推理 规则 是 通过 把 一 个 程序 分 成 一 系列 子 程序 ， 然 后 证 明 每 个 子 程序 为 正确 的 
来 证 明 这 个 程序 为 正确 的 。 
假定 把 程序 S 分 成 子 程序 S, 和 S,。 写 S 二 S,; S, 来 表示 S 是 由 Si 后 接 S, 来 组 成 的 。 假 
定 已 经 证 明了 S, 相对 于 初始 断言 p 和 终结 断言 g 的 正确 性 ， 以 及 S$ 相对 于 初始 断言 9 和 终结 
言 7 的 正确 性 。 由 此 得 出 了 若 如 为 真 且 S; 执行 并 终止 则 4 为 真 ; 若 g 为 真 且 S，, 执行 并 终止 
则 7 为 真 。 因此， 若 p 为 真 且 S 二 S,; S: 执行 并 终止 则 -为 真 。 这 条 推理 规则 称 为 合成 规则 ， 
它 可 以 叙述 成 
plSi}g 
q{S.}r 





~» 力 {( S; ; Si}r 


在 本 节 后 面 将 使 用 这 条 推理 规则 。 
下 一 步 ， 将 给 出 含有 条 件 语 句 和 循环 的 程序 段 的 推理 规则 。 因 为 可 以 把 程序 分 成 程序 段 ， 
以 便 进 行 正 确 性 证 明 ， 所 以 这 样 就 能 够 验证 许多 不 同 的 程序 。 


5.5.4 条 件 语句 
首先 将 给 出 条 件 语 句 的 推理 规则 。 假 定 一 个 程序 段 形 如 


If condition then 
S 


其 中 S 是 一 个 语句 块 。 若 condition( 条 件 ) 为 真 ， 则 S 执行 ， 而 当 condition 为 假 时 ， 则 S 不 执 
行 。 为 了 验证 这 个 程序 段 相 对 于 初始 断言 p 和 终结 断言 g 来 说 是 正确 的 ， 必 须 做 两 件 事情 。 首 
先 ， 必 须 证 明 当 p 为 真 且 condition 也 为 真 时 ， 在 S 终 止 之 后 9 为 真 。 其次， 必须 证 明 当 为 真 
且 condition 为 假 时 ，g 为 真 ( 因 为 在 这 种 情形 中 S 不 执行 )。 

这 导致 下 面 的 推理 规则 : 


(pA condition){S}g 
(pA-condition)—>g 





,pp{if condition then S}g 


例 2 说明 如 何 使 用 这 条 推理 规则 。 
例 2 验证 程序 段 


if xz>y then 
人 


相对 于 初始 断言 和 终结 断言 y 宇 x 是 正确 的 。 

解 ” 当 初始 断言 为 真 且 z>y 时 ， 则 执行 赋值 语句 y :二 x。 因 此 ， 在 这 种 情形 里 ， 断 言 y 宇 z 的 
终结 断言 为 真 。 另 外 ， 当 初始 断言 为 真 且 z>y 为 假 因 而 zx<y 时 ,终结 断言 再 次 为 真 。 因 此 ， 使 用 
这 种 类 型 的 程序 段 的 推理 规则 ， 这 个 程序 相对 于 给 定 的 初始 断言 和 终结 断言 是 正确 的 。 本 

同 理 ， 考 虑 含有 如 下 命题 的 程序 。 





3 


if condition then 
S 
else 


S: 





车 condition( 条 件 ) 为 真 ， 则 执行 S, ; 若 condition 为 假 ， 则 执行 S;。 为 了 验证 这 个 程序 段 相 对 
于 初始 断言 p 和 终结 断言 g 是 正确 的 ， 必 须 做 两 件 事 情 。 首 先 ， 必 须 证 明 当 p 为 真 且 condition 
为 真 时 ,在 Si 终止 之 后 g 为 真 。 其 次 ， 必 须 证 明 当 p 为 真 且 condition 为 假 时 ,在 S; 终止 之 后 
9 为 真 。 这 导致 下 面 的 推理 规则 : 

( 力 人 人 condition) (Si )9 

(pA-condition){S,}gq 


ws “Pp{if condition then S, else S,}g 


例 3 说 明 如 何 使 用 这 条 推理 规则 。 
例 3 验证 程序 段 





证 z=0 then 
abs :一 一 工 
else 


abs :一 工 





相对 于 初始 断言 和 终结 断言 abs 二 |z| 是 正确 的 。 

解 ” 必 须 证 明 两 件 事情 。 首 先 必须 证 明 : 若 初 始 断 言 为 真 且 zx<0， 则 abs 二 |z| 。 这 是 正确 的 ， 
因为 当 z<0 时 赋值 语句 abs : = 二 一 x 让 abs 二 一 z 成 立 ， 根 据 定义 当 z<0 时 它 是 |z| 。 其 次 必须 证 
明 : 车 初始 断言 为 真 且 z<0 为 假 时 ，( 所 以 x 宇 0) 则 abs== |z| 。 这 是 正确 的 ， 因 为 在 这 种 情形 中 ， 
程序 使 用 赋值 语句 abs : 二 xz， 而 根据 定义 ， 当 zx 宇 0 时 zx 是 |x|， 所 以 abs 二 xz。 因此 ， 利 用 对 于 这 
种 类 型 的 程序 段 的 推理 规则 ， 这 个 程序 相对 于 给 定 的 初始 断言 和 终结 断言 是 正确 的 。 ,| 


5.5.5 循环 不 变量 
uw 下 面 将 描述 while 循环 的 正确 性 证 明 。 为 了 逐步 如 下 类 型 程序 段 的 推理 规则 ， 





C. 安东尼 R. 霍 尔 (C. ANTHONY R. HOARE， 生 于 1934 年) 托尼 。 霍 尔 出 生 在 
科伦坡 ， 锡 兰 ( 现 在 称 为 斯 里 兰 卡 )， 他 的 父亲 是 大 英 帝 国 在 锡 兰 的 公务 员 ， 他 的 外 祖 
父 在 锡 兰 拥有 一 个 种 植 园 。 他 在 那里 度 过 了 他 的 少年 时 光 ， 并 于 1945 年 移居 英格兰 。 
霍 尔 在 牛津 大 学 学 习 哲 学 和 古典 学 ， 同时， 对 数理 逻辑 的 力量 和 数学 真 值 的 确定 性 的 
痴迷 使 得 他 开始 对 计算 技术 感 兴 趣 。 他 于 1956 年 从 牛津 大 学 获得 学 士 学 位 。 

堆 尔 在 英国 皇家 海军 服务 期 间 学 习 了 俄语 ， 后 来 ， 他 在 莫斯科 国立 大 学 研究 计算 
机 自然 语言 翻译 。 他 于 1960 年 回 到 了 英格兰 ， 在 一 家 小 型 计算 机 制造 厂 工 作 ， 那 里 
他 写 出 了 Algol 编程 语言 的 编译 器 。1968 年 ， 他 成 为 贝尔 法 斯 特 女 王 大 学 的 计算 机 科学 教授 ; 1977 年 ， 
他 移居 到 英国 牛津 大 学 ， 成 为 一 名 计算 技术 教授 ， 他 现在 还 是 一 名 名 誉 教授 。 他 是 英国 皇家 学 会 的 院士 ， 
并 在 微软 剑桥 研究 中 心 拥 有 一 个 职位 。 

霍 尔 在 编程 语言 和 编程 方法 论 方面 做 出 了 许多 贡献 。 他 首次 定义 了 一 种 基于 如 何 证 明 程序 正确 符合 
其 需求 规格 的 编程 语言 。 霍 尔 还 发 明了 一 种 最 常用 的 排序 算法 : 快速 排序 算法 ( 见 5.4 节 练 习 50 的 说 
明 ) 。1980 年 他 获得 ACM Turing 图 灵 奖 ，2000 年 他 因 在 教育 和 计算 机 科学 的 贡献 被 封 为 蜗 士 。 霍 尔 还 
是 一 位 计算 机 科学 在 技术 和 社会 方面 的 著名 作家 。 
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while condition 
S 


注意 S 反 复 执行 直到 condition 变 假 为 止 。 必 须 选 择 一 个 每 次 执行 S 时 都 保持 为 真 的 断言 。 
这 样 的 断言 称 为 循环 不 变量 。 换 名 话说 ， 若 (请 Acondition){S}z 为 真 ， 则 p 是 循环 不 变量 。 

假定 p 是 循环 不 变量 。 可 以 得 出 若 在 执行 这 个 程序 段 之 前 p 为 真 ， 则 在 程序 终止 后 和 
了 condition 都 为 真 ， 假 如 程序 真 的 终止 。 这 个 推理 规则 是 


(pA condition){S}p 











“pp{while condition S} (~ condition M p) 


例 4 说 明 如 何 使 用 循环 不 变量 。 
例 4 需要 一 个 循环 不 变量 来 验证 当 是正 整数 时 ， 如 下 程序 段 以 factorial 一 2z! 终止 。 












1 二 


factorial :=1 
while i~n 
begin 

i :三 i 十 1 


factorial :=factorial * i 





设 志 是 命题 :“factorial 二 il 并 且 i<n”。 首 先 证 明 p 是 循环 不 变量 。 假 设 在 执行 一 遍 while 循 
环 的 开头 时 ，p 为 真 而 且 while 循环 的 条 件 成 立 。 换 句 话 说，factorial 一 让 且 i<n。i 和 factorial 的 
新 值 zz 和 factorial,。 现 在 是 i 二 i 十 1] 和 factorial,。w 二 factorial， (i 十 1)= 二 (i 十 1)! 二 iiw!。 由 于 
i<n， 所 以 也 有 iw 二 i 十 1n。 因 此 在 循环 执行 的 结尾 p 为 真 。 这 就 证 明了 p 是 循环 不 变量 。 

现在 考虑 上 述 程 序 段 。 在 正好 要 进入 循环 之 前 ,i 二 1<n 和 factorial 二 1 二 1! 一 il 都 为 真 ， 
所 以 pp 为 真 。 由 于 pp 是 循环 不 变量 ， 所 以 刚刚 介绍 过 的 推理 规则 就 蕴含 着 如 果 while 循环 终止 ， 
那么 循环 终止 时 p 为 真 且 i<n 为 假 。 在 这 样 的 情况 下 ， 最 终 factorial 二 i!l 和 i<n 都 为 真 , 但 
i<<n 为 假 。 换 句 话 说 ，i 王 n 且 factorial==il 一 21， 这 正 是 想 要 的 结果 。 

最 后 还 需要 验证 while 循环 确实 终止 。 在 程序 开头 把 i 赋值 成 1， 所 以 在 一 1 次 执行 循环 
后 ,i 的 新 的 值 是 wx， 循环 在 这 时 就 终止 了 。 4 

下 面 将 给 出 最 后 一 个 例子 来 说 明 如 何 用 各 种 推理 规则 来 验证 较 长 的 程序 的 正确 性 。 

例 5 简 述 如 何 验 证 计算 两 个 整数 之 积 的 程序 S 的 正确 性 。 


procedure multiply(m,， n: 整数 ) 
if n= 0 thena:=—n 
i :二 nn 
k:=0 
sl 


元 2 一 0 


whilee 一 < 
Ss 工 :一 工 十 7 
k :=k 十 1 


ifn<0 then product :一 一 工 
product :一 工 


return product 
{product 等 于 mn)} 
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目标 是 证 明 在 执行 S 之 后 product 有 值 mn。 通过 把 S 分 成 S=S;， S,; S;; S,， 如 5S 的 程 
序 清单 所 示 那 样 ， 就 可 以 完成 正确 性 证 明 。 可 以 用 合成 规则 来 建立 正确 性 证 明 。 细 节 将 留 给 读 
者 作为 练习 。 

设 志 是 初始 断言 m 和 nn 都 是 整数 。 则 可 以 证 明 当 gq 是 命题 pA 人 (a==|n|) 时 ，p{S1}g 为 
真 。 下 一 步 , 设 r 是 命题 ag 人 (k= 二 0) 人 (z= 二 0)。 容 易 验 证 9{S,}r 为 真 。 可 以 证 明 “z 一 zk 且 
k 二 a” 是 S; 中 的 循环 不 变量 。 另 外 ， 容 易 看 出 ,在 a 次 循环 之 后 循环 终止 且 & 一 a， 所 以 这 时 
Z 一 ma。 因 为 ~ 歼 含 着 z 一 m2。0 和 0 委 c， 所 以 在 进入 循环 之 前 循环 不 变量 为 真 。 因 为 循环 终止 
且 & 一 a， 所 以 得 出 ~{ Si: }s 为 真 ， 其 中 是 命题 “z 王 za 且 a 王 |2|”。 最 后 ， 可 以 证 明 S, 相对 于 
初始 断言 * 和 终结 断言 t 是 正确 的 ， 其 中 t 是 命题 “product 二 mn”。 

把 所 有 这 些 结果 放 到 一 起 来 考虑 ， 因 为 p{S1)q、gq{S;}r、r{S;}s 和 s(S,})t 都 为 真 ， 所 以 从 
合成 规则 得 出 p{S}z 为 真 。 另 外 ， 因 为 所 有 4 个 程序 段 都 终止 ， 所 以 S 终 止 。 这 样 就 验证 了 这 
个 程序 的 正确 性 。 S| 


练习 
1. 证 明 程 序 段 


y= 

z :一 Z 十 y 

相对 于 初始 断言 zx 王 0 和 终结 断言 z= 二 1 是 正确 的 。 
2. 验证 程序 段 


if z=0 then xz :一 0 


相对 于 初始 断言 T 和 终结 断言 x 宇 0 是 正确 的 。 
3. 验证 程序 段 


一色 

z :一 并 十 > 

if y>0 then 
z :一 z 十 1 

else 


z :=0 
相对 于 初始 断言 > 一 3 和 终结 断言 x 二 6 是 正确 的 。 
4. 验证 程序 段 
if z 一 y then 


min :一 工 
else 
min :一 y 
相对 于 初始 断言 和 终结 断言 (x 三 y 人 min 二 +)V (z>y 人 min 一 y) 是 正确 的 。 
* 5. 设计 一 条 推理 规则 来 验证 形 如 
if condition 1 then 
Si 
else if condition 2 then 
Sa 


else 
S, 


的 语句 的 部 分 正确 性 ， 其 中 S ，S; ，…，S, 都 是 语句 块 。 
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6. 使 用 在 练习 5 讨论 的 推理 规则 来 验证 程序 
if 二 <0 then 
| 
else if xz>0 then 
?> :一 2| 工 | /z 
else if z=0 then 
sg 
相对 于 初始 断言 T 和 终结 断言 > 二 2 是 正确 的 。 
7. 用 循环 不 变量 证 明 下 述 计 算 实数 z 的 ”次 方 寡 的 程序 是 正确 的 ， 其 中 闻 是 正 整数 。 
power :一 ] 
1 :一 1 
while i<n 
power :一 POWer 关 工 
i :二 i 十 1 
* 8. 证 明 在 5.4 节 给 出 的 求 f 的 迭代 程序 是 正确 的 。 
9. 给 出 在 例 5 给 出 的 正确 性 证 明 的 所 有 细节 。 
10. 假定 蕴含 式 加 一 加 和 程序 断言 加 {S}g 都 为 真 。 证明 po{S}g 也 必然 为 真 。 
11. 假定 程序 断言 上 S}q 和 萄 含 式 go 一 qi 都 为 真 。 证 明 p{S})gq 也 必然 为 真 。 
12. 下 面 的 程序 计算 商 数 和 余数 。 
9 :一 0 
while r 宇 d 
r:=r—d 
gr=4qt1 
验证 它 相 对 于 初始 断言 “a 和 4 都 是 正 整数 ”和 终结 断言 <g 和 7 是 使 得 a 二 dq 十 r 和 0r<a 的 整数 ”是 
正确 的 。 
13. 用 循环 不 变量 验证 欧 几 里 得 算法 (4. 3 节 算 法 1) 相 对 于 初始 断言 “a 和 2 都 是 正 整数 ”和 终结 断言 
“z=gcd(a, 5b)” 是 部 分 正确 的 。 
关键 术语 和 结论 
术语 


序列 (sequence) : 以 整数 集合 的 子 集合 作为 定义 域 的 函数 。 

几何 序列 (geometric progression) : 形 如 a，ar，ar，… 的 序列 ， 其 中 4 和 > 都 是 实数 。 

等 差 序 列 (arithmetic progression) : 形 如 a，a 十 d，a 十 2d，… 的 序列 ， 其 中 a 和 4 都 是 实数 。 
数学 归纳 法 原理 (the principle of mathematical induction) : 命题 “ 若 P(1) 为 真 量 VkLP(k) 一 


P(k 十 1)] 为 真 ， 则 YnP(n) 为 真 ”。 


基础 步骤 (basis step): 在 VnP(n) 的 数学 归纳 法 证 明 中 对 P(1) 的 证 明 。 
归纳 步骤 (inductive step): 在 VnP(n) 的 数学 归纳 法 证 明 中 对 P(k) 一 P(E 十 1) 的 证 明 。 


强 


归纳 法 (strong induction) ;命题 “ 若 P(1) 为 真 且 Vk[(P(1) 人 … A 人 PC(R)) 一 PC(k 十 1)] 为 真 ， 则 
YnP(n) 为 真 ”。 


良 序 性 (well-ordering property): 非 负 整数 的 每 个 非 空 集合 都 有 最 小 元 素 6 


函数 的 递归 定义 (recursive definition of a function) : 规定 一 组 初始 的 函数 值 以 及 从 较 小 整数 处 


的 函数 值 获得 较 大 整数 处 的 函数 值 的 规则 。 


集合 的 递归 定义 (recursive definition of a set): 规定 集合 里 的 一 组 初始 元 素 以 及 从 已 知 属于 集 


合 的 元 素 获得 其 他 元 素 的 规则 。 
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结构 归纳 法 (structural induction) : 证 明 关于 递归 定义 的 集合 的 结果 的 技术 。 

递归 算法 (recursive algorithm); 通过 把 问题 归 约 到 带 有 和 较 小 输入 的 同样 问题 而 进行 的 算法 。 

归并 排序 (merge sort) : 排序 一 个 表 的 排序 算法 ， 它 把 一 个 表 分 成 两 个 表 ， 对 得 出 的 两 个 表 各 
自 进行 排序 ， 并 且 把 结果 归并 成 一 个 有 序 表 。 

和 迭代 (iteration) : 基于 反复 利用 循环 中 的 操作 的 过 程 。 

程序 正确 性 (program correctness) : 对 过 程 总 是 产生 正确 结果 的 验证 。 

循环 不 变量 (loop invariant) : 在 循环 的 每 次 执行 期 间 都 保持 为 真 的 性 质 。 

初始 断言 (initial assertion) : 规定 程序 的 输入 值 所 具有 的 性 质 的 命题 。 

终结 断言 (final assertion) : 规定 若 程序 正确 地 工作 则 输出 值 所 应 当 具 有 的 性 质 的 命题 。 


复习 题 
1. a) 能 否 用 数学 归纳 法 原理 求 出 一 个 序列 的 前 nn 项 之 和 的 公式 ? 
b) 能 否 用 数学 归纳 法 原理 来 判定 一 个 序列 的 前 n 项 之 和 的 给 定 公 式 是 正确 的 ? 
o) 求 出 前 个 正 偶数 之 和 的 公式 ， 并 且 用 数学 归纳 法 证 明 它 。 
2. a) 对 哪些 正 整数 来 说 11n 十 17<2” 为 真 ? 
b) 用 数学 归纳 法 来 证 明 a) 中 所 做 的 猜想 。 
3. a) 仅 用 5 分 和 9 分 的 邮票 ， 可 以 组 成 哪些 数量 的 邮资 ? 
b) 用 数学 归纳 法 证 明 所 做 的 猜想 。 
c) 用 数学 归纳 法 第 二 原理 证 明 所 做 的 猜想 。 
d) 找 出 与 bb 和 ec) 中 所 给 出 的 证 明 不 同 之 处 。 
4. 给 出 使 用 强 归 纳 法 的 三 个 不 同 的 证 明 例子 。 
. 5, a) 叙 述 正 整 数 集合 的 良 序 性 。 
b) 利 用 这 个 性 质证 明 : 每 个 正 整 数 都 可 以 写成 素数 之 积 。 
6. a) 解 释 为 什么 若 通过 规定 f(1) 以 及 从 Fn 一 1) 求 出 f() 的 规则 来 递归 地 定义 一 个 函数 ， 则 这 个 函数 是 
良 定义 的 。 
b) 给 出 函数 f(n)==(n 十 1)! 的 递归 定义 。 
7. a) 给 出 裴 波 那 契 数 的 递归 定义 。 
b) 证 明 :; 当 x3 时 ， 有 亡 >o， 其 中 f 是 斐 波 那 契 序列 的 第 ”项 而 一 (1 十 V5)/2。 


8. a) 解 释 为 什么 若 通过 规定 wm 和 az 以 及 从 aa ，w ，…，aw-1(0z 一 3，4，5，…) 来 求 w 的 规则 来 递归 地 
定义 一 个 序列 ， 则 这 个 序列 是 良 定义 的 。 
b) 若 a= 二 1，az 一 2，a 一 01 十 as 十 … 十 al ，72 一 3，4，5，…， 试 求 出 w 的 值 。 


9. 给 出 两 个 例子 说 明 对 由 元 素 和 运算 组 成 的 不 同 集合 来 说 ， 如 何 递归 地 定义 合式 公式 。 
10. a) 给 出 字符 串 长 度 的 递归 定义 。 
b) 用 a) 的 递归 定义 来 证 明 !Czy) 王 上 Cz) 十 ZCy) 。 
11. a) 什 么 是 递归 算法 ? 
b) 描 述 计算 序列 里 个 数 之 和 的 递归 算法 。 
12, 描述 计算 两 个 正 整数 的 最 大 公 因 子 的 递归 算法 。 
13. a) 描 述 归 并 排序 算法 。 
b) 用 归并 排序 算法 把 表 4，10，1，5，3，8，7，2，6，9 排 成 升序 。 
c) 给 出 归并 排序 使 用 的 比较 次 数 的 大 O 估计 。 
14. a) 测 试 一 个 计算 机 程序 ， 看 看 对 某 些 输入 值 来 说 它 是 否 产 生 了 正确 的 输出 ， 是 否 这 样 就 验证 了 这 个 
程序 总 是 产生 正确 的 输出 ? 
b) 证 明了 一 个 计算 机 程序 是 相对 于 初始 断言 和 终结 断言 为 部 分 正确 的 ， 是 否 这 样 就 验证 了 这 个 程序 
总 是 产生 正确 的 输出 ? 若 不 是 ， 则 还 需要 证 明 什 么 其 他 东西 ? 
15. 可 以 用 什么 技术 来 证 明 长 的 计算 机 程序 相对 于 初始 断言 和 终结 断言 是 部 分 正确 的 ? 
16. 什么 是 循环 不 变量 ? 如 何 使 用 循环 不 变量 ? 
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补充 练习 


J 


15. 


16. 


17. 


18. 


* 19, 


* 20. 


* 21, 


22. 


23. 
* 24, 


25. 


* 26. 


. 用 数学 归纳 法 证 明志 平公 守 十 芒 全 .十 去 =1 一 喜 ， 其 中 是 正 整 数 。 


. 证 明 : ee mi :十 (2n 十 1)? = 二 (nn 十 1)? (2n2 十 4n 十 1)。 
. 证 明 : 当 n 是 正 整 数 时 ， 有 1* 2 十 2。，2!1 十 3。，22 十 … 十 n*2"1 二 (n 一 1)。，2" 十 1。 


证 明 : 当 是 正 整数 时 ， 有 
1 1 
Tr Eh 


. 证 明 : 当 是 正 整 数 时 ， 有 


1 3 王 
1 。 Si。 “tena) Gant1)™ nti 


. 证 明 : 当 n 是 大 于 4 的 正 整数 时 ， 有 2"n? 十 n。 

. 用 数学 归纳 法 证 明 , 当 是 大 于 9 的 正 整数 时 ,就 有 2" 二 n’。 

. 求 出 整数 N， 使 得 当 n 大 于 NN 时 ， 有 2 二 六 。 用 数学 归纳 法 证 明 你 的 结果 是 正确 的 。 
. 用 数学 归纳 法 证 明 : 当 允 是正 整数 时 ，a 一 2 是 a "一 灵 的 因子 。 

. 用 数学 归纳 法 证 明 : 当 n 是非 负 整数 时 ,zw 十 (n 十 1) 十 (n 十 2) 能 被 9 整除 。 

. 用 数学 归纳 法 证 明 : 当 n 是 正 整数 时 ，6"! 十 7”! 能 被 43 整除 。 

. 用 数学 归纳 法 证 明 : 当 nn 是 正 整数 时 ，3”? 十 56n 十 55 能 被 64 整除 。 

. 用 数学 归纳 法 证 明 等 差 序 列 各 项 之 和 的 公式 : 


4 十 (a 十 GD) 十 … 十 (ac 十 nd) 一 (2 十 1)(2c 十 za)7V2 


. 假定 对 7 一 1， 2， Sr 7 来 说 ， aj; 三 b; (mod m) 。 用 数学 归纳 法 证 明 : 


DY a; = 加 b; (mod m) 


二 


o 工 dj 三 ul b; (mod m) 
证 明 ， 若是 正 整数 ， 则 

2 HET DTD ™ a+ ta 
对 于 哪些 正 整 数 n，n 十 6 二 (rw? 一 8n)/167? 用 数学 归纳 法 证 明 你 的 答案 。 
(需要 微 积 分 知识 ) 假 设 F(z) 一 er 并 且 g (zx) 二 ze*。 用 数学 归纳 法 以 及 乘积 求 导 规则 和 f(x) 二 er” 的 
事实 来 证 明 : 当 n 是正 整数 时 ，g(n) (zx) 二 (zx 十 n)e”。 
(需要 微 积 分 知识 ) 假 设 f(z) 二 e* 并 且 g (zx) 二 er ， 其 中 < 是 常数 。 用 数学 归纳 法 以 及 复合 求 导 规则 和 
户 (z) 一 er 的 事实 来 证 明 : 汝 是正 整数 时 ，g(z) 一 ce 。 
确定 哪些 斐 波 那 契 数 是 偶数 ， 用 数学 归纳 法 的 一 种 形式 来 证 明 你 的 猜想 。 
确定 哪些 斐 波 那 契 数 能 被 3 整除 ， 用 数学 归纳 法 的 一 种 形式 来 证 明 你 的 猜想 。 
证 明 : 对 所 有 非 负 整 数 来 说 ，fifs 十 fari fati 二 fntrti， 其 中 有 是非 负 整数 且 ff; 表示 第 i 个 韭 波 那 
契 数 。 
卢 卡 斯 (Lucas) 数 的 序列 定义 成 : ho 二 2， 三 1 以 及 对 zx 一 2，3，4，… 来 说 ，/ 一 2- 十 2-，。 
证 明 : 当 n 是 正 整数 时 ， 有 十 fts 二 hii， 其 中 f; 和 4 分 别 是 第 ;个 斐 波 那 契 数 和 第 ;个 卢 卡 
斯 数 。 
证 明 ; 当 是 非 负 整数 且 i; 是 第 ; 个 卢 卡 斯 数 时 ， 有 如 十 下 十 … 十 天 一 和 2041 十 2。 
用 数学 归纳 法 证 明 : 任意 ”个 连续 正 整 数 之 积 能 被 z! 整除 。[ 提 示 : 利用 恒等式 mCm 十 1)…(m 十 
n 一 1)/n!l 二 (Cm 一 1)m(m 十 1)*…(m 十 nn 一 2)/nl 十 m(m 十 1)*…(m 十 n 一 2)/(n 一 1)1)。,] 
用 数学 归纳 法 证 明 : 当 n 是 正 整数 时 ， 有 (cos x 十 i sin z)" 一 cos nz 十 i sin nx。[ 提 示 : 利用 恒等式 
cos(a+b)=cos a cos b—sina sinb 和 sin(a+b)=sin a cos 0 十 cos a sin b.] 


用 数学 归纳 法 证 明 : 当 n 是 正 整 数 且 sin(Cz/2) 天 0 时 ， 有 
号 和 = cos[ (n+ 1)z/2]sin(nz/2)sin(z/2) 


Fl 


by 十 4 mz(372 十 7) 
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27. 


28. 


29. 


30. 


x 31, 


32. 


33. 


34. 


35. 


* 36. 


37. 


* 38. 


39. 


* 40. 


41. 


42. 


43;, 


44. 


用 数学 归纳 法 证 明 : 对 于 每 个 正 整 数 
D2 3 N22"+1 一 hn2? 十 3 大 2nt1 ss 6 


(需要 微 积 分 知识 ) 假 设 序列 zi ，z ，…，z,，… 递 归 地 定义 成 zi 二 0 和 zi 一 Wz 十 6。 
a) 用 数学 归纳 法 证 明 : zi 过 xz; 二 … 二 z, 二 …， 即 序列 {x,} 是 单调 递增 的 。 

b) 用 数学 归纳 法 证 明 : 对 于 n=1，2,，…， zx, 过 3。 

c) 证 明 :， limz, 王 3。 


no0 


证 明 : 如 果 nn 是正 整数 ， 且 n 宇 2， 则 

1 (一 13 十 2 

pn 
用 数学 归纳 法 证 明 3. 6 节 中 的 定理 1， 即 证 明 如 果 5 是 一 个 正 整数 ,5 二 1，n 也 是 一 个 正 整 数 ， 那 么 
nn 可 以 唯一 表示 为 n= 二 aib* 十 ar_16! 十 … 十 a1b 十 ao。 
如 果 平 面 上 的 点 (x，y) 中 xz 和 yy 都 是 整数 ， 则 称 点 (x， 力 为 格 点 。 用 数学 归纳 法 证 明 : 至 少 需要 n 十 1 
条 直线 才能 确保 满足 zx 宝 9、y 宇 0 及 z 十 y<n 的 格 点 (x，y) 位 于 其 中 的 一 条 直线 上 。 
(需要 微 积 分 知识 ) 利 用 数学 归纳 法 和 乘积 规则 证 明 : 如 果 n 是 一 个 正 整数 ， 且 fi (zx)，fz (zx)，…， 
记 (z) 都 是 可 导 函 数 ， 那 么 


ff) fda)" filz) fz) |, fz) 
FizIfaT flz) flz) falz) fz) 


(需要 2.6 节 中 的 知识 ) 设 B 一 MAM '， 其 中 A 和 B 都 是 xXn 和 矩阵 ，M 可 道 。 证 明 : 对 所 有 的 正 整数 
kk 都 有 B* 二 MA*M 1!。 

用 数学 归纳 法 证 明 : 如 果 在 平面 上 画 线 时 ， 只 需要 用 两 种 颜色 来 对 所 形成 的 区 域 着 色 ， 使 得 具有 共 
同 边 界 的 区 域 都 有 不 同 的 颜色 。 

证 明 : 当 n 宇 3 时, n! 总 可 以 表示 成 n 的 不 同 正 因子 之 和 。[ 提 示 :; 利用 归纳 载 人 。 首 先 试 着 用 数学 
归纳 法 证 明 该 结论 。 当 你 发 现 证 明 失 败 时 ， 找 出 一 个 用 数学 归纳 法 容易 证 明 的 更 强 的 断言 。] 

用 数学 归纳 法 证 明 : 如 果 zi ，xzs，…，x, 都 是 正 实数 ， 且 n 宇 2， 则 有 


(二 (e+ 二 (e+ 本)> (e+ 去)(a+ 去 )(e+ 支 )(c + 村) 








Xa Xl 
用 数学 归纳 法 证 明 : 车 n 个 人 站 成 一 队 ， 其 中 是 正 整数 ， 并 且 若 该 队 中 第 一 个 人 是 女人 ， 最 后 一 
个 人 是 男人 ， 则 队 中 某 处 有 一 个 女人 直接 站 在 一 个 男人 的 前 面 。 
假设 在 一 个 国家 中 有 直达 的 单行 道路 连接 每 一 对 城市 。 用 数学 归纳 法 证 明 : 存在 一 个 城市 ， 从 其 他 
每 个 城市 都 可 以 直达 这 个 城市 ， 或 者 恰好 经 由 一 个 其 他 城市 而 到 达 这 个 城市 。 
用 数学 归纳 法 证 明 : 当 个 圆周 把 平面 分 成 区 域 时 ， 这 些 区域 可 以 用 两 种 颜色 着 色 ， 使 得 具有 共同 
边界 的 区 域 都 染 成 不 同 的 颜色 。 
假设 有 足够 的 燃料 让 环行 赛 道上 一 组 汽车 中 的 一 辆 跑 完 一 圈 。 用 数学 归纳 法 证 明 : 在 这 组 汽车 中 存 
在 一 辆 汽车 ， 当 它 沿 着 赛 道 前 进 时 ， 可 以 通过 从 其 他 汽车 获得 加 油 来 跑 完 一 圈 。 
证 明 : 如 果 n 是 正 整 数 ， 则 有 


六 Qj—D(D) Uk) = nCnt+ 1)/2 
j= | 


用 数学 归纳 法 证 明 :; 如 果 a、5 和 c 是 一 个 直角 三 角形 的 三 条 边 长 ，c 是 斜 边 的 边 长 ， 则 对 于 所 有 整 
数 n 三 3， 有 a 十 "二 c" 成 立 。 


用 数学 归纳 法 证 明 : 如 果 n 为 整数 ， 序 列 2mod n，2? mod n，2* mod n， 2 mod hs we, 最 后 是 一 个 
常数 。( 即 在 有 限 个 项 以 后 的 所 有 项 都 一 样 。) 

单位 分 数 或 埃及 分 数 是 形 如 1/n 的 分 数 ， 其 中 是正 整 数 。 在 本 题 中 ,将 用 强 归纳 法 证 明 : 可 以 用 贪 
心算 法 把 每 个 满足 0 二 p/g 二 1 的 有 理 数 p/g 表达 成 不 同 的 单位 分 数 之 和 。 在 算法 的 每 一 步 ， 求 出 最 小 
的 正 整数 nn 使 得 这 个 和 可 以 加 上 1/n 而 不 超过 p/g。 例 如 ,为 了 表达 5/7， 从 1/2 这 个 和 开始 。 由 于 5/ 
7 一 1/2= 二 3/14， 所 以 把 1/5 加 上 这 个 和 ， 因 为 5 是 最 小 的 正 整 数 衣 使 得 1/k 二 3/14。 由 于 3/14 一 1/5 二 
1/70， 所 以 算法 终止 证明 5/7==1/2 十 1/5 十 1/70。 设 T(p) 是 命题 对 于 所 有 满足 0 二 p/q=1 的 有 理 
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数 p/g 来 说 这 个 算法 终止 。 通 过 证 明 对 于 所 有 正 整 数 p 来 说 T(p) 为 真 ， 将 证 明 这 个 算法 总 是 终止 。 

2) 证 明基 础 步骤 T(1) 成 立 。 

b) 假 设 对 于 满足 &<~p 的 正 整 数 上 来 说 T(k) 成 立 。 换 句 话 说 ,假设 对 于 所 有 有 理 数 &/r 来 说 算法 终止 ， 其 
中 1<k<p。 证 明 : 如 果 从 p/g 开始 并 且 算 法 第 一 步 选择 分 数 1/n， 则 p/g= 二 =p'/g 十 1/n， 其 中 p' 二 np 一 
q 且 gq 二 ng。 在 考虑 p/g= 二 1/n 的 情形 之 后 ， 用 归纳 假设 证 明 : 当 贪 心算 法 从 p'/g 开始 时 ， 这 个 算法 总 
会 终止 ， 从 而 完成 归纳 步骤 。 

麦卡锡 91 函数 (人 工 智能 的 黄 基 人 之 一 一 John McCarthy 所 定义 ) 定 义 成 : 对 所 有 正 整 数 n 来 说 应 用 

规则 


7 一 10 m2 100 
MI(n) = 
MM(nt11)) n<100 
45. 通过 连续 地 使 用 M(n) 的 定义 规则 求 
a)M(102) b)M(101) c)M(99) 
d)M(97) e)M(87) f)M(76) 


xx 46, 证 明 : 函数 M(n) 是 从 正 整 数 集合 到 正 整 数 集合 的 良 定义 函数 。[ 提 示 : 证 明 对 所 有 满足 2z 委 101 的 正 
整数 nn 来 说 都 有 M(n) 二 91。] 
47. 下 述 的 证 明 当 nn 是正 整数 时 有 





是 否 正确 ? 为 你 的 答案 给 出 理由 。 
基础 步骤 : 当 ?一 1 时 结果 为 真 ， 因 为 


归纳 步骤 : 假定 对 来 说 结果 为 真 。 则 


1 ! 1 1 | 1 
Tu +( n 


因此 ， 若 对 ”来 说 结果 为 真 ， 则 对 nn 十 1 来 说 结果 为 真 。 证 毕 。 

48. 设 A ，As，…，A, 是 一 组 集合 ， 且 对 k= 二 3，4，…,， nn 都 有 R;, 二 Al 四 4 及 Ri 二 Ri_1 旬 AA。 利用 数学 
归纳 法 证 明 : 当 且 仅 当 xz 属于 Al，A:，…，A， 中 一 个 奇数 下 标的 集合 时 ， 有 ZE R,。( 回 忆 2.2 节 中 的 
定义 : S 甸 是 集合 S 和 械 的 对 称 差 。) 

* 49. 证 明 : 若 在 个 圆 中 每 两 个 都 恰好 相交 于 两 点 ， 而 任意 三 个 都 没有 公共 点 ， 则 这 些 圆 把 平面 划分 成 
2 一 n 十 2 个 区 域 。 
* 50. 证 明 : 若 在 个 平面 中 任意 三 个 都 有 公共 点 ,而 任意 四 个 都 没有 公共 点 ， 则 这 些 平面 把 三 维 空间 划 
分 成 (并 十 5n 十 6)/6 个 区 域 。 
x 51. 用 良 序 性 证 明 : V2 是 无 理 数 。[ 提 示 : 假定 V2 是 有 理 数 。 证 明 形 如 5V2 的 正 整数 组 成 的 集合 有 最 小 元 
素 a。 然 后 证 明 aV2 一 a 是 具有 这 种 形式 的 更 小 的 正 整数 。] 
52. 若 一 个 集合 的 每 个 非 空子 集合 都 有 最 小 元 素 ， 则 这 个 集合 是 良 序 性 的 。 判 断 下 面 的 每 个 集合 是 否 良 











1 )=3 1 
| 2 二 1 


序 性 的 。 
2a) 整数 集合 b) 大 于 一 100 的 整数 的 集合 
中 正 有 理 数 集合 d) 分 母 小 于 100 的 正 有 理 数 的 集合 
53. a) 证 明 : 洲 友 5 CQ2， "Cn 都 是 正 整数 ， 则 gcd(ail, az, ***, Qn-l, an)=gcd(al, azs, ***, dn-2, 


gecd(an-is» ax)) 
b) 利 用 a) 和 欧 几 里 得 算法 得 出 一 个 计算 n 个 正 整 数 的 最 大 公 因 子 的 递归 算法 。 
x* 54. 描述 一 个 递归 算法 ， 把 nn 个 正 整 数 的 最 大 公 因 子 表示 成 这 些 整 数 的 线性 组 合 。 

55. 求 出 f(n) 的 显 式 公 式 ， 其 中 f(1)==1 而 且 车 wn 宇 2 则 f(w)= 二 fn 一 1) 十 2n 一 1。 用 数学 归纳 法 证 明 你 

的 结果 。 
xx 56. 给 出 由 所 含有 的 0 是 1 的 两 倍 的 位 串 所 组 成 的 集合 的 递归 定义 。 

57. 设 S 是 位 串 的 集合 ， 它 递归 地 定义 成 : ME S， 并 且 若 zxES,， 则 0zES,， x €S， 其 中 4 是 空 串 。 

a) 求 出 S 中 所 有 长 度 不 超过 5 的 串 。 b) 给 出 对 S 中 元 素 的 显 式 描述 。 
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58. 


设 S 是 字符 串 的 集合 ， 它 递归 地 定义 成 : abc€E S，bac€E S，acbE€ S， 并 且 若 zxES 则 abcx€5, abzc€S， 
azpcE S 和 zapcE S。 

a) 求 出 S 中 长 度 为 8 或 更 短 的 所 有 串 。 

b) 证 明 : S$ 中 的 每 个 元 素 都 有 能 被 3 整除 的 长 度 。 

由 所 有 平衡 的 括号 串 组 成 的 集合 递归 地 定义 成 , ME B， 其 中 是 空 串 。 若 zx，yE B， 则 (z)E B， 


ryEB, 


59. 
60. 
61. 
62. 


证 明 :〈()()) 是 平衡 的 括号 串 而 (())) 不 是 平衡 的 括号 串 。 
求 出 所 有 恰好 带 6 个 符号 的 平衡 的 括号 串 。 
求 出 所 有 带 4 个 或 更 少 符号 的 平衡 的 括号 串 。 
用 归纳 法 证 明 : 车工 是 平衡 的 括号 串 ， 则 在 z 左 括号 的 个 数 等 于 右 括号 的 个 数 。 
在 括号 串 的 集合 上 定义 函数 N 为: 
NG) 王 0,NCO = 1,NO) =—1 
N(u)= N(u) 十 NCo) 


其 中 4 是 空 串 ，w 和 w 都 是 串 。 可 以 证 明 N 是 良 定义 的 。 


63. 


xx 64. 
# 65。 
66. 


67. 


* 68. 
69. 


求 
a) N(O)) b) NGO))O)) CO) 
NGO CC) ) dNCGODCCCODD))CC)D)) 


证 明 : 括号 串 包 是 平衡 的 当 且 仅 当 NGo) 王 0， 而 且 当 x 是 世 的 前 级 ( 即 w=xo) 时 ， 有 N(w) 宇 0。 
给 出 一 个 求 所 有 包含 n 个 或 更 少 符号 的 平衡 的 括号 串 的 递归 算法 。 
根据 下 述 的 事实 : 车 a 二 6 则 gcd(a, 5)= 二 gcd(5，a); 车 a 和 2 都 是 偶数 则 gcd(a, 5)= 二 2gcd(a/2, b/ 
2)，gcd(0，b) 二 5b; 车 a 是 偶数 而 5 是 奇数 ，gcdla, 5) 二 gcd(a, 6b 一 a) 则 gcd(a, 5b) 二 gcd(a/2, b)， 
给 出 一 个 求 满足 两 个 非 负 整数 a 和 4。 的 最 大 公 因 子 的 递归 算法 。 
验证 程序 段 
if zx>y then 
洽 作 吉 
相对 于 初始 断言 T 和 终结 断言 x 委 > 是 正确 的 。 
提出 一 条 验证 递归 程序 的 推理 规则 ， 并 用 它 验证 5.4 节 给 出 的 计算 阶乘 的 递归 程序 。 
设计 求 整 数 表 中 整数 0 出 现 次 数 的 递归 算法 。 
练习 70 一 77 处 理 某 些 不 寻常 的 序列 ， 这 些 序列 非 正式 地 称 为 自生 成 序列 ， 它 们 是 用 简单 的 递归 关系 


uns 





约翰 ， 麦卡锡 (John McCarthy，1927 一 2011) 出 生 在 波士顿 。 他 在 波士顿 和 洛 杉 
矶 长 大 。 他 在 本 科 和 研究 生 阶 段 学 习 的 都 是 数学 。1948 年 他 从 加 州 理 工学 院 获得 学 士 
学 位 并 在 1951 年 从 普林斯顿 获得 博士 学 位 。 从 普林斯顿 毕业 后 ,麦卡锡 在 普林斯顿 
大 学 、 斯 坦 福 大 学 、 达 特 茅 斯 和 麻 省 理工 学 院 任职 。1962 一 1994 年 他 一 直 在 斯 坦 福 大 
学 任职 ， 是 那里 的 荣誉 教授 。 在 斯 坦 福 大 学 ， 他 是 人 工 智 能 实验 室 的 主任 ， 担 任 工 程 
学 院 的 名 誉 院 长 ， 并 且 是 胡 佛 学 院 的 资深 院士 。 

麦卡锡 是 人 工 智能 研究 的 开拓 者 ,“ 人 工 智 能 ”就 是 他 在 1955 年 发 明 的 术语 。 他 


致力 于 关于 智能 的 计算 机 行为 所 需要 的 推理 和 信息 需求 的 问题 。 麦 卡 锡 是 设计 分 时 计算 机 系统 的 首 批 计 
算 机 科学 家 之 一 。 他 开发 了 LISP， 这 是 用 符号 表达 式 来 计算 的 一 种 程序 设计 语言 。 他 在 用 逻辑 来 验证 计 
算 机 程序 的 正确 性 方面 起 到 了 重要 作用 。 麦 卡 锡 还 致力 于 研究 计算 机 技术 的 社会 影响 问题 。 他 还 致力 于 
研究 在 情况 不 是 错综复杂 的 假设 下 人 和 计算 机 如 何 形成 猜想 的 问题 。 麦 卡 锡 是 人 类 可 持续 性 发 展 的 倡导 
者 并 且 是 关于 人 类 未 来 的 乐观 者 。 他 还 编写 科幻 故事 。 他 最 近 的 一 些 著作 探索 了 我 们 的 世界 是 由 更 高 的 
力量 所 编写 的 计算 机 程序 的 可 能 性 。 


麦卡锡 所 获得 过 的 国际 奖励 有 : 美国 计算 机 学 会 的 图 灵 奖 、 国 际 人 工 智 能 会 议 的 杰出 研究 工作 奖 、 


京都 奖 和 美国 国家 科学 奖章 。 


关 关 
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关 关 


关 关 


关 关 
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或 规则 产生 的 。 尤 其 是 ， 练 习 70 一 75 处 理 序 列 {a(n)}， 它 定义 成 : 对 n 宇 1 来 说 ,， a(n)==n 一 a(a(n 一 
1))， 且 a(0) 王 0。( 这 个 序列 以 及 在 练习 74 和 练习 75 里 的 序列 ， 都 是 在 道格拉斯 。 霍 夫 斯 塔 德 的 奇妙 的 
书 《 歌 德尔 、 埃 舍 尔 、 巴 赫 》)(G6del，Escher，Bach)[ Ho99 |] 中 定义 的 )。 


70. 
71. 


72. 


73. 
74. 


75. 


数 


求 出 在 本 题 前 面 的 说 明 中 定义 的 序列 (a(n)} 的 前 10 项 。 

证 明 : 这 个 序列 是 良 定义 的 。 即 证 明 对 所 有 非 负 整 数 nn 来 说 ，a(n) 是 唯一 定义 的 。 

证 明 : a(w) 二 [x 十 D/pj] wp， 其 中 mp=( 一 1+V5)/2。[ 提 示 : 首先 证 明 对 所 有 zx 之 0 来 说 ，(m 一 [poz]) 十 
(en 一 Ln])==1。 然后 ,证 明 对 满足 0<a<1 和 a 关 1 一 py 的 所 有 实数 a 来 说 ，[(1 十 /) (1 一 w)| 十 let+p|=1， 
分 别 考虑 0<a<1 一 y 和 1 一 jy<a<1 的 情形 。] 

利用 练习 72 的 公式 证 明 : 车 jn 一 Lyn] 二 1 一 py， 则 a(n)= 二 a(n 一 1)， 和 否则 an) 二 a(n 一 1) 十 1。 

求 出 下 面 每 个 自生 成 序列 的 前 10 项 : 

a) 对 nn 宇 1 来 说 ，a(n)= 二 n 一 a(a(a(n 一 1)))， 征 a(0)= 二 0。 

b) 对 n 宇 1 来 说 ，a(n) 二 nn 一 a(a(a(a(n 一 1)))),， 且 a(0)= 二 0。 

c) 对 n 宇 3 来 说 ，a(n)= 二 a(n 一 a(n 一 1)) 十 a(n 一 a(n 一 2)),， 且 a(l1)==1 和 a(2)==1。 

求 出 序列 m(n) 和 fCn) 的 前 10 项 ,它们 是 用 下 面 的 租 套 的 递归 关系 来 定义 的 : 对 n 宇 1 来 说 ，m(n) = 
n—fmn—1)), fn)=n—m(f(n—1)), ££ f(0)=1 和 m(0)=0,。 

哥伦布 的 自生 成 序列 是 具有 下 述 性 质 的 、 唯 一 的 、 非 减 的 正 整 数 序列 wa ，a ，as ，…， 对 每 个 正 整 
k 来 说 ， 这 个 序列 恰好 包含 的 ai 次 出 现 。 


76. 求 出 哥伦布 的 自生 成 序列 的 前 20 项 。 
77. 证 明 : 若 f(n) 是 使 得 a 二 7 的 最 大 整数 mr， 其 中 a。 是 哥伦布 的 自生 成 序列 的 第 m 项 ， 则 fln) = 


> as FCF) = 5 ka 。 
k=1 


k=1 


计算 机 课题 
按 给 定 的 输入 和 输出 写 程序 。 


1. 


给 定 去 掉 一 个 格子 的 2"X2” 棋盘 ， 用 工 形状 的 拼 片 构造 出 这 个 棋盘 。 


. 对 含有 变量 z+、y 和 z 以 及 运算 符 { 十 ，* ，/， 一 } 的 表达 式 来 说 ， 生 成 所 有 的 带 有 7 个 或 更 少 符号 的 


合式 公式 。 


. 生成 所 有 带 有 个 或 更 少 符号 的 命题 的 合式 公式 ， 其 中 每 个 符号 是 T、F、 命 题 变量 p 和 9g 之 一 或 {， 


V ， 人 ， 一 ， 党 } 中 的 一 个 运算 符 。 


. 给 定 一 个 字符 串 ， 求 出 它 的 倒置 。 
. 给 定 实数 a 和 非 负 整数 n， 用 递归 求 w 。 

. 给 定 实数 a 和 非 负 整数 ，， 用 递归 求 a”。 

. 给 定 实数 a 和 非 负 整数 nx， 利 用 的 二 进 制 展开 式 和 计算 a* 的 递归 算法 来 求 a" 。 

. 给 定 两 个 不 全 为 零 的 整数 ， 用 递归 求 它们 的 最 大 公 因子 。 

. 给 定 整数 的 列表 和 元 素 z， 用 线性 搜索 的 递归 实现 求 x 在 这 个 列表 中 的 位 置 。 

. 给 定 整数 的 列表 和 元 素 z， 用 二 又 搜索 的 递归 实现 求 x 在 这 个 列表 中 的 位 置 。 

. 给 定 非 负 整数 x， 用 迁 代 来 求 第 ”个 斐 波 那 契 数 。 

. 给 定 非 负 整数 >， 用 递归 来 求 第 ”个 斐 波 那 契 数 。 

. 给 定 一 个 正 整数 ， 求 出 这 个 整数 的 划分 的 数目 。( 参 见 5. 3 节 练习 47.) 

. 给 定 正 整数 m 和 nw， 求 出 阿 克 曼 函 数 在 (m，n) 处 的 值 A(m，n) 。( 参 见 5. 3 节 练习 48 前 面 的 说 明 .。) 
. 给 定 个 整数 的 列表 ， 用 归并 排序 给 这 些 整 数 排序 。 


计算 和 探索 
用 一 个 计算 程序 或 你 自己 编写 的 程序 做 下 面 的 练习 。 


1 
2. 


让 2z! 具有 不 超过 100 位 十 进 制 数字 和 不 超过 1000 位 十 进 制 数字 的 n 的 最 大 值 是 多 少 ? 
确定 哪些 斐 波 那 契 数 能 被 5 整除 、 哪 些 能 被 7 整除 、 哪 些 能 被 11 整除 。 证 明 你 的 猜想 是 正确 的 。 


3， 
4. 
x 5, 
xx 6, 
7 
8. 
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用 右 三 联 骨 有 牌 构造 出 去 掉 一 个 格子 的 16X16、32X32 和 64X64 的 棋盘 。 

探索 用 右 三 联 骨牌 可 以 完全 地 覆盖 哪些 mXn 棋盘 。 能 否 形 成 关于 这 个 问题 的 猜想 ? 
设计 一 个 算法 : 确定 一 点 是 否 为 一 个 简单 多 边 形 的 内 点 或 外 点 。 

设计 一 个 算法 : 将 一 个 简单 多 边 形 三 角 化 。 

阿 克 曼 函数 的 哪些 值 是 足够 小 的 使 得 能 够 计算 出 它们 ? 

比较 一 下 递归 地 计算 斐 波 那 契 数 与 迭代 地 计算 它们 所 需要 的 运算 次 数 或 时 间 。 


写作 课题 


用 本 教材 以 外 的 资料 ， 按 下 列 要 求 写成 论文 。 
1. 描述 数学 归纳 法 的 起 源 。 谁 是 第 一 批 使 用 它 的 人 ? 他 们 在 哪个 问题 上 用 到 了 它 ? 


2. 


-3m 


解释 如 何 证 明 关 于 简单 多 边 形 的 约 当 曲线 定理 ， 并 给 出 一 个 算法 : 确定 一 点 是 否 为 一 个 简单 多 边 形 的 
内 点 或 外 点 。 


.描述 在 计算 几何 学 中 ， 简 单 多 边 形 的 三 角 化 是 如 何 应 用 于 某 些 关 键 的 算法 中 的 。 

. 描述 斐 波 那 契 数 在 生物 物理 学 中 大 量 不 同 的 应 用 。 

. 描述 在 递归 定义 的 理论 里 以 及 在 集合 合并 算法 的 复杂 性 分 析 里 对 阿 克 曼 函数 的 使 用 情况 。 
. 讨论 一 些 用 来 证 明 程 序 正确 性 的 方法 ， 并 且 将 它们 与 5. 5 节 所 描述 的 霍 尔 方法 进行 比较 。 
. 解释 如 何 扩充 程序 正确 性 的 思想 和 概念 来 证 明 操 作 系 统 是 安全 的 。 
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计 数 


组 合 数学 是 离散 数学 的 重要 部 分 。 早 在 17 世纪 就 开始 了 这 类 课题 的 研究 ， 当 时 在 赌博 游 
戏 的 研究 中 出 现 了 组 合 问题 。 枚 举 ， 具 有 确定 性 质 的 个 体 的 计数 ， 是 组 合 数学 的 一 个 重要 部 
分 。 我 们 必须 对 个 体 计数 来 求解 许多 不 同类 型 的 问题 。 例 如 ， 用 计数 确定 算法 的 复杂 性 。 计 数 
也 用 于 确定 是 否 存 在 着 能 够 充分 满足 需求 的 电话 号 码 或 因特网 地 址 。 此 外 ， 计 数 技术 也 广泛 用 
于 计算 事件 的 概率 。 

6. 1 节 将 要 研究 的 基本 计数 规则 可 以 求解 各 种 问题 。 例 如 ， 可 以 用 这 些 规则 来 计数 美国 各 
种 可 能 不 同 的 电话 号 码 、 计 算 机 系统 中 允许 使 用 的 密码 ， 以 及 在 比赛 结束 时 赛跑 运动 员 的 不 同 
名 次 。 另 一 个 重要 的 组 合 工 具 是 铝 梨 原理 ， 将 在 6. 2 节 研 究 。 这 个 原理 指出 ， 当 把 物体 放 在 盒 
子 里 时 ， 若 物体 比 盒子 多 ， 那 么 存在 一 个 盒子 包含 至 少 两 个 物体 。 例 如 ， 我 们 可 以 用 这 个 原理 
证 明 在 15 个 或 者 更 多 的 学 生 中 至 少 有 3 人 出 生 在 相同 的 星期 几 。 

我 们 可 以 用 集合 中 个 体 可 重复 或 者 不 可 重复 的 有 序 或 无 序 安排 来 描述 许多 计数 问题 。 这 些 
安排 称 为 排列 和 组 合 ， 在 许多 计数 问题 中 都 会 用 到 它们 。 例 如 ， 在 2000 个 学 生 参 加 的 考试 竞 
赛 中 最 终 将 有 100 个 获胜 者 被 邀请 赴 宣 。 我 们 可 以 枚 举 将 被 邀请 的 100 个 学 生 的 可 能 的 组 合 ， 
以 及 最 终 10 名 获奖 者 的 产生 方式 。 

组 合 数学 的 另 一 个 问题 涉及 生成 某 个 特定 类 型 的 所 有 排列 。 这 在 计算 机 模拟 中 通常 是 很 重 
要 的 。 我 们 将 设计 算法 来 生成 各 种 类 型 的 排列 。 


6.1 计数 的 基础 


6.1.1 引言 

计算 机 系统 的 密码 由 6、7 或 8 个 字符 组 成 。 每 个 字符 必须 是 数字 或 字母 表 中 的 字母 。 每 
个 密码 必须 至 少 包含 一 位 数字 。 问 有 多 少 个 这 样 的 密码 ? 本 节 将 介绍 回答 这 个 问题 及 各 种 其 他 
计数 问题 所 需要 的 技术 。 

数学 和 计算 机 科学 中 存在 着 计数 问题 。 例 如 ， 我 们 必须 为 成 功 的 实验 结果 和 所 有 可 能 的 实 
验 结 果 计 数 ， 以 确定 离散 事件 的 概率 。 我 们 需要 对 某 个 算法 用 到 的 操作 数 计 数 ， 以 便 研 究 它 的 
时 间 复 杂 性 。 

本 节 将 介绍 基本 的 计数 方法 。 这 些 方法 是 几乎 所 有 计数 技术 的 基础 。 


6.1.2 基本 的 计数 原则 

我 们 将 提出 两 个 基本 的 计数 原则 : 乘积 法 则 和 求 和 法 则 。 然 后 将 说 明 怎 样 用 它们 来 求解 许 
多 不 同 的 计数 问题 。 

当 一 个 过 程 由 独立 的 任务 组 成 时 使 用 乘积 法 则 。 

乘积 法 则 ”假定 一 个 过 程 可 以 被 分 解 成 两 个 任务 。 如 果 完 成 第 一 个 任务 有 x 种 方式 ,在 
第 一 个 任务 完成 之 后 有 ns 种 方式 完成 第 二 个 任务 ， 那 么 完成 这 个 过 程 有 nn 种 方式 。 

例 1 一 10 显示 怎样 使 用 乘积 法 则 。 

例 1 一 个 新 建 公司 中 只 有 两 个 雇员 Sanchez 和 Patel， 公 司 租 用 了 一 个 大 楼 的 底层 ， 共 12 
个 办 公 室 。 有 多 少 种 方法 为 这 两 个 雇员 分 配 办 公 室 ? 

解 ” 对 这 两 个 雇员 分 配 办 公 室 的 过 程 是 这 样 的 : 为 Sanchez 分 配 办 公 室 ， 有 12 种 方法 ， 然 
后 为 Patel 分 配 一 个 不 同 的 办 公 室 ， 有 11 种 方法 。 根 据 乘 积 法 则 ， 为 这 两 个 雇员 分 配 办 公 室 共 


wn) 
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有 12。11 王 132 种 方法 。 本 
例 2 用 一 个 大 写 英文 字母 和 一 个 不 超过 100 的 正 整 数 给 礼堂 的 座位 编号 。 那 么 不 同 编号 
的 座位 最 多 有 多 少 ? 


解 ”给 一 个 座位 编号 的 过 程 由 两 个 任务 组 成 ， 即 从 26 个 字母 中 先 选择 一 个 字母 分 配给 这 个 座 
位 ， 然 后 再 从 100 个 正 整 数 中 选择 一 个 整数 分 配给 它 。 乘 积 法 则 表明 一 个 座位 可 以 有 26， 100= 
2600 种 不 同 的 编号 方式 。 因 此 ， 不 同 编号 的 座位 数 至 多 是 2600。 4 

例 3 茶 个 计算 机 中 心 有 32 台 微 机 ， 每 台 微 机 有 24 个 端口 。 问 在 这 个 中 心里 有 多 少 个 不 
同 的 微机 端口 ? 

解 ” 选 择 一 个 端口 的 过 程 由 两 个 任务 组 成 。 首 先 挑 一 台 微 机 ， 然 后 在 这 台 微 机 上 挑 一 个 端 
口 。 因 为 有 32 种 方式 选择 微机 ， 而 不 管 选择 了 哪 台 微机 ， 又 有 24 种 方式 选择 端口 ， 所 以 由 乘 


积 法 则 存在 32。24 一 768 个 端口 。 4 
经 常会 用 到 推广 的 乘积 法 则 。 假 定 一 个 过 程 由 执行 任务 T,，T, ，…，T, 来 完成 。 如 果 在 
完成 任务 之 后 用 n; 种 方式 来 完成 T;， 那 么 完成 这 个 过 程 有 hn，n。*…。n。 种 方式 。 可 以 由 两 


个 任务 的 乘积 法 则 通过 数学 归纳 法 证 明 推广 的 乘积 法 则 ( 见 本 节 练 习 72)。 

例 4 有 多 少 个 不 同 的 7 位 位 串 ? 

解 ”每 位 有 两 种 选择 方式 ， 可 以 是 0 或 1。 因 此 ， 乘 积 法 则 表明 总 共有 2 一 128 个 不 同 的 7 
位 位 串 。 4 

例 5 如 果 每 个 车 牌 由 3 个 大 写 英文 字母 后 跟 3 个 数字 的 序列 构成 (任何 字母 的 序列 都 允 
许 ， 即 使 是 不 良 词汇 )， 那 么 有 和 多少 个 不 同 的 有 效 车 牌 ? 

解 对 3 个 字母 中 的 每 个 字母 有 26 种 选择 ， 对 3 个 数字 中 的 每 个 数字 有 10 种 选择 。 因 
此 ， 由 乘积 法 则 总 共有 26。26.26。10.。 10.10 王 17 576 000 个 可 能 的 车 牌 。 


EN ps es 
每 个 字母 有 26 种 选择 ”每 个 数字 有 10 种 选择 
例 6 计数 函数 从 一 个 元 集 到 一 个 m 元 集 存在 多 少 个 函数 ? 
解 ” 函 数 对 于 定义 域 中 mx 个 元 素 中 的 每 个 元 素 都 要 选择 陪 域 中 个 元 素 中 的 一 个 元 素来 对 
应 。 因 此 ， 由 乘积 法 则 存在 n*n*，…。n 二 mn" 个 从 m 元 集 到 元 集 的 函数 。 例 如 ， 从 一 个 3 元 
集 到 一 个 5 元 集 存在 5 个 不 同 的 函数 。 S| 
例 7 计数 一 对 一 函数 从 一 个 m 元 集 到 一 个 nn 元 集 存在 多 少 个 一 对 一 函数 ? 
解 ” 首先 注意 当 m 这 n 时 没有 从 m 元 集 到 nn 元 集 的 一 对 一 函数 。 现 在 令 m 三 n。 假 设 定义 
域 中 的 元 素 是 w ， CQ2， ”CQno 有 nn 种 方式 选择 函数 在 a 的 值 。 因为 函数 是 一 对 一 的 ， 所 以 
可 以 有 "一 1 种 方式 选择 函数 在 as 的 值 ( 因 为 a; 用 过 的 值 不 能 再 用 ) 。 一 般 地 ， 有 2 一 & 十 1 种 方 
式 选 择 函 数 在 w 的 值 。 由 乘积 法 则 ， 从 一 个 mr 元 集 到 一 个 n 元 集 存在 着 n(n 一 1)(n 一 2)*…(n 一 
m 十 1) 个 一 对 一 函数 。 例 如 ， 从 一 个 3 元 集 到 一 个 5 元 集 存在 5.，4， 3 二 60 个 一 对 一 函数 。 本 
例 8 电话 编号 计划 ”北美 洲 编号 计划 (NANP) 规 定 美国 、 加 拿 大 以 及 北美 洲 许多 其 他 地 
区 的 电话 号 码 的 格式 。 在 这 个 编号 计划 中 ， 一 个 电话 号 码 由 10 个 数字 组 成 ， 这 些 数字 由 一 个 3 
位 的 地 区 代码 、 一 个 3 位 的 局 代码 以 及 一 个 4 位 的 话机 代码 组 成 。 出 于 信和 号 的 考虑 ， 在 一 些 数 
字 上 有 某 种 限制 。 为 了 规定 允许 的 格式 ， 令 和 表示 可 以 在 0 到 9 之 间 任 意 选 取 的 数字 ，N 表示 
可 以 在 2 到 9 之 间 选 取 的 数字 ， 而 了 表示 必须 取 0 或 1 的 数字 。 下 面 讨论 两 个 编号 计划 ， 分 别 
称 为 老 计 划 和 新 计划 ( 老 计 划 是 20 世纪 60 年 代 使 用 的 ， 已 经 被 新 计划 代替 了 ， 但 目前 对 新 号 
码 需 求 的 迅速 增长 使 得 这 个 新 计划 也 将 显得 落伍 了 ) 在 这 个 例题 中 ， 用 于 表示 数字 的 字母 遵循 
“北美 编号 计划 ”。 正 如 将 要 证 明 的 ， 新 计划 允许 使 用 更 多 的 号 码 。 
在 老 计划 中 ， 地 区 代码 、 局 代码 和 话机 代码 的 格式 分 别 为 NYX、NNX 和 XXXX， 因 而 
电话 号 码 的 形式 为 NYX-NNX-XXXX。 在 新 计划 中 ， 这 些 代 码 的 格式 分 别 为 NXX、NXX 和 
XXXX， 因 而 电话 号 码 的 形式 为 NXX-NXX-XXXX。 在 老 计划 和 新 计划 下 分 别 可 能 有 多少 个 
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不 同 的 北美 洲 电 话 号 码 ? 

解 ”由 乘积 法 则 ， 格 式 为 NYX 的 地 区 代码 有 8，2。10 王 160 个 ， 格 式 为 NXX 的 地 区 代 
码 有 8，10。10 一 800 个 。 类 似 地 ， 由 乘积 法 则 ， 存 在 8. 8， 10 王 640 个 格式 为 NNX 的 局 代 
码 。 乘 积 法 则 也 表明 存在 着 10。10' 10， 10 王 10 000 个 格式 为 XXXX 的 话机 代码 。 

因此 ， 再 次 使 用 乘积 法 则 ， 在 老 计 划 下 存在 

160。640。10 000=1 024 000 000 
个 不 同 的 北美 洲 有 效 的 电话 号 码 。 在 新 计划 下 存在 
800。800。10 000 王 6 400 000 000 





个 不 同 的 电话 号 码 。 本 
例 9 执行 下 面 的 代码 以 后 , & 的 值 是 什么 ? 
R :一 0 | 
for i :=1 ton, 
for i, :=1 to n, 
for i,, :=1 to n,, 
k :一 &R 十 1 











解 & 的 初 值 是 0。 这 个 舱 套 的 循环 每 执行 一 次 ，& 就 加 1。 令 T: 表示 执行 第 i 个 循环 的 任 
务 ， 那 么 循环 执行 的 次 数 就 是 完成 任务 T，T,，…，T 的 方法 数 。 因 为 对 每 个 整数 i，1<i 志 
罗 ， 第 j 个 循环 都 执行 一 次 ， 所 以 执行 任务 T(j 二 1，2，…，m) 的 方法 数 就 是 n;。 由 乘积 法 则 ， 
这 个 柑 套 的 循环 执行 了 nmw%*…n, 次 。 因 此 上 有 最 后 的 值 是 no…n。 4 


例 10 计数 有 穷 集 的 子 集 ”用 乘积 法 则 证 明 = 个 有 穷 集 S 的 不 同 的 子 集 数 是 215| 。 
解 ” 设 S 是 有 穷 集 。 按 任意 的 顺序 将 S 的 元 素 列 成 一 个 表 。 考 虑 到 在 S 的 子 集 和 长 度 为 
|S | 的 位 串 之 间 存 在 着 一 对 一 的 对 应 ， 即 如 果 表 的 第 i 个 元 素 在 这 个 子 集中 ， 则 该 子 集 对 应 的 


位 串 的 第 :位 为 1， 否则 该 位 为 0。 由 乘积 法 则 ， 存 在 着 215| 个 长 度 为 |S | 的 位 串 。 因 此 |P 


(S) |=21s| 。(5.1 节 中 例题 10 用 数学 归纳 法 证 明了 这 个 实事 。) 4 
乘积 法 则 也 常用 集合 的 语言 表述 如 下 : 如 果 A, ，A, ，…，A, 是 有 穷 集 ， 那 么 在 这 些 集合 
的 笛 卡 儿 积 中 的 元 素数 是 每 个 集合 的 元 素数 之 积 。 为 了 把 这 种 表述 与 乘积 法 则 联系 起 来 ， 注 意 
在 笛 卡 儿 积 A,XA:, X…XA, 中 选 一 个 元 素 的 任务 是 通过 在 A, 中选 一 个 元 素 ，A, 中 选 一 个 元 
素 ，…，A,。 中 选 一 个 元 素来 完成 的 。 由 乘积 法 则 得 到 
|A1XA:X.…xA,|=|A|*: |A|.…. 14。| 

例 11 DNA 和 基因 组 生物 体 的 遗传 信息 是 使 用 脱氧 核糖 核酸 (DNA) 编 码 的 ， 或 对 于 某 
些 病毒 ， 采 用 核糖 核酸 (RNA)。DNA 和 RNA 是 非常 复杂 的 分 子 ， 采 用 非常 多 的 分 子 相互 作 
用 方式 支持 生命 中 不 同 过 程 。 对 于 我 们 而 言 ， 我 们 只 对 DNA 和 RNA 如 何 进行 遗传 信息 编码 
给 出 简短 的 描述 。 

DNA 分 子 由 2 条 脱氧 核糖 核 苷 酸 链 组 成 ， 每 个 核 苷 酸 的 子 部 分 称 为 碱 基 ， 其 中 有 腺 味 叭 
(A)、 胞 喀 啶 (CC) 、 鸟 嘎 叭 (G) 或 胸腺 喀 啶 (T)。DNA 包括 不 同 碱 基 的 两 条 链 通 过 毛 键 结合 
一 起 ， 而 且 A 仅 与 配对 ，C 键 只 与 G 配对 。 与 DNA 不同 ，DNA 分 子 由 1 条 核糖 核 苷 酸 链 
组 成 ， 其 中 尿 喀 啶 (U) 代 替 了 胸腺 喀 啶 。 因 此 ， 在 DNA 中 可 能 碱 基 对 是 AT 和 C-G， 而 在 
RNA 中 碱 基 对 是 A-U 和 C-G。 生 物 的 DNA 包括 多 段 DNA， 它 们 形成 不 同 的 染色 体 ， 一 个 基 
因 是 一 个 DNA 分 子 的 片段 ， 编 码 一 种 特定 蛋白 质 。 一 个 生物 体 的 全 部 基因 信息 称 为 基因 组 。 

DNA 和 RNA 碱 基 序 列 编码 的 蛋白 质 长 链 称 为 氨基 酸 。 人 类 必需 22 种 氨基 酸 。 我 们 很 快 能 
看 到 至 少 三 个 碱 基 的 序列 就 可 以 编码 出 这 22 种 不 同 的 氨基 酸 。 首 先 ， 因 为 在 DNA 中 有 四 种 可 能 
的 碱 基 : A、C、G 和 TT， 所 以 由 乘积 法 则 ， 人 二 16 二 22 种 不 同 的 两 个 碱 基 序 列 。 但 生 三 64 种 不 
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同 的 三 个 碱 基 序列 ， 这 样 可 以 足够 编码 22 种 不 同 的 氮 基 酸 。( 甚 至 可 以 出 现 不 同 的 三 碱 基 序列 对 
应 相同 的 氨基 酸 的 情况 。) 

像 藻类 和 细菌 这 样 的 简单 生物 的 DNA 具有 10: 和 10’ 个 链接 。 每 个 链接 都 这 四 种 可 能 碱 
基 的 一 种 。 更 复杂 的 生物 ， 如 昆虫 、 鸟 类 和 哺乳 动物 ， 它 们 的 DNA 具有 108 和 10" 个 链接 。 
因此 ， 由 乘积 法 则 ,在 简单 生物 中 具有 至 少 4" 种 不 同 的 碱 基 序列 ， 而 复杂 生物 中 具有 至 少 
4 种 不 同 的 碱 基 序列 。 这 些 都 是 不 可 想象 的 大 数字 ， 这 也 帮助 我 们 解释 为 什么 生物 有 这 人 么 多 
种 类 。 在 过 去 的 数 十 年 中 ， 确 定 不 同 生物 体 的 基因 组 的 技术 一 直 在 发 展 。 第 一 步 就 是 确定 第 一 
个 基因 在 生物 体 DNA 中 的 位 置 。 接 着 的 任务 称 为 基因 测序 ， 确 定 每 个 基因 的 链接 序列 。( 当 
然 ， 这 些 基 因 上 链接 的 特定 序列 取决 于 一 个 物种 特定 的 个 体 表 达 ， 对 它 的 DNA 进行 了 分 析 。) 
例如 ， 人 类 基因 组 包含 大 约 23 000 个 基因 ， 每 一 个 基因 有 1000 或 者 更 多 链接 。 基 因 测 序 技术 
运用 了 许多 新 开发 出 的 算法 ， 也 运用 了 组 合 学 中 大 量 的 新 思路 。 许 多 数学 家 和 计算 机 科学 家 在 
解决 涉及 基因 组 的 问题 时 ， 参 与 了 对 分 子 信息 学 和 计算 生物 学 这 一 快速 发 展 领域 的 研究 。 

现在 引入 求 和 法 则 。 4 

求 和 法 则 ”如 果 完 成 第 一 项 任务 有 ni 种 方式 ， 完 成 第 二 项 任务 有 n 种 方式 ， 并 且 这 些 任 
务 不 能 同时 执行 ， 那 么 完成 第 一 或 第 二 项 任务 有 ni 十 n, 种 方式 。 

例 12 说 明 怎 样 使 用 求 和 法 则 。 

例 12 假定 要 选 一 位 数学 学 院 的 教师 或 数学 专业 的 学 生 作 为 校 委 会 的 代表 。 如 果 有 37 位 
数学 学 院 的 教师 和 83 位 数学 专业 的 学 生 ， 那 么 这 个 代表 有 多 少 种 不 同 的 选择 ? 

解 ” 完 成 第 一 项 任务 ， 选 一 位 数学 学 院 的 教师 ， 可 以 有 37 种 方式 。 完 成 第 二 项 任务 ， 选 
一 位 数学 专业 的 学 生 ， 有 83 种 方式 。 根 据 求 和 法 则 ， 结 果 有 37 十 83 王 120 种 可 能 的 方式 来 挑 
选 这 个 代表 。 4 

可 以 把 求 和 法 则 推广 到 多 于 两 项 任务 的 情况 。 假定 任务 古 ， 工 ，"…，TT, 分 别 有 n， N29 “*°", 
nm 种 完成 的 方式 ， 并 且 任 何 两 项 任务 都 不 能 同时 执行 ， 那 么 完成 其 中 一 项 任务 的 方式 数 是 nn 十 
7 十 … 十 mm。 如 例 13 和 例 14 所 示 ， 这 个 推广 的 求 和 法 则 在 计数 问题 中 常常 用 到 。 这 个 求 和 法 
则 可 以 使 用 数学 归纳 法 从 两 个 集合 的 求 和 法 则 加 以 证 明 ( 见 本 节 练 习 71) 。 

例 13 一 个 学 生 可 以 从 三 个 表 中 的 一 个 表 选 择 一 个 计算 机 课题 。 这 三 个 表 分 别 包含 23、 
15 和 19 个 可 能 的 课题 。 那 么 课题 的 选择 可 能 有 多 少 种 ? 

解 这 个 学 生 有 23 种 方式 从 第 一 个 表 中 选择 课题 ， 有 15 种 方式 从 第 二 个 表 中 选择 课题 ， 
有 19 种 方式 从 第 三 个 表 中 选择 课题 。 因 此 ， 共 有 23 十 15 十 19 一 57 种 选择 课题 的 方式 。 4 

例 14 在 执行 下 面 的 代码 后 ， 的 值 是 什么 Cn， nm，…，n, 是 正 整 数 )? 





k:=0 

for i :=1 ton 
k :二 kk 十 1 

for i, :=1 to n,; 
k :二 kk 十 1 


for i, :=1 to n, 
:一 有 & 十 1 





解 的 初 值 是 0。 这 个 代码 块 由 m 个 不 同 的 循环 构成 。 循 环 中 的 每 次 执行 都 要 加 1。 令 
T; 是 执行 第 i 个 循环 的 任务 。 因 为 第 i 个 循环 被 执行 n; 次 ， 所 以 任务 五 可 以 用 nn 种 方式 完成 。 
由 于 任何 两 个 任务 不 能 同时 执行 ， 所 以 求 和 法 则 证 明 上 的 最 后 值 ， 即 完成 任务 T.(i==1，2，…， 
mm) 的 方式 数 是 nn 十 十 … 十 nn。 4 
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求 和 法 则 可 以 用 集合 的 语言 表述 : 如 果 A，A4 ，…，A。 是 不 交 的 集合 ， 那 么 在 其 并 集中 的 元 
素数 是 每 个 集合 的 元 素数 之 和 。 为 了 把 这 种 表述 与 求 和 法 则 联系 起 来 , 令 开 是 从 A (4G 一 1，2，…， 
m) 中 选择 一 个 元 素 的 任务 。 有 | A; | 种 方式 执行 T;。 由 于 任何 两 个 任务 不 可 能 同时 执行 ， 所 以 根据 
求 和 法 则 ， 从 其 中 某 个 集合 中 选择 一 个 元 素 的 方式 数 ， 即 在 并 集中 的 元 素数 ， 是 

1AiUAsU…UA,|==|Ai| 十 |Ai | 十 … 十 |A。| 当 Ai 由 AA; 二 名 ， 对 于 所 有 的 i 7 

这 个 等 式 仅 适 用 于 问题 中 的 集合 是 不 相交 的 情况 。 当 这 些 集 合 含有 公共 元 素 时 ， 人 情况 要 复 

杂 得 多 。 本 节 的 后 面 将 对 这 种 情况 进行 简要 的 讨论 ， 更 深入 的 讨论 放 在 第 8 章 。 


6. 1.3 比较 复杂 的 计数 问题 

许多 计数 问题 不 能 仅仅 使 用 求 和 法 则 或 者 乘积 法 则 来 求解 。 但 是 ， 许 多 复杂 的 计数 问题 可 
以 使 用 这 两 个 法 则 来 求解 。 我 们 从 编程 语言 BASIC 中 变量 名 个 数 的 计数 开始 。( 在 练习 中 ， 我 
们 将 考虑 Java 中 变量 名 的 个 数 。) 然 后 对 满足 一 组 特别 限制 的 有 效 密码 个 数 进行 计数 。 

例 15 在 计算 机 语言 BASIC 的 某 个 版 本 中 ， 变 量 的 名 字 是 含有 一 个 或 两 个 字符 的 符号 串 ， 
其 中 的 大 写 和 小 写字 母 是 不 加 区 分 的 (一 个 字母 数字 字符 或 者 取 自 26 个 英文 字母 ,或 者 取 自 10 


个 数字 ) 。 此 外 ， 变 量 名 必须 以 字母 开始 ， 并 且 必 须 与 由 两 个 字符 构成 的 用 于 程序 设计 的 5 个 。 


保留 字 相 区 别 。 在 BASIC 的 这 个 版 本 中 有 多 少 个 不 同 的 变量 名 ? 

解 令 V 等 于 在 这 个 BASIC 版 本 中 的 不 同 变量 名 的 个 数 ，w, 是 单字 符 的 变量 名 的 个 数 ， 
V: 是 两 个 字符 的 变量 名 的 个 数 。 那 么 由 求 和 法 则 , V= 二 Vi 十 V。 由 于 单字 符 变量 名 必须 是 字 
母 ， 所 以 Vi 二 26。 又 根据 乘积 法 则 存在 26，36 个 以 字母 打头 且 以 字母 数字 结尾 的 2 位 字符 串 。 
但 是 其 中 5 个 不 包含 在 内 ， 因 此 V,= 二 26， 36 一 5 二 931。 因 此 ， 在 这 个 BASIC 版 本 中 存在 V= 
Vi 十 V;= 二 26 十 931 二 957 个 不 同 的 变量 名 。 4 

例 16 计算 机 系统 的 每 个 用 户 有 一 个 由 6 一 8 个 字符 构成 的 密码 ， 其 中 每 个 字符 是 大 写字 
母 或 者 数字 ， 且 每 个 密码 必须 至 少 包含 一 个 数字 。 有 和 多少 可 能 的 密码 ? 

解 ” 设 PP 是 可 能 的 密码 总 数 ， 且 P; 、P, 、P 分 别 表示 6、7 或 8 位 的 可 能 的 密码 数 。 由 求 和 法 
则 ，P=P; 十 PP 十 P;。 我 们 现在 求 P;、P, 和 P;。 直 接 求 P; 是 困难 的 。 而 求 由 6 个 大 写字 母 和 数字 
构成 的 字符 串 的 个 数 是 容易 的 ， 其 中 包含 那些 没有 数字 的 串 ， 然 后 从 中 减 去 没有 数字 的 串 数 就 得 到 
P, 。 由 乘积 法 则 ，6 个 字符 的 串 的 个 数 是 365 ， 而 没有 数字 的 字符 串 的 个 数 是 26 。 因 此 ， 

也 ,一 36* 一 265 一 2 176 782 336 一 308 915 776 一 1 867 866 560 
类 似 地 ， 得 到 
了 ,一 36? 一 267 一 78 364 164 096 一 8 031 810 176=70 332 353 920 
和 
了 ,一 365 一 26* 一 2 821 109 907 456 一 208 827 064 576=2 612 282 842 880 
因此 
P= P,+P;,++P: = 2684483063360 ,| 

例 17 计数 因特网 网 址 在 由 计算 机 的 物理 网 络 互 连 而 构成 的 因特网 中 ， 每 台 计 算 机 (或 
者 更 精确 地 说 是 计算 机 的 每 个 网 络 连接 ) 被 分 配 一 个 因特网 地 址 (IP 地 址 )。 目 前 正在 使 用 的 因 
特 网 协议 版 本 4(IPv4) 中 ， 一 个 地 址 是 一 个 32 位 的 位 串 。 它 以 网 络 号 Cnetid) 开 始 ， 后 面 跟随 着 
主机 号 (hostid) ， 它 把 一 个 计算 机 认定 为 某 个 指定 网 络 的 成 员 。 

根据 网 络 号 和 主机 号 位 数 的 不 同 ， 使 用 3 种 地 址 形式 。 用 于 最 大 网 络 的 A 类 地 址 ， 由 0 后 
跟 7 位 的 网 络 号 和 24 位 的 主机 号 构成 。 用 于 中 等 规模 网 络 的 B 类 地 址 ， 由 10 后 跟 14 位 的 网 
络 号 和 16 位 的 主机 号 构成 。 用 于 最 小 网 络 的 C 类 地 址 ， 由 110 后 跟 21 位 的 网 络 号 和 8 位 的 主 
机 号 构成 。 由 于 特定 用 途 ， 对 地 址 有 着 某 些 限制 : 1111111 在 A 类 网 络 的 网 络 号 中 是 无 效 的 ， 
全 0 和 全 1 组 成 的 主机 号 对 任何 网 络 都 是 无 效 的 。 因 特 网 上 的 一 台 计 算 机 有 一 个 A 类 、B 类 或 
C 类 地 址 。( 除 了 A 类 、B 类 和 C 类 地 址 外 ， 还 有 DD 类 地 址 和 下 类 地 址 。D 类 地 址 在 多 台 计 算 
机 同时 编 址 时 用 于 组 播 ， 它 由 1110 后 跟 28 位 组 成 。E 类 地 址 保留 为 将 来 应 用 ， 由 11110 后 跟 
27 位 组 成 。D 和 下 类 地 址 不 会 分 配给 因特网 中 的 计算 机 作为 卫 地 址 .) 图 1 显示 了 IPv4 的 编 
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址 。(A 类 和 B 类 网 络 号 的 数量 限制 已 经 使 得 IPv4 编 址 不 够 用 了 。 将 代替 IPv4 的 IPv6 使 用 
128 位 地 址 来 解决 这 个 问题 。) 





图 1 因特网 地 址 (IPv4) 


对 因特网 上 的 计算 机 有 多 少 不 同 的 有 效 IPv4 地 址 ? 

解 令 z 是 因特网 上 计算 机 的 有 效 地 址 数 ，zxas、zs 和 zc 分 别 表 示 A 类 、B 类 和 C 类 的 有 
效 地 址 数 。 由 求 和 法 则 ，z= 二 za 十 zs 十 Zc。 为 了 找到 zs， 由 于 1111111 是 无 效 的 ， 所 以 存在 2' 一 1= 
127 个 A 类 的 网 络 号 。 对 于 每 个 网 络 号 ， 存 在 2* 一 2 二 16 777 214 个 主机 号 ， 这 是 由 于 全 0 和 全 1 组 
成 的 主机 号 是 无 效 的 。 因 此 ， 

ZA 一 127。16 777 214 王 2 130 706 178 

为 了 找到 za 和 zc， 首 先 注意 存在 2" 二 16 384 个 BB 类 网 络 号 和 2” 二 2097 152 个 C 类 网 络 
号 。 对 每 个 B 类 网 络 号 存在 2" 一 2 二 65 534 个 主机 号 ， 而 对 每 个 C 类 网 络 号 存在 2 一 2 二 254 个 
主机 号 ， 这 也 考虑 到 全 0 和 全 1 组 成 的 主机 号 是 无 效 的。 因此 ， 

zs=1 073 709 056, zc=532 676 608 
我 们 可 以 断言 IPv4 有 效 地 址 的 总 数 是 
Z 一 ZA 十 Za 十 Ze 一 2130 706 178 十 1 073 709 056 十 532 676 608 王 3 737 091 842 本 


6. 1.4 减法 法 则 (两 个 集合 的 容 斥 原理 ) 

当 同 时 执行 两 个 任务 时 ， 我 们 不 能 使 用 求 和 法 则 来 计数 执行 其 中 一 个 任务 的 方式 。 把 对 每 
个 任务 的 方式 数 加 起 来 将 导致 计数 结果 的 增 大 ， 因 为 同时 执行 两 个 任务 的 那些 方式 被 计数 了 两 
次 。 为 了 正确 地 计数 执行 其 中 一 个 任务 的 方式 ， 我 们 先 把 执行 每 个 任务 的 方式 数 加 起 来 ， 然 后 
再 减 去 同时 执行 两 个 任务 的 方式 数 。 这 就 产生 了 一 个 重要 的 计数 法 则 。 

减法 法 则 ”如 果 一 个 任务 或 者 可 以 通过 nn 种 方法 执行 或 者 可 以 通过 n, 种 另 一 类 方法 执行 ， 
那么 执行 这 个 任务 的 方法 数 是 ni 十 ns 减 去 两 类 方法 中 执行 这 个 任务 相同 的 方法 。 

减法 法 则 也 称 为 容 斥 原理 ， 特 别 是 在 计算 两 个 集合 并 集 的 元 素 个 数 时 。 令 A! 和 A, 是 集 
合 ，|Ai | 是 从 Ai 选择 一 个 元 素 的 方法 数 ，| A, | 是 从 A: 选择 一 个 元 素 的 方法 数 。 从 Al 或 A， 
中 选择 一 个 元 素 的 方法 数 是 从 它们 的 并 集中 选择 元 素 的 方法 数 ， 这 等 于 从 A, 选择 一 个 元 素 的 
方法 数 与 从 A, 选择 一 个 元 素 的 方法 数 的 和 减 去 从 A! 和 A, 中 都 选择 一 个 元 素 的 方法 数 。 因 为 
|A, UA, | 表示 从 A; 或 者 A, 中 选择 一 个 元 素 的 方法 数 ，|A, 门 A: | 表示 从 A! 和 A, 中 同时 选择 
一 个 元 素 的 方法 数 ， 所 以 我 们 有 

|Ai1UA;,|= |Ai| 二 |A;| 一 |ANA;,| 

这 就 是 2. 2 节 给 出 的 计数 两 个 集合 并 集中 元 素 的 公式 。 

例 18 显示 了 怎样 用 减法 法 则 来 求解 计数 问题 。 1 








例 18 ”以 1 开始 或 者 以 00 结束 的 8 位 位 串 有 多 少 个 ? ER 二 本 二 

解 ”第 一 个 任务 ， 构 造 以 1 开始 的 8 位 位 串 ， 完 成 它 有 27 一 128 种 2 一 128 种 方式 
方式 ， 这 是 由 乘积 法 则 得 到 的 。 因 为 第 一 位 只 有 一 种 选择 方式 ， 而 其 他 人 
7 位 中 的 每 位 有 两 种 选择 方式 。 or 二 

第 二 个 任务 ， 构 造 以 00 结束 的 8 位 位 串 ， 完 成 它 有 2 一 64 种 方 1 0 





式 ， 这 也 是 由 乘积 法 则 得 到 的 。 因 为 前 6 位 的 每 位 有 两 种 选择 方式 , 而 ”一 一 一 一 
“最 后 两 位 只 有 一 种 选择 方式 。 同 时 完成 两 个 任务 ， 构 造 以 1 开始 以 00 2 一 32 种 方式 
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结束 的 8 位 位 串 ， 完 成 它 有 2 = 二 32 种 方式 。 这 里 也 使 用 了 乘积 法 则 ， 因 为 第 一 位 只 有 一 种 选 
择 方式 ， 从 第 二 位 到 第 六 位 每 位 可 以 有 两 种 选择 方式 ， 最 后 两 位 也 只 有 一 种 选择 方式 。 因 而 ， 
以 1 开始 或 者 以 00 结束 的 8 位 位 串 的 个 数 ， 即 完成 第 一 或 第 二 个 任务 的 方式 数 ， 等 于 128 十 
64 一 32 一 160。 < 

我 们 将 给 出 一 个 例题 说 明 容 斥 原理 的 公式 如 何 用 于 解决 计数 问题 。 

例 19 某 计 算 机 公司 收 到 了 350 份 计算 机 毕业 生 设 计 一 组 新 网 络 服务 器 工作 的 工作 申请 
书 。 假 如 这 些 申请 人 中 有 220 人 主 修 的 是 计算 机 科学 专业 ， 有 147 人 主 修 的 是 商务 专业 ， 有 51 
人 既 主 修了 计算 机 科学 专业 又 主 修 了 商务 专业 。 那 么 ， 有 多 少 个 申请 人 既 没 有 主 修 计算 机 科学 
专业 又 没有 主 修 商 务 专业 ? 

解 为 了 求 出 既 没 有 主 修 计算 机 科学 专业 又 没有 主 修 商 务 专业 的 申请 人 的 个 数 ， 可 以 从 总 
的 申请 人 数 中 减 去 主 修 计 算 机 科学 专业 的 人 数 ， 或 减 去 主 修 商务 专业 的 人 数 ( 或 减 去 二 者 人 数 
之 和 )。 设 A, 是 主 修 计 算 机 科学 专业 学 生 的 集合 ，A, 是 主 修 商 务 专业 学 生 的 集合 ,那么 AU 
A, 是 主 修 计 算 机 科学 专业 或 主 修 商务 专业 学 生 的 集合 ，A, 门 A: 是 既 主 修 计算 机 科学 专业 又 主 
修 商 务 专 业 学 生 的 集合 。 根 据 减法 法 则 ， 主 修 计 算 机 科学 专业 或 主 修 商务 专业 (或 二 者 都 主 修 ) 
学 生 的 人 数 为 

[AUA;|=|Ai| 二 +|Ai|—|ANMA;|=220++147 一 51==316 

因此 得 到 结论 : 有 350 一 316 王 34 个 申请 人 既 没 有 主 修 计 算 机 科学 专业 又 没有 主 修 商务 
专业 。 S| 

减法 法 则 或 者 容 斥 原理 可 以 推广 来 求 完 成 nn 个 不 同 任务 中 的 一 个 任务 的 方式 数 ， 换 句 话 
说 ， 就 是 寻找 个 集合 的 并 集中 的 元 素数 ， 其 中 是正 整数 。 我 们 将 在 第 8 章 研 究 容 斥 原理 和 
它 的 某 些 广泛 应 用 。 


6. 1.5 除法 法 则 

我 们 介绍 了 计数 中 的 乘积 法 则 、 求 和 法 则 和 减法 法 则 。 是 否 有 除法 法 则 呢 ? 实际 上 ， 在 解 
决 某 些 计数 问题 时 ， 也 存在 这 样 的 法 则 。 

除法 法 则 ”如 果 一 个 任务 能 由 一 个 可 以 用 n 种 方式 完成 的 过 程 实现 ， 而 对 于 每 种 完成 任务 
的 方式 w， 在 nn 种 方式 中 正好 有 4 种 与 之 对 应 ， 那 么 完成 这 个 任务 的 方法 数 为 n/d。 

我 们 可 用 集合 的 方式 再 描述 除法 法 则 :“ 如 果 一 个 有 限 集 A 是 nn 个 有 4d 个 元 素 的 互 斥 集合 
的 并 集 ， 那么 n= |A|/d。” 

我 们 也 可 用 函数 的 方式 定义 除法 法 则 :“ 如 果 f 是 一 个 A 到 B 的 函数 ，A 和 B 都 是 有 限 集 
合 ， 那么 对 于 每 一 个 取 值 YE B， 正 好 有 4d 个 值 zE A 使 得 f(z) 二 y( 在 这 种 情况 下 ，f 是 wn 到 1 
的 ),， 那么 |B|==1|A|/a。” 

我 们 将 用 一 个 例题 说 明 除 法 法 则 在 计数 中 的 使 用 。 

例 20 4 个 人 坐 在 一 个 圆桌 旁边 ， 有 多 少 种 坐 法 ?如 果 每 个 人 左右 相 邻 的 人 都 相同 就 认为 
是 同一 种 坐 法 。 

解 ” 我 们 任意 选择 一 个 桌子 旁边 的 椅子 ， 标记 为 座位 1， 依 圆桌 顺 时 针 依次 标记 其 他 椅 
子 。 座 位 1 有 4 种 选择 坐 人 的 方法 ， 座 位 2 有 3 种 选择 坐 人 的 方法 ， 座 位 3 有 2 种 选择 坐 人 的 
方法 ， 座 位 4 有 1 种 选择 坐 人 的 方法 ， 这 样 4! 二 24 种 方法 将 4 个 人 安排 在 圆桌 旁边 。 然 而 ， 
每 一 个 座位 1 可 选 的 4 种 坐 法 中 都 会 产生 相同 的 安排 ， 因 为 我 们 仅 将 一 个 人 左边 或 者 右边 相 邻 
的 人 不 一 样 才 视 为 两 种 不 同 的 安排 。 因 为 有 4 种 选择 人 坐 座位 1 的 方法 ， 所 以 由 除法 法 则 将 4 
个 人 安排 到 一 个 圆桌 旁 的 不 同 的 方法 数 是 24/4 王 6 种 。 4 


6. 1.6 树 图 
可 以 使 用 树 图 求解 计数 问题 。 一 棵 树 由 根 、 从 根 出 发 的 许多 分 支 以 及 可 能 从 其 他 分 支 端 点 
出 发 的 新 的 分 支 构成 (我 们 将 在 第 11 章 详细 地 研究 树 )。 为 了 在 计数 中 使 用 树 ， 我 们 用 一 个 分 
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支 表 示 每 个 可 能 的 选择 ， 用 树叶 表示 可 能 的 结果 。 这 些 树 叶 是 某 些 分 支 的 端点 ， 从 这 些 端 点 不 
再 进一步 分 支 。 

注意 ， 当 用 树 图 求解 计数 问题 时 ， 为 到 达 一 片 树叶 所 做 的 选择 个 
数 可 能 是 不 同 的 (作为 例子 ， 见 例 21)。 

例 21 有 多 少 不 含 连续 两 个 1 的 4 位 位 串 ? 

解 图 2 的 树 图 给 出 了 所 有 不 含 连续 两 个 1 的 4 位 位 串 。 我 们 看 
出 存在 8 个 不 含 连续 两 个 1 的 4 位 位 串 。 4 

例 22 在 两 个 队 ( 队 1 和 队 2) 之 间 的 决赛 至 多 由 5 次 比赛 构成 。 
先 胜 3 次 的 队 赢得 决赛 。 决 赛 可 能 出 现 多 少 种 不 同 的 方式 ? 

解 在 图 3 的 树 图 中 ， 以 每 次 比赛 的 得 胜 者 给 出 了 决赛 可 能 进行 
的 所 有 方式 。 我 们 看 到 有 20 种 不 同 的 决赛 的 方式 。 





灰色 表示 得 胜 
队 2 队 1 
第 1 场 
人 1 2 队 1 
队 队 队 第 2 场 
队 1 队 2 队 1 队 2 队 1 队 2 
第 3 场 
队 2 队 1 
队 1 队 1 ” 队 2 队 1 ” 队 2 队 2 第 4 志 
队 2 队 2 队 1 队 2 队 1 队 ] 
第 5 场 
队 2 ” 队 ! 队 2 队 ! 队 2 队 ] 队 2 队 1 队 2 ” 队 1 队 2 队 ] 


图 3 5 次 决赛 胜 3 次 

例 23 假设 “我 爱 新 泽 西 ”T 恤 衫 有 5 种 不 同 的 规格 : S、M、L、XL 和 XXL。 又 知道 XL 
规格 只 有 三 种 颜色 : 红色 、 绿 色 和 黑色 ，XXL 规格 只 有 绿色 和 黑色 。 除 此 之 外 ， 其 他 规格 有 
四 种 颜色 : 白色 、 红 色 、 绿 色 和 黑色 。 如 果 每 种 规格 和 颜色 的 工 恤 衫 至 少 一 件 ， 那 么 一 个 纪念 
品 商店 必须 库存 多 少 件 不 同 的 工作 衫 ? 

解 4 的 树 图 给 出 了 所 有 规格 和 颜色 的 配对 。 从 图 4 中 可 知 这 个 纪念 品 商店 老板 必须 库 
存 17 件 不 同 的 工 恤 衫 。 4 

W= 和 白色 , R= 红色 , G= 绿 色 , B= 黑色 


S M L XL XXL 


WRGBWRGBWRGBRGBGSB 
图 4 计数 不 同 的 工 恤衫 


练习 
1. 一 个 学 院 有 18 个 数学 专业 和 325 个 计算 机 科学 专业 的 学 生 。 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 
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a) 选 两 个 代表 ， 使 得 一 个 是 数学 专业 的 而 另 一 个 是 计算 机 科学 专业 的 ， 有 多 少 种 方式 ? 
b) 选 一 个 数学 专业 或 计算 机 科学 专业 的 代表 又 有 多 少 种 方式 ? 


. 一 个 办 公 大 楼 有 27 层 ， 每 层 有 37 个 办 公 室 ， 那 么 在 这 个 大 楼 里 有 多 少 个 办 公 室 ? 
. 一 次 多 项 选择 考试 包含 10 个 问题 。 每 个 问题 有 4 个 可 能 的 答案 。 


a) 在 这 次 考试 中 如 果 每 个 问题 都 要 回答 ， 一 个 学 生 回 答 这 些 问题 可 能 有 多 少 种 方式 ? 
b) 在 这 次 考试 中 如 果 人 允许 某 些 答案 空缺 ， 一 个 学 生 回答 这 些 问 题 可 能 有 多 少 种 方式 ? 


. 某 种 商标 的 衬衫 有 12 种 颜色 ， 有 男 式 和 女 式 2 种 样式 ， 每 种 样式 有 3 种 大 小 型 号 。 这 些 衬衫 有 多 少 种 


不 同 的 类 型 ? 


- 从 纽约 到 丹佛 有 6 条 不 同 的 航线 ， 而 从 丹佛 到 旧金山 有 7 条 。 如 果 选 一 个 到 丹佛 的 航班 ， 接 着 选 一 个 


到 旧金山 的 航班 ， 那 么 从 纽约 经 丹佛 到 旧金山 的 旅行 有 多 少 种 不 同 的 可 能 性 ? 


. 从 波士顿 到 底特律 有 4 条 汽车 主干 线 ， 而 从 底特律 到 洛杉矶 有 6 条 。 那 么 从 波士顿 经 底特律 到 洛杉矶 


的 汽车 主干 线 有 多 少 条 ? 


. 如 果 用 3 个 字母 作为 姓名 的 缩写 ， 人 们 可 以 有 多 少 种 不 同 的 选择 ? 
， 如果 这 3 个 字母 不 允许 重复 ， 人 们 可 以 有 多 少 种 不 同 的 选择 ? 

. 如果 这 3 个 字母 以 A 开始 ， 人 们 又 可 以 有 多 少 种 不 同 的 选择 ? 

. 8 位 位 串 有 多 少 个 ? 

. 首尾 都 是 1 的 10 位 位 串 有 多 少 个 ? 

. 位 数 不 超 过 6 的 位 串 有 多 少 个 ? 

. 位 数 不 超 过 nn 且 全 由 1 组 成 的 位 串 有 多 少 个 ? 这 里 的 对 是 正 整数 。 
. 首 、 尾 都 是 1 的 n 位 位 串 有 多 少 个 ? 这 里 的 二 是 正 整数 。 

.位 数 不 超 过 4 且 由 小 写字 母 构 成 的 串 有 多 少 个 ? 

. 由 4 个 小 写字 母 构 成 且 含 有 字母 z 的 串 有 和 多少 个 ? 

. 由 5 个 ASCII 码 构成 且 至 少 (在 符号 位 ) 包 含 一 个 @ 字 符 的 串 有 多 少 个 ? [注意 : 有 128 个 不 同 的 ASCI 码 。] 


. 有 多 少 5 元 素 DNA 序列 


a) 由 A 结束 ? 

©) 只 包含 A 和 TT? 

有 多 少 6 元素 RNA 序列 

a) 不 包含 U? 

c) 开 始 于 C? 

在 5 到 31 之 间 有 多 少 个 正 整 数 

a) 能 被 3 整除 ? 这 些 整数 是 什么 ? 

c) 能 被 3 和 4 同时 整除 ? 这 些 整数 是 什么 ? 
在 50 到 100 之 间 有 多 少 个 正 整 数 

a) 能 被 7 整除 ? 这 些 整数 是 什么 ? 

c) 能 被 7 和 11 同时 整除 ? 这 些 整数 是 什么 ? 
有 多 少 个 小 于 1000 的 正 整数 

a) 被 7 整除 ?- 

c) 同 时 被 7 和 11 整除 ? 

e) 恰 好 被 7 或 11 中 的 一 个 数 整除 ? 
g) 含 有 不 同 的 数字 ? 

在 100 到 999 之 间 包 含 多 少 个 正 整数 
a) 被 7 整除 ? 

c) 有 相同 的 3 个 十 进 制 数字 ? 

e) 被 3 或 4 整除 ? 

g) 被 3 整除 但 不 被 4 整除 ? 

在 1000 到 9999 之 间 包 含 多 少 个 正 整 数 
a) 被 9 整除 ? 

c) 有 不 同 的 十 进 制 数字 ? 


b) 开 始 于 工 并 结束 于 G? 
d) 不 包含 C? 


b) 结 束 于 GU? 
d) 只 包含 A 或 者 U? 


b) 能 被 4 整除 ? 这些 整 数 是 什么 ? 


b) 能 被 11 整除 ? 这 些 整数 是 什么 ? 


b) 被 7 整除 但 不 被 11 整除 ? 

d) 被 7 或 11 整除 ? 

f) 既 不 被 7 整除 ， 也 不 被 11 整除 ? 
h) 含 有 不 同 的 数字 且 是 偶数 ? 


b) 是 奇数 ? 

d) 不 被 4 整除 ? 

f) 不 被 3 也 不 被 4 整除 ? 
h) 被 3 和 4 整除 ? 


b) 是 偶数 ? 
d) 不 被 3 整除 ? 


25. 


26. 


27. 
28. 
29. 
30. 
. 用 2 个 或 3 个 字母 后 跟 2 个 或 3 个 数字 可 构成 多 少 种 车 牌 ? 
32. 


3 


ot 


33。 


34. 
35. 


36. 
37. 


38. 
39, 


40. 
. 如 果 一 个 字符 串 反 转 后 所 得 结果 与 原来 的 字符 串 一 样 ， 就 称 它 是 一 个 回 文 。 有 多少 个 长 为 n 的 位 串 


4 


[wy 


42. 


43. 


44. 
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e) 被 5 或 7 整除 ? 人 不 被 5 也 不 被 7 整除 ? 
g) 被 5 整除 但 不 被 7 整除 ? h) 被 5 和 7 整除 ? 

有 多 少 个 串 含 有 3 个 十 进 制 数 字 且 

a) 同 一 数字 不 能 出 现 3 次 ? b) 以 奇数 字 开 始 ? 

c) 恰 有 2 个 数字 是 4? 

有 多 少 个 串 含 有 4 个 十 进 制 数字 且 

a) 同 一 数字 不 出 现 两 次 ? b) 以 偶数 字 结 束 ? 


中 恰 有 3 个 数字 是 9? 

一 个 委员 会 由 50 个 州 构成 ， 每 个 州 可 从 州长 或 两 个 参议 员 中 选 一 个 人 参加 ， 有 多 少 种 不 同 的 方式 ? 
用 3 个 数字 后 跟 3 个 字母 或 者 3 个 字母 后 跟 3 个 数字 可 构成 多 少 种 车 牌 ? 

用 2 个 字母 后 跟 4 个 数字 或 者 2 个 数字 后 跟 4 个 字母 可 构成 多 少 种 车 牌 ? 

用 3 个 字母 后 跟 3 个 数字 或 者 4 个 字母 后 跟 2 个 数字 可 构成 多 少 种 车 牌 ? 


由 8 个 英语 字母 可 构成 多 少 个 串 ? 


a) 如 果 字 母 可 以 重复 b) 如 果 字 母 不 能 重复 
中 如 果 字 母 可 以 重复 且 以 X 开 始 由 如 果 字 母 不 能 重复 且 以 X 开 始 
e) 如 果 字 母 可 以 重复 且 以 X 开 始 和 结束 f) 如 果 字 母 可 以 重复 且 以 BO( 按 此 次 序 ) 开 始 


多 如 果 字 母 可 以 重复 且 以 BO( 按 此 次 序 ) 开 始 和 结束 ”如 果 字 母 可 以 重复 且 以 BO( 按 此 次 序 ) 开 始 或 结束 
由 8 个 英语 字母 可 构成 多 少 个 串 ? 

a) 如 果 字 母 可 以 重复 且 不 包含 元 音字 母 

b) 如 果 字 母 不 能 重复 且 不 包含 元 音字 母 

c) 如 果 字 母 可 以 重复 且 以 元 音字 母 开 始 

dd) 如果 字 母 不 能 重复 且 以 元 音字 和 母 开 始 

e) 如 果 字 母 可 以 重复 且 包 含 至 少 一 个 元 音字 母 

人 如 果 字 和 母 可 以 重复 且 包 含 恰好 一 个 元 音字 母 

g) 如 果 字 母 可 以 重复 且 以 X 开 始 并 至 少 包含 一 个 元 音字 母 

h) 如 果 字 母 可 以 重复 且 以 X 开 始 和 结束 并 至 少 包含 一 个 元 音字 母 

从 10 元 素 集合 到 含有 下 述 元 素数 的 集合 有 多 少 个 不 同 的 函数 ? 

a)2 b)3 c)4 d)5 

从 5 元 素 集合 到 含有 下 述 元 素数 的 集合 有 多 少 一 对 一 的 函数 ? 

a)4 b)5 c)6 d)7 

从 集合 {1，2，*…，n} 到 集合 {0，1} 有 多 少 个 函数 ? 这 里 的 nn 是正 整 数 。 

从 集合 {1，2，…，nn} 到 集合 {0，1} 有 和 多少 个 满足 下 列 条 件 的 函数 ? 这 里 的 nn 是正 整数 。 
a) 一 对 一 的 b) 对 1 和 赋值 为 0 ”中 对 恰好 一 个 小 于 的 正 整 数 赋值 为 1 
从 5 元 素 集 合 到 含有 下 述 元 素数 的 集合 有 多 少 个 部 分 函数 ( 见 2. 3 节 )? 

a)l b)2 c)5 d)9 

从 m 元 素 集 合 到 元 素 集合 有 多 少 个 部 分 函数 ( 见 2. 3 节 的 定义 13)? 这 里 的 m 和 nn 是正 整数 。 
100 个 元 素 的 集合 有 多 少 个 子 集 的 元 素数 多 于 1? 


是 回 文 ? 

有 和 多少 4 元 素 DNA 序列 

a) 不 包含 碱 基 T? b) 包 含 序列 ACG? 

c) 包 含 所 有 4 种 碱 基 A、T、C 和 G? d) 只 包含 4 种 碱 基 A、T、C 和 G 中 的 3 种 碱 基 ? 
有 多 少 4 元素 RNA 序列 

a) 碱 基 包 含 U? b) 不 包含 序列 CUG? 

c) 不 包含 所 有 4 种 碱 基 A、U、C 和 G? d) 只 包含 4 种 碱 基 A、U、C 和 G 中 两 种 碱 基 ? 


一 组 10 个 人 选取 4 人 坐 在 4 人 的 圆桌 旁边 ， 一 共有 多 少 种 坐 法 ? 当 每 个 人 左右 邻 座 都 相同 时 算 为 同 
一 种 坐 法 。 
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.6 个 人 坐 在 一 个 圆桌 旁边 ， 一 共有 多 少 种 坐 法 ? 当 每 一 个 人 有 相同 邻 座 而 不 考虑 左右 算 为 同一 种 会 坐 法 。 


46. 在 一 个 婚礼 上 摄影 师 从 10 个 人 中 安排 6 个 人 在 一 排 拍照 ， 其 中 新 娘 和 新 郎 也 在 这 10 个 人 中 ， 如 果 满 


足下 述 条 件 ， 有 多 少 种 安排 方式 ? 

a) 新 娘 必须 在 照片 中 b) 新 娘 和 新 郎 必须 都 在 照片 中 

;新娘 和 新 郎 恰好 有 一 人 在 照片 中 

. 在 一 个 婚礼 上 摄影 师 安排 6 个 人 在 一 排 拍 照 ， 包 含 新 娘 和 新 郎 在 内 ， 如 果 满 足下 述 条 件 ， 有 多 少 种 
安排 方式 ? 

a) 新 娘 必须 在 新 郎 旁 边 b) 新 娘 不 在 新 郎 旁边 

中 新 娘 在 新 郎 左边 的 某 个 位 置 


48. 有 多 少 个 7 位 位 串 以 2 个 0 开始 或 以 3 个 1 结束 ? 
49. 有 多 少 个 10 位 位 串 以 3 个 0 开始 或 以 2 个 0 结束 ? 
* 50. 有 多 少 个 10 位 位 串 包 含 5 个 连续 的 0 或 者 5 个 连续 的 1? 


x 与 了 


， 有 多少 个 8 位 位 串 包含 3 个 连续 的 0 或 者 4 个 连续 的 1? 


52. 离散 数学 班 的 每 个 学 生 都 是 计算 机 科学 或 数学 专业 的 ， 或 者 是 同时 修 这 两 个 专业 的 。 如 果 有 38 个 人 
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58 


59 


60 


61 


62 


63 
64 


是 计算 机 科学 专业 的 (包含 同时 修 两 个 专业 的 )，23 个 人 是 数学 专业 的 (包含 同时 修 两 个 专业 的 )，7 
个 人 是 同时 修 两 个 专业 的 ， 那么 这 个 班 有 多 少 个 学 生 ? 

. 有 多 少 个 不 超过 100 的 正 整数 能 被 4 或 6 整除 ? 

， 如果 一 个 人 最 少 有 2 个 、 最 多 有 5 个 不 同 的 姓名 首 字母 ， 那 么 他 能 有 多 少 个 不 同 的 姓名 首 字 母 呢 ? 
假定 每 个 姓名 首 字母 都 取 自 26 个 英文 字母 。 

. 假定 一 个 计算 机 系统 的 口令 最 少 有 8 个 、 最 多 有 12 个 字符 ， 其 中 口令 中 的 每 个 字符 可 以 是 小 写 英 文 
字母 、 大 写 英文 字母 、 数 字 或 6 个 特殊 字符 (* 、 二 、 雪 、!、 十 、 王 ) 中 的 一 个 。 

a) 该 计算 机 系统 可 以 有 多 少 个 不 同 的 口令 ? b) 有 多 少 个 口令 含有 6 个 特殊 字符 中 的 一 个 ? 
c) 如 果 一 个 黑客 核对 每 个 可 能 的 口令 需要 1 纳 秒 时 间 ， 他 要 核对 完 所 有 可 能 的 口令 需要 多 少时 间 ? 

. 在 C 程序 设计 语言 中 的 变量 名 是 一 个 字符 串 ， 可 以 包含 大 写字 母 、 小 写字 母 、 数 字 或 下 画 线 。 此 外 ， 
字符 串 的 第 一 个 字符 必须 是 字母 (大 写 或 小 写字 母 ) 或 下 画 线 。 如 果 一 个 变量 名 由 它 的 前 8 个 字符 确 
定 ， 那 么 在 C 语 言 中 可 以 命名 多 少 个 不 同 的 变量 ?注意 : 变量 名 包含 的 字符 数 可 以 少 于 8 个 ) 。 

.Java 程序 设计 语言 中 的 变量 名 是 一 个 长 度 从 1 到 65 535 的 字符 串 ， 可 包含 大 、 小 写字 母 、 美 元 符号 、 
下 夯 线 或 者 数字 ， 第 一 字符 不 能 是 数字 。 那 么 在 Java 语言 中 可 以 命名 多 少 个 不 同 的 变量 ? 

. 国际 电信 联盟 (ITU) 规 定 一 个 电话 号 码 包 含 国家 编码 为 1 到 3 的 数字 ，0 不 能 为 国家 编码 ， 接 着 是 最 
多 15 位 数字 的 号 码 ， 满 足 这 种 规定 的 电话 号 码 一 共有 多 少 个 ? 

. 假定 在 将 来 的 某 个 时 间 世 界 上 的 每 部 电话 将 被 分 配 一 个 号 码 ， 这 个 号 码 包含 一 个 1 到 3 位 数字 的 形 
如 X、XX 或 XXX 的 国家 代码 ， 后 面 跟随 着 一 个 10 位 数字 的 形 如 NXX-NXX-XXXX 的 电话 号 码 
(如 例 8 所 描述 的 ) 。 在 这 个 编码 计划 中 ， 全 世界 将 有 多 少 个 不 同 的 有 效 电话 号 码 ? 

. 维 吉 尼 亚 密码 系统 中 密码 是 一 个 英文 字母 串 ， 大 小 写 无 关 。 在 这 个 密码 系统 中 有 多 少 长 度 为 3、4、 
5， 或 者 6 个 字母 的 不 同 密码 ? 

,用 于 Wi-Fi( 无 线 保 真 ) 网 络 的 有 线 等 效 保密 (WEP) 协 议 的 密码 是 一 个 或 者 10、26， 或 者 58 位 的 十 六 
进 制 数字 串 ， 一 共 能 有 多 少 种 这 样 的 密码 ? 

. 设 bp 和 4g 都 是 素数 ，n 二 pq。 使 用 容 斥 原 理 计 算 不 超过 nn 并 与 n 互 素 的 正 整数 的 个 数 。 

. 使 用 容 斥 原理 计算 小 于 1 000 000 不 能 被 4 或 者 6 整除 的 正 整数 的 个 数 。 

. 使 用 树 图 找 出 不 含 3 个 连续 0 的 4 位 位 串 的 个 数 。 

. 有 多 少 种 不 同 的 方式 排列 字母 a、b、c 和 d， 使 得 b 不 紧 跟 在 a 的 后 边 ? 

. 使 用 树 图 找 出 世界 职业 棒球 大 赛 可 能 出 现 的 方式 数 ， 其 中 7 场 中 先 胜 4 场 的 队 赢 得 这 个 比赛 。 

. 使 用 树 图 确定 {3，7，9，11，24)} 的 子 集 数 ， 使 得 子 集中 的 元 素 之 和 小 于 28。 

. a) 假 设 一 个 商店 出 售 6 种 不 同 的 软饮料 : 可 乐 、 姜 汁 茶 、 橙 汁 、 乐 啤 露 、 柠 榜 茶 和 奶油 苏打 。 所 有 
品种 的 瓶装 饮料 都 有 12 崎 司 规格 的 。 除 了 柠 榜 茶 外， 其 他 品种 都 有 20 岁 司 规格 的 。 只 有 可 乐 和 姜 
汁 茶 有 32 盘 司 规格 的 。 除 了 柠檬 茶 和 奶油 苏打 以 外 ， 其 他 品种 都 有 64 盘 司 规格 的 。 如 果 这 个 商店 
要 具有 所 有 品种 和 规格 的 饮料 ， 使 用 树 图 确定 它 必 须 库 存 多 少 瓶 不 同 的 饮料 ? 

b) 使 用 计数 原理 回答 a) 中 的 问题 。 
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69. a) 假 设 运动 奎 的 流行 式样 对 男女 都 适用 。 女 鞋 的 大 小 号 码 是 6、7、8、9， 男 鞋 的 大 小 号 码 是 8、9、 
10、11 和 12。 男 鞋 有 白色 和 黑色 ， 而 女 鞋 是 白色 、 红 色 和 黑色 。 如 果 一 个 商店 各 种 大 小 和 颜色 的 
男 、 女 运动 鞋 必须 至 少 存 一 双 ， 用 树 图 确定 所 需要 的 鞋 的 数目 。 
b) 使 用 计数 原理 回答 a) 中 的 问题 。 
* 70. 使 用 乘积 法 则 证 明 对 于 n 个 变量 的 命题 存在 2” 个 不 同 的 真 值 表 。 
71. 使 用 数学 归纳 法 从 两 个 任务 的 求 和 法 则 证 明 关 于 m 个 任务 的 求 和 法 则 。 
72. 使 用 数学 归纳 法 从 两 个 任务 的 乘积 法 则 证 明 关于 m 个 任务 的 乘积 法 则 。 
73. 具有 半 条 边 的 凸 多 边 形 有 多 少 条 对 角 线 ? (如 果 在 多 边 形 内 或 边界 的 每 两 个 顶点 的 连 线 完 全 在 这 个 集 
合 内 ， 则 称 为 凸 多 边 形 ) 。 
因特网 中 的 数据 以 数据 报 传输 ， 数 据 报 是 由 二 进 制 位 的 数据 块 构成 的 。 每 个 数据 报 包含 有 头 信息 和 数据 
区 。 头 信息 最 多 分 成 14 个 不 同 的 字段 (详细 说 明 许多 事项 ， 包 括 发 送 和 接收 地 址 )， 数 据 区 包含 被 传输 的 实 
际 数据 。14 个 头 信息 字段 中 有 一 个 头 长 度 字段 (表示 为 HLEN)， 根 据 协 议 规定 是 4 位 ， 它 说 明了 以 32 位 
为 一 个 数据 块 的 头 信息 的 长 度 。 例 如 ， 如 果 HLEN 王 0110, 那么 头 信 息 由 6 个 32 位 的 数据 块 构成 。14 个 
头 信息 字段 中 的 另 一 个 字段 是 16 位 的 总 长 度 字段 (表示 为 TOTAL LENGTH)， 它 说 明了 以 位 为 单位 的 整 
个 数据 报 ( 包 含 头 信息 和 数据 区 在 内 ) 的 总 长 度 。 数 据 区 的 长 度 是 数据 报 的 总 长 度 减 去 头 的 长 度 。 
a)TOTAL LENGTH 的 最 大 值 (16 位 长 ) 确 定 了 因特网 数据 报 以 字 节 (8 位 的 数据 块 ) 为 单位 的 最 大 总 
长 度 。 这 个 值 是 多 少 ? 
b)HLEN 的 最 大 值 (4 位 长 ) 确 定 了 头 信息 以 32 位 数据 块 为 单位 的 最 大 总 长 度 ， 这 个 值 是 多 少 ? 以 字 
节 为 单位 的 最 大 的 头 信息 的 总 长 度 是 多 少 ? 
c) 最 小 的 (最 常见 的 ) 头 长 度 是 20 字 节 。 因 特 网 数据 报 的 数据 区 以 字 节 为 单位 的 最 大 总 长 度 是 多 少 ? 
d) 如 果 头 长 度 是 20 字 节 并 且 总 长 度 尽 可 能 地 长 ,那么 在 数据 区 可 以 传输 多 少 个 不 同 的 字 节 串 ? 


6.2 人 蚤 巢 原 理 


6.2.1 引言 
有 20 只 鲁 子 要 飞 往 19 个 铝 梨 栖息 。 由 于 有 20 只 鲍 子 ， 而 只 有 19 个 铝 巢 ， 所 以 这 19 个 鲍 
集中 至 少 有 1 个 鲍 梨 里 最 少 栖息 着 2 只 鸽子 。 为 了 说 明 这 个 结论 是 真 的， 注意 如 果 每 个 铝 梨 中 
最 多 栖息 1 只 鸽子 ， 那 么 最 多 只 有 19 只 鸽子 有 住处 ， 其 中 每 只 鸽子 一 个 梨 。 这 个 例子 阑 述 了 
un 加 一 个 一 般 原 理 ， 叫 做 鲍 巢 原理 。 该 原理 断言 : 如 果 铝 子 数 比 铝 策 数 多 ”那么 一 定 有 一 个 鲍 梨 里 
至 少 有 2 只 鸽子 ( 见 图 1) 。 当 然 ， 这 个 原理 除了 铝 子 和 铝 梨 外 也 可 以 用 于 其 他 对 象 。 
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a) b) c) 
图 1 铝 子 比 镶 巢 多 


驶 巢 原 理 ” 如 果 十 1 个 或 更 多 的 物体 放 入 玉 个 金子 ， 那 么 至 少 有 一 个 盒子 包含 
了 2 个 或 更 多 的 物体 。 

证 ”假定 个 盒子 中 没有 一 个 盒子 包含 的 物体 多 于 1 个 ， 那 么 物体 总 数 至 多 是 上， 这 与 至 
少 有 十 1 个 物体 矛盾 。 | 

铝 梨 原理 也 叫做 狄 利克 雷 抽 懂 原理 ， 以 19 世纪 的 德国 数学 家 狄 利克 雷 的 名 字 命 名 ， 他 经 
常 在 工作 中 使 用 这 个 原理 。( 狄 利克 雷 不 是 第 一 个 使 用 这 个 原理 的 人 。 至 少 有 两 个 巴黎 人 用 有 
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相同 数量 的 头发 的 事例 说 明 这 个 原理 的 使 用 可 以 可 追溯 到 17 世纪 ， 见 练习 33。) 这 是 对 我 们 前 
几 章 中 证 明 方 法 的 一 个 重要 补充 。 我 们 在 这 一 章 介 绍 它 ， 因 为 它 在 组 合 学 中 有 许多 重要 应 用 。 

.我 们 将 说 明 钢 梨 原理 的 有 用 性 。 我 们 首先 证 明 关于 函数 的 一 个 推论 。 

BE 一 个 从 有 & 十 1 其 至 更 多 的 元 素 的 集合 到 个 元 素 集合 的 济 数 了 不 是 一 对 一 函数 。 

证 设 函 数 f 陪 域 中 的 每 一 个 元 素 y 都 有 一 个 盒子 ， 包 含 了 定义 域 中 满足 f(x) 二 y 的 工 。 
因为 定义 域 有 十 1 或 者 更 多 元 素 ， 而 陪 域 只 有 个 元 素 ， 所 以 由 鲁 巢 原理 可 知 这 些 盒子 中 有 
一 个 包含 了 2 个 或 者 更 多 定义 域 中 的 xz 元 素 。 这 说 明 f 不 是 一 对 一 函数 。 4 

例 1 一 3 说 明了 怎样 使 用 铀 梨 原 理 。 

例 1 在 一 组 367 个 人 中 一 定 至 少 有 2 个 人 有 相同 的 生日 ， 这 是 由 于 只 有 366 个 可 能 的 生日 。 < 

例 2 在 27 个 英文 单词 中 一 定 至 少 有 2 个 单词 以 同一 个 字母 开始 ， 因 为 英文 字母 表 中 只 有 
26 个 字母 。 4 

例 3 如 果 考 试 的 分 数 是 从 0 到 100, 班 上 必须 有 多 少 个 学 生 才 能 保证 在 这 次 期 未 考试 中 
至 少 有 2 个 学 生得 到 相同 的 分 数 ? 

解 ” 期 未 考试 有 101 个 分 数 。 铝 巢 原 理 证 明 在 102 个 学 生 中 一 定 至 少 有 2 个 学 生 具 有 相同 
的 分 数 。 4 

鸽 梨 原理 在 许多 证 明 中 都 是 有 用 的 工具 ， 有 些 证 明 结果 是 令 人 意外 的 ， 正 如 例 4 所 给 
出 的 。 

例 4 证 明 : 对 每 个 整数 x， 存在 一 个 数 是 n 的 倍数 且 在 它 的 十 进 制 表示 中 只 出 现 0 和 1。 

解 令 7 是 正 整数 。 考虑 n 个 整数 1， Lbs. ds: my 11…1( 在 这 个 表 中 ， 最 后 一 个 整数 的 
十 进 制 表示 中 具有 n 十 1 个 1)。 注 意 当 一 个 整数 被 n 整除 时 存在 个 可 能 的 余数 。 因 为 这 个 表 
中 有 z 十 1 个 整数 ， 由 铅 梨 原理 ， 必 有 两 个 整数 在 除 以 交 时 有 相同 的 余数 。 这 两 个 整数 之 差 的 
十 进 制 表示 中 只 含有 0 和 1， 且 它 能 被 ”整除 。 4 


6.2.2 广义 铝 梨 原理 

铝 梨 原理 指出 当 物 体 比 盒子 多 时 一 定 至 少 有 2 个 物体 在 同一 个 盒子 里 。 但 是 当 物 体 数 超过 
盒子 数 的 倍数 时 可 以 得 出 更 多 的 结果 。 例 如 ， 在 任意 21 个 十 进 制 数字 中 一 定 有 3 个 是 相同 的 。 
这 是 由 于 21 个 物体 被 分 配 到 10 个 盒子 里 ， 那 么 某 个 盒子 的 物体 一 定 多 于 2 个 。 
广义 鲍 梨 原理 如果 N 个 物体 放 入 上 个 金子 ,那么 至 少 有 一 个 盒子 包含 了 至 少 
[N/E| 个 物体 。 
” 证 假定 没有 盒子 包含 了 比 [N/&| 一 1 多 的 物体 ， 那 么 物体 总 数 至 多 是 


(| 寞 -1) <#((F+1)-1)=N 





Links 


G.L. 狄 利克 雷 (G. Lejenue Dirichlet，1805 一 1859) ” 狄 利克 雷 出 生 在 德国 科隆 附 
近 的 一 个 比利时 家 庭 。 他 的 父亲 是 邮政 局 长 。 狄 利克 雷 在 年 轻 时 对 数学 感 兴趣 。 他 12 
岁 在 波恩 读 中 学 时 ， 就 将 所 有 零用 钱 用 在 买 数学 书 上 。14 岁 时 ， 他 进入 科隆 耶稣 会 学 
院 ，16 岁 时 ， 他 开始 在 巴黎 大 学 学 习 。1825 年 ， 他 回 到 德国 ， 在 布雷 斯 劳 大 学 获得 
”一 个 职位 。1828 年 他 移居 柏林 大 学 。1855 年 ， 在 哥 廷 根 大 学 他 当选 为 高 斯 的 接替 者 。 
据说 狄 利克 雷 是 第 一 个 掌握 高 斯 人 《算术 研究 》(Disquisitiones Arithmeticae) 一 书 的 人 ， 
是 提前 20 年 前 出 现 的 人 。 据 说 他 总 是 将 这 本 书 带 在 身边 ， 其 至 在 他 旅行 的 时 候 。 狄 
利克 雷 在 数论 方面 找到 了 许多 重要 的 发 现 ， 包 括 定理 : 当 a、6b 互 素 条 件 下 在 an 十 5 算术 级 数 中 有 无 限 多 
的 素数 。 他 证 明了 n==5 时 的 费 马 大 定理 ， 即 方程 x 十 y 二 zx 没有 非 平凡 整数 解 。 狄 利克 雷 在 数学 分 析 
方面 也 做 出 了 许多 贡献 。 狄 利克 雷 被 认为 是 一 位 能 非常 清晰 解释 想法 的 优秀 教师 。 他 要 了 作曲 家 菲 利 克 
斯 ， 门 德尔 松 的 姐妹 之 一 的 丽 贝 卡 ， 门 德尔 松 。 
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这 里 用 到 不 等 式 [N/&k]| 二 (CN/k) 十 1。 这 与 存在 总 数 N 个 物体 矛盾 。 4 

一 类 普遍 的 问题 是 ， 把 一 些 物体 分 到 上 个 盒子 中 要 使 得 某 个 盒子 至 少 含有 7r 个 物体 ， 求 这 
些 物体 的 最 少 个 数 。 当 有 NN 个 物体 时 ， 广义 名 集 原理 告诉 我 们 ， 只 要 『N/k| 宇 r, 一 定 有 rr 个 
物体 在 同一 个 盒子 里 。 满 足 N/& 二 r 一 1 的 最 小 正 整 数 ， 即 N==k(r 一 1) 十 1， 是 满足 不 等 式 [N/ 
k| 宇 r 的 最 小 正 整 数 。 还 可 能 有 更 小 的 N 值 吗 ? 答案 是 没有 ， 因 为 如 果 我 们 有 &Cr 一 1) 个 物体 ， 
我 们 就 可 以 在 & 个 盒子 的 每 个 盒子 中 放 > 一 1 个 物体 ， 因 此 没有 一 个 盒子 至 少 有 > 个 物体 。 

当 思 考 这 种 问题 时 ， 下 面 的 想法 是 有 用 的 ， 就 是 在 不 断 地 放 物 体 时 怎样 避免 一 个 盒子 至 少 
有 7 个 物体 出 现 。 为 避免 把 第 ~ 个 物体 放 到 任何 一 个 盒子 里 ， 每 个 盒子 最 终 将 以 具有 一 1 个 物 
体 结束 。 如 果 不 允 许 将 第 > 个 物体 放 到 盒子 里 ， 就 没有 办 法 增加 下 一 个 物体 。 

例 5 一 8 说 明了 怎样 使 用 广义 铝 梨 原理 。 

例 5 在 100 个 人 中 至 少 有 [100/121=9 个 人 生 在 同一 个 月 。 4 

例 6 如 果 有 5 个 可 能 的 成 绩 A、B、C、D 和 了 下， 那么 在 一 个 离散 数学 班 里 最 少 有 多 少 个 

ww 站 学 生 才 能 保证 至 少 6 个 学 生得 到 相同 的 分 数 ? 

解 ” 为 保证 至 少 6 个 学 生得 到 相同 的 分 数 ， 需 要 的 最 少 学 生 数 是 使 得 [NV51=6 的 最 小 整 
数 N。 这 样 的 最 小 整数 是 N= 二 5，5 十 1 二 26。 如 果 只 有 25 个 学 生 ， 可 能 是 5 个 学 生得 到 同样 的 
分 数 ， 而 没有 6 个 学 生得 到 同样 的 分 数 。 于 是 ，26 是 保证 至 少 6 个 学 生得 到 相同 分 数 所 需 的 最 


少 学 生 数 。 4 
例 7 a) 从 一 副 标 准 的 52 张 牌 中 必须 选 多 少 张 牌 才能 保证 选 出 的 牌 中 至 少 有 3 张 是 同样 的 
花色 ? 


b) 必须 选 多 少 张 牌 才能 保证 选 出 的 牌 中 至 少 有 3 张 是 红心 ? 

解 ”a) 假 设 存在 4 个 盒子 保存 4 种 花色 的 牌 ， 选 中 的 牌 放 在 同 种 花色 的 盒子 里 。 使 用 广义 
名 梨 原理 ， 如 果 选 了 N 张 牌 ， 那么 至 少 有 一 个 盒子 含有 至 少 TN/41 张 牌 。 因 此 如 果 [N/41 宇 3， 
我 们 知道 至 少 选 了 3 张 同 种 花色 的 牌 。 使 得 TN/41 宇 3 的 最 小 的 整数 N 是 入 二 2，4 十 1 二 9， 所 
以 9 张 牌 就 足够 了 。 注 意 如 果 选 8 张 牌 ， 可 能 每 种 花色 2 张 牌 ， 因 此 必须 选 9 张 牌 才能 保证 选 
出 的 牌 中 至 少 3 张 是 同样 的 花色 。 想 到 这 一 点 的 一 个 好 方法 就 是 注意 在 选 了 8 张 牌 以 后 没有 办 
法 避免 出 现 3 张 同样 花色 的 牌 。 

b) 我 们 不 用 广义 铅 策 原理 回答 这 个 问题 ， 因 为 我 们 要 保证 存在 3 张 红 心 而 不 仅仅 是 3 张 同 
样 花 色 的 牌 。 注 意 在 最 坏 情况 下 ， 在 选 一 张 红 心 以 前 可 能 已 经 选 了 所 有 的 黑 桃 、 方 块 、 梅 花 ， 
总 共 39 张 牌 ， 下 面 选 的 3 张 牌 将 都 是 红心 。 因 此 为 得 到 3 张 红 心 ， 可 能 需要 选 42 张 牌 。 4 

例 8 为 保证 一 个 州 的 2500 万 个 电话 有 不 同 的 10 位 电话 号 码 ， 所 需 的 地 区 代码 的 最 小 数 
是 多 少 ?〈 假 定 电话 号 码 是 NXX-NXX-XXXX 形式 ， 其 中 前 3 位 是 地 区 代码 ，N 表示 从 2 到 9 
的 十 进 制 数字 ，X 表示 任何 十 进 制 数字 )。 

解 有 800 万 个 形 如 NXX-XXXX 的 不 同 的 电话 号 码 (如 6.1 节 的 例 8 所 示 )。 因 此 ， 由 广 
义 钥 梨 原 理 ， 在 2500 万 个 电话 号 码 中 ， 一定 至 少 有 [25 000 000/8 000 0001 个 同样 的 电话 号 码 。 
因此 至 少 需要 4 个 地 区 代码 来 保证 所 有 的 10 位 号 码 是 不 同 的 。 4 

尽管 例 9 没有 用 到 广义 铀 梨 原 理 ， 但 也 用 到 了 类 似 的 原理 。 

例 9 假设 计算 机 科学 实验 室 有 15 台 工 作 站 和 10 台 服 务 器 。 可 以 用 一 条 电缆 直接 把 工作 
站 连接 到 服务 器 。 同 一 时 刻 只 有 一 条 到 服务 器 的 直接 连接 是 有 效 的。 我 们 想 保 证 在 任何 时 刻 任 
何 一 组 不 超过 10 台 工 作 站 可 以 通过 直接 连接 同时 访问 不 同 的 服务 器 。 尽 管 我 们 可 以 通过 将 每 
台 工作 站 直接 连接 到 每 台 服 务 器 (使 用 150 条 连 线 ) 来 做 到 这 一 点 ， 但 达到 这 个 目标 所 需要 的 最 
少 直接 连 线 的 数目 是 多 少 ? 

解 ” 将 工作 站 标记 为 Wi，W,，*…，Wis， 服务 器 标记 为 5 ，S; ，*…，Si。。 假 设 对 于 = 
15 2 rp 10, 我 们 连接 Ww 到 Si， 并 且 Wi Wi Ws、 Wi 和 Ws 中 的 每 个 工作 站 都 连接 到 
所 有 的 10 台 服 务 器 。 总 共 60 条 直接 连 线 。 显 然 ， 在 任何 时 刻 任何 一 组 不 超过 10 台 工 作 站 可 
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以 通过 直接 连接 同时 访问 不 同 的 服务 器 。 为 看 到 这 一 点 只 要 注意 下 述 事实 : 如 果 这 个 组 包含 工 
作 站 Wj (lj 二 10)， 那么 双 可 以 访问 服务 器 S;。 对 于 组 里 的 每 台 工作 站 W(k 宇 11)， 一 定 存 
在 不 在 组 里 的 工作 站 W,; (lj 二 10) 与 之 对 应 ， 因 此 Wi 可 以 访问 服务 器 S; (这 是 由 于 存在 多 少 台 
不 在 组 里 的 工作 站 W;，1<<j 二 10， 至 少 存在 同样 多 台 的 服务 器 S; 可 以 被 其 他 工作 站 访问 )。 

现在 假设 在 工作 站 和 服务 器 之 间 直 接连 线 少 于 60 条 。 那 么 某 台 服务 器 将 至 多 连接 [|59/10」 ==5 
台 工作 站 。 如果 所 有 的 服务 器 连接 到 至 少 6 台 工 作 站 ， 那么 将 存在 至 少 6，10==60 条 直接 连 
线 .) 这 意味 着 剩 下 的 9 台 服 务 器 对 于 其 他 10 台 工 作 站 同时 访问 不 同 的 服务 器 就 不 够 用 了 。 因 
此 ， 至 少 需要 60 条 直接 连 线 ， 从 而 得 到 答案 是 60。 4 


6. 2.3 铝 梨 原理 的 几 个 简单 应 用 

在 锅 梨 原理 的 许多 有 趣 应 用 中 ， 必 须 用 某 种 巧妙 的 方式 选择 放 人 盒子 中 的 物体 。 下 面 将 描 
述 这 样 的 一 些 应 用 。 

例 10 在 30 天 的 一 个 月 里 ， 某 棒球 队 一 天 至 少 打 一 场 比赛 ， 但 至 多 打 45 场 。 证 明 一 定 有 
连续 的 若干 天 内 这 个 队 恰 好 打 了 14 场 。 

解 ” 令 a; 是 在 这 个 月 的 第 7 天 或 第 7 天 之 前 所 打 的 场 数 。 则 w ，a; ，…，aa 是 不 同 正 整数 
的 一 个 递增 序列 ， 其 中 1] 委 w 委 45。 而 且 wa 十 14，o 十 14，…，asao 十 14 也 是 不 同 正 整数 的 一 个 
递增 序列 ， 其 中 15 委 ww 十 14 和 59。 

60 个 正 整 数 al ，a ，…，ao，w 十 14，a 十 14，…，as 十 14 全 都 小 于 等 于 59。 因 此 ， 由 
鲍 梨 原理 ， 有 两 个 正 整数 相等 。 因 为 整数 w CGI=1，2，…，30) 都 不 相同 ， 并 且 aj; 十 14(j==1， 
2，…，30) 也 不 相同 ， 所 以 一 定 存在 下 标 站 和 7 满足 4; 二 a; 十 14。 这 意味 着 从 第 7 十 1 天 到 第 i 


天 恰好 打 了 14 场 比赛 。 4 
例 11 证 明 在 不 超过 2n 的 任意 十 1 个 正 整数 中 一 定 存在 一 个 正 整 数 被 男 一 个 正 整 数 
整除 。 
解 把 nn 十 1 个 整数 a;，a:;，…，a,+i 中 的 每 一 个 都 写成 2 的 震 与 一 个 奇数 的 乘积 。 换 句 话 


说 ， 令 w 王 259i， = ]a 2 “ey Wt 1, 其 中 k; 是 非 负 整数 ， gq; 是 奇数 。 整 数 Br Rs 
da 都 是 小 于 2n 的 正 奇数 。 因 为 只 存在 nn 个 小 于 2n 的 正 奇数 ， 所 以 由 铝 梨 原理 ，g ，q ，…， 
qn+1 中 必 有 两 个 相等 。 于 是 ， 存 在 整数 i 和 j 使 得 gq; 二 gq;。 令 q; 与 qj 的 公共 值 是 g， 那 么 a 二 
2%4g，a; 二 25Yg。 因 而 ， 若 二;， 则 a; 整除 ay 若 态 盖 记 ， 则 a; 整除 ai。 本 

巧妙 地 应 用 铅 梨 原理 证 明了 在 不 同 整数 的 序列 中 存在 着 确定 长 度 的 递增 或 递减 子 序列 。 在 
给 出 这 个 应 用 之 前 先 回顾 某 些 定义 。 假 定 mw ，a; ，…，ax 是 实数 序列 。 它 的 一 个 子 序列 是 形 如 
a; 4 ，…，ai 的 序列 ， 其 中 1 和 i<i 二 … 到 加 委 和 六。 因此 一 个 子 序列 是 从 初始 序列 得 到 的 序 
列 ， 按 照 原来 的 顺序 选取 初始 序列 的 某 些 项 ， 也 许 要 排除 其 他 的 项 。 如 果 这 个 序列 的 每 一 项 都 
大 于 它 前 面 的 项 ， 就 称 为 严格 递增 的 ， 如 果 每 一 项 都 小 于 它 前 面 的 项 ， 就 称 为 严格 递减 的 。 

每 个 由 7 十 1 个 不 同 实数 构成 的 序列 都 包含 一 个 长 为 n 十 1 的 严格 递增 子 序列 或 
严格 递减 子 序列 。 

在 证 明定 理 3 之 前 先 给 出 一 个 例子 。 

例 12 序列 8,，11,，9,， 1,，4,，6，12，10，5, 7 包含 10 项 。 注意 10==3: 十 1， 存 在 四 个 长 
为 4 的 递增 子 序列 ， 即 1，4，6，12; 1，4，6，7; 1，4，6，10 和 1，4，5，7。 还 存在 一 个 
长 为 4 的 递减 子 序列 ， 即 11，9，6，5。 4 

现在 给 出 定理 的 证 明 。 

证 令 wa， dsy "SE ar+1 是 M2 十 1 个 不 同 实数 的 序列 。 与 序列 中 的 每 一 项 Qk 相关 联 着 一 个 
有 序 对 ， 即 (i，qd)， 其 中 i 是 从 ax 开始 的 最 长 的 递增 子 序 列 的 长 度 ，d 是 从 ax 开始 的 最 长 
的 递减 子 序列 的 长 度 。 

假定 没有 长 为 n 十 1 的 递增 或 递减 子 序 列 。 那 么 i 和 dad 都 是 小 于 或 等 于 ”的 正 整 数 ，& 一 
1，2，…， 寻 十 1。 因 此 ， 由 乘积 法 则 ， 关 于 (六 ，d) 存 在 妇 个 可 能 的 有 序 对 。 根 据 鲍 梨 原理 ， 


ws 


342 第 6 章 





用 十 1 个 有 序 对 中 必 有 两 个 相等 。 换 名 话说 ， 存 在 项 a, 和 a,，s 二 t， 使 得 i 二 i 和 4d, 一 d,。 我 
们 将 证 明 这 是 不 可 能 的 。 由 于 序列 的 项 是 不 同 的 ， 所 以 不 是 a 二 a 就 是 a,>aw。 如 果 导 二 as， 
那么 由 于 二 =i， 所 以 把 a, 加 到 从 a 开始 的 递增 子 序列 前 面 就 构造 出 一 个 从 a, 开始 的 长 度 为 
i 十 1 的 递增 子 序列 。 从 而 产生 矛盾 。 类 似 地 ， 如 果 a, 记 a,， 可 以 证 明 4 一定 大 于 d,， 从 而 也 
产生 矛盾 。 4 

最 后 的 例子 说 明了 怎样 把 广义 铝 梨 原理 用 于 组 合 学 的 重要 部 分 ， 称 为 拉 姆 齐 理论 (Ramsey 
theory)， 它 是 以 英国 数学 家 拉 姆 齐 的 名 字 而 命名 的 。 一 般 地 说 ， 拉 姆 齐 理论 可 用 于 处 理 集合 
元 素 的 子 集 分 配 问 题 。 

例 13 假定 一 组 有 6 个 人 ,任意 两 个 人 或 者 是 朋友 或 者 是 敌人 。 证 明 在 这 组 人 中 或 存在 3 
个 人 彼此 都 是 朋友 ， 或 存在 3 个 人 彼此 都 是 敌人 。 

解 令 4 是 6 个 人 中 的 一 人 ， 组 里 其 他 5 个 人 中 至 少 有 3 个 人 是 A 的 朋友 ， 或 至 少 有 3 个 
人 是 A 的 敌人 。 这 可 从 广义 铝 梨 原理 得 出 ， 因 为 当 5 个 物体 分 成 两 个 集合 时 ， 其 中 的 一 个 集合 
至 少 有 [5/2]=3 个 元 素 。 若 是 前 一 种 情况 ， 假 定 B、C 和 D 是 A 的 朋友 。 如 果 这 3 个 人 中 有 2 
个 人 也 是 朋友 ， 那么 这 2 个 人 和 A 构成 彼此 是 朋友 的 3 人 组 。 否则 ，B、C 和 DD 构成 彼此 为 敌 
人 的 3 人 组 。 对 于 后 一 种 情况 的 证 明 ， 当 A 存在 3 个 或 更 多 的 敌人 时 可 以 用 类 似 的 方法 处 理 。 

本 

拉 姆 齐 数 RCm，n) (其 中 mw 和 nn 是 大 于 或 等 于 2 的 正 整数 ) 表 示 : 假设 晚会 上 每 两 个 人 是 朋友 或 
者 是 敌人 ， 那 么 在 一 个 晚会 上 使 得 或 者 有 mm 个 人 两 两 都 是 朋友 ， 或 者 有 7 个 人 两 两 都 是 敌人 所 需要 
的 最 少 人 数 。 例 13 显示 R(3，3) 二 6。 在 一 组 5 个 人 中 ， 其 中 每 两 个 人 是 朋友 或 者 是 敌人 ， 可 能 没 
有 3 个 人 两 两 是 朋友 ， 也 没有 3 个 人 两 两 是 敌人 ， 因 此 我 们 断言 R(3，3) 二 6( 见 练习 26)。 

可 以 证 明 某 些 关于 拉 姆 齐 数 的 有 用 的 性 质 ， 但 是 对 于 大 多 数 拉 姆 齐 数 ， 找 到 精确 的 值 是 困 
难 的。 根据 对 称 性 可 以 证 明 RCm， 7)= 二 Rl(n，m)( 见 练习 30) 。 对 于 每 个 正 整 数 n 宇 2， 我 们 也 
有 R(2，) 二 n( 见 练习 29) 。 只 知道 9 个 拉 姆 齐 数 RC(m，n) (3 三 m 二 nn) 的 精确 值 ， 其 中 包括 R 
(4，4) 王 18。 对 许多 其 他 的 拉 姆 齐 数 只 知道 界 ， 包 括 R(5，5) 在 内 ,已 知 它 满足 13 二 RC(5，5) 
过 49。 有 兴趣 了 解 更 多 有 关 拉 姆 齐 数 知识 的 读者 可 以 参考 LMiRo91j] 或 LGrRoSp90j。 


练习 
1; 假定 周末 不 排 课 , 证 明 : 在 任 一 组 6 门 课 中 一 定 有 2 门 课 安排 在 同一 天 上 课 。 
2. 如 果 一 个 班 有 30 个 学 生 ， 证 明 : 至 少 2 个 学 生 的 姓 以 同一 个 字母 开头 。 
3, 抽 慑 里 有 一 打 棕 色 的 短 袜 和 一 打黑 色 的 短 福 ， 全 都 没有 配 好 对 。 一 个 人 在 黑暗 中 随机 取出 一 些 袜子 。 
a) 必 须 取 多 少 只 袜子 才能 保证 至 少 有 2 只 袜子 是 同色 的 ? 
b) 必 须 取 多 少 只 袜子 才能 保证 至 少 有 2 只 袜子 是 黑色 的 ? 
4. 一 个 碗 里 有 10 个 红 球 和 10 个 蓝 球 。 一 个 女士 不 看 着 球 而 随机 地 选取 。 
a) 她 必须 选 多 少 个 球 才能 保证 至 少 有 3 个 球 是 同色 的 ? 
b) 她 必须 选 多 少 个 球 才能 保证 至 少 有 3 个 球 是 蓝 色 的 ? 
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富 兰 克 。 波 拉 姆 顿 。 拉 姆 齐 (Frank Plumpton Ramsey，1903 一 1930) ” 拉 姆 齐 是 剑 

桥 马 格 达 林 学 院 校 长 的 儿子 ， 在 温 彻 斯 特 和 特 里 尼 特 学 院 受 过 教育 。1923 年 毕业 以 

后 ， 他 应 聘 在 剑桥 皇家 学 院 工 作 ， 并 在 那里 度 过 余生 。 拉 姆 齐 对 数理 逻辑 做 出 了 重要 

的 贡献 。 我 们 现在 所 称 的 拉 姆 齐 理论 是 由 他 在 “一 个 形式 逻辑 问题 ”On a Problem of 

，。 Formal Logic) 的 论文 中 所 发 表 的 聪明 的 组 合 论辩 引起 的 。 拉 姆 齐 也 对 经 济 数 学 理论 做 

出 了 贡献 。 他 作为 在 数学 基础 方面 的 优秀 讲师 而 受到 注意 。 据 他 的 一 位 兄长 说 ， 从 英 

国文 学 到 政治 学 ， 他 对 几乎 任何 事 都 感 兴趣 。 拉 姆 齐 结 过 婚 ， 并 有 两 个 女儿 。 他 因 慢 
性 肝病 死 于 26 岁 ， 他 的 死 使 得 数学 界 和 剑桥 大 学 失去 了 一 个 才华 横 滋 的 年 轻 学 者 。 
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. 证 明 : 在 任意 5 个 整数 中 (不 一 定 是 连续 的 ) 有 2 个 整数 被 4 除 的 余数 相等 。 
. 设 d 是正 整数 , 证明: 在 任意 一 组 4 十 1 个 整数 中 (不 一 定 是 连续 的 ) 有 2 个 整数 被 4 除 的 余数 相等 。 

. 设 n 是 正 整 数 。 证明: 在 任意 一 组 nn 个 连续 的 正 整 数 中 恰好 有 1 个 被 整除。 

. 证 明 ; 如 果 f 是 从 S 到 工 的 函数 ,其 中 S 和 TT 是 有 穷 集 ， 满足 |S| 二 |T|， 那 么 在 S 中 存在 元 素 s， 


和 yz 使 得 f(s1) 二 f(ss)， 或 者 换 句 话说 ，f 不 是 一 对 一 的 。 


. 在 一 个 大 学 里 每 个 学 生来 自 50 个 州 中 的 一 个 州 ， 那么 必须 有 多 少 个 学 生 注 册 才能 保证 至 少 有 100 个 


学 生来 自 同一 个 州 ? 

设 (zi，yi) (i 二 1，2，3，4，5) 是 zy 平面 上 一 组 具有 整数 坐标 的 5 个 不 同 的 点 。 证 明 : 至 少 有 一 对 
点 的 连 线 中 点 的 坐标 是 整数 。 

设 (zi，y;，zi) (i 二 1]，2，3，4，5，6，7，8，9) 是 zyz 空间 中 一 组 具有 整数 坐标 的 9 个 不 同 的 点 。 


证 明 : 至 少 有 一 对 点 的 连 线 中 点 的 坐标 是 整数 。 

至 少 需要 多 少 个 有 序 对 (ae， 刀 才能 保证 存在 两 个 有 序 对 (ai ，61) 和 (a; ，bs)， 使 得 a mod 5 一 az mod 5 
并 且 已 mod 5 一 六 mod 5。 

a) 如 果 从 前 8 个 正 整 数 中 选 5 个 整数 一 定 存 在 一 对 整数 其 和 等 于 9。 

b) 如 果 不 是 选 5 个 而 是 选 4 个 整数 ，a) 的 结论 还 为 真 吗 ? 

a) 如 果 从 前 10 个 正 整数 中 选 7 个 整数 ， 一 定 至 少 存在 2 对 整数 其 和 等 于 11。 

b) 如 果 不 是 选 7 个 而 是 选 6 个 整数 ，a) 的 结论 还 为 真 吗 ? 

从 集合 {1，2，3，4，5，6} 中 必须 选 多 少 个 数 才 能 保证 其 中 至 少 有 一 对 数 之 和 等 于 7? 

从 集合 {1，3，5，7，9，11，13，15}) 中 必须 选 多 少 个 数 才能 保证 其 中 至 少 有 一 对 数 之 和 等 于 16? 
一 个 公司 在 仓库 中 存储 产品 。 仓 库 中 的 存储 柜 由 它们 的 通道 、 在 通道 中 的 位 置 和 货架 来 指定 。 整 个 

仓库 有 50 个 通道 ， 每 个 通道 有 85 个 水 平 位置 ， 每 个 位 置 有 5 个 货架 。 公 司 产品 数 至 少 是 多 少 才 能 使 

得 在 同一 个 存储 柜 中 至 少 有 2 个 产品 ? 

设 一 个 小 学 院 的 离散 数学 班 中 有 9 个 学 生 ， 

a) 证 明 : 这 个 班 一 定 至 少 有 5 个 男生 ， 或 者 至 少 有 5 个 女生 。 

b) 证 明 : 这 个 班 一 定 至 少 有 3 个 男生 ， 或 者 至 少 有 7 个 女生 。 

在 25 个 学 生 的 离散 数学 班 中 ， 学 生 有 一 年 级 的 、 二 年 级 的 或 者 三 年 级 的 。 

a) 证 明 ， 这 个 班 至 少 有 9 个 是 一 年 级 的 ， 或 至 少 有 9 个 是 二 年 级 的 ， 或 至 少 有 9 个 是 三 年 级 的 。 

b) 证 明 : 这 个 班 至 少 有 3 个 是 一 年 级 的 ， 或 至 少 有 19 个 是 二 年 级 的 ， 或 至 少 有 5 个 是 三 年 级 的 。 
在 序列 22，5，7，2，23，10，15，21，3，17 中 找 出 一 个 最 长 的 递增 子 序列 和 一 个 最 长 的 递减 子 
序列 。 

构造 16 个 正 整数 的 序列 ， 使 得 它 没 有 5 项 的 递增 或 递减 子 序列 。 

如 果 101 个 不 同 高 度 的 人 站 在 一 条 线 上 ， 证 明 可 能 找到 11 个 人 使 得 他 们 站 在 线 上 的 高 度 是 按 递增 或 
者 递减 顺序 。 

证 明 25 个 女孩 和 25 个 男孩 围 坐 一 个 圆桌 旁边 总 会 有 一 个 人 的 邻 座 都 是 男孩 。 

假设 有 21 个 女生 和 21 个 男生 参加 数学 竞赛 。 设 每 一 个 参赛 者 解 出 了 至 少 6 个 题目 ， 对 于 每 一 个 男 
生 - 女 生 对 ， 他 们 至 少 解 出 了 一 个 相同 的 题目 。 证明 有 一 个 题目 至 少 被 3 个 女生 和 至 少 被 3 个 男生 解 
答 出 来 。 

用 伪 码 描述 一 个 算法 产生 一 个 不 同 整 数 序列 的 最 大 递增 或 递减 子 序列 。 

证 明 : 在 任 一 组 5 个 人 中 (其 中 任 两 个 人 或 者 是 朋友 或 者 是 敌人 ) 不 一 定 有 3 个 人 彼此 都 是 朋友 或 者 3 
个 人 彼此 都 是 敌人 。 

证 明 : 在 任 一 组 10 个 人 中 (其 中 任 两 个 人 或 者 是 朋友 或 者 是 敌人 ) 或 存在 3 个 人 彼此 都 是 朋友 ， 或 存 
在 4 个 人 彼此 都 是 敌人 ; 并 且 存 在 3 个 人 彼此 是 敌人 ， 或 存在 4 个 人 彼此 是 朋友 。 

使 用 练习 27 证 明 : 在 任 一 组 20 个 人 中 (其 中 任 两 个 人 或 者 是 朋友 或 者 是 敌人 ) 或 存在 4 个 人 彼此 都 是 
朋友 ， 或 存在 4 个 人 彼此 都 是 敌人 。 

证 明 : 如 果 n 是 正 整 数 ，n 宇 2， 那 么 拉 姆 齐 数 R(2，n) 等 于 n。 

证 明 : 如 果 m 和 n 是 正 整 数 ，m 宇 2，n 宇 2， 那 么 拉 姆 齐 数 RC(m，n) 和 Rl(n，m) 相 等 。 
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证 明 : 在 加 利 福 尼 亚 州 (人 口 3600 万 ) 至 少 有 6 个 人 姓名 的 3 个 缩写 字母 相同 并 且 他 们 生 在 一 年 的 同 
一 天 (但 不 一 定 是 同一 年 ) 。 

证 明 : 如 果 美国 工薪 阶层 有 100 000 000 人 的 工资 低 于 1 000 000 美元 ， 那 么 去 年 有 2 个 人 挣 的 钱 恰好 
相同 (精确 到 美 分 ) 。 

在 17 世纪 ， 巴 黎 人 口 超过 800 000。 那 时 ， 认 为 人 的 头发 不 会 超过 200 000 根 。 设 这 些 数据 都 是 正确 
的 ， 而 且 每 一 个 人 头 上 至 少 有 一 根 头 发 (没有 人 完全 没有 头发 ) 。 使 用 合集 原理 证 明 ， 如 法 国 作家 皮 
尔 尼 科 尔 所 做 的 ， 有 两 个 巴黎 人 有 相同 数量 的 头发 。 使 用 广义 伍 梨 原理 证 明 至 少 有 5 个 巴黎 人 有 相 
同 数量 的 头发 。 

设 没 有 人 有 超过 1 000 000 根 头发 ， 纽 约 2010 年 人 口 为 8 008 278。 证 明 2010 年 至 少 9 个 人 有 相同 数 
量 的 头发 。 

一 个 大 学 有 38 个 不 同 的 时 间 段 来 安排 课程 ， 如 果 有 677 门 不 同 的 课程 ,那么 需要 多 少 个 不 同 的 
教室 ? 

一 个 计算 机 网 络 由 6 台 计 算 机 组 成 。 每 台 计 算 机 至 少 直接 连接 到 一 台 其 他 的 计算 机 。 证明， 网 络 中 
至 少 有 两 台 计算 机 直接 连接 相同 数目 的 其 他 计算 机 。 

一 个 计算 机 网 络 由 6 台 计算 机 组 成 。 每 台 计 算 机 直接 连接 到 零 台 或 者 更 多 台 其 他 计算 机 。 证 明 : 网 
络 中 至 少 有 两 台 计算 机 直接 连接 相同 数目 的 其 他 计算 机 。 

把 8 台 计 算 机 连接 到 4 台 打印 机 上 ， 为 保证 4 台 计 算 机 可 以 直接 访问 4 台 不 同 的 打印 机 ， 找 出 至 少 需 
要 多 少 条 缆 线 。 证 明 你 的 答案 。 

把 100 台 计 算 机 连接 到 20 台 打 印 机 上 ， 为 保证 20 台 计 算 机 可 以 直接 访问 20 台 不 同 的 打印 机 ， 找 出 
至 少 需要 多 少 条 缆 线 。 证 明 你 的 答案 。 

证 明 : 在 至 少 2 个 人 的 聚会 中 ， 存 在 2 个 人 认识 人 数 相同 的 其 他 人 。 

一 个 摔跤 选手 是 75 小 时 之 内 的 冠军 。 该 选手 一 小 时 至 少 赛 一 场 ， 但 总 共 不 超过 125 场 。 证 明 : 存在 
着 连续 的 若干 个 小 时 使 得 该 选手 恰好 进行 了 24 场 比赛 。 

如 果 在 练习 41 中 的 24 替换 如 下 ， 命 题 是 否 为 真 ? 

a)2 b)23 c)25 d)30 

如 果 f 是 从 S 到 工 的 函数 ,其 中 S 和 工 是 有 穷 集 , 并 且 m=[|S|/|T||]， 那么 证 明 至 少 存在 S 的 m 


个 元 素 映 射 到 工 的 同一 个 值 。 即 存在 S 中 的 元 素 s1 ，s。 ，…，s 使 得 f(51)==f(s2)==… 二 了 (sm)。 

一 条 街道 上 有 51 所 房子 ， 每 所 房子 的 地 址 在 1000 到 1099 之 间 ( 包 括 1000 与 1099) 。 证 明 : 至 少 有 2 

所 房子 的 地 址 是 连续 的 。 

设 zx 是 无 理 数 。 证 明 : 对 于 某 个 不 超过 的 正 整 数 ;， 在 jz 与 jz 最 近 的 整数 之 间 的 差 的 绝对 值 小 于 

l/s 

设 加 ，ns，*…，ns 是 正 整数 。 证 明 : 如 果 将 坟 十 nz 十 … 十 n, 一 tz 十 1 个 物体 放 到 zt 个 盒子 里 ， 则 对 某 个 

i，i 二 1，2，…，t， 第 i 个 盒子 包含 了 至 少 n; 个 物体 。 

在 这 个 练习 中 概述 了 基于 广义 铝 梨 原理 的 定理 3 的 证 明 ， 使 用 的 记号 与 教科 书 中 的 证 明 一 样 。 

a) 假 定 冯 入 2，&A 一 1，2，…， 于 十 1。 使 用 广义 铝 巢 原理 证 明 : 存在 z 十 1 个 项 au 、a4,，…，a4,1 满 
足 2 =i, RS ， 其 中 1 二 ks 二 *…* 二 kt1。 


b) 证 明 : a a ，j 三 1，2，…，n。[ 提 示 : 假定 Qu a ， 证 明 这 将 推出 i i 的 矛盾 。] 
ce) 使 用 al) 和 Pb) 证 明 : 如 果 没 有 长 度 为 n 十 1 的 递增 子 序列 ， 那 么 一 定 有 同样 长 度 的 递减 子 序列 。 


6.3 排列 与 组 合 
6.3.1 引言 


许多 计数 问题 都 可 以 通过 找到 特定 大 小 的 集合 中 不 同 元 素 排列 的 不 同方 法 数 来 得 以 解决 ， 


其 中 这 些 元 素 的 次 序 是 有 限制 的 。 许 多 其 他 计数 问题 也 可 以 通过 从 特定 大 小 的 集合 元 素 中 选择 
特定 数量 元 素 的 方法 数 来 得 以 解决 ， 其 中 这 些 元 素 的 次 序 是 不 受 限制 的 。 例 如 ， 从 5 个 学 生 中 
选 出 3 个 学 生 站 成 一 行 照相 ， 有 多 少 种 选择 方法 ? 从 4 个 学 生 中 选 出 3 个 学 生 组 成 一 个 委员 


人 


会 ， 有 多 少 种 选择 方法 ? 本 节 将 开发 一 些 方法 来 解决 此 类 问题 。 
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6.3.2 排列 

先 通过 解决 引言 中 提出 的 第 一 个 问题 以 及 一 些 其 他 相关 问题 来 开始 本 节 的 内 容 。 

例 1 从 5 个 学 生 中 选 出 3 个 学 生 站 成 一 行 照相 ， 有 多 少 种 选择 方法 ? 让 所 有 5 个 学 生 站 
成 一 行 照相 ， 有 和 多少 种 排列 方法 ? 

解 ” 首先 ， 注 意 选 择 学 生 时 次 序 是 有 限制 的 。 从 5 个 学 生 中 选择 第 一 个 学 生 站 在 一 行 的 第 
一 个 位 置 有 5 种 方法 。 一 旦 这 个 学 生 被 选 定之 后 ， 则 有 4 种 方法 选择 第 二 个 学 生 站 在 一 行 的 第 
二 个 位 置 。 当 第 一 和 第 二 个 学 生 都 被 选 定 之 后 ， 则 有 3 种 方法 选择 第 三 个 学 生 站 在 一 行 的 第 三 298 间 
个 位 置 。 根 据 乘 积 法 理 ， 共 有 5， 4，。 3 三 60 种 方法 从 5 个 学 生 中 选 出 3 个 学 生 站 成 一 行 来 
照相 。 

为 了 排列 所 有 5 个 学 生 站 成 一 行 来 照相 ， 选 择 第 一 个 学 生 时 有 5 种 方法 ， 选 择 第 二 个 学 生 
时 有 4 种 方法 ， 第 三 个 学 生 时 有 3 种 方法 ， 第 四 个 学 生 时 有 2 种 方法 ， 第 五 个 学 生 时 有 1 种 方 
法 。 因 此 ， 共 有 5。4。3。2。1 王 120 种 方法 让 所 有 5 个 学 生 站 成 一 行 来 照相 。 4 

例 1 阐述 了 不 同 个 体 有 次 序 的 排列 是 如 何 计数 的 。 这 也 提出 了 几 个 术语 。 

集合 中 不 同 元 素 的 排列 ， 是 对 这 些 元 素 一 种 有 序 的 安排 。 我 们 也 对 集合 中 某 些 元 素 的 有 序 
安排 感 兴 趣 。 对 一 个 集合 中 > 个 元 素 的 有 序 安排 称 为 > 排列 。 us] 

例 2 设 S={1，2，3}。3,，1,， 2 是 5 的 一 个 排列 ，3, 2 是 S 的 一 个 2 排列 。 | 

一 个 n 元 集 的 r 排列 数 记 为 PC(n，r)。 我 们 可 以 使 用 乘积 法 则 求 出 PC(n,，7)。 

例 3 设 S={1，2，3}。S 的 2 排列 有 如 下 有 序 安排 : a, b; a, c; b, a; b,c; c，a; 和 
c，b。 因 此 ， 具 有 3 个 元 素 的 这 个 集合 共有 6 个 2 排列 。 所 有 具有 3 个 元 素 的 集合 都 有 6 个 2 
排列 。 有 3 种 方法 选择 排列 中 的 第 一 个 元 素 。 有 2 种 方法 选择 排列 中 的 第 二 个 元 素 ， 因 为 第 二 个 
元 素 必 须 不 同 于 第 一 个 元 素 。 因 此 ， 根 据 乘积 法 则 ， 有 P(3,，2) 二 3， 2 一 6。 4 

下 面 利用 乘积 法 则 找 出 求 PC(n，7) 的 一 个 公式 ， 其 中 nn 和 vr 都 是 任意 正 整 数 ， 且 1<r<n。 

具有 nn 个 不 同 元 素 的 集合 的 7 排列 数 是 

Pln, 7)=n(n—1)(n—2).…(n—r 二 1) 

证 ”选择 这 个 排列 的 第 一 个 元 素 可 以 有 nn 种 方法 ， 因 为 集合 中 及 个 元 素 。 选 择 排列 的 第 
二 个 元 素 有 ”一 1 种 方法 ， 由 于 在 使 用 了 为 第 一 个 位 置 挑 出 的 元 素 之 后 集合 里 还 留 下 了 ”一 1 个 
元 素 。 类 似 地 ， 选 择 第 三 个 元 素 有 "一 2 种 方法 ， 以 此 类 推 直到 选择 第 7 个 元 素 恰 好 有 
?2 一 (r 一 1) 一 2 一 r 十 1 种 方法 。 因 此 ， 由 乘积 法 则 ， 存 在 

n(n—1)(n—2)"…(n—r 二 1) 
个 集合 的 排列 。 4 
注意 ， 只 要 nn 是 一 个 非 负 整数 ， 就 有 Pl(n，0) 二 1， 因 为 恰好 有 一 种 方法 来 排列 0 个 元 素 。 
也 就 是 说 ， 恰 好 有 一 个 排列 中 没有 元 素 ， 即 空 排 列 。 
下 面 给 出 定理 1 的 一 一 个 有 用 的 推论 。 
训 如 果 n 和 rr 都 是 整数 ， 且 0 三 r<n， 则 


Pl(n, 7)= 





nl 
(nO—77 4 
证 当 nn 和 7 是 整数 ， 且 1 二 rn 时 ， 由 定理 1 有 


1 
Plnsr) = mw 一 1)(2 一 2)…(2 一 r 十 1) 三 一 一 
(7 一 7)! 


因为 内 要 是非 负 整数 ， 就 有 5T 一 于 一 1， 所 以 我 们 知道 公式 PCn, 妃 一 5， 当 r 一 


0 时 也 成 立 。 4 
由 定理 1 知道 ， 如 果 是 一 个 正 整数 ， 则 Pn，) 二 n!。 用 一 些 例子 来 说 明 这 个 结论 。 
例 4 在 进入 竞赛 的 100 个 不 同 的 人 中 有 多 少 种 方法 选 出 一 个 一 等 奖 得 主 、 一 个 二 等 奖 得 
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主 和 一 个 三 等 奖 得 主 ? 

解 不 管 哪个 人 得 哪个 奖 ， 选 取 3 个 得 奖 人 的 方法 数 是 从 100 个 元 素 的 集合 中 有 序 选 择 3 
个 元 素 的 方法 数 ， 即 100 个 元 素 的 集合 的 3 排列 数 。 因 此 ， 答 案 是 

P(100,3) = 100。99。98 = 970 200 本 

例 5 假定 有 8 个 赛跑 运动 员 。 第 一 名 得 到 一 枚 金牌 ， 第 二 名 得 到 一 枚 银牌 ， 第 三 名 得 到 
一 枚 铜牌 。 如 果 比 赛 可 能 出 现 所 有 可 能 的 结果 ， 有 多 少 种 不 同 的 颁奖 方式 ? 

解 ”颁奖 方式 就 是 8 元 素 的 集合 的 3 排列 数 。 因 此 存在 PC(8，3) 二 8，7，6 二 336 种 可 能 的 
颁奖 方式 。 4 

例 6 假定 一 个 女 推销 员 要 访问 8 个 不 同 的 城市 。 她 的 访问 必须 从 某 个 指定 的 城市 开始 ， 
但 对 其 他 7 个 城市 的 访问 可 以 按照 任何 次 序 进行 。 当 访问 这 些 城市 时 ， 这 个 女 推 销 员 可 以 有 多 


少 种 可 能 的 次 序 ? 


us 


解 ”由 于 第 一 个 城市 是 确定 的 ， 而 其 他 7 个 城市 可 以 是 任意 的 顺序 ， 所 以 城市 之 间 可 能 的 
路 径 数 是 7 个 元 素 的 排列 数 。 因 此 ， 这 个 女 推销 员 有 7! =7.，6 .5 .4，3.2. 1 一 5040 种 方 
式 选择 她 的 旅行 。 比 如 说 ， 如 果 这 个 女 推销 员 想 要 在 城市 中 找 出 具有 最 短 距 离 的 路 径 ， 并 且 她 
对 每 一 条 可 能 的 路 径 计算 总 距离 ， 那 么 她 必须 考虑 5040 条 路 径 。 « 

例 7 字母 ABCDEFGH 有 多 少 种 排列 包含 串 ABC? 

解 ”由 于 字母 ABC 必须 成 组 出 现 ， 我 们 可 以 通过 找 6 个 对 象 ， 即 组 ABC 和 单个 字母 D、 
E、F、G 和 互 的 排列 数 得 到 答案 。 由 于 这 6 个 对 象 可 以 按 任何 次 序 出 现 ,， 因此， 存在 6! = 


720 种 ABCDEFGH 字母 的 排列 ， 其 中 ABC 成 组 出 现 。 本 
6.3.3 组 合 

现在 把 注意 力 转 到 无 序 选择 个 体 的 计数 上 来 。 我 们 先 通过 解决 本 章 引 言 中 提出 的 第 二 个 问 
题 来 开始 本 节 的 内 容 。 


例 8 从 4 个 学 生 中 选 出 3 个 学 生 组 成 一 个 委员 会 ， 有 多 少 种 选择 方法 ? 

解 ”为 了 回答 这 个 问题 ， 只 需 从 含有 4 个 学 生 的 集合 中 找到 具有 3 个 元 素 的 子 集 的 个 数 。 
我 们 知道 ， 一 共有 4 个 这 样 的 子 集 ， 每 个 子 集 中 都 有 一 个 不 同 的 学 生 ， 因 为 选择 4 个 学 生 等 从 
于 从 4 个 学 生 中 选 出 一 个 人 离开 这 个 集合 。 这 就 意味 着 有 4 种 方法 选择 3 个 学 生 组 成 一 个 委员 
会 ， 其 中 这 些 与 学 生 的 次 序 是 无 关 紧 要 的 。 S| 

例 8 阐明 了 这 样 一 个 事实 : 许多 计数 问题 都 可 以 通过 从 具有 个 元 素 的 集合 中 求 得 特定 大 
小 的 子 集 的 个 数 来 得 以 解决 ， 其 中 是 一 个 正 整 数 。 

合 元 素 的 一 个 r 组 合 是 从 这 个 集合 无 序 选取 的 r 个 元 素 。 于 是 ,简单 地 说 ,一 个 r+ 组合 
是 这 个 集合 的 一 个 > 个 元 素 的 子 集 。 

例 9 设 S 是 集合 (1，2，3，4},， 那么 (1，3，4} 是 S 的 一 个 3 组合。( 注 意 ，{4，1，3} 与 
组 合 {1，3，4} 是 一 样 的 ， 因 为 集合 中 元 素 顺 序 是 没有 关系 的 。) 4 

具有 个 不 同 元 素 的 集合 的 组 合 数 记 为 CCn, 7)。 注 意 Cln, 四 也 记 作 (”)， 并 且 称 为 二 
项 式 系 数 。 在 6. 4 节 我 们 将 学 习 这 个 记号 。 

例 10 因为 {a, 5，c，d} 的 2 组合 是 {a, 56}、{a, c}、{a, d}、{b,; c}、{6b, d} 和 {c,d}， 
共 6 个子 集 ， 所 以 C(4，2) 一 6。 4 

可 以 用 关于 集合 的 + 排列 数 的 公式 确定 n 元 素 的 集合 的 r 组 合 数 。 为 此 只 需 注 意 集合 的 7 
排列 可 以 按 下 述 方法 得 到 : 首先 构成 集合 的 r+ 组合， 接着 排列 这 些 组 合 中 的 元 素 。 下 面 的 定理 
给 出 了 Cl(n，7) 的 值 ， 它 的 证 明 就 是 基于 这 个 观察 。 

设 n 是 正 整 数 ,，r 是 满足 0 过 rn 的 整数 ,nn 元 素 的 集合 的 r 组合 数 等 于 
nl! 


Cln,r) = 两 机 三 万 
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证 “可 以 如 下 得 到 这 个 集合 的 > 排列 。 先 构成 集合 的 Cln, 让 个 + 组 合 ， 然 后 以 PCn, 7) 
种 方式 排序 每 个 > 组 合 中 的 元 素 ， 这 可 以 用 P(r, 种 方式 来 做 。 因 此 ， 
Plns 7)=C(ns 7 门 。 卫 (CF 7) 
这 就 推出 
Plnr) nl/(n—7)! nl 


Cln,r) = 一 
Plryr) rl/(r—7)! rl(n—7)! 
我 们 可 以 用 计数 的 除法 法 则 证 明 这 个 定理 。 因 为 在 组 合 中 不 考虑 元 素 的 顺序 ， 并 且 有 
P(r， 放 种 方式 排序 nn 元 素 的 r 组 合 中 的 这 7r 个 元 素 ， 所 以 n 个 元 素 的 每 个 CC(n，7)r 组 合 对 应 


一 个 PCr， mr 排列 。 因 此 ， 由 除法 法 则 Cln, 7) 一 守 汪 他， 也 就 是 前 面 的 CCn, 7) 一 


nl 
Pre 4 
尽管 定理 2 中 的 公式 很 清楚 ， 但 对 很 大 的 nn 和 7 而 言 ， 这 个 公式 并 没有 什么 用 处 。 其 原因 
是 ， 在 实际 计算 中 ， 只 能 对 较 小 的 整数 求 阶乘 的 准确 值 ， 而 且 当 用 浮 点 数 来 计算 时 ， 从 定理 2 
的 公式 中 得 到 的 结果 可 能 并 不 是 一 个 整数 值 。 因 此 ， 当 计算 C(n, 77) 时， 首先 注意 如 果 从 定理 
2 的 Cln，7) 计 算 公 式 的 分 子 和 分 母 中 都 消去 (n 一 r)! 后 ， 可 以 得 到 
Eh, 六 = nl -一人 2) 


下 rl 

因此 ， 为 了 计算 C(z，7) ， 可 以 从 分 子 和 分 母 中 消去 分 母 中 所 有 较 大 的 因子 ， 再 把 分 子 中 
所 有 没有 消去 的 项 相 乘 ， 然 后 再 除 以 分 母 中 较 小 的 因子 。[ 如 果 是 用 手 而 不 是 用 机 器 计算 ， 有 
必要 再 在 nCn 一 1)…(n 一 r 十 1) 和 rl! 中 消去 公 因 数 。j 注 意 许多 计算 器 中 都 有 一 个 关于 计算 Cln， 
7) 内 置 函数 ， 这 些 函 数 可 以 对 相对 较 小 的 n 和 vr 求 结果 ,许多 计算 机 程序 也 可 以 用 来 求 CCn， 
7) 的 值 。[ 这 些 函 数 可 能 称 为 chose(2， 有 ) 或 binom(n，k)。] 

例 11 说 明了 当 上 有 相对 于 nn 较 小 时 ， 以 及 当 上 接近 于 nn 时， 如何 计算 CC(n，r)。 该 例子 也 给 
出 了 组 合 数 C(n，7) 的 一 个 关键 的 恒等式 。 

例 11 从 一 副 52 张 标准 扑克 有 牌 中 选 出 5 张 共有 多 少 种 不 同方 法 ?从 一 副 52 张 标 准 扑克 
牌 中 选 出 47 张 ， 又 有 多 少 种 不 同方 法 ? 

解 ” 因为 从 52 张 牌 中 选 出 5 张 , 这 5 张 牌 的 次 序 不 受 限制 ， 所 以 不 同 的 选择 方法 数 共 有 


521 
C(52,5) = 51471 


为 了 计算 CC(52，5)， 首 先 在 分 子 和 分 母 中 都 消去 47!， 得 
2。51。50。49。48 
CC52,5) 一 玫 
上 述 表 达 式 还 可 以 化 简 。 首 先 将 分 子 中 的 50 除 以 分 母 中 的 因子 5， 则 在 分 子 中 得 到 因子 10; 
然后 将 分 子 中 的 48 除 以 分 母 中 的 因子 4， 则 在 分 子 中 得 到 因子 12; 再 将 分 子 中 的 51 除 以 分 母 
中 的 因子 3， 则 在 分 子 中 得 到 因子 17; 最 后 将 分 子 中 的 52 除 以 分 母 中 的 因子 2， 在 分 子 中 得 到 
因子 26。 于 是 得 到 














C(52，5) 一 26，17。10。49。12 一 2 598 960 
因此 ， 从 一 副 52 张 标准 扑克 牌 中 选 出 5 张 ， 共 有 2 598 960 种 不 同方 法 。 注 意 从 一 副 52 张 标准 
扑克 牌 中 选 出 47 张 ， 不 同 的 选择 方法 数 为 


CC52,47) = -521 


47151 

不 用 再 计算 这 个 值 了 ， 因 为 C(52，57)= 二 CC(52，5)。( 因 为 在 计算 它们 的 公式 中 ， 只 有 分 母 中 51 

和 471 的 次 序 是 不 同 的 。) 因此， 从 一 副 52 张 标准 扑克 牌 中 选 出 47 张 ， 共 有 2 598 960 种 不 同 

方法 。 « 
在 例 11 中 ,我们 看 到 C(52，5)= 二 C(52，47)。 这 是 引 理 2 中 关于 7 组合 数 一 个 有 用 的 恒 等 


au 站 
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式 的 一 个 特例 。 
设 n 和 rr 是 满足 rn 的 非 负 整数 ， 那 么 Cl(n, 7) 二 Cln,，n 一 7)。 
证 由 定理 2 得 到 

nl 


Cl(nsr7) = es 
二 nl 
tae (n—7)!l[Ln— (nm—7)j! (nO—7r)!r! 
因此 ，C(n, 7)==C(n，n 一 7)。 4 


我 们 也 可 以 不 用 代数 运算 证 明 推 论 2。 而 是 使 用 组 合 证 明 。 我 们 在 定义 1 描述 了 这 种 重要 
的 证 明 类 型 。 

恒等式 的 组 合 证 明 是 一 种 证 明 ， 在 这 个 证 明 中 使 用 计数 的 论述 而 不 使 用 某 些 其 他 
的 方法 (如 代数 技巧 ) 来 证 明 一 个 定理 或 者 基于 等 式 两 边 的 对 象 集合 存在 一 个 双 射 函数 来 证 明 。 
这 两 种 证 明 分 别称 为 双 计 数 证 明和 双 射 证 明 。 

可 以 使 用 组 合 证 明 许 多 涉及 二 项 式 系数 的 恒等式 。 如 果 可 以 说 明 一 个 恒等式 两 边 通过 不 同 
的 方法 计数 了 同样 的 元 素 ， 那 么 对 这 个 恒等式 就 可 以 使 用 组 合 证 明 。 现 在 提供 一 个 推论 2 的 组 
合 证 明 。 我 们 同时 提供 双 计 数 证 明和 双 射 证 明 ， 两 者 基于 相同 的 基本 原理 。 

证 ”我们 将 使 用 双 射 证 明 方 法 证 明 Cl(n, 7) 二 cln，n 一 r)， 对 于 所 有 整数 n, r，0 二 r<n。 
设 S 是 有 nn 个 元 素 的 集合 。 从 S 的 子 集 A 到 A 的 一 个 函数 是 一 个 从 ~ 个 元 素 的 子 集 S 到 ?一 > 
个 元 素 子 集 的 双 射 函数 (读者 可 证 明 ) 。 因 为 这 两 个 有 限 集合 有 双 射 函数 ， 所 以 这 两 个 集合 必定 
有 相同 的 元 素 个 数 ， 人 恒等式 C(n,， 7) 二 cl(n，n 一 7) 可 得 。 

另 一 种 方法 ,我们 可 以 通过 双 计 数 证 明 来 解释 。 由 定义 ，C(ln, 是 7 元 素 的 S 子 集 的 个 
数 。 但 S 的 子 集 A 也 确定 了 不 在 A 中 的 元 素 ，A。 因 为 > 个 元 素 的 S 子 集 的 补 集 有 7 一 ”个 元 
素 ， 具 有 ”~ 个 元 素 的 S$ 子 集 的 个 数 是 Cl(n，n 一 r)。 因 此 Cl(n, 7)= 二 Cln, nn 一 ?7)。 4 

例 12 有 多 少 种 方式 从 10 个 选手 的 网 球 队 中 选择 5 个 选手 外 出 参加 在 另 一 个 学 校 的 比赛 ? 

解 ”答案 由 10 元 素 集合 的 5 组 合 数 给 出 。 根 据 定 理 2， 这 个 组 合 数 是 


M1 
CW = G151 一 252 本 


例 13 一 组 30 个 人 被 培训 作为 宇航 员 去 完成 首次 登陆 火星 的 任务 。 有 多 少 种 方式 选 出 6 
个 人 的 小 组 来 完成 这 个 任务 (假设 所 有 的 小 组 成 员 有 同样 的 工作 )? 

解 ” 因 为 不 考虑 这 些 人 被 选 的 次 序 ， 所 以 从 30 个 人 中 选 6 个 人 的 小 组 的 方式 数 是 30 元 素 
集合 的 6 组 合 数 。 根 据 定理 2， 这 个 组 合 数 是 

C(30,6) = 19! = 3 593775 

例 14 有 和 多少 个 长 度 为 n 的 位 串 恰 好 包含 r 个 1? 

解 ”在 长 度 为 的 位 串 中 ~ 个 1L 的 位 置 构 成 了 集合 {1，2，…， 妈 的 组合 。 因 此 ， 有 
Cln, 也 ) 个 长 度 为 n 的 位 串 恰 好 包含 r 个 1。 4 

例 15 为 开发 学 校 的 离散 数学 课程 要 选 出 一 个 委员 会 。 如 果 数 学 系 有 9 个 教师 ， 计 算 机 科 
学 系 有 11 个 教师 。 而 这 个 委员 会 要 由 3 个 数学 系 的 教师 和 4 个 计算 机 科学 系 的 教师 组 成 ， 那 
么 有 多 少 种 选择 方式 ? 

解 ”由 乘积 法 则 ， 答 案 是 9 元 素 集合 的 3 组 合 数 与 11 元 素 集合 的 4 组 合 数 之 积 。 根 据 定 
理 2， 选 择 这 个 委员 会 的 方式 数 是 

1 


.| 
C9,3)» C11,4) = S16T" 4171 — 34 330 = 27 720 > | 


练习 
1. 列 出 {a， b， c} 的 所 有 排列 。 
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2. 集合 {a， b,c, d, e, 了 g)} 有 多 少 个 排列 ? 
ke {a, b, c, de 六 8)} 有 和 多少 个 排列 以 a 结尾 ? 
4. 令 S={1, 2, 3, 4,，5}， 


a) 列 出 S 的 所 有 3 排列 。 b) 列 出 S 的 所 有 3 组 合 。 
5. 求 出 下 面 的 每 个 值 。 

a) P(6, 3) b)P(6，5) 

OP(8, 1) d)P(8, 5) 

e)P(8, 8) f) P(10, 9) 
6. 求 出 下 面 的 每 个 值 。 

a)C(5, 1) b)C(5, 3) 

C8, 4) d)C(8, 8) 

e)C(8, 0) f)C(12, 6) 


7. 求 出 9 元 素 集合 的 5 排列 数 。 

8. 如 果 不 允 许 并 列 名 次 ， 在 结束 比赛 时 5 个 赛跑 运动 员 有 多 少 种 不 同 的 排名 次 序 ? 

9. 在 一 场 12 匹 马 的 赛马 中 ， 如 果 所 有 的 比赛 结果 都 是 可 能 的 ， 对 于 第 一 和 名、 第 二 名 和 第 三 名 有 多 少 种 
可 能 性 ? 

10. 有 6 个 不 同 的 人 竞选 州长 。 有 多 少 种 不 同 的 次 序 在 选票 上 打印 竞选 者 的 名 字 ? 

11. 多 少 个 10 位 位 串 包 含 


a) 恰 好 4 个 1? b) 至 多 4 个 1? 

c) 至 少 4 个 1? d)0 的 个 数 和 1 的 个 数 相 等 ? 
12. 多 少 个 12 位 位 串 包 含 

a) 恰 好 3 个 1? b) 至 多 3 个 1? 

ec) 至 少 3 个 1? d)0 的 个 数 和 1 的 个 数 相等 ? 


13. 一 个 组 有 个 男士 和 x 个 女士 。 如 果 把 他 们 男女 相间 地 排 成 一 排 ， 有 多 少 种 方式 ? 
14. 有 多 少 种 不 同 的 方式 选择 两 个 小 于 100 的 正 整 数 ? 

15. 有 多 少 种 不 同 的 方式 从 英语 字母 表 中 选择 5 个 字母 ? 

16. 一 个 10 个 元 素 集合 有 多 少 个 子 集 含 有 奇数 个 元 素 ? 

17. 一 个 100 个 元 素 的 集合 有 多 少 个 子 集 包含 的 元 素 多 于 2 个? 

18. 一 个 硬币 被 掷 8 次 ， 每 次 可 能 出 现 头 像 或 者 非 头 像 。 有 多 少 种 可 能 的 结果 


a) 包 含 各 种 不 同 的 情况 ? b) 包 含 恰好 3 个 头像 ? 

c) 包 含 至 少 3 个 头像 ? d) 头 像 和 非 头 像 的 数目 相等 ? 
19. 一 个 硬币 被 掷 10 次 ， 每 次 可 能 出 现 头 像 或 者 非 头 像 。 有 多 少 种 可 能 的 结果 

a) 包 含 各 种 不 同 的 情况 ? b) 包 含 恰好 2 个 头像 ? 

c) 至 多 有 3 个 不 是 头像 ? d) 头 像 和 非 头 像 的 数目 相等 ? 
20. 多 少 个 10 位 位 串 

a) 恰 好 有 3 个 0? b)0 比 1 多 ? 

ec) 至 少 有 7 个 1? d) 至 少 有 3 个 1? 
21. 字母 ABCDEFG 有 多 少 个 排列 包含 

a) 串 BCD? b) 串 CFGA? 

c) 串 BA 和 GF? d) 串 ABC 和 DE? 

e) 串 ABC 和 CDE? 们 串 CBA 和 BED? 
22. 字母 ABCDEFGH 有 多 少 个 排列 包含 

a) 串 ED? b) 串 CDE? 

c) 串 BA 和 FGH? d) 串 AB、DE 和 GH? 

e) 串 CAB 和 BED? 们 串 BCA 和 ABF? 


23. 有 多 少 种 方式 使 得 8 个 男士 和 5 个 女士 站 成 一 排 并 且 没 有 两 个 女士 彼此 相 邻 ? [提示 : 先 排 男士 ， 然 
后 考虑 女士 可 能 的 位 置 .] 
24. 有 多 少 种 方式 使 得 10 个 女士 和 6 个 男士 站 成 一 排 并 且 没 有 两 个 男士 彼此 相 邻 ? [提示 : 先 排 女 士 ， 
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25. 


26. 


27. 


28. 


* 29。 


30. 


31. 


32. 


33. 
34. 
35. 
36. 
37. 


38. 


39. 





然后 考虑 男士 可 能 的 位 置 。] 


把 编号 为 1，2，…，100 的 100 张 票 卖 给 100 个 不 同 的 人 来 抽奖 。 有 4 项 不 同 的 奖 ， 包括 1 项 大 奖 
(到 塔 希 提 岛 旅游 ) 。 如 果 满 足下 面 的 条 件 ， 有 多 少 种 不 同 的 抽奖 方式 ? 
a) 没 有 限制 。 


b) 拿 47 号 票 的 人 赢 了 大 奖 。 

©) 拿 47 号 票 的 人 赢 了 一 项 奖 。 

d) 拿 47 号 票 的 人 没 赢 奖 。 

e) 拿 19 和 47 号 票 的 人 都 赢 了 奖 。 

们 拿 19、47 和 73 号 票 的 人 都 赢 了 奖 。 

g) 拿 19、47、73 和 97 号 票 的 人 都 赢 了 奖 。 

h) 拿 19、47、73 和 97 号 票 的 人 都 没 赢 奖 。 

让 拿 19、47、73 或 97 号 票 的 人 赢 了 大 奖 。 

j) 拿 19 和 47 号 票 的 人 赢 了 奖 ， 但 拿 73 和 97 号 票 的 人 没 赢 奖 。 

一 个 侄 球 队 的 13 个 人 出 席 一 场 比赛 。 

a) 有 多 少 种 方式 选 10 个 选手 上 场 ? 

b) 有 多 少 种 方式 从 13 个 在 场 的 人 中 分 配 10 个 选手 的 位 置 ? 

c)13 个 出 席 的 人 中 有 3 个 女士 。 如 果 上 场 的 选手 中 要 求 至 少 有 一 个 女士 ， 那 么 有 多 少 种 方式 选择 10 
个 选手 ? 

一 个 俱乐部 有 25 个 成 员 。 

a) 有 多 少 种 方式 从 中 选择 4 个 人 作为 董事 会 成 员 。 

b) 有 多 少 种 方式 从 中 选 出 俱乐部 的 主席 、 副 主席 、 书 记 和 司库 ? 

一 个 教授 写 了 40 道 离散 数学 的 真 假 判 定 题 。 在 这 些 题 中 有 17 个 语句 为 真 。 如 果 可 以 按照 任意 次 序 
排列 这 些 题 ， 可 能 有 多 少 种 不 同 的 答案 ? 

用 不 超过 100 的 正 整 数 构成 4 排列 ， 其 中 有 多 少 个 排列 包含 3 个 连续 的 整数 &、A 十 1、R 十 2? 

a) 这 里 的 连续 指 按照 整数 通常 的 顺序 ， 并 且 这 些 连续 整数 可 能 被 排列 中 的 其 他 整数 分 开 。 

b) 这 里 的 连续 不 但 指 整 数 是 连续 的 ， 而 且 它 们 在 排列 中 的 位 置 也 是 连续 的 。 

一 所 学 校 的 数学 系 有 7 名 女 教师 和 9 名 男 教师 。 

a) 有 多 少 种 方式 从 中 选 出 5 人 的 委员 会 并 使 其 中 包含 至 少 1 名 女 教师 ? 

b) 有 多 少 种 方式 从 中 选 出 5 人 的 委员 会 并 使 其 中 包含 至 少 1 名 女 教 师 和 至 少 1 名 男 教师 。 

英语 字母 表 中 包含 21 个 辅音 和 5 个 元 音 。 由 英语 字母 表 的 6 个 小 写字 母 可 构成 多 少 字 符 串 使 得 它们 


包含 

a) 恰 好 1 个 元 音 ? b) 恰 好 2 个 元 音 ? 
c) 至 少 1 个 元 音 ? d) 至 少 2 个 元 音 ? 
由 英语 字母 表 中 的 6 个 小 写字 母 可 构成 多 少 字 符 串 使 得 它们 包含 
a) 字 母 a? 

b) 字 母 a 和 Pb? 


c) 字 母 a 和 b， 其 中 a 在 b 前 边 的 邻接 位 置 ， 同 时 所 有 的 字母 都 不 相同 ? 

由 字母 a 和 b， 其 中 a 在 b 左 边 的 某 个 位 置 ， 同 时 所 有 的 字母 都 不 相同 ? 

假定 某 个 系 包含 10 名 男士 和 15 名 女士 。 有 多 少 种 方式 组 成 一 个 6 人 委员 会 且 使 得 它 含有 相同 数量 的 
男士 和 女士 ? 

假定 某 个 系 包含 10 名 男士 和 15 名 女士 。 有 多 少 种 方式 组 成 一 个 6 人 委员 会 且 使 得 它 含 有 的 女士 比 男 
土 多 ? 

有 多 少 个 位 串 恰好 包含 8 个 0 和 10 个 1， 如 果 每 个 0 后 面 紧 跟 着 1 个 1? 

有 多 少 个 位 串 恰好 包含 5 个 0 和 14 个 1， 如 果 每 个 0 后 面 紧 跟着 2 个 1? 

有 多 少 个 10 位 位 串 包 含 至 少 3 个 1 和 至 少 3 个 0? 

有 多 少 种 方式 从 联合 国 中 选择 12 个 国家 成 为 理事 国 且 使 得 3 个 选 自 45 个 国家 的 一 组 ，4 个 选 自 57 
个 国家 的 一 组 ， 其 他 的 选 自 剩 下 的 69 个 国家 ? 

有 多 少 种 方式 用 3 个 字母 后 跟 3 个 数字 组 成 汽车 牌照 且 没 有 字母 和 数字 出 现 2 次 ? 
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40. 
41. 
42. 
43. 
44. 


45. 


46. 


6. 


n 个 人 的 r 圆 排列 是 个 人 中 取 r 个 人 安排 在 圆桌 旁 坐 下 的 方式 ， 如 果 圆 桌 转 动能 使 得 两 个 方案 成 为 


一 方案 ， 那 么 这 两 种 方案 只 算 一 种 。 


计算 5 个 人 的 3 圆 排列 。 

找到 nn 个 人 的 7 圆 排列 公式 。 

找到 nn 个 人 取 r 人 围 坐 圆桌 的 安排 方式 ， 当 每 个 人 有 相同 邻 座 不 考虑 左右 时 只 算 一 种 方式 。 

如 果 允 许 出 现 并 列 名 次 ，3 匹 马 参 加 马赛 有 多 少 种 结果 ? [注意 : 可 以 2 匹 或 3 匹 马 并 列 。] 

如 果 人 允许 并 列 名 次 ，4 匹 马 参 加 马赛 有 多 少 种 结果 ? [注意 : 由 于 允许 并 列 名 次 ，4 匹 马 中 多 少 匹 并 
列 都 是 可 能 的 。] 

有 6 名 运动 员 参 加 百 米 赛跑 。 如 果 人 允许 并 列 名 次 ， 有 和 多少 种 方式 授予 3 块 奖牌 ?( 跑 得 最 快 的 运动 员 
得 金牌 ， 恰 好 只 被 一 个 运动 员 超 过 的 运动 员 得 银牌 ， 恰 好 被 2 个 运动 员 超过 的 运动 员 得 铜牌 。) 

为 了 避免 世界 杯 足 球 锦 标 赛 总 决赛 中 出 现 并 列 名 次 ， 通 常 采用 下 述 过 程 : 每 个 队 按照 预定 的 顺序 选 
出 5 名 球员 。 每 名 球员 罚 一 个 球 ， 第 一 队 的 球员 先 罚 ， 接 着 第 二 队 的 球员 再 罚 ， 依 照 指定 的 顺序 依 
次 交替 罚球 。 如 果 在 10 次 罚球 后 得 分 还 相等 ， 再 次 重复 这 个 过 程 。 如 果 在 20 次 罚球 后 得 分 仍旧 相 
等 ， 进 行 加 赛 时 间 的 射门 ， 第 一 个 得 分 的 队 得 胜 。 

a) 如 果 比 赛 进行 第 一 轮 的 10 个 罚球 ， 并 且 这 轮 比赛 结束 时 一 个 队 不 可 能 与 另 一 个 队 得 分 相等 ， 那 么 
有 多 少 种 不 同 的 得 分 场面 ? 

b) 如 果 比 赛 进行 第 二 轮 的 10 个 罚球 ， 对 第 一 和 第 二 轮 罚 球 可 能 有 多 少 种 不 同 的 得 分 场面 ? 

c) 如 果 比 赛 在 两 轮 每 队 罚 5 个 球 的 加 赛 以 后 最 多 再 射门 10 次 ， 那 么 整个 加 赛 过 程 可 能 有 多 少 种 得 分 
场面 ? 


4 二 项 式 系数 和 恒等式 
正如 在 6. 3 节 谈 到 的 ， 具 有 个 元 素 的 集合 的 组 合 数 常 常 记 作 (”)。 由 于 这 些 数 出 现在 


二 项 式 的 震 (a 十 思 " 的 展开 式 中 作为 系数 ， 所 以 这 些 数 叫做 二 项 式 系数 。 我 们 将 讨论 二 项 式 定 


理 


， 这 个 定理 将 二 项 式 的 老 表 示 成 与 二 项 式 系 数 有 关 的 项 之 和 。 我 们 将 用 组 合 证 明 来 证 明 这 个 


定理 。 我 们 也 将 说 明 怎 样 用 组 合 证 明 来 建立 某 些 恒 等 式 ， 它 们 是 表示 二 项 式 系数 之 间 关 系 的 许 
多 不 同 恒等式 中 的 一 部 分 。 


6. 


4.1 二 项 式 定理 
二 项 式 定理 给 出 了 二 项 式 宕 的 展开 式 的 系数 。 一 个 二 项 式 只 不 过 是 两 项 的 和 ， 例 如 zz 十 y。 


(这 些 项 可 以 是 常数 与 变量 的 积 ,但 这 里 先 不 考虑 。) 


例 1 说 明 怎样 计算 典型 展开 式 中 的 系数 ， 为 二 项 式 定理 的 表述 做 准备 。 
例 1 (z 十 y)’ 的 展开 式 可 以 使 用 组 合 推理 而 不 是 用 三 个 项 的 乘法 得 到 。 当 (z 十 >) 一 


(Zz 十 y)(z 十 y) (zx 十 y) 被 展开 时 ， 把 所 有 由 第 一 个 和 的 一 项 、 第 二 个 和 的 一 项 与 第 三 个 和 


的 


一 项 产生 的 乘积 加 起 来 。 从 而 出 现 了 形 如 x*、x*y、zy 和 > 的 项 。 为 得 到 形 如 x 的 


项 ， 在 每 个 和 中 必须 选择 一 个 z， 只 有 一 种 方式 能 做 到 这 一 点 。 因 此 ， 乘 积 中 项 的 系数 
是 1。 为 得 到 形 如 zx?y 的 项 ， 必 须 从 三 个 和 中 的 两 个 和 中 选择 z( 而 因此 在 另 一 个 和 中 选择 


y) 


点 
点 


. 于 是 ， 这 种 项 的 个 数 是 三 个 对 象 的 2 组 合 数 ， 即 (  ) 。 类似 地 ， 形 如 zy* 项 的 个 数 是 


个 和 中 选 一 个 来 提供 < 的 方式 数 (而 另 两 个 和 中 都 要 选 >) ， 有 (| ) 种 方式 能 够 做 到 这 一 


。 最 后 ， 得 到 y 的 唯一 方式 是 三 个 和 的 每 一 个 都 选择 y， 恰 好 有 一 种 方式 能 够 做 到 这 一 
。 因 此 得 到 
(zy = (z 十 y)(z 十 y)(z 十 2 = (rt my 二 yr 二 39)(z 二 yy) 
= XzZT TTY 二 XYITT TYIY TT YI 二 yry TT YI yyy 
一 妇 十 3zy 十 3zy2? 十 | 


un 


cs Ey 
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现在 叙述 二 项 式 定理 。 
FE 到 朋 。 二 项 式 定理 设 z 和 y 是 变量 ,n 是 非 负 整数 ， 那 么 
oro BO + et +) 


j=0 


证 这 里 给 出 定理 的 组 合 证 明 。 当 乘积 被 展开 时 其 中 的 项 都 是 下 述 形 式 : zy (一 0，1， 


2，…， 克 。 为 计数 形 如 zy 的 项 数 ， 注 意 必须 从 个 和 中 选 n 一 j 个 (从 而 乘积 中 其 他 的 ; 
个 项 都 是 y) 才 能 得 到 这 种 项 。 因 此 ，z"'y’ 的 系数 是 ( 


，,)， 它 等 于 ("”)， 定理 得 证 ,4 
j j 
例 2 一 4 说 明了 二 项 式 定 理 的 应 用 。 
例 2 (z 十 y)* 的 展开 式 是 什么 ? 
解 ”由 二 项 式 定理 得 到 
二 4 -ij- 3 
(zy) (; )z y 


ye 


4\ ， 4\ ， 3 4 和 4\ ， 

= (0)s + (7)est (2)ey + (s)ay + (4)s 

一 于 十 4zy 十 622 江 十 4zy3 十 光 本 
例 3 在 (zx 十 y)” 的 展开 式 中 zx”*y” 的 系数 是 什么 ? 
解 ” 由 二 项 式 定 理 得 到 这 个 系数 是 
25 251 
(二 
例 4 在 (2z 一 3y) 的 展开 式 中 x”y 的 系数 是 什么 ? 
解 ”首先 注意 这 个 表达 式 等 于 (2zx 十 (一 3y))”。 由 二 项 式 定 理 ， 我 们 有 

(2z+(—3y)” = 5) (5 ja 3y)’ 4 


j=0 


因此 ， 当 7 一 13 时 得 到 展开 式 中 z 六 的 系数 ， 即 


25 12 ) | 251 12 .013 
(3) 全 3 =— i 4 


我 们 可 以 用 二 项 式 定理 证 明 某 些 有 用 的 恒等式 。 正 如 推论 1、2 和 3 所 示 。 
四 设 ， 为 非 负 整数 ， 那 么 


二 5200 300 本 





B00)-r 


证 用 二 项 式 定理 , 令 z= 二 1 和 y 二 1， 我 们 有 
2 全 二 Ti (r= p> (") 


k=0 k=0 


这 正 是 所 需要 的 结果 。 4 
这 也 有 推论 1 的 一 个 好 的 组 合 证 明 ， 我 们 现在 给 出 这 个 证 明 。 
证 ”一 个 ”元 素 集合 有 2" 个 不 同 的 子 集 。 每 个 子 集 有 0 个 元 素 ，1 个 元 素 ，2 个 元 素 , …, nn 


个 元 素 。 具有 0 个 元 素 的 子 集 有 (”) 个 ，1 个 元 素 的 于 集 有 (”) 个 ，2 个 元 素 的 子 集 有 ( 2) 个 ，…，n 
个 元 素 的 子 集 有 (”) 个 。 于 是 


n 
n 


计数 了 nn 元素 集 合 的 子 集 总 数 。 这 证 明了 
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BE 网 设 ， 是 正 整 数 ， 那 么 
PD")=0 
证 由 二 项 式 定 理 得 出 
"7 Pk i 
0=0" = (( 一 1) 十 1 -1 = > (0) 1) 


从 而 证 明了 推论 。 4 


评注 推论 2 推出 
(+ + = C+ 


设 nn 是 非 负 整数 ， 那 么 
2 (0) 
证 ”注意 这 个 公式 的 左边 是 二 项 式 定理 提供 的 对 (1 十 2)" 的 展开 式 。 因 此 ， 由 二 项 式 定理 可 以 
看 出 


(G 十 2)" = {jer = Se 
因此 
> 2(")= 3" 4 
6.4.2 帕斯卡 恒等式 和 三 角形 


二 项 式 系数 满足 许多 不 同 的 恒等式 。 现 在 我 们 介绍 其 中 最 重要 的 一 些 恒 等 式 。 
帕斯卡 恒等式 ” 设 刀 和 有 是 满足 mn 有 的 正 整数 ， 那 么 有 


n 十 1 n n 

i pe 
证 “我 们 将 采用 组 全 证 明 方法 。 假 定 是 包含 a 十 1 个 元 素 的 集合 。 令 a 是 的 一 个 元 素 
且 S 一 了 一 (a)。 注意 人 的 包含 个 元 素 的 子 集 有 (”。 ) 个 。 然 而 了 的 包含 个 元 素 的 子 集 或 
者 包含 a 和 S 中 的 一 1 个 元 素 ， 或 者 不 包含 a 但 包含 S 中 的 个 元 素 。 由 于 S 的 4 一 1 元 子 集 


有 (， ”| ) 个 ， 所 以 工 含 。 在 内 的 元 子 集 有 (，”| ) 个 。 又 由 于 S 的 k 元 子 集 有 (%) 个 ， 所 以 


的 不 含 e 的 元 子 集 有 (”) 个 。 从 而 得 到 
有 和 a 


评注 这 里 给 出 了 帕斯卡 恒等式 的 一 个 组 合 证 明 。 也 可 以 从 关于 (") 的 公式 通过 代数 
推导 来 证 明 这 个 恒等式 ( 见 本 节 练习 19) 。 

评注 对 所 有 整数 n， 可 以 用 帕斯卡 恒等式 和 初始 条 件 ( 二 (”) 二 1 递归 地 定义 二 项 
式 系 数 。 这 些 递归 定义 用 于 计算 二 项 式 系数 ， 因 为 使 用 这 些 递归 定义 只 需要 整数 加 法 。 
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帕斯卡 恒等式 是 二 项 式 系数 以 三 角形 表示 的 几何 排列 的 基础 ， 如 图 1 所 示 。 
(8) I 
(3) (2) Ep 


(8) (?) (3) 由 帕斯卡 恒等式 : EE 
Q@) GD CG) (3) (3) +(8)=(8) 1 $1 
(0) (1) (9 (3) (3) 1! 4 6 4 
(3) 0 (2 (3) G) ©) 让 
(0 C2) C3) (3) 《9 63) (8) i 
GOD ©) OO HB OO) 站 
(2) (?) G3) (3) (3) (3) (3) (3) (5) 1 8 28 56 70 56 28 8 1 
a) b) 
图 1 帕斯卡 三 角形 


这 个 三 角形 的 第 nn 行 由 二 项 式 系数 


| k=0,1,,n 
组 成 。 这 个 三 角形 叫做 帕斯卡 三 角形 。 帕 斯 卡 恒等式 证 明 ， 当 这 个 三 角形 中 两 个 相 邻 的 二 项 式 
系数 相 加 时 ， 就 产生 了 下 一 行 在 这 两 个 系数 之 间 的 二 项 式 系数 。 


6. 4.3 其 他 的 二 项 式 系数 恒等式 
我 们 从 众多 二 项 式 系数 恒等式 中 选择 两 个 恒等式 ， 用 它们 的 组 合 证 明 来 作为 本 节 的 结束 。 
三 型 加 范 德 蒙 德 恒等式 设 m, n 和 rr 是非 负 整 数 ， 其 中 rr 不 超过 mm 或 n， 那 么 


("= 包 Wi 
uns 评注 ”这 个 恒等式 是 由 18 世纪 数学 家 亚历山大 - 含 费 尔 。 范 德 蒙 德 发 现 的 。 
证 ”假定 在 第 一 个 集合 中 有 m 项 ,第 二 个 集合 中 有 项。 从 这 两 个 集合 的 并 集中 取 r 个 元 
素 的 方式 数 是 (” ”). 


从 并 集中 取 ~ 个 元 素 的 另 一 种 方式 是 先 从 第 一 个 集合 中 取 & 个 元 素 ， 接 着 从 第 二 个 集合 中 


Limgs 


布 莱 斯 ， 帕斯卡 (Blaise Pascal，1623 一 1662) ”帕斯卡 在 幼年 时 就 显现 出 他 的 才 
能 ， 虽然 他 的 父亲 (对 解析 几何 有 过 多 项 建树 ) 为 了 鼓励 他 在 其 他 方面 的 兴趣 ,不 让 他 
接触 数学 书 。 帕 斯 卡 16 岁 时 就 发 现 了 圆锥 截面 中 的 一 个 重要 结果 。18 岁 时 他 设计 了 
一 部 计算 机 ， 建 造 后 将 其 卖 出 。 帕 斯 卡 和 费 马 一 起 奠定 了 现代 概率 论 的 基础 。 在 他 的 
工作 中 有 对 现今 称 为 帕斯卡 三 角形 的 一 些 发 现 。1654 年 帕斯卡 放弃 了 对 数学 的 追求 ， 
转 而 研究 神学 。 在 那 以 后 ， 他 只 有 一 次 重 返 数 学 。 一 天 晚上 ， 他 因 剧 烈 牙 痛 而 心烦 意 
乱 。 他 想 通过 研究 摆 线 性 质 来 缓解 疼痛 。 不 可 思议 的 是 牙 疼 居然 减退 了 ， 他 把 这 一 点 
看 成 上 天 赞成 他 研究 数学 的 上 暗示。 
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取 一 上 个 元 素 ， 其 中 4 是 满足 0<<A<r 的 整数 。 因 为 从 第 二 个 集合 中 选取 个 元 素 的 方法 是 
(%)， 从 第 一 个 集合 中 选取 + 一 上 个 元 素 的 方法 是 (,”,)， 所 以 由 乘积 法 则 ， 这 可 以 用 


六 一 把 k 
我 们 已 经 找到 从 一 个 m 个 元 素 集合 和 一 个 nn 元素 集 合并 集中 取 r 个 元 素 的 方法 数 的 两 种 表达 
式 。 这 就 证 明了 范 德 蒙 德 恒等式 。 
推论 4 来 自 范 德 蒙 德 恒等式 。 
府 如 果 妹 是 一 个 非 负 整数 ， 那 么 
2n A 
( n j= 和 2 [| 
证 在 范 德 蒙 德 恒等式 中 令 m= 二 r= 二 n， 得 到 
2n n n = 
(由 = Dl 下 本 
最 后 一 步 的 相等 使 用 了 恒等式 (”)= ( ”,). 4 
我 们 可 以 通过 计数 具有 不 同性 质 的 位 串 来 证 明 组 合 恒等式 ， 如 定理 4 的 证 明 所 示 。 
设 n 和 rr 是非 负 整 数 ，r 过 n， 那 么 
2 十]\ /i 
= [| 


Bm 


证 我们 使 用 组 合 证 明 。 由 6. 3 节 例 14， 左 边 (”，] ) 计 数 了 长 度 为 x 十 1 的 位 串 包含 了 


¥ 十 1 外 1 

我 们 证 明 在 具有 r 十 1 个 1 的 位 串 中 ,通过 考虑 与 最 后 一 个 1 可 能 位 置 的 相关 情况 ， 等 式 
右边 计数 了 同样 的 对 象 。 这 最 后 一 个 1 一定 出 现在 位 置 r 十 1，r 十 2，…， 或 者 nn 十 1。 此 外 ， 如 
果 最 后 一 个 1 出 现在 第 位， 那么 一 定 有 rr 个 1 出 现在 前 一 1 位。 因此， 根据 6. 3 节 例 14， 这 


样 的 位 串 有 (” ) 个 ， 对 所 有 的 大 求 和 ， 其 中 十 1<h<n+1， 我 们 发 现 有 
(7")-( 


k=rtl r j=r ‘rr 


个 位 位 串 恰 含 有 r 十 1 个 1。( 注 意 ， 最 后 一 步 是 改变 变量 二 & 一 1 的 结果 。) 由 于 左边 和 右边 
计数 了 同样 的 对 象 ， 因 此 相等 。 这 就 完成 了 证 明 。 4 


练习 
1. 求 (zx 十 y)* 的 展开 式 。 

a) 使 用 组 合理 由 ， 如 例 1 所 示 。 b) 使 用 二 项 式 定理 。 
2. 求 (z 十 y)5 的 展开 式 。 

a) 使 用 组 合理 由 ， 如 例 1 所 示 。 b) 使 用 二 项 式 定 理 。 


( ,2 ) (和 种 方式 完成 所以， 从 这 个 并 集中 选取 个 元 素 的 总 方式 数 等 于 >) (，”,) (”) 4 





2 





ums 


亚历山大 - 舍 费 尔 * 范 德 蒙 德 (Alexandre- Théophile Vandermonde，1735 一 1796) “ 范 德 蒙 德 年 幼 时 体 弱 多 
病 ， 作 为 医生 的 父亲 让 他 从 事 音 乐 职 业 。 但 是 后 来 ， 他 对 数学 越 来 越 感 兴趣 。 他 完整 的 数学 工作 包含 在 
1771 一 1772 年 发 表 的 4 篇 论文 中 。 这 些 论文 包含 了 在 方程 求 根 、 行 列 式 理论 以 及 骑士 旅行 问题 (在 10. 5 节 的 练 
习 中 介绍 ) 方 面 的 基础 贡献 。 范 德 蒙 德 对 数学 的 兴趣 只 持续 了 两 年 。 后 来 ， 他 在 和 声学 、 寒 冷 实 验 以 及 钢 的 制 
造 等 方面 发 表 论文 。 他 也 对 政治 发 生 了 兴趣 ， 参 加 了 法 国 革命 ， 并 且 在 政府 中 担任 了 多 个 不 同 的 职务 。 
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. 求 (z 十 y)" 的 展开 式 。 
. 求 在 Cz 十 y)2 的 展开 式 中 zx y 的 系数 。 
. 在 (zx 十 y)'”" 的 展开 式 中 有 多 少 项 ? 
. 在 (十 z)+" 中 zx? 的 系数 是 什么 ? 
. 在 (2 一 xz)* 中 x 的 系数 是 什么 ? 
. 在 (3z 十 2y)"" 中 zx*y 的 系数 是 什么 ? 
9. 在 (2zx 一 3y)*” 中 x" y” 的 系数 是 什么 ? 
x 10. 给 出 一 个 关于 (z 十 1/z)'” 的 展开 式 中 x* 系数 的 公式 ， 其 中 是 整数 。 
* 11. 给 出 一 个 关于 (xz? 一 1/x)"” 的 展开 式 中 x 系数 的 公式 ， 其 中 & 是 整数 。 


12. 帕斯卡 三 角形 中 包含 二 项 式 系数 ( ，) (0<h<10) 的 行 是 


1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1 
用 帕斯卡 恒等式 计算 在 帕斯卡 三 角形 中 紧 接 这 行 下 面 的 另 一 行 。 


13. 月 斯 卡 三 角形 中 包含 二 项 式 系数 (;) (0<h<9) 的 行 是 什么 ? 
14. 证 明 : 如 果 是 正 整数 ， 则 | 
ee ee I a 


15. 证 明 ; 对 一 切 正 整 数 n 和 k(0<k<n)， (1)<>. 


-i 


n 


16. a) 用 练习 14 和 推论 1 证 明 如 果 nn 是 大 于 1 的 整数 ， 那么 ( 
已 从 a) 确 定 如 果 丸 是 正 整数 ， 那么 ()>4/2n. 
[17. 证 明 : 如 果 和 和 有 是 整数 ， 其 中 1<k<n， 那么 (。) < 六 /2 。 
18. 设 5 是 整数 ，5 之 7。 使 用 二 项 式 定理 和 帕斯卡 三 角形 中 适当 的 行 找 出 (11)4 的 以 5 为 基 的 展开 式 [就 是 
以 5 为 基 的 数 (11), 的 4 次 方 ]。 
19. 使 用 关于 (”) 的 公式 证 明 帕斯卡 恒等式 。 
20. 设 k 和 nn 是 整数 ，1 志 二 n， 证明 六 边 形 恒等式 
n—1 n Nn 二 1 四 1 一 工 n 8 时 
(| k 加 | k 1 
这 些 项 在 帕斯卡 三 角形 中 构成 六 边 形 。 
HF 21. 证 明 : 如 果 刀 和 是 整数 ，1<k<n， 那么 #(°)=n(" 1). 
a) 使 用 组 合 证 明 。[ 提 示 : 证 明 恒等式 两 边 计数 了 从 一 个 n 元 素 集 合 中 选 个 元 素 ， 然 后 从 这 个 子 集 
中 再 选 1 个 元 素 的 方法 。] 
b) 使 用 基于 6. 3 节 定理 2 给 出 的 (”) 公 式 的 代数 证 明 ， 


n 


ee 其 中 n、r 和 k 是 非 负 整数 且 r<n，k<r。 


2 emt () (= (0) (7 


a) 使 用 组 合 证 明 。 
b) 使 用 以 元素 集 合 的 + 组 合 数 公式 为 基础 的 论证 。 
23. 证 明 : 如 果 n 和 是正 整数 ， 那 么 


(57 ) eta) 


使 用 这 个 恒等式 构造 一 个 二 项 式 系数 的 归纳 定义 。 
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24. 


25;, 


* 26. 


* 27。 


28. 


* 29. 


* 30. 


31. 
* 32。 
33. 


34. 


35. 


36. 


证 明 如果 p 是 素数 ,& 是 满足 1<k<p 一 1 的 整数 ,那么 整除 (2)。 
设 ”是 正 整数 ， 证 明 


设 n 和 是 整数 ， 1<k<n, 证 明 


(en (rr) (a) 


ma 


证 明 


其 中 由 和 是正 整数 。 
a) 用 组 合 论证 
b) 用 帕斯卡 恒等式 


证 明 : 如 果 ” 是正 整 数 ， 则 { > ] 2( 


a) 使 用 组 合 论证 
b) 通 过 代数 推导 

给 出 关于 2k(% == w2"” 的 组 合 证 明 。[ 提 示 ， 以 两 种 方法 计数 选择 一 个 委员 会 ， 然 后 选择 这 个 委 
员 会 领导 的 方式 数 。] 

给 出 关于 >)k(”) 一 (””，) 的 组 合 证 明 。[ 提 示 ， 用 两 种 方法 计数 选择 一 个 委员 会 的 方式 数 ， 
如 果 这 个 委员 会 有 个 成 员 ， 要 求 这 些 成 员 选 自 刀 个 数学 教授 和 个 计算 机 科学 教授 ， 并 使 得 委员 
会 的 主席 是 数学 教授 。] 

证 明 ， 一 个 非 空 集合 具有 奇数 个 元 素 的 子 集 数 与 具有 偶数 个 元 素 的 子 集 数 相等 。 

使 用 数学 归纳 法 证 明 二 项 式 定理 。 

在 这 个 练习 里 ， 我 们 将 要 计数 zy 平面 上 在 原点 和 (mm，z) 点 之 间 的 路 径 数 。 这 些 路 径 由 一 系列 步 构 
成 ， 其 中 每 一 步 是 向 右 或 者 向 上 移动 一 个 单位 (不 允许 向 左 或 向 下 移动 ) 。 下 图 给 出 了 两 条 这 种 从 (0， 
0) 到 (5，3) 的 路 径 ( 用 粗 线 标识 ) 。 


了 2 


并 大。 
2 


(5,3) (5,3) 


(0,0) (0,0) 


a) 证 明 上 述 每 条 这 种 类 型 的 路 径 可 以 用 由 m 个 0 和 个 1 组 成 的 位 串 表示 ， 其 中 0 表示 向 右 移 动 一 
个 单位 ，1 表示 向 上 移动 一 个 单位 。 


中 从 推断 存在 着 (”””) 条 所 求 类 型 的 路 径 ， 


n 


用 练习 33 证明 (”) 一 (,，”，)， 其 中 是 整数 ， 满 足 0<h<n。 [提示 考虑 在 练习 33 中 所 述 的 从 (0， 


0) 到 (n 一 &k，k) 和 从 (0，0) 到 (Rk，n 一 &) 的 路 径 数 。] 

使 用 练习 33 证 明定 理 4。[ 提 示 : 计数 练习 33 所 描述 的 那 种 n 步 路 径 数 。 每 条 路 径 必须 在 一 个 (n 一 
k，) 点 结束 ， 其 中 =0, 1，2,，…*，n。] 

使 用 练习 33 证 明 帕 斯 卡 恒等式 。[ 提 示 : 显示 一 条 在 练习 33 所 描述 的 那 种 从 (0，0) 到 (n 十 1 一 &，k) 
并 通过 (nn 十 1 一 &，& 一 了 点 或 (n 一 上 k，&) 点 但 不 同时 通过 这 两 点 的 路 径 。] 
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使 用 练习 33 证 明 练习 27 中 的 恒等式 。 [提示 首先 注意 从 (0，0) 到 (n 十 1, 7) 的 路 径 数 等 于 ( 
次 ， 按 照 开始 向 上 恰好 走 个 单位 分 别 计数 每 一 类 路 径 ， 其 中 一 0，1，2，…，r， 然 后 对 结果 求 和 .J 
. 如 果 是 正 整数 ， 则 》) 如 (”) 二 n(n 十 1)2"*， 给 出 组 合 证 明 。[ 提 示 : 证 明 等 式 两 边 计数 了 从 一 个 


2 元 素 集合 中 选 一 个 子 集 ， 再 从 子 集中 选 2 个 元 素 的 方法 ， 其 中 这 2 个 元 素 可 以 相同 。 而 且 ， 等 式 右 
边 可 以 表示 成 n(n 一 1)2"” ?十 n2"”!。] 

. 如 果 一 个 序列 的 前 若干 项 如 下 列 出 ， 对 于 它 的 第 nn 项 确定 一 个 与 二 项 式 系数 有 关 的 公式 。[ 提 示 : 对 
帕斯卡 三 角形 的 观察 有 助 于 问题 的 求解 。 虽 然 以 这 一 组 给 定 的 项 作为 开始 的 序列 有 无 数 多 个 ， 但 下 
面 列 出 的 每 个 序列 都 是 所 求 的 那 种 序列 的 开始 。] 

a)l, 3; 6, 10s 15，21，28，36 45, 55, ‘66, »* 

b)1l, 4, 10; 20, 35s 56, 84,; 120, 165, 220, %“ 

©)1, 2, 6, 20, 70, 252, 924, 3432, 12 870，48 620，… 

dls 1s 25 By Gr LO 205 355 703 1265 %s 

el, 1, 1, 3 1 5 155 35 Ly ‘95 “ 

fl1, 3, 15, 84, 495, 3003, 18 564, 116 280, 735 471, 4 686 825，，… 


6.5 排列 与 组 合 的 推广 


6. 5.1 引言 

在 许多 计数 问题 中 ， 元 素 可 以 被 重复 使 用 。 例 如 ， 一 个 字母 或 一 个 数字 可 以 在 一 个 车 牌 中 
多 次 使 用 。 当 选择 一 打 多 纳 圈 时 ， 每 种 可 以 被 重复 地 选择 。 这 与 本 章 前 面 讨 论 的 计数 问题 形成 

ws 加 对 照 ， 因 为 那里 我 们 只 考虑 每 项 至 多 可 以 使 用 一 次 的 排列 和 组 合 。 在 这 一 节 我 们 将 介绍 怎样 求 

解 元 素 可 以 多 次 使 用 的 计数 问题 。 

还 有 ， 某 些 计数 问题 涉及 不 可 区 别 的 元 素 。 例 如 ， 为 计数 单词 SUCCESS 的 字母 可 能 被 重 
新 排列 的 方式 数 ， 必 须 考 虑 相同 字母 的 放置 。 这 又 与 前 面 讨论 的 所 有 元 素 都 被 认为 是 不 同 的 计 
数 问题 大 相 径 庭 。 在 这 一 节 ， 我 们 将 描述 怎样 求解 某 些 元 素 是 不 可 区 别 的 计数 问题 。 

此 外 ， 这 一 节 也 将 解释 怎样 求解 另 一 类 重要 的 计数 问题 ， 即 计数 把 不 同 的 元 素 放 人 盒子 的 
方法 数 的 问题 。 这 种 问题 的 一 个 例子 是 把 扑克 牌 发 给 4 个 玩 牌 人 的 不 同 的 方式 数 。 

把 本 章 前 面 描述 的 方法 与 这 一 节 引 入 的 方法 一 起 考虑 ， 就 构成 一 个 求解 广泛 的 计数 问题 的 
有 用 工具 箱 。 当 把 第 7 章 讨论 的 新 方法 再 加 到 这 个 库 时 ， 你 将 能 够 求解 在 广泛 的 研究 领域 中 产 
生 的 大 多 数 计数 问题 。 


6. 5.2 有 重复 的 排列 

当 元 素 允 许 重复 时 ， 使 用 乘积 法 则 可 以 很 容易 地 计数 排列 数 ， 如 例 1 所 示 。 

例 1 用 英文 大 写字 母 可 以 构成 多 少 个 长 度 为 > 的 字符 串 ? 

解 ”因为 有 26 个 大 写字 母 ， 且 每 个 字母 可 以 被 重复 使 用 ， 所 以 由 乘积 法 则 可 以 看 出 存在 
26" 个 长 度 为 > 的 字符 串 。 4 

定理 1 给 出 了 当 人 允许 重复 时 一 个 元素 集合 的 ~ 排列 数 。 

天 到 具有 nn 个 对 象 的 集合 多 许 重复 的 7 排列 数 是 mr。 

证 “ 当 人 允 许 重复 时 ， 在 > 排 列 中 对 > 个 位 置 中 的 每 个 位 置 有 ?种 方式 选择 集合 的 元 素 ， 因 为 对 
每 个 选择 ， 所 有 ?个 物体 都 是 有 效 的 。 因 此 ， 由 乘积 法 则 ， 当 人 允许 重复 时 存在 立 个 > 排列 。 4 


6.5.3 有 重复 的 组 合 
考虑 下 面 允许 元 素 重 复 的 组 合 的 实例 。 
例 2 从 包含 苹果 、 橙 子 和 梨 的 碗 里 选 4 个 水 果 。 如 果 选 择 水 果 的 顺序 无 关 ， 且 只 关心 水 
果 的 类 型 而 不 管 是 该 类 型 的 哪 一 个 水 果 ， 那 么 当 碗 中 每 类 水 果 至 少 有 4 个 时 有 多 少 种 选 法 ? 
解 ”为 了 求解 这 个 问题 ， 我 们 列 出 选择 水 果 的 所 有 可 能 的 方式 。 共 有 15 种 方式 : 


37. 


-3 


二 
n 。 "). 医 


3 


2 


* 
ww 
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4 个 苹果 4 个 橙子 4 个 梨 

3 个 苹果 ，1 个 橙子 3 个 苹果 ，1 个 梨 3 个 橙子 ，1 个 苹果 

3 个 橙子 ，1 个 梨 3 个 如，1 个 苹果 3 个 梨 ，1 个 橙子 

2 个 苹果 ，2 个 橙子 2 个 苹果 ，2 个 梨 2 个 橙子 ，2 个 梨 

2 个 苹果 ，1 个 橙子 ，1 个 梨 2 个 橙子 ，1 个 苹果 ，1 个 梨 2 个 梨 ，1 个 苹果 ，1 个 橙子 

这 个 解 是 从 3 个 元 素 的 集合 { 苹 果 ， 橙 子 ， 梨 } 中 人 允许 重复 的 4 组 合 数 。 4 


为 求解 这 种 类 型 的 更 复杂 的 计数 问题 ， 我 们 需要 计数 一 个 并 元 素 集合 的 > 组合 的 一 般 方 
法 。 在 例 3 中 ， 我 们 将 给 出 这 一 方法 。 

例 3 从 包含 1 美元 、2 美元 、5 美元 、10 美元 、20 美元 、50 美元 及 100 美元 的 钱 袋 中 选 
5 张 纸币 ， 有 多 少 种 方式 ? 假定 不 管 纸币 被 选 的 次 序 ， 同 种 币值 的 纸币 都 是 不 加 区 别 的 ， 并 且 
至 少 每 种 纸币 有 5 张 。 

解 ” 因 为 纸币 被 选 的 次 序 是 无 关 的 且 7 种 不 同类 型 的 纸币 都 可 以 选 5 次 ， 所 以 问题 涉及 的 
是 计数 从 7 个 元 素 的 集合 中 允许 重复 的 5 组 合 数 。 列 出 所 有 的 可 能 性 将 是 乏味 的 ， 因 为 存在 许 
多 的 解 。 相 反 ， 我 们 将 给 出 一 种 方法 来 计数 允许 重复 的 组 合 数 。 

假设 一 个 零钱 盒子 有 7 个 隔 间 ， 每 个 隔 间 保 存 一 种 纸币 ， 如 图 1 所 示 。 这 些 隔 间 被 6 块 隔 
板 分 开 ， 如 图 中 所 画 的 。 每 选择 1 张 纸币 就 在 相应 的 隔 间 里 放置 1 个 标记 。 图 2 针对 选择 5 张 
纸币 的 3 种 不 同方 式 给 出 了 这 种 对 应 ， 其 中 的 竖 线 表示 6 个 隔 板 ， 星 表示 5 张 纸币 。 








图 2 选择 5 张 纸币 的 方式 实例 


选择 5 张 纸币 的 方法 数 对 应 了 在 总 共 11 个 位 置 的 一 行 中 安排 6 条 竖 线 和 5 颗 星 的 方法 数 。 
因此 ， 选 择 5 张 纸币 的 方法 数 就 是 从 11 个 可 能 的 位 置 选 5 颗 星 位 置 的 方法 数 。 这 对 应 了 从 含 
11 个 元 素 的 集合 中 无 序 地 选择 5 个 元 素 的 方法 数 ， 可 以 有 C(11，5) 种 方式 。 因 此 存在 
114 
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种 方式 从 有 7 类 纸币 的 袋 中 选择 5 张 纸币 。 本 
定理 2 将 这 个 讨论 一 般 化 。 
nn 个 元 素 的 集合 中 允许 重复 的 7 组 合 有 Cln 十 r 一 1, 7) 二 Cln 十 r 一 1， 7 一 1) 个 。 
证 当 人 允许 重复 时 ，n 元 素 集 合 的 每 个 r 组 合 可 以 用 nn 一 1 条 竖 线 和 上 颗 星 的 列表 来 表示 。 
这 n 一 1 条 竖 线 用 来 标记 个 不 同 的 单元 。 当 集合 的 第 i 个 元 素 出 现在 组 合 中 时 ,第 i 个 单元 就 
包含 1 颗 星 。 例 如 ，4 元 素 集合 的 一 个 6 组 合用 3 条 竖 线 和 6 颗 星 来 表示 。 这 里 
XX | 关 || 关 关 关 
代表 了 人 恰 包 含 2 个 第 一 元 素 、1 个 第 二 元 素 、0 个 第 三 元 素 和 3 个 第 四 元 素 的 组 合 。 
正如 我 们 已 经 看 到 的 ， 包含 n 一 1 条 竖 线 和 > 颗 星 的 每 一 个 不 同 的 表 对 应 了 ?7 元 素 集合 的 
允许 重复 的 一 个 r 组 合 。 这 种 表 的 个 数 是 C(n 一 1 十 r+，r)， 因 为 每 个 表 对 应 了 从 包含 7+ 颗 星 和 
n 一 1 条 竖 线 的 n 一 1 十 r 个 位 置 中 取 r 个 位 置 来 放 r 颗 星 的 一 种 选择 。 这 种 表 的 个 数 还 等 于 


Cln 一 1 十 r，n 一 1)， 因 为 每 个 表 对 应 于 取 n 一 1 个 位 置 来 放 ”一 1 条 竖 线 的 一 种 选择 。 4 
例 4 一 6 说 明 怎 样 使 用 定理 2。 
races 例 4 设 一 家 甜点 店 有 4 种 不 同类 型 的 甜点 ， 那 么 从 中 选 6 块 甜点 有 多 少 种 不 同 的 方式 ? 


假定 只 关心 甜点 的 类 型 ， 而 不 管 是 哪 一 块 甜 点 或 者 选择 的 次 序 。 
解 选择 6 块 甜点 的 方式 数 是 具有 4 元 素 集合 的 6 组 合 数 。 由 定理 2， 这 等 于 C(4 十 6 一 1， 
6) 王 C(9,6) 。 由 于 
9。8 .7 
1.2.。3 
所 以 ,选择 6 块 甜点 的 不 同方 式 数 有 84 种 。 本 
定理 2 也 可 以 用 于 求 给 定 线 性 方程 的 整数 解 的 个 数 。 这 可 以 由 例 5 来 说 明 。 
例 5 方程 





Xi 十 zs 十 Xs 二 11 
有 多 少 个 解 ? 其 中 zx;、zx。 和 zs 是 非 负 整数 。 
解 ” 为 计数 解 的 个 数 ， 注 意 一 个 解 对 应 了 从 3 元 素 集 合 中 选 11 个 元 素 的 方式 ， 以 使 得 zc 
选 自 第 一 类 、z: 选 自 第 二 类 、zs 选 自 第 三 类 。 因 此 ， 解 的 个 数 等 于 3 元 素 集 合 允 许 重复 的 11 
组 合 数 。 由 定理 2， 存 在 解 的 个 数 为 


CC3+11—1,11) = C(13,11) = C(13,2) = 下 : 12 2 


当 对 变 元 加 上 限制 时 ， 也 可 以 求 出 这 个 方程 的 解 的 个 数 。 例 如 ， 当 变 元 是 满足 zz 宇 1、 
Zzs 宇 2 且 zx; 之 3 的 整数 时 ， 也 可 以 求 出 这 个 方程 的 解 的 个 数 。 满 足 此 限制 的 方程 的 解 对 应 于 11 
项 的 选择 ， 使 得 项 zi 取 自 第 一 类 、 项 zx; 取 自 第 二 类 、 项 x 取 自 第 三 类 ， 并 且 第 一 类 元 素 至 
少 取 1 个 、 第 二 类 元 素 至 少 取 2 个 、 第 三 类 元 素 至 少 取 3 个 。 因 此 ， 先 选 1 个 第 一 类 的 元 素 ， 
2 个 第 二 类 的 元 素 ，3 个 第 三 类 的 元 素 ; 然后 再 多 选 5 个 元 素 。 由 定理 2， 可 以 用 

CG3 十 5 一 1,5) = C07,5) = C(7,2) = 13 = 21 


种 方式 做 到 。 于 是 ， 对 给 定 限制 的 方程 存在 21 个 解 。 4 


表 1 人 允许 和 不 允许 重复 的 组 合 与 排列 
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例 6 显示 了 怎样 计数 在 确定 变量 值 时 产生 的 允许 重复 的 组 合 数 ， 当 每 次 通过 某 一 类 确定 的 
藤 套 循环 时 ， 这 个 变量 的 值 都 会 增加 。 
例 6 在 下 面 的 伪 码 被 执行 后 ,，& 的 值 是 什么 ? 


:一 0 
for :一 ] ton 








for i, :一 1 to 


for i, :=1 to i, -1 
k :一 & 十 1 








解 & 的 初 值 是 0， 且 对 于 满足 
1<&i, Sini<…i en 

的 整数 序列 i dd, Ts Wa 每 次 通过 这 个 艇 套 循环 时 的 值 就 加 1。 这 种 整数 序列 的 个 数 是 从 
{1，2，…，n)} 中 允许 重复 地 选择 m 个 整数 的 方式 数 。( 为 看 到 这 一 点 ， 只 需 注 意 一 旦 这 个 整数 
序列 选 定 以 后 ， 如 果 我 们 按 非 降 顺 序 排列 序列 中 的 整数 ， 那 么 就 唯一 地 确定 了 一 组 对 i,， 
in-1，"…， 刀 4 的 赋值 。 相 反 ， 每 个 这 样 的 赋值 对 应 了 一 个 唯一 的 无 序 集 合 。) 所 以 ， 由 定理 2 得 
出 在 这 个 代码 被 执行 后 k= 二 Cl(n 十 m 一 1，m)。 4 

从 一 个 nn 元 素 集合 中 允许 重复 和 不 允许 重复 地 选择 7 个 元 素 ， 其 有 序 或 无 序 的 选择 数 的 公 
式 由 表 1 给 出 。 


6.5.4 具有 不 可 区 别 物体 的 集合 的 排列 

在 计数 问题 中 某 些 元 素 可 能 是 没有 区 别 的 。 在 这 种 情况 下 ， 必 须 小 心 避免 重复 计数 。 考 虑 
例 7。 

例 7 重新 排序 单词 SUCCESS 中 的 字母 能 构成 多 少 个 不 同 的 串 ? 

解 ” 因 为 SUCCESS 中 的 某 些 字母 是 重复 的 ， 所 以 答案 并 不 是 7 个 字母 的 排列 数 。 这 个 单 
词 包含 3 个 S、2 个 C、1 个 U 和 1 个 下 。 为 确定 重新 排序 单词 中 的 字母 能 构成 多 少 个 不 同 的 
串 ， 首 先 注意 3 个 S 可 以 用 C(7，3) 种 不 同 的 方式 放 在 7 个 位 置 中 ， 剩 下 4 个 空位 。 然 后 可 以 
用 C(4，2) 种 方式 放 2 个 C， 留 下 2 个 空位 。 又 可 以 用 C(2，1) 种 方式 放 U， 留 下 1 个 空位 。 因 
此 ， 放 瑟 只 有 C(G1，1) 种 方式 。 因 此 ， 由 乘积 法 则 ， 产 生 的 不 同 的 串 数 是 


| 41 2 11 

= 71 

”312!11!1! 

= 420 4 


使 用 和 例 7 同样 的 推理 ， 能 够 证 明定 理 3。 
设 类 型 1 的 相同 的 物体 有 nl 个， 类 型 2 的 相同 的 物体 有 ns 个 ，…， 类 型 的 相 
同 的 物体 有 n, 个 ， 那 么 nn 个 物体 的 不 同 排 列 数 是 
1 
二 
证 为 了 确定 排列 数 ， 首先 注意 可 以 用 Cl(n，n) 种 方式 在 个 位 置 中 放 类 型 1 的 个 物 
体 ， 剩 下 nn 个 空位 。 然后 用 Cl(n—n, ns) 种 方式 放 类 型 2 的 物体 ， 剩 下 1 1 ny 个 空位 。 
继续 放 类 型 3 的 物体 ， on 类 型 k—1 的 物体 ， 直到 最 后 可 用 Cn—m—ns nn, nx) 种 方 
式 放 类 型 的 物体 。 因 此 ， 由 乘积 法 则 ， 不 同 排列 的 总 数 是 
Cnsnm)Cn— n,n) Cn nm Oo— Oo nN) 
本 nl (n== Nn)! | 
mln—n)! nln—n®—n,)! nl01 


| 
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6.5.5 把 物体 放 入 盒子 

许多 计数 问题 都 可 以 通过 枚 举 把 不 同 物体 放 人 不 同 盒子 的 方式 数 来 解决 (这 些 放 人 盒子 的 
物体 的 次 序 是 无 关 紧 要 的 ) 。 这 些 物体 既 可 以 是 可 辨别 的 ， 即 每 个 都 是 不 同 的 ， 也 可 以 是 不 可 
辨别 的 ， 即 认为 每 个 都 是 相同 的 。 可 辨别 的 物体 有 时 称 为 有 标号 的 ， 而 不 可 辨别 的 物体 则 称 为 
没有 标号 的 。 类 似 地 ， 盒 子 也 可 以 是 可 辨别 的 ， 即 每 个 盒子 都 不 同 ， 也 可 以 是 不 可 辨别 的 ， 即 
每 个 都 相同 。 可 辨别 的 盒子 通常 称 为 有 标号 的 ， 而 不 可 辨别 的 盒子 则 称 为 没有 标号 的 。 当 利用 
把 物体 放 入 盒子 的 模型 来 解决 计数 问题 时 ， 需 要 确定 物体 是 不 是 有 标号 的 ， 盒 子 是 不 是 有 标号 
的 。 尽 管 从 计数 问题 的 内 容 中 可 以 明确 地 做 出 决定 ， 但 计数 问题 有 时 是 不 明确 的 ， 这 使 我 们 很 
难 确定 究竟 使 用 哪个 模型 。 这 种 情况 下 ， 最 好 的 办 法 就 是 说 明 你 做 了 什么 样 的 假定 ， 并 解释 为 
什么 你 所 选择 的 模型 与 你 所 做 的 假定 是 不 相 违 背 的 。 

我 们 将 会 看 到 ， 计 算 把 物体 放 人 可 辨别 的 盒子 的 方式 数 ， 不 管 物 体 是 不 是 可 辨别 的 ， 这 种 
计数 问题 都 有 闭 公式 。 然 而 不 幸 的 是 ， 如 果 要 计算 把 物体 放 和 人 不 可 辨别 的 盒子 里 的 方式 数 ， 不 
管 物体 是 不 是 可 辨别 的 ， 这 种 计数 问题 都 没有 闭 公式 。 

可 辨别 的 物体 与 可 辨别 的 盒子 首先 考虑 把 可 辨别 的 物体 放 入 可 辨别 的 盒子 时 的 情况 。 考 
虑 例 8， 在 该 例子 中 ， 物 体 就 是 扑克 牌 ， 盒子 就 是 选手 的 手 。 

例 8 有 多 少 种 方式 把 52 张 标 准 的 扑克 有 牌 发 给 4 个 人 使 得 每 个 人 有 5 张 牌 ? 

解 ” 我 们 将 使 用 乘积 法 则 求解 这 个 问题 。 开 始 时 ， 第 一 个 人 得 到 5 张 牌 可 以 有 CC(52，5) 
种 方式 。 第 二 个 人 得 到 5 张 牌 可 以 有 CC(47，5) 种 方式 ， 因 为 只 剩 下 47 张 牌 。 第 三 个 人 得 到 5 
张 牌 可 以 有 CC42，5) 种 方式 。 最 后 ， 第 四 个 人 得 到 5 张 牌 可 以 有 C(37，5) 种 方式 。 因 此 ， 发 
给 4 个 人 每 人 5 张 牌 的 方式 总 数 是 








752 4 
C(52,5)C(47,5)C(42,5)C(37,5) = 127151 “ 12151 * 37151 " 32151 
i 521 
51515!151321! 4 


评注 例 8 的 解 等 于 52 个 物体 的 排列 数 ， 这 些 物体 分 成 5 个 不 同 的 类 ， 其 中 4 类， 
每 类 有 5 个 相同 的 物体 ， 第 五 类 有 32 个 物体 。 可 以 通过 在 这 种 排列 和 给 人 发 牌 之 间 
定义 一 个 一 一 对 应 来 说 明 这 个 等 式 。 为 了 定义 这 个 对 应 ， 首 先 把 牌 从 1 到 52 排序 。 
然后 将 发 给 第 一 个 人 的 牌 与 分 配给 第 一 类 物体 在 排列 中 的 位 置 对 应 。 类 似 地 ， 发 给 第 

二 、 第 三 和 第 四 个 人 的 牌 分 别 与 第 二 、 第 三 、 第 四 类 物体 所 分 配 的 位 置 对 应 。 没 有 发 

给 任何 人 的 牌 与 第 五 类 物体 所 分 配 的 位 置 对 应 。 读 者 应 该 能 够 验证 这 是 一 个 一 一 

对 应 。 

例 8 是 涉及 把 不 同 的 物体 分 配 到 不 同 的 盒子 的 一 个 典型 的 问题 。 这 些 不 同 的 物体 是 52 张 
牌 ，5 个 不 同 的 盒子 是 4 个 人 的 手 和 其 余 的 牌 。 可 以 使 用 下 面 的 定理 求解 把 不 同 的 物体 分 配 到 
不 同 的 盒子 的 计数 问题 。 

三 开国 把 ， 个 不 同 的 物体 分 配 到 有 个 不 同 的 金子 使 得 站 个 物体 放 入 盒子 i(i 一 1，2,，'**， 
有 ) 的 方式 数 等 于 

nl 
ni I ne Le ! 

定理 4 可 以 使 用 乘积 法 则 证 明 。 详 细 证 明 见 本 节 练 习 47。 它 也 可 以 通过 在 定理 3 计数 的 排 
列 和 定理 4 计数 的 放 物 体 的 方法 之 间 建 立 一 一 对 应 来 给 出 证 明 ( 见 练习 48) 。 

不 可 辨别 的 物体 与 可 辨别 的 盒子 “计算 将 交 个 不 可 辨别 的 物体 放 人 & 个 可 辨别 的 盒子 的 方 
法 数 问题 ， 其 结果 等 价 于 在 允许 重复 计数 的 情况 下 ， 对 具有 个 元 素 的 集合 计算 n 组 合 数 的 问 
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题 。 其 原因 是 在 允许 重复 计数 的 情况 下 ,具有 上 个 元 素 集 合 的 n 组 合 数 与 将 个 不 可 辨别 的 球 
放 入 & 个 可 辨别 的 盒子 的 方法 数 之 间 存 在 一 个 一 一 对 应 的 关系 。 为 了 建立 这 种 对 应 关系 ， 每 次 
将 一 个 球 放 入 第 i 个 盒子 ， 则 对 应 于 集合 中 的 第 i 个 元 素 被 纳入 了 nn 组 合 。 

例 9 将 10 个 不 可 辨别 的 球 放 入 8 个 可 辨别 的 桶 里 ， 共 有 多 少 种 方法 ? 

解 将 10 个 不 可 辨别 的 球 放 入 8 个 可 辨别 的 桶 里 的 方法 数 等 于 在 允许 重复 计数 的 情况 下 ， 
从 具有 8 个 元 素 的 集合 中 取出 的 10 组 合 的 个 数 。 因 此 有 


CC8 十 10 一 1,10) = C(17,10) 一 rr 一 19 448 4 


这 意味 着 有 Cln 十 r 一 1，n 一 1) 种 方法 将 7 个 不 可 辨别 的 球 放 和 人 nn 个 可 辨别 的 盒子 。 

可 办 别 的 物体 与 不 可 辨别 的 盒子 “计算 将 邯 个 可 辨别 的 物体 放 入 & 个 不 可 辨别 的 盒子 的 方 
式 数 问题 ， 比 计算 将 物体 (不 管 物体 是 不 是 可 辨别 的 ) 放 人 可 辨别 的 盒子 的 方法 数 问题 困难 。 我 
们 将 用 一 个 例子 来 说 明 这 一 点 。 

例 10 将 4 个 不 同 的 雇员 安排 在 3 间 不 可 辨别 的 办 公 室 ， 有 多 少 种 方式 ?其 中 每 间 办 公 室 
可 以 安排 任意 个 数 的 雇员 。 

解 ”我 们 将 通过 枚 举 雇员 安排 在 办 公 室 的 所 有 方式 来 求解 该 问题 。 设 A、B、C、DD 分 别 
代表 4 个 雇员 。 首 先 注意 可 以 把 4 个 雇员 都 安排 在 同一 间 办 公 室 ; 也 可 以 将 3 个 雇员 安排 在 同 
一 间 办 公 室 ， 第 4 个 雇员 安排 在 另 一 间 办 公 室 ; 也 可 以 将 2 个 雇员 安排 在 同一 间 办 公 室 ， 另外 
2 个 雇员 安排 在 另 一 间 办 公 室 ; 最后， 还 可 以 将 2 个 雇员 安排 在 同一 间 办 公 室 ， 而 另外 2 个 和 雇 
员 各 安排 一 间 不 同 的 办 公 室 。 上 述 每 一 种 安排 方式 都 可 以 用 把 A、B、C、DD 分 成 不 相交 的 子 
集 的 方式 来 表示 。 

恰好 有 一 种 方式 将 所 有 4 个 雇员 都 安排 在 同一 间 办 公 室 ， 用 {{A，B，C，D)}) 来 表示 。 恰 
好 有 4 种 方式 将 3 个 雇员 安排 在 同一 间 办 公 室 ， 而 第 4 个 雇员 安排 在 另 一 间 不 同 的 办 公 室 ， 用 
{{A, B, C}, {D}}、 {{A, B, D}, {C}}、{{A，C, D},，{B)}} 和 {{B，C，D}， {A})} 来 表 
示 。 恰 好 有 3 种 方式 将 2 个 雇员 安排 在 同一 间 办 公 室 ， 另 外 2 个 雇员 安排 在 另 一 间 办 公 室 ， 用 
{{A，B}, {C, D}}、{{A，C}， {B,D}} 和 {{A，D}，{B，C))}) 来 表示 。 最 后 ， 有 6 种 方式 将 
2 个 雇员 安排 在 同一 间 办 公 室 ， 而 另外 2 个 雇员 各 安排 一 间 不 同 的 办 公 室 。 分 别 用 {{A，B)}， 
(EE MDI {tA CB} {DIY (AY Hh, BY, CC} (BY CE) TM, {DH ({B, 
D}，{A}，{C}} 和 {{C，D}，{A}，{B)} 来 表示 。 

计算 所 有 的 可 能 性 ， 得 到 共有 14 种 方式 将 4 个 不 同 的 雇员 安排 在 3 间 不 可 辨别 的 办 公 
室 。 思 考 这 个 问题 的 另外 一 种 方法 是 ， 将 要 安排 的 办 公 室 数 是 多 少 。 注 意 将 4 个 不 同 雇员 安 
排 在 3 间 不 可 辨别 的 办 公 室 (没有 空 办 公 室 ) 共 有 6 种 方式 ， 将 4 个 不 同 雇员 安排 在 两 间 不 可 
辨别 的 办 公 室 (有 一 间 空 办 公 室 ) 共 有 7 种 方式 ,将 4 个 不 同 雇员 全 安排 在 同一 间 办 公 室 共有 
1 种 方式 。 « 

关于 计算 把 个 可 辨别 的 物体 放 入 j 个 不 可 辨别 的 盒子 的 方式 数 问题 ， 我 们 没有 一 个 简单 
可 用 的 闭 公式 。 但 是 ， 却 有 一 个 求 和 计算 公式 ， 下 面 将 给 出 这 个 公式 。 设 SC(n, 门 表示 将 nn 个 
可 辨别 的 物体 放 入 j 个 不 可 辨别 的 盒子 的 方式 数 ， 其 中 不 允许 有 空 的 盒子 。 数 SCz，7) 称 为 第 
二 类 斯 特 林 数 。 例 如 ， 例 10 证 明了 SC4，3)=6、S(C4，2)= 王 7 和 S(4，1) 二 1。 我 们 看 到 将 nn 个 
可 辨别 的 物体 放 人 个 不 可 辨别 的 盒子 (其 中 非 空 的 盒子 数 等 于 &，& 一 1，…，2， 或 1) 的 方式 
数 等 于 多。 ,SCn,j) 。 例 如 ， 跟 踪 例 10 的 推理 过 程 ， 将 4 个 不 同 雇员 安排 在 3 间 不 可 辨别 的 
办 公 室 共有 S(4，1) 十 SC4，2) 十 SC4，3) 王 1 十 7 十 6 王 14 种 方式 。 利 用 容 斥 原理 ( 见 8.6 节 ) 可 
以 证 明 : 


| 1 二 5 . 
SO = TL Lj 


364 第 6 章 


因此 ， 将 个 不 可 辨别 的 物体 放 人 上 个 可 辨别 的 盒子 的 方法 数 等 于 
: | < he 
2 sn) = > he 
评注 ”读者 可 能 关心 第 一 类 斯 特 林 数 。 关 于 无 符号 第 一 类 斯 特 林 数 的 组 合 定义 、 第 一 类 
斯 特 林 数 的 绝对 值 可 以 从 补充 练习 47 的 导言 中 找到 。 关 于 第 一 类 斯 特 林 数 的 定义 、 关 于 
第 二 类 斯 特 林 数 的 详细 信息 、 学 习 更 多 关于 第 一 类 斯 特 林 数 和 两 类 斯 特 林 数 之 间 关 系 ， 可 
以 参考 组 合 数学 教材 ， 如 [B607]、[Br99]、[RoTe05] 以 及 [MiRo91] 中 的 第 6 章 。 


不 可 辨别 的 物体 与 不 可 辨别 的 盒子 ”有些 计 数 问题 可 以 通过 确定 将 不 可 辨别 的 物体 放 入 不 
可 辨别 的 盒子 的 方式 数 而 得 解决 。 用 一 个 例子 来 说 明 这 一 原理 。 
例 11 将 同一 本 书 的 6 个 副本 放 到 4 个 相同 的 盒子 里 ， 其 中 每 个 盒子 都 能 容纳 6 个 副本 ， 
有 多 少 种 不 同 的 方式 ? 
解 ”我 们 来 枚 举 所 有 的 放 人 方式 。 对 每 一 种 放 人 方式 ， 将 按照 具有 最 多 副本 数 的 盒子 的 次 
序 依 次 列 出 每 个 盒子 里 的 副本 数 ， 即 列 出 的 次 序 是 递减 的 。 那 么 ， 放 人 方式 有 
6， 


2, 25 1 1 
例如 ，4，1，1 表示 : 有 一 个 盒子 中 有 4 份 副本 、 第 二 个 盒子 中 有 1 份 副本 、 第 三 个 盒子 
中 有 1 份 副 本 (第 四 个 盒子 是 空 的 ) 。 因 为 已 经 枚 举 了 将 6 个 副本 放 到 最 多 4 个 盒子 里 的 所 有 方 


式 ， 我 们 知道 ， 共 有 9 种 方式 来 完成 这 项 任务 。 4 
将 个 不 可 辨别 的 物体 放 入 & 个 不 可 辨别 的 盒子 ， 等 价 于 将 n 写成 最 多 & 个 非 递增 正 整 数 
的 和 。 如 果 Qi 二 as 二 "二 a; 二 n， 其 中 Ql» ds, 0i 都 是 正 整 数 ， 且 a 之 4; 宇 … 之 aj， 那么 就 


说 al，as，…，a; 是 将 正 整 数 n 划分 成 j 个 正 整 数 的 一 个 划分 。 可 以 看 到 ， 如 果 pn) 是 将 正 
整数 n 划分 成 最 多 个 正 整 数 的 方式 数 ， 那 么 将 nn 个 不 可 辨别 的 物体 放 入 & 个 不 可 辨别 的 盒子 
里 的 方式 数 就 是 p(n)。 关 于 这 个 数 ， 我 们 没有 更 简单 的 公式 来 表示 它 。 从 参考 资料 LRol1] 可 
以 找到 正 整数 划分 的 更 多 信息 。 


练习 

1. 从 一 个 3 元 素 集合 中 允许 重复 地 有 序 选 取 5 个 元 素 有 多 少 种 不 同 的 方式 ? 

2. 从 一 个 5 元 素 集合 中 允许 重复 地 有 序 选取 5 个 元 素 有 多 少 种 不 同 的 方式 ? 

3. 6 个 字母 的 字符 串 有 多 少 个 ? 

4. 每 天 一 个 学 生 从 一 堆 包 好 的 三 明治 中 随机 选 1 块 三 明治 作为 午饭 。 如 果 有 6 种 三 明治 并 且 选 择 三 明治 
的 次 序 无 关 ， 在 一 周 的 7 天 里 这 个 学 生 选 择 三 明治 有 多 少 种 不 同 的 方式 ? 

分 配 3 种 工作 给 5 个 雇员 ， 如 果 每 个 雇员 可 以 得 到 1 种 以 上 的 工作 ,那么 有 多 少 种 不 同 的 分 配方 式 ? 
从 一 个 3 元 素 集合 中 允许 重复 地 无 序 选取 5 个 元 素 有 多 少 种 不 同 的 方式 ? 

. 从 一 个 5 元 素 集合 中 允许 重复 地 无 序 选 取 3 个 元 素 有 多 少 种 不 同 的 方式 ? 

从 一 个 商店 的 21 种 多 纳 圈 中 选择 12 个 多 纳 圈 有 多 少 种 不 同 的 方式 ? 

. 一 个 百 吉 饼 店 有 洋葱 百 吉 饼 、 员 票子 百 吉 饼 、 鸡 蛋 百 吉 饼 、 威 味 百 吉 饼 、 粗 制 保 麦 百 吉 饼 、 芝 麻 百 吉 
饼 、 葡 萄 干 百 吉 饼 和 普通 百 吉 饼 ， 有 多 少 种 方式 选择 
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a)6 个 百 吉 饼 ? 

b)12 个 百 吉 饼 ? 

c)24 个 百 吉 饼 ? 

d)12 个 百 吉 饼 ， 并 且 每 类 至 少 有 1 个 ? 

e)12 个 百 吉 饼 ， 并 且 至 少 有 3 个 鸡蛋 百 吉 饼 和 不 超过 2 个 威 味 百 吉 饼 ? 


10. 一 个 新 月 形 面包 店 有 普通 新 月 形 面包 、 樱 桃 新 月 形 面 包 、 巧 克 力 新 月 形 面 包 、 杏 仁 新 月 形 面包 、 蕴 


11. 
12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 
18. 
19. 


20. 


21, 
22., 
23. 
24. 


J 


25. 


26. 


27, 


28. 


29. 


30. 


果 新 月 形 面 包 和 椰 菜 新 月 形 面包 。 有 和 多少 种 方式 选择 

a)12 个 新 月 形 面 包 ? 

b)36 个 新 月 形 面包 ? 

ec)24 个 新 月 形 面包 ， 并 且 至 少 每 类 有 2 个? 

d)24 个 新 月 形 面包 ， 并 且 不 超过 2 个 椰 菜 的 ? 

e)24 个 新 月 形 面包 ， 并 且 至 少 5 个 巧克力 的 且 至 少 3 个 杏仁 的 ? 

人 24 个 新 月 形 面 包 ， 并 且 至 少 1 个 普通 的 ， 至 少 2 个 樱桃 的 ， 至 少 3 个 巧克力 的 ， 至 少 1 个 杏仁 的 ， 
至 少 2 个 苹果 的 和 不 超过 3 个 椰 菜 的 ? 

一 个 小 猪 储 钱 钒 包含 100 个 相同 的 1 美 分 和 80 个 相同 的 5 美 分 硬币 ， 从 中 选 8 个 硬币 有 多 少 种 方式 ? 
如 果 一 个 小 猪 储 钱 饶 中 有 1 美 分 、5 美 分 、10 美 分 、25 美 分 、50 美 分 等 硬币 ， 那 么 20 个 硬币 有 和 多少 


种 不 同 的 组 合 ? 
一 个 出 版 商 有 3000 本 离散 数学 书 ， 如 果 这 些 书 是 没有 区 别 的 ， 那 么 将 这 些 书 存储 在 3 个 库房 有 和 多少 
种 方式 ? 


设  、z 、zs 和 zi 是 非 负 整数 ， 方 程 zi 十 xz 十 Zz3 十 zs 二 17 有 多 少 个 解 ? 
方程 十 Xz 十 Zs 十 Zz 十 zs = 二 21 有 多 少 个 解 ? 其 中 Xi(i=1, 2， 3y 4， 5) 是 非 负 整数 ， 并 且 使 得 


a)Zi 之 1 了 本 克之 2 i=1, 2 3, 4, 15 

c)0 委 zi 委 10 的 0 雪 页 和 受 3，1 雪 冯 所 4 友之 15 

方程 zi 十 zz 十 x3 十 Zs 十 Zs 十 ze 二 29 有 多 少 个 解 ? 其 中 zxi(i= 二 1，2，3，4，5，6) 是 非 负 整数 ， 并 且 
使 得 

a)zi>1, 1=1, 2, 3, 4, 5, 6 Dri21 m2， zi 宇 39 入 之 4 5 

c)zi 委 5 dzi<8，zz 之 8 


有 多 少 10 位 三 进 制 数字 (0、1 或 2) 串 恰 含 有 2 个 0、3 个 1 和 5 个 2? 

有 多 少 20 位 十 进 制 数 字 串 含有 2 个 0、4 个 1、3 个 2、1 个 3、2 个 4、3 个 5、2 个 7 和 3 个 9? 
假设 一 个 大 家 庭 有 14 个 孩子 ， 包 括 2 组 三 胞 胎 、3 组 双胞胎 以 及 2 个 单 胞 胎 。 这 些 孩 子 坐 在 一 排 椅 
子 上 ， 如 果 相 同 的 三 胞 胎 或 双胞胎 的 孩子 不 能 互相 区 分 ， 那 么 有 多 少 种 方式 ? 

不 等 式 zi 十 zs 十 Zz; 二 11 有 多 少 个 解 ? 其 中 xz! 、zs 和 zs 是 非 负 整 数 。[ 提 示 : 引入 辅助 变量 z 使 得 
2 十 zs 十 zs 十 Z4 一 11。] 

把 6 个 相同 的 球 放 到 9 个 不 同 的 箱子 中 有 多 少 种 方法 ? 

把 12 个 相同 的 球 放 到 6 个 不 同 的 箱子 中 有 多 少 种 方法 ? 

把 12 个 不 同 的 物体 放 到 6 个 不 同 的 盒子 中 并 且 每 个 盒子 有 2 个 物体 ， 有 多 少 种 方法 ? 

把 15 个 不 同 的 物体 放 到 5 个 不 同 的 盒子 中 并 且 这 些 盒子 分 别 有 1 个 、2 个 、3 个 、4 个 和 5 个 物体 ， 
有 多 少 种 方法 ? 

有 多 少 个 小 于 1 000 000 的 正 整数 其 数字 之 和 等 于 19? 

有 多 少 个 小 于 1 000 000 的 正 整数 恰好 一 个 数字 等 于 9 且 其 数字 之 和 等 于 13? 

一 次 离散 数学 的 期 终 考 试 有 10 道 题 。 如 果 总 分 数 是 100 且 每 道 题 至 少 5 分 ， 那 么 有 多 少 种 方式 来 分 
配 这 些 题 的 分 数 ? 

n 个 物体 有 vr 种 不 同 的 类 型 ， 证 明 有 CCn 十 7 一 qi 一 qz 一 … 一 g:-1，7 一 qi 一 qz 一 … 一 q;) 种 不 同 的 无 序 选 
择 ， 使 得 该 选择 至 少 有 gq 个 1 型 的 物体 ，gs 个 2 型 物体 ，…，g; 个 7 型 物体 ? 

如 果 传 送 的 位 串 必须 以 1 开始， 必须 有 另外 3 位 1( 使 得 传送 的 1 共有 4 位 )， 必 须 包 含 总 共 12 位 0， 
必须 每 个 1 后 面 至 少 跟随 2 个 0， 那 么 有 多 少 个 不 同 的 位 串 ? 

使 用 MISSISSIPPI 中 的 所 有 字母 可 以 构造 多 少 个 不 同 的 串 ? 
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使 用 ABRACADABRA 中 的 所 有 字母 可 以 构造 多 少 个 不 同 的 串 ? 

使 用 AARDVARK 中 的 所 有 字母 且 所 有 的 3 个 A 必须 连续 ， 可 以 构造 多 少 个 不 同 的 串 ? 

使 用 ORONO 中 的 某 些 或 全 部 字母 可 以 构造 多 少 个 不 同 的 串 ? 

使 用 SEERESS 中 的 字母 可 以 构造 多 少 个 至 少 含 5 个 字符 的 串 ? 

用 EVERGREEN 中 的 字母 可 以 构造 多 少 个 至 少 含 7 个 字符 的 串 ? 

使 用 6 个 1 和 8 个 0 可 以 构造 多 少 个 不 同 的 位 串 ? 

一 个 学 生 有 3 个 芒果 、2 个 番 木 瓜 和 2 个 猕猴 桃 。 如 果 这 个 学 生 每 天 吃 1 个 水 果 ， 并 且 只 考虑 水 果 的 
类 型 ， 那 么 有 多 少 种 不 同 的 方式 吃 完 这 些 水 果 ? 

一 个 教授 把 40 本 数学 期 刊 放 人 4 个 盒子 ， 每 盒 10 本 ， 分 配 这 些 期 刊 有 多 少 种 方式 ? 

a) 如 果 每 个 盒子 被 编号 使 得 它们 是 可 区 分 的 。 

b) 这 些 盒子 是 相同 的 ， 使 得 它们 是 不 可 区 分 的 。 

有 多 少 种 不 同 的 方式 在 xyz 空间 上 从 原点 (0，0，0) 到 达 点 (4，3，5)? 这 个 旅行 的 每 一 步 是 在 zx 正 
方向 移动 一 个 单位 ，y 正方 向 移动 一 个 单位 ， 或 者 = 正方 向 移动 一 个 单位 。(zx、y、z 负 方 向 的 移动 
是 禁止 的 ， 即 不 允许 回头 。) 

有 多 少 种 不 同 的 方式 在 xyzw 空间 上 从 原点 (0，0，0，0) 到 达 点 (4，3，5，4)? 这 个 旅行 的 每 一 步 是 
在 xXx、y、z 或 ww 正方 向 移动 一 个 单位 。 


. 把 一 副 标 准 的 52 张 扑 克 牌 发 给 5 个 人 ， 每 个 人 得 到 7 张 牌 ， 有 多 少 种 方式 ? 
42. 
43. 
44. 


在 打 桥 牌 时 ， 把 一 副 标 准 的 52 张 牌 发 给 4 个 人 ， 有 多 少 种 不 同 发 牌 的 方式 ? 

当 把 一 副 标 准 的 52 张 牌 发 给 4 个 人 时 ， 若 使 得 每 个 人 有 一 手包 含 1 张 A 的 牌 ,这 种 概率 是 多 少 ? 

12 本 书 放 在 4 个 不 同 的 书架 上 有 和 多少 种 方式 ? 

a) 如 果 这 些 书 是 同一 种 书 。 

b) 如 果 所 有 的 书 都 不 同 ， 并 且 考 虑 这 些 书 在 书架 上 的 位 置 。[ 提 示 : 把 这 件 事 分 成 12 个 任务 完成 ， 
放 每 本 书 是 一 个 任务 。 先 用 1、2、3、4 表示 这 些 书 架 ， 用 6:(i 一 1]，2，…，12) 表 示 书 。 把 &b; 放 到 
1、2、3、4 中 某 个 数 的 右边 。] 

n 本 书 放 在 & 个 不 同 的 书架 上 有 多 少 种 方式 ? 

a) 如 果 这 些 书 是 同一 种 书 。 

b) 如 果 所 有 的 书 都 不 同 ， 并 且 考 虑 这 些 书 在 书架 上 的 位 置 。 

12 本 书 在 一 个 书架 上 排 成 一 排 。 从 中 选 5 本 书 并 且 使 得 没有 2 本 书 相 邻 有 多 少 种 方式 ? [提示 : 将 

选 的 书 用 紧 线 表示 ， 没 选 的 书 用 星 号 表示 ， 计 数 含 5 条 竖 线 和 7 晒 星 且 没 有 2 条 竖 线 相 邻 的 序 

列 数 。] 

通过 先 把 物体 放 和 人 第 一 个 盒子 ， 然 后 把 物体 放 和 人 第 二 个 盒子 ，…， 的 方法 ， 使 用 乘积 法 则 证 明定 

理 4。 

通过 下 面 的 方法 证 明定 理 4。 有 个 物体 ， 其 中 类 型 为 i 的 相同 的 物体 有 ni 个 ，i 王 1，2，…，k。 先 

把 这 个 物体 的 排列 与 把 这 些 物体 放 到 个 盒子 且 使 得 盒子 i 含有 n; 个 物体 的 分 配 之 间 建 立 一 一 对 

应 ， 这 里 i=1y 23 **» ks 然后 使 用 定理 35 

在 这 个 练习 中 ， 我 们 将 通过 在 两 个 集合 之 间 建 立 一 一 对 应 来 证 明定 理 2。 这 两 个 集合 分 别 是 集合 

S={1， 23 Ys n} 的 允许 重复 的 r 组合 的 集合 和 集合 T={1， 人 s n 十 7 一 1} 的 rr 组合 的 集合 。 

a) 把 S 的 允许 重复 的 > 组合 中 的 元 素 排 成 一 个 递增 序列 zi 三 zz 三 … 二 x,。 证 明 : 对 这 个 序列 的 第 
项 加 上 一 1 而 构成 的 序列 是 严格 递增 的 。 断 言 这 个 序列 由 了 的 7 个 不 同 的 元 素 构成 。 

b) 证 明 a) 所 描述 的 过 程 在 S 的 允许 重复 的 ~ 组合 的 集合 与 工 的 > 组 合 的 集合 之 间 定 义 了 一 一 对 应 。 
[提示 : 通过 把 工 的 满足 1 过 过 zs 过 … 过 xz; 声 n 十 r 一 1 的 + 组 合 {x1，Zzz，*…，Zx,}， 与 从 第 个 元 
素 减 去 & 一 1 得 到 的 S 的 允许 重复 的 ~ 组合 相 联系 ， 证 明 这 个 对 应 是 可 逆 的 。] 

c) 断 言 存在 着 C(n 十 r 一 1， 个 n 元素 集合 的 允许 重复 的 7 组 合 。 

有 多 少 种 方式 把 5 个 不 同 的 物体 放 到 3 个 相同 的 盒子 中 ? 

有 多 少 种 不 同 的 方式 将 6 个 可 辨别 的 物体 放 和 人 4 个 不 可 辨别 的 盒子 ， 使 得 每 个 盒子 里 至 少 有 1 个 

物体 ? « 

有 多 少 种 不 同 的 方式 将 5 个 临时 雇员 安排 到 4 个 相同 的 办 公 室 ? 
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有 和 多少 种 不 同 的 方式 将 6 个 临时 雇员 安排 到 4 个 相同 的 办 公 室 ， 使 得 每 个 办 公 室 中 至 少 有 1 个 临时 
雇员 ? 
有 多 少 种 不 同 的 方式 将 5 个 不 可 辨别 的 物体 放 入 3 个 不 可 辨别 的 盒子 ? 
有 多 少 种 不 同 的 方式 将 6 个 不 可 辨别 的 物体 放 和 人 4 个 不 可 辨别 的 盒子 ， 使 得 每 个 盒子 里 至 少 有 1 个 
物体 ? 
有 多 少 种 不 同 的 方式 将 8 张 相 同 的 DVD 放 人 5 个 不 可 辨别 的 盒子 ,使 得 每 个 盒子 里 至 少 有 1 
张 DVD? 
有 多 少 种 不 同 的 方式 将 9 张 相同 的 DVD 放 入 3 个 不 可 辨别 的 盒子 ， 使 得 每 个 盒子 里 至 少 有 2 
张 DVD? 
有 多 少 种 不 同 的 方式 将 5 个 球 放 到 7 个 盒子 里 ， 要 求 每 个 盒子 里 最 多 有 1 个 球 ， 如 果 
a) 球 与 盒 都 是 有 标号 的 ? b) 球 是 有 标号 的 ， 但 盒子 是 没有 标号 的 ? 
c) 球 是 没有 标号 的 ， 但 盒子 是 有 标号 的 ? gd) 球 与 盒 都 是 没有 标号 的 ? 
有 多 少 种 不 同 的 方式 将 5 个 球 放 到 3 个 盒子 里 ， 要 求 每 个 盒子 里 至 少 有 1 个 球 ， 如 果 
a) 球 与 盒 都 是 有 标号 的 ? b) 球 是 有 标号 的 ， 但 盒子 是 没有 标号 的 ? 
c) 球 是 没有 标号 的 ， 但 盒子 是 有 标号 的 ? d) 球 与 盒 都 是 没有 标号 的 ? 
假如 一 个 足球 协会 中 有 32 支 球 队 ， 将 该 协会 分 成 两 个 分 会 ， 每 个 分 会 都 有 16 支 球 队 。 将 每 个 分 会 
再 分 成 三 个 小 组 。 假 如 中 北 小 组 有 5 支 球 队 ， 该 小 组 的 每 支 球 队 相互 之 间 要 踊 四 场 比赛 ， 每 支 球 队 
要 和 该 分 会 其 他 小 组 的 11 支 球 队 踢 三 场 比赛 ， 还 要 和 另 一 个 分 会 的 16 支 球 队 踢 两 场 比赛 。 要 安排 
中 北 小 组 中 的 一 支 球 队 进行 比赛 ， 共 有 多 少 种 不 同 的 方式 ? 
假如 一 个 武器 巡视 员 必 须 对 5 个 不 同 场所 中 的 每 个 场所 巡视 两 次 ， 每 天 巡视 一 个 场所 。 巡 视 员 可 以 
自由 选择 巡视 场所 的 次 序 ， 但 他 不 能 连 着 两 天 都 巡视 和 场所， 因为 X 场所 是 最 可 疑 的 场所 。 那 么 ， 
该 巡视 员 有 和 多少 种 不 同 的 方式 来 巡视 这 些 场所 ? 
在 (zi 十 zz 十 … 十 Zn)" 的 展开 式 中 ， 把 所 有 的 同类 项 合并 以 后 有 多 少 个 不 同 的 项 ? 
证 明 多 项 式 定理 : 如 果 nn 是正 整数 ， 则 

(zi 十 Xz 十 " 十 nw)” 二 > Cnsni 97122 5° snm ) 1 L272 元 


ntng tt = 


其 中 

Cnsm nz nn) 一 峙 a 
是 多 项 式 系 数 。 

求 (z 十 y 十 z) 的 展开 式 。 

求 (z 十 y 十 z)*” 中 的 zyx 的 系数 。 


在 (z 十 y 十 z)” 的 展开 式 中 有 多 少 个 项 ? 


6 生成 排列 和 组 合 


6.1 引言 
本 章 前 几 节 已 经 描述 了 各 种 类 型 的 排列 和 组 合 的 计数 方法 ,但 是 有 时 候 需 要 生成 排列 和 
合 ， 而 不 仅仅 是 计数 。 考 虑 下 面 三 个 问题 。 第 一 ,假设 一 个 销售 商 必须 访问 6 个 城市 。 应 


该 按照 什么 顺序 访问 这 些 城市 而 使 得 总 的 旅行 时 间 最 少 ? 一 种 方法 就 是 确定 6! 三 720 种 不 


同 


顺序 的 访问 时 间 并 且 选 择 具 有 最 小 旅行 时 间 的 访问 顺序 。 第 二 ， 假 定 6 个 数 的 集合 中 某 些 


数 的 和 是 100。 找 出 这 些 数 的 一 种 方法 就 是 生成 所 有 2 一 64 个 子 集 并 且 检 查 它 们 的 元 素 和 。 


第 


员 。 


员 


三 ， 假 设 一 个 实验 室 有 95 个 雇员 ， 一 个 项 目 需 要 一 组 12 人 组 成 的 有 25 种 特定 技能 的 雇 
(每 个 雇员 可 能 有 一 种 或 多 种 技能 )。 找 出 这 组 雇员 的 一 种 方法 就 是 找 出 所 有 的 12 个 雇 
的 小 组 ， 然 后 检查 他 们 是 否 有 所 需要 的 技能 。 这 些 例子 都 说 明 为 了 求解 问题 常常 需要 生成 


排列 和 组 合 。 
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6.6.2 生成 排列 
任何 半 元 素 集合 可 以 与 集合 {(1，2，3，…， 妇 建立 一 一 对 应 。 我 们 可 以 如 下 列 出 任何 对 元 
素 集合 的 所 有 排列 : 生成 个 最 小 正 整数 的 排列 ， 然 后 用 对 应 的 元 素 替 换 这 些 整 数 。 已 经 建立 
了 许多 不 同 的 算法 来 生成 这 个 集合 的 n! 个 排列 。 我 们 将 要 描述 的 算法 是 以 (1，2，3，…，7z} 
| 的 排列 集合 上 的 字典 顺序 为 基础 的 。 按照 这 个 顺序 ， 如 果 对 于 某 个 &，1 和 县 二， Qi 二 bl,， a 二 
Do ，…， al 一 bl: 并 且 QZ 那么 排列 QI1Q2 "Cn 在 排列 总 2 …B， 的 前 边 。 换 句 话说 ， 如 果 在 
2 个 最 小 正 整 数 集合 的 两 个 排列 不 等 的 第 一 位 置 ， 一 个 排列 的 数 小 于 第 二 个 排列 的 数 ， 那 么 这 
个 排列 按照 字典 顺序 排 在 第 二 个 排列 的 前 边 。 
例 1 集合 {1，2，3，4，5) 的 排列 23415 在 排列 23514 的 前 边 ， 因 为 这 些 排列 在 前 两 位 相 
同 ， 但 第 一 排列 在 第 三 位 置 中 的 数 是 4， 小 于 第 二 排列 在 第 三 位 置 中 的 数 5。 类 似 地 ， 排 列 
41532 在 排列 52143 的 前 边 。 看 
生成 全 ，2，…，n} 的 排列 的 算法 基础 是 从 一 个 给 定 排列 wa …a, 按照 字典 顺序 构造 下 一 
个 排列 的 过 程 。 我 们 将 说 明 怎 样 做 到 这 一 点 。 首 先 假设 a,_1 二 a,， 交 换 a,_1 和 a, 可 得 到 一 个 更 
大 的 排列 。 没 有 其 他 的 排列 既 大 于 原来 的 排列 且 又 小 于 这 个 通过 交换 a,_1 与 a, 得 到 的 排列 。 
例如 ， 在 234156 后 面 的 下 一 个 最 大 的 排列 是 234165。 另 一 方面 ， 如 果 ww -之 c， 那 么 由 交换 
这 个 排列 中 的 最 后 两 项 不 可 能 得 到 一 个 更 大 的 排列 。 看 看 排列 中 的 最 后 3 个 整数 ， 如 果 a,_; 一 
a,-1， 那 么 可 以 重新 安排 这 后 3 个 数 而 得 到 下 一 个 最 大 的 排列 。a,-; 和 a 中 比较 小 的 数 大 于 
a,-:， 先 把 这 个 数 放 在 位 置 n 一 2， 然 后 把 剩 下 的 那个 数 和 a,_; 按 照 递增 的 顺序 放 到 最 后 的 两 个 
位 置 。 例 如 ， 在 234165 后 面 的 下 一 个 最 大 的 排列 是 234516。 
另 一 方面 ， 如 果 a;_; 之 a,_1( 且 a,_1 记 a,)， 那 么 不 可 能 由 安排 在 这 个 排列 的 最 后 三 项 而 得 
到 更 大 的 排列 。 基 于 这 个 观察 ， 可 以 描述 一 个 一 般 的 方法 ， 对 于 给 定 的 排列 war …a, 依据 字典 
顺序 生成 下 一 个 最 大 的 排列 。 首 先 ， 找 到 整数 w 和 ww 十 1， 使 得 w 和 过 ww 十 1 且 
Ui a > 
即 在 这 个 排列 中 的 最 后 一 对 相 邻 的 整数 ， 使 得 这 个 对 的 第 一 个 整数 小 于 第 二 个 整数 。 然 后 ， 把 
ai，aia，…，a 中 大 于 ai 的 最 小 的 整数 放 到 第 7 个 位 置 ， 再 按照 递增 顺序 从 位 置 7 十 1 到 n 
列 出 a;，ajin，aj4s，*"…，a, 中 其 余 的 整数 ， 这 就 得 到 依照 字典 顺序 的 下 一 个 最 大 的 排列 。 容 
易 看 出 ， 没 有 其 他 的 排列 大 于 排列 wa …a, 而 小 于 这 个 新 生成 的 排列 (对 这 一 事实 的 验证 留 给 
读者 作为 练习 ) 。 
例 2 在 362541 后 面 按照 字典 顺序 下 一 个 最 大 的 排列 是 什么 ? 
sm 解 ” 使 得 a; 二 aj;1 的 最 后 一 对 整数 a; 和 ai: 是 as 一 2 和 a 二 5。 排 列 在 2 右边 大 于 2 的 最 小 
整数 是 ws 二 4， 因 此 将 4 放 在 第 三 个 位 置 。 然 后 整数 2、5 和 1 依 递增 顺序 放 到 最 后 三 个 位 置 ， 
即 这 个 排列 的 最 后 三 个 位 置 是 125。 于 是 ， 下 一 个 最 大 排列 是 364125 。 < 
为 了 生成 整数 1，2，3，…， nn 的 n! 个 排列 ， 按 照 字典 顺序 由 最 小 的 排列 ， 即 123…n 开 
始 ， 连 续 使 用 n! 一 1 次 生成 下 一 个 最 大 排列 的 过 程 ， 就 得 到 n 个 最 小 的 整数 按 字典 顺序 的 所 
有 排列 。 
例 3 按 字典 顺序 生成 整数 1，2，3 的 排列 。 
解 ”从 123 开始 。 由 交换 3 和 2 得 到 下 一 个 排列 132。 下 一 步 ， 因 为 3 之 2 和 1 过 3， 排 列 
在 132 中 的 3 个 整数 ， 把 3 和 2 中 较 小 的 放 到 第 一 个 位 置 ， 然 后 按 递增 顺序 把 1 和 3 放 到 位 
置 二 和 三 而 得 到 213。 跟 着 213 的 是 231， 它 是 由 交换 1 和 3 得 到 的 ， 因 为 1 二 3。 下 一 个 最 大 
的 排列 把 3 放 在 第 一 位 置 ， 后 面 是 1 和 2 按 递增 顺序 排列 ， 即 312。 最 后 ， 交 换 1 和 2 得 到 最 
后 一 个 排列 321。 我 们 生成 了 1，2，3 字典 顺序 排列 ， 它 们 是 123、132、213、231、312 和 
Ee S| 
算法 1 显示 了 在 给 定 排列 不 是 最 大 的 排列 nn 一 1 n 一 2…2 工时 ， 在 它 的 后 面 按照 字典 顺序 
找到 下 一 个 最 大 排列 的 过 程 。 
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算法 1 按 字 典 顺序 生成 下 一 个 最 大 排列 








procedure next permutation(alaz ea: {1，2，…，71) 的 排列 ， 不 等 于 zz2 一 1…2 1) 
7 :一 7 一 1 
while a; >aj+i 
i 
{J 是 使 得 a; 一 a;+1 的 最 大 下 标 } 
k:=n 
while ww 之 ax 
k:=k—1 
{a 是 在 ai 右边 大 于 ai 的 最 小 整数 } 
交换 a; 和 ax 
, tnt 
s :二 7 十 1 
while ”之 5 
交换 a, 和 a， 
2 = 
s :一 5 十 ] 
{ 这 把 在 第 7 位 后 边 的 排列 尾部 按 递增 顺序 放置 } 
{现在 aaa …a 是 下 一 个 排列 } “ 


6.6.3 生成 组 合 
怎样 可 以 生成 一 个 有 穷 集 的 元 素 的 所 有 组 合 呢 ? 由 于 一 个 组 合 仅仅 就 是 一 个 子 集 ， 所 以 我 
们 可 以 利用 在 {a; ，a;，…，a,)} 和 位 位 串 之 间 的 对 应 关系 。 to 


如 果 a 在 子 集中 ， 对 应 的 位 串 在 位 置 & 有 一 个 1; 如果 ai 不 在 子 集中 ， 对 应 的 位 串 在 位 
置 上 有 一 个 0。 如 果 可 以 列 出 所 有 的 位 位 串 ， 那 么 通过 在 子 集 和 位 串 之 间 的 对 应 就 可 以 列 出 
所 有 的 子 集 。 

一 个 位 位 串 也 是 一 个 在 0 到 2" 一 1 之 间 的 整数 的 二 进 制 展开 式 。 按 照 它们 的 二 进 制 展开 
式 ， 作 为 整数 根据 递增 顺序 可 以 列 出 这 2" 一 1 个 位 串 。 为 生成 所 有 的 nn 位 二 进 制 展开 式 ， 从 具 
有 nn 个 0 的 位 串 000…00 开始 。 然 后 ， 继 续 找 下 一 个 最 大 的 展开 式 ， 直 到 得 到 111…11 为 止 。 
在 每 一 步 找 下 一 个 最 大 的 二 进 制 展开 式 时 ， 先 确定 从 右边 起 第 一 个 不 是 1 的 位 置 。 然 后 把 这 个 
位 置 右 边 的 所 有 的 1 变 成 0 并 且 将 这 第 一 个 0( 从 右边 数 ) 变 成 1。 

例 4 找 出 在 1000100111 后 面 的 下 一 个 最 大 的 位 串 。 

解 ”这 个 串 从 右边 数 不 是 1 的 第 1 位 是 从 右边 起 的 第 4 位 。 把 这 一 位 变 成 1 并 且 将 它 后 面 
所 有 的 位 变 成 0。 这 就 生成 了 下 一 个 最 大 的 位 串 1000101000 。 4 

生成 在 5,_15,_，…bib。 后 面 的 下 一 个 最 大 的 位 串 的 过 程 在 算法 2 中 给 出 。 


算法 2 生成 下 一 个 最 大 的 位 串 
procedure next bit string(6b,_16,_2*…b1606: 不 等 于 11…11 的 位 串 ) 
i :一 0 


while 2 一 1 


b: :一 0 
i :二 i 十 1 

& :=1 

{现在 ba—1bn—2"*" bi bo 是 下 一 个 位 串 ) 





下 面 将 给 出 生成 集合 {1，2，3，…,， nn} 的 r+ 组 合 的 算法 。 一 个 7 组合 可 以 表示 成 一 个 序 
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列 ， 这 个 序列 按照 递增 的 顺序 包含 了 这 个 子 集中 的 元 素 。 使 用 在 这 些 序列 上 的 字典 顺序 可 以 列 
出 这 些 > 组 合 。 在 这 个 字典 顺序 下 ， 第 一 个 -~ 组合 是 (1，2，…，r 一 1，r}， 最 后 一 个 ”~ 组合 是 
{2 一 r 十 1，7 一 r 十 2，…，72 一 1，?} 。 在 aa,…a, 后 面 的 下 一 个 组 合 可 以 按 下 面 的 方法 得 到 : 
首先 ， 找 到 序列 中 使 得 wa 天 2 一 * 十 ;的 最 后 元 素 a; ， 然 后 用 ww 十 1 代替 ww ， 且 对 于 7 一 :十 1， i 十 
2，…，7 用 ai 十 7 一 ;十 1 代替 a;。 请 读者 证 明 这 就 按 字典 顺序 生成 了 下 一 个 最 大 的 组 合 。 下 面 
的 例 5 说 明了 这 个 过 程 。 

例 5 找 出 集合 {1，2，3，4，5，6} 在 {1，2，5，6} 后 面 的 下 一 个 最 大 的 4 组 合 。 

解 ” 在 具有 a 二 1]，a;s 二 2，as 二 5，a 王 6 的 项 中 使 得 a; 关 6 一 4 十 i 的 最 后 的 项 是 a 二 2。 为 
得 到 下 一 个 最 大 的 4 组 合 ,， 把 as 加 1 得 a 二 3。 然 后 ,， 置 a 二 3 十 1 二 4 且 4 二 3 十 2 二 5。 从 而 下 
一 个 最 大 的 4 组 合 是 (1，3，4，5)。 4 

算法 3 用 伪 码 给 出 了 这 个 过 程 。 














算法 3 按 字典 顺序 生成 下 一 个 ”组合 
procedure next rcombination({al ，az ，…，ar) : (1，2，…，71)} 的 满足 ww 过 志 …<a 的 不 等 于 
{n 一 r 十 1，…，n}) 的 真子 集 ) 
Bp 
while a; 一 7 一 7 十 1 
i:=i—1l 
a :=@i 十 1 
for 7 :一 ;十 1 tor 
a; :=aiTj—i 
{现在 aias…a, 是 下 一 个 组 合 } 














练习 

1. 按照 字典 顺序 排列 下 述 (1，2，3，4，5} 的 排列 : 
43521，15432，45321，23451，23514，14532，21345，45213，31452，31542。 

2. 按照 字典 顺序 排列 下 述 {1，2，3，4，5，6}) 的 排列 : 
234561, 231456, 165432,” 156423, 543216, 541236， 231465, 314562, 432561, 654321， 
654312，435612。 

3. 一 个 计算 机 目录 中 文件 名 字 包 括 3 个 大 写字 母 ， 接 着 1 个 数字 ， 其 中 字母 是 A、B 或 C， 数 字 是 1 或 
2。 以 字典 顺序 列 出 这 些 文件 名 。 字 和 母 顺序 为 正常 的 字母 表 顺 序 。 

4. 设 一 个 计算 机 目录 中 文件 名 字 包 括 3 个 数字 ， 接 着 2 个 小 写字 母 ， 其 中 数字 是 0、1 或 2， 字母 是 a 或 
b。 以 字典 顺序 列 出 这 些 文件 名 。 字 和 母 顺序 为 正常 的 字母 表 顺 序 。 

5. 找 出 按照 字典 顺序 跟 在 下 面 每 一 个 排列 后 面 的 下 一 个 最 大 的 排列 。 


a)1432 b)54123 ©) 12453 

d)45231 e)6714235 f)31528764 
6. 找 出 按照 字典 顺序 跟 在 下 面 每 一 个 排列 后 面 的 下 一 个 最 大 的 排列 。 

a)1342 b)45321 c)13245 

d) 612345 e)1623547 f)23587416 


7. 使 用 算法 1 按照 字典 顺序 生成 前 4 个 正 整数 的 24 个 排列 。 

8. 使 用 算法 2 列 出 集合 {1，2，3，4} 的 所 有 子 集 。 

9. 使 用 算法 3 列 出 集合 {L，2，3，4，5} 的 所 有 的 3 组 合 。 

10. 证 明 : 算法 1 按 字 典 顺 序 生成 下 一 个 最 大 的 排列 。 

11. 证 明 : 算法 3 按 字典 顺序 生成 给 定 7 组 合 后 面 的 下 一 个 最 大 的 r 组 合 。 
12. 建立 一 个 算法 来 生成 n 元素 集 合 的 r 排列。 

13. 列 出 {1，2，3，4，5}) 的 所 有 3 排列 。 
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这 一 节 剩 下 的 练习 建立 了 另 一 个 算法 来 生成 {1，2，3，…，n} 的 排列 。 这 个 算法 是 基于 整数 的 康 托 

尔 展开 。 每 个 小 于 n! 的 非 负 整数 有 一 个 唯一 的 康 托 尔 展开 式 
a a2 ta 1)! 

其 中 a; 是 一 个 不 超过 i 的 非 负 整数 ，i 二 1，2，…，n 一 1。 整 数 au ，as ，…，w~i 叫 做 这 个 整数 的 康 托 尔 
数字 。 
给 定 {1，2，…， 好 的 一 个 排列 。 令 a-1 是 排列 中 在 & 后 面 且 小 于 上 的 整数 个 数 ，k 二 2，3，…，n。 例 
如 ， 在 排列 43215 中 ,a 是 在 2 后 面 且 小 于 2 的 整数 个 数 ， 所 以 wa =1。 类 似 地 ， 对 这 个 例子 ，az 一 2、 
as 二 3 且 w 一 0。 考虑 从 (1，2，3，…， 录 的 排列 的 集合 到 小 于 n! 的 非 负 整数 的 集合 的 函数 。 这 个 函 
数 把 一 个 排列 映 到 一 个 非 负 整数 ， 而 这 个 整数 把 以 这 种 方式 定义 的 m ，a ，…，a,-1 作 为 它 的 康 托 尔 
数字 。 
14. 找 出 对 应 于 下 述 排列 的 整数 。 

a)246531 b)12345 c)654321 
15. 证 明 : 这 里 描述 的 对 应 是 {1，2，3，…，n} 的 排列 的 集合 与 小 于 n! 的 非 负 整 数 之 间 的 双 射 。 
16. 按照 康 托 尔 展开 式 与 练习 12 前 面 所 描述 的 排列 之 间 的 对 应 找 出 与 下 面 的 整数 相对 应 的 {1，2，3，4， 

5} 的 排列 。 

a)3 b)89 c)111 
17. 开发 一 个 以 练习 14 描述 的 对 应 为 基础 的 算法 来 生成 元素 集合 所 有 的 排列 。 


关键 术语 和 结论 

术语 

组 合 数学 (combinatorics) : 研究 物体 安排 的 科学 。 

枚 举 (enumeration) : 物体 安排 的 计数 。 

树 图 (tree diagram): 由 根 、 从 根 出 发 的 分 支 以 及 从 分 支 的 某 些 端点 出 发 的 其 他 分 支 构 成 的 图 。 

排列 (permutation) : 集合 元 素 的 一 个 有 序 的 安排 。 

r 排列 (r-permutation) : 集合 的 7 个 元 素 的 一 个 有 序 安排 。 

Pl(n， 7r) : nn 元 素 集 合 的 r 排列 数 。 

r 组 合 (r-combination:): 集合 的 ~ 个 元 素 的 无 序 选 取 。 

Cln，7) : nn 元素 集合 的 7 组合 数 。 

(7) (= 区 式 系数 ，binomial coefficient): 也 是 n 元素 集合 的 r 组 合 数 。 

二 

组 合 证 明 (combinatorial proof) : 基于 计数 变量 的 证 明 。 

帕斯卡 三 角形 (Pascalys triangle) : 二 项 式 系 数 的 一 种 表示 ， 其 中 三 角形 的 第 i 行 包含 () ;J 三 
Gn 1s Bs wey Rs 

结论 

计数 的 乘积 法 则 (product rule for counting): 当 一 个 过 程 由 两 个 子 任务 构成 时 ， 完 成 这 个 过 程 
的 方式 数 是 完成 第 一 个 任务 的 方式 数 和 完成 第 一 个 任务 之 后 再 做 第 二 个 任务 的 方式 数 
之 积 。 

集合 的 乘积 法 则 (product rule for sets) : 有 限 集合 的 笛 卡 儿 集 的 大 小 是 各 个 集合 大 小 的 乘积 。 

计数 的 求 和 法 则 (sum rule for counting) ， 如果 两 个 任务 不 能 同时 做 ， 那么 用 这 种 或 那 种 方式 完 
成 任务 的 总 方式 数 是 完成 两 种 任务 的 方式 数 之 和 。 

集合 的 求 和 法 则 (sum rule for sets) : 两 两 互 斥 集合 的 并 集 的 大 小 是 各 个 集合 大 小 之 和 。 

计数 的 减法 法 则 或 者 集合 容 斥 原理 (subtraction rule for counting or inclusion-exclusion for sets) : 
一 个 任务 可 以 通过 nn 种 或 者 ns 种 两 类 方式 完成 ， 完 成 这 个 任务 的 方式 总 数 是 nn 十 ns 减 去 
两 类 方式 中 相同 的 方式 。 
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集合 的 减法 法 则 或 者 集合 容 斥 原理 (subtraction rule or inclusion-exclusion for sets): 两 个 集合 
的 并 集 的 大 小 等 于 两 个 集合 大 小 之 和 减 去 两 个 集合 交集 的 大 小 。 

计数 的 除法 法 则 (division rule for counting): 如 果 一 个 任务 能 由 一 个 可 以 用 ”种 方式 完成 的 过 
程 实现 ， 而 对 于 每 种 完成 任务 的 方式 w， 在 nn 种 方式 中 正好 4d 种 与 之 对 应 ， 那 么 完成 这 个 
任务 的 方法 数 为 n/d。 

集合 的 除法 法 则 (division rule for sets) ， 如 果 说 一 个 有 限 集 A 是 个 有 4a 个 元 素 的 互 斥 集合 的 
并 集 组 成 ， 那么 n= |A|/4d/。 

饮 时 原理 (the pigeonhole principle) : 当 比 & 多 的 物体 放 到 个 盒子 时 ， 一 定 存在 一 个 盒子 包含 
了 至 少 2 个 物体 。 

广义 鲍 梨 原理 (the generalized pigeonhole principle) ， 当 N 个 物体 放 入 有 个 盒子 时 ， 一 定 存在 一 个 
盒子 包含 了 至 少 [ AI 个 物体 。 

P(r) = 


nl 


(元 一 六 ) 1 


Er 二 ( 门 = i 


帕斯卡 恒等式 (Pascal’”s identity): iis (i (") 


二 项 式 定理 (the binomial theorem):(zx 十 y)” 一 (jz 

当 允 许 重 复 时 ,一 个 元素 集合 有 n’ 个 r 排列 。 

当 人 允许 重复 时 ， 一 个 nn 元 素 和 集合 有 Cln 十 r 一 1, 个 r+ 组 合 。 

如 果 类 型 i 的 不 可 辨别 的 物体 有 ni 个 ， i 二 1，2，3,，…，k， 那 么 nn 个 物体 的 排列 有 n! /(n! 


me mt 
生成 集合 {1，2，…，n} 的 排列 的 算法 。 
复习 题 G 


1. 解释 怎样 用 求 和 与 乘积 法 则 找 出 长 度 不 超过 10 的 位 串 的 个 数 。 
2. 解释 怎样 找 出 长 度 不 超过 10 且 至 少 有 1 位 0 的 位 串 的 个 数 。 
3. 2) 怎样 用 乘积 法 则 找 出 从 m 元 素 集 合 到 ”元素 集 合 的 函数 个 数 ? 

b) 从 一 个 5 元 素 集合 到 一 个 10 元 素 集 合 存在 多 少 个 函数 ? 

ce) 怎样 用 乘积 法 则 找 出 从 m 元 素 集 合 到 元 素 集 合 的 一 对 一 函数 的 个 数 ? 

d) 从 一 个 5 元 素 集合 到 一 个 10 元 素 集 合 存在 多 少 个 一 对 一 函数 ? 

e) 从 一 个 5 元 素 集 合 到 一 个 10 元 素 集 合 存在 多 少 个 映 上 (注意 ， 满 射 ) 的 函数 ? 
4. 如 果 首 先 赢 4 个 球 的 队 就 能 取胜 ， 你 怎样 找 出 两 个 队 加 赛 的 所 有 可 能 的 结果 数 ? 
5. 怎样 找 出 以 101 开始 或 以 010 结束 的 10 位 位 串 数 ? 

6. a) 叙 述 铝 梨 原 理 。 

b) 解 释 怎 样 用 铝 巢 原理 证 明 在 11 个 整数 中 至 少 2 个 整数 的 最 后 一 位 相同 ? 
7. a) 叙 述 广义 铝 梨 原理 。 

b) 解 释 怎 样 用 广义 铝 梨 原理 证 明 在 91 个 整数 中 有 10 个 整数 的 最 后 一 位 数字 相同 ? 
8. a) 一 个 半 元 素 集合 的 ~ 排列 和 > 组 合 的 区 别 是 什么 ? 

b) 推 导 一 个 与 n 元 素 集合 的 r 组合 数 及 > 排列 数 有 关 的 等 式 。 

有 多 少 种 方式 从 一 班 25 个 学 生 中 选 6 个 学 生 参 加 一 个 委员 会 ? 

d) 有 多 少 种 方式 从 一 班 25 个 学 生 中 选 6 个 学 生 担任 委员 会 中 不 同 的 常务 委员 ? 
9. a) 什 么 是 帕斯卡 三 角形 ? 

b) 在 帕斯卡 三 角形 中 的 一 行 是 怎样 从 它 的 上 一 行 产生 的 ? 

10. 什么 是 恒等式 的 组 合 证 明 ? 这 样 的 证 明 与 代数 证 明 有 什么 不 同 ? 
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11. 
- 12, 


13. 


14. 


15. 


16. 
17. 


18. 


1 


解释 怎样 用 组 合 论证 证 明 帕 斯 卡 恒等式 。 

a) 叙 述 二 项 式 定理 。 

b) 解 释 怎 样 用 组 合 论证 证 明 二 项 式 定理 。 

c) 求 在 (2z 十 5y) ”的 展开 式 中 xz”y"” 项 的 系数 。 

a) 解 释 怎样 找 出 与 从 ?个 物体 允许 重复 地 无 序 选 取 个 物体 的 方法 数 有 关 的 公式 。 

b) 如 果 同 种 类 型 的 物体 是 不 加 区 分 的 ,那么 从 5 种 不 同类 型 的 物体 中 选择 12 个 物体 有 多 少 种 方式 ? 
c) 从 这 5 种 不 同类 型 的 物体 中 选择 12 个 物体 ， 如 果 第 一 类 物体 必须 至 少 3 个 ,那么 有 多 少 种 方式 ? 
dg) 从 这 5 种 不 同类 型 的 物体 中 选择 12 个 物体 ， 如 果 第 一 类 物体 不 多 于 4 个 ， 那 么 有 多 少 种 方式 ? 
e) 从 这 5 种 不 同类 型 的 物体 中 选择 12 个 物体 ， 如 果 第 一 类 物体 必须 至 少 2 个 ， 但 是 第 二 类 物体 不 超 
过 3 个 ， 那么 有 多少 种 方式 ? 

a) 设 n 和 vr 是 正 整 数 ， 解 释 为 什么 方程 zi 十 zz 十 … 十 zx, 二 7 的 解 的 个 数 等 于 n 元 素 集合 的 允许 重复 的 

r 组 合 数 ， 这 里 的 zi 是 非 负 整数 ，i 一 1，2，3，…，7。 

b) 方 程 zi 十 zz 十 ma 十 z 一 17 有 多 少 个 非 负 整 数 解 ? 

c)b) 的 方程 有 多 少 个 正 整 数 解 ? 

a)n 个 物体 有 k 种 不 同 的 类 型 ， 其 中 类 型 1 及 个 无 区 别 的 物体 ， 类 型 2 有 ns 个 无 区 别 的 物体 ，…， 
类 型 & 有 ni 个 无 区 别 的 物体 ， 推 导 一 个 与 这 些 物体 的 排列 数 有 关 的 公式 。 

b) 有 多 少 种 方式 来 排序 单词 INDISCREETNESS 的 字母 ? 

描述 一 个 算法 来 生成 个 最 小 正 整数 集合 的 所 有 排列 。 

a) 把 52 张 标准 的 扑克 牌 发 给 6 个 人 ,每 人 5 张 牌 ， 有 多 少 种 方式 ? 

b) 有 多少 种 方式 把 nn 个 有 区 别 的 物体 分 配给 & 个 有 区 别 的 盒子 且 使 得 第 i 个 盒子 含有 n; 个 物体 ? 
描述 一 个 算法 来 生成 n 个 最 小 正 整 数 集合 的 所 有 的 组 合 ? 


补充 练习 
从 10 个 不 同 的 项 中 选 6 项 有 多 少 种 方式 ? 
a) 若 这 些 项 是 有 序 选择 的 并 且 不 允许 重复 。 b) 若 这 些 项 是 有 序 选择 的 并 且 人 允许 重复 。 
c) 若 这 些 项 是 无 序 选择 的 并 且 不 允许 重复 。 d) 若 这 些 项 是 无 序 选择 的 并 且 人 允许 重复 。 
. 从 6 个 不 同 的 项 中 选 10 项 有 多 少 种 方式 ? 
a) 若 这 些 项 是 有 序 选 择 的 并 且 不 允许 重复 。 b) 若 这 些 项 是 有 序 选择 的 并 且 人 允许 重复 。 
ec) 若 这 些 项 是 无 序 选择 的 并 且 不 允许 重复 。 d) 若 这 些 项 是 无 序 选 择 的 并 且 人 允许 重复 。 


. 一 个 考试 包含 100 道真 假 判断 题 。 如 果 答 案 可 以 空缺 ， 一 个 学 生 回答 这 些 考 题 可 能 有 多 少 种 不 同 的 


方式 ? 


4. 有 多 少 个 10 位 位 串 以 000 开始 或 以 111 结束 ? 


. 字母 表 {a，b，c} 上 有 多 少 个 10 位 字符 串 恰 有 3 个 a 或 恰 有 4 个 b? 
. 一 个 校园 电话 系统 的 内 部 电话 号 码 由 5 个 数字 组 成 ， 且 第 一 个 数字 不 等 于 0。 在 这 个 系统 中 可 以 分 配 


多 少 个 不 同 的 电话 号 码 ? 


. 一 个 冰激凌 屋 有 28 种 不 同 味道 的 冰激凌 、8 种 不 同 的 果汁 和 12 种 配料 。 


a) 如 果 每 种 味道 的 可 以 不 止 1 勺 ， 并 且 不 考虑 次 序 ， 那 么 取 3 勺 冰激凌 放 在 一 个 盘 中 有 多 少 种 不 同 的 方式 ? 

b) 如 果 一 个 小 圣 代 包含 1 勺 冰 激 次 、1 种 果汁 和 1 种 配料 ， 那 么 有 多 少 种 不 同 的 小 圣 代 ? 

c) 如 果 一 个 大 圣 代 包 含 3 勺 冰激凌 、2 种 果汁 和 3 种 配料 。 其 中 每 种 味道 的 冰激凌 可 以 不 止 1 个 并 且 
不 考虑 次 序 ， 每 种 果汁 只 能 用 1 次 且 不 考虑 次 序 ， 同 时 每 种 配料 也 只 能 用 1 次 并 且 不 考虑 次 序 。 那 
么 有 多 少 种 不 同 的 大 圣 代 ? 


. 有 多 少 个 小 于 1000 的 正 整数 


a) 恰 有 3 个 十 进 制 数字 ? b) 有 奇数 个 十 进 制 数字 ? 
ce) 至少 有 1 个 十 进 制 数字 等 于 9? d) 没 有 奇数 个 十 进 制 数字 ? 
e) 有 两 个 连续 的 十 进 制 数字 等 于 57 人 是 回 文 ( 即 正 读 和 倒 读 是 一 样 的 )? 


. 当 用 十 进 制 记 法 写 出 从 1 到 1000 的 数 时 ， 有 多 少 个 下 面 的 数字 被 用 到 ? 


a)0 b)1 ©)2 d)9 
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10. 
11. 


12. 
13. 
14. 
15. 


* 16. 
* 17. 


18. 
19. 
20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


* 25. 


26. 


27. 


2 


加 


29. 


30. 


31. 


32. 


有 黄道 十 二 宫 ， 需 要 有 多 少 人 才能 保证 其 中 至 少 6 个 人 在 同一 宫 ? 

一 个 幸运 饼干 公司 制作 213 种 不 同 的 幸运 饼干 。 一 个 学 生 在 一 个 使 用 这 家 饼干 公司 的 饼干 的 餐馆 用 
餐 。 这 个 餐馆 在 用 餐 最 后 为 每 一 个 客户 提供 一 块 幸运 饼干 。 这 个 学 生 在 这 家 餐馆 用 餐 次 数 最 多 能 是 
多 少 以 保证 不 会 吃 到 同一 种 饼干 4 次 ? 

为 保证 至 少 2 个 人 生 在 一 周 的 同一 天 和 同一 个 月 (可 以 不 在 同一 年 )， 那 么 需要 多 少 人 ? 

证 明 : 在 10 个 不 超过 50 的 正 整数 集合 中 至 少 有 2 个 不 同 的 5 元 素 子 集 有 同样 的 和 。 

一 包 棒球 卡 有 20 张 。 如 果 总 共有 550 种 不 同 的 卡 ， 那 么 需要 买 多 少 包 卡 才能 保证 其 中 的 2 张 卡 是 一 样 的 。 
a) 从 一 副 牌 中 需要 选 多 少 张 牌 才能 保证 至 少 选中 2 张 A? 

b) 从 一 副 牌 中 需要 选 多 少 张 牌 才能 保证 至 少 选 中 2 张 A 和 2 种 点 数 ? 

c) 从 一 副 牌 中 需要 选 多 少 张 牌 才能 保证 至 少 有 2 张 同样 点 数 的 牌 ? 

d) 从 一 副 牌 中 需要 选 多 少 张 牌 才能 保证 至 少 有 2 张 不 同 点 数 的 牌 ? 

证 明 : 在 任何 ?十 1 个 不 超过 2n 的 正 整 数 中 必 存 在 2 个 数 互 素 。 

证 明 : 在 m 个 整数 的 序列 中 存在 若干 个 连续 的 整数 其 和 可 被 m 整除 。 

证 明 : 如 果 放 5 个 点 在 边 长 为 2 的 正方 形 中 ， 那 么 其 中 至 少 有 2 个 点 的 距离 不 超过 V2。 

证 明 : 一 个 有 理 数 的 十 进 制 展 开 式 一 定 从 某 一 点 出 现 重复 。 

曾经 有 一 种 计算 机 病毒 通过 感染 的 邮件 信息 感染 了 一 台 计 算 机 ， 该 病毒 在 这 台 计 算 机 的 邮箱 中 向 100 
个 邮件 地 址 都 发 送 了 自身 的 副本 。 那 么 ， 当 该 计算 机 将 感染 的 邮件 信息 发 送 5 次 之 后 ， 它 所 感染 的 


不 同 计算 机 的 最 大 数量 是 多 少 ? 

有 多 少 种 方式 从 20 种 多 纳 圈 中 选 12 个 多 纳 圈 ? 

a) 如 果 没 有 2 个 多 纳 圈 是 同 种 的 ? b) 如 果 所 有 的 多 纳 圈 都 是 同 种 的 ? 
ce) 如 果 不 加 限制 ? d) 如 果 至 少 有 2 种 多 纳 圈 ? 

e) 如 果 必 须 至 少 有 6 个 蓝 故 馅 的 多 纳 圈 ? f) 如 果 至 多 有 6 个 蓝莓 馅 的 多 纳 圈 ? 
求 n， 如 果 

a)P(n, 2)=110 b)P(n, n)=5040 

cPln, 4)=12P(n, 2) 

求 n， 如 果 

a)C(l(n, 2)=45 b)C(l(n, 3)=P(n, 2) 


Cn, 5)=C(n, 2) 
证 明 : 如 果 n 和 vr 是 非 负 整数 且 n 宇 r， 则 
Pl(ntl1,; 7r)=P(n, r)(nt1)/(nt+l1—r) 

设 S 是 n 元 素 集合 ， 存 在 多 少 个 有 序 对 (A，B) 使 得 A 和 B 是 S 的 子 集 且 ASB? [提示 : 证 明 S 中 的 
每 个 元 素 属于 A、B 一 A 或 S 一 B。] 
通过 构造 在 集合 的 具有 偶数 个 元 素 的 子 集 与 具有 奇数 个 元 素 的 子 集 之 间 的 对 应 ， 给 出 关于 5.4 节 推 
论 2 的 组 合 证 明 。[ 提 示 : 取 集 合 的 一 个 元 素 a， 如 下 构造 对 应 : 如 果 a 不 在 子 集中 就 把 它 放 到 子 集 
中 ; 如 果 a 在 子 集中 就 把 它 从 子 集中 取出 。] 
设 n 和 vr 是 非 负 整 数 且 rr 二 n。 证 明 

GN, r=—1)=C(n2, 7 十 1) 二 2C(n 十 1， 7 二 1) 十 CC(n, 7 十 1) 


。 使 用 数学 归纳 法 证 明 Bc,2) 二 Cln 十 1,3) 其 中 是 大 于 1 的 整数 。 


证 明 : 如 果 n 是 整数 ， 则 
2 


证 明 六 > 1 一 (2 ) , "为 大 于 等 于 2 的 整数 . 
证 明 5) > 了 1 一 (2) ,为 大 于 等 于 3 的 整数 。 


在 这 个 练习 中 我 们 将 推导 一 个 关于 个 最 小 正 整 数 的 平方 和 的 公式 。 我 们 将 用 两 种 方式 计数 三 元 组 


计 数 375 





(iz，j， 上 上) 的 个 数 ， 其 中 i、; 和 上 是 整数 上 且 满 足 0( 委 ;一 E，0 委 1 天 上 ，1 释 4 入 n。 
a) 证 明 : 对 于 给 定 的 存在 &? 个 这 样 的 三 元 组 ， 因 此 有 》\ 忆 个 这 样 的 三 元 组 。 


b) 证 明 : 具有 0 二 i 二 j<% 的 三 元 组 个 数 和 0 过; 过 i<% 的 三 元 组 个 数 都 等 于 C(Cz 十 1，3) 。 
c) 证 明 : 具有 0 二 i=j<<% 的 三 元 组 个 数 等 于 CCln 十 1]，2)。 
d) 把 a)、b) 和 c) 组 合 起 来 得 出 


DE= 2Cnt+1,3) + Cn+t 1,2) 


二 n(n 十 1)(2n 十 1)/6 
* 33. 设 2 字 4， 有 多 少 个 对 位 位 串 恰 好 01 在 其 中 出 现 两 次 ? 

34. 设 集合 S 和 子 集 族 A; ，A: ，…，A4.， 其 中 每 个 子 集 含 有 d 个 元 素 ，d 宇 2。 如 果 可 以 把 两 种 不 同 的 颜 
色 分 配给 S 的 元 素 ， 每 个 元 素 一 种 颜色 ， 且 使 得 每 个 子 集 A; 都 包含 了 两 种 颜色 的 元 素 ， 则 称 这 个 子 
集 族 是 可 2 涂 色 的 。 设 ml(d) 是 最 大 的 正 整 数 ， 使 得 对 于 每 个 子 集 族 ， 如 果子 集 数 小 于 m(4d)， 且 每 
个 子 集 含 d 个 元 素 ， 就 是 可 2 涂 色 的 。 
a) 证 明 : 具有 24 一 1 个 元 素 的 集合 S 的 所 有 d 子 集 构 成 的 子 集 族 不 是 可 2 涂 色 的 。 
b) 证 明 : xz(2) 一 3。 

x#e) 证 明 ，m(3) 一 7。[ 提 示 : 证 了 明 {1，3，5})，{(1，2，6}，{(1，4，7)，{(2，3，4)，({(2，5，7)，{3， 
6，7}，{4，5，6} 不 是 可 2 涂 色 的 。 然 后 证 明 所 有 具有 3 个 元 素 的 6 个 集合 的 集合 族 都 是 可 2 涂 
色 的 。] 

35. 一 个 教授 为 一 次 离散 数学 考试 出 了 20 道 多 选 题 ， 每 道 题 可 能 的 答案 为 a、b、c 或 d。 如 果 具 有 答案 

a、b、c 和 d 的 试题 数 分 别 为 8、3、4 和 5， 且 试题 可 以 用 任意 的 顺序 安排 ， 那 么 可 能 有 多 少 种 不 同 
的 答案 。 : 
36. 8 个 人 围 圆桌 就 座 有 多 少 种 不 同 的 安排 ? 其 中 如 果 一 种 安排 通过 旋转 能 从 另 一 种 安排 得 到 ， 那 么 就 认 
为 这 两 种 安排 是 一 样 的 。 
37. 把 24 个 学 生 分 给 5 个 指导 教师 有 和 多少 种 方式 ? 
38. 一 蒲式耳 包含 20 个 不 可 辨别 的 Delicious 苹果 、20 个 不 可 辨别 的 Macintosh 苹果 和 20 个 不 可 辨别 的 
Granny Smith 苹果 ， 从 其 中 选 12 个 苹果 ， 如 果 每 类 至 少 选 3 个， 有 多 少 种 方式 ? 
39. 方程 zi 十 zz 十 zs 一 17 有 多 少 个 非 负 整数 解 ? 
a) 若 Xi 之 1]， zo>2， ws>3 车 二 过 65 祈 记 5 
6) 若 过 dy VB 5 
40. 使 用 单词 PEPPERCORN 的 所 有 字母 构成 字符 串 。 
a) 可 以 构成 多 少 个 不 同 的 字符 串 ? b) 其 中 有 多 少 字符 串 以 P 开始 和 结束 ? 
c) 在 多 少 个 字符 串 中 有 3 个 连续 的 P? 
41. 10 元 素 集合 有 多 少 个 子 集 
a) 少 于 5 个 元 素 ? b) 多 于 7 个 元 素 ? 
c) 有 奇数 个 元 素 ? 
42. 一 个 交通 逃逸 事故 的 证 人 告诉 警察 ， 後 事 汽车 的 车 牌 包 含 3 个 字母 后 面 跟着 3 个 数字 ， 以 字母 AS 开 
始 且 包含 数字 1 和 2。 有 多 少 不 同 的 车 牌 符合 这 个 描述 ? 

43. 有 和 多少 种 方式 把 个 相同 的 物体 放 入 m 个 不 同 的 容器 而 使 得 没有 一 个 容器 是 空 的 ? 

44. 6 个 男孩 和 8 个 女孩 坐 在 一 排 椅子 上 ， 如 果 没 有 两 个 男孩 相 邻 ， 有 多 少 种 方式 ? 

45. 将 6 个 物体 放 入 5 个 盒子 中 有 多 少 种 方式 ， 如 果 


a) 物 体 与 盒子 都 是 有 标号 的 ? b) 物 体 是 有 标号 的 ， 但 盒子 是 没有 标号 的 ? 
c) 物 体 是 没有 标号 的 ， 但 盒子 是 有 标号 的 ? d) 物 体 与 盒子 都 是 没有 标号 的 ? 

46. 将 5 个 物体 放 入 6 个 盒子 中 有 多 少 种 方式 ， 如 果 
a) 物 体 与 盒子 都 是 有 标号 的 ? b) 物 体 是 有 标号 的 ， 但 盒子 是 没有 标号 的 ? 
c) 物 体 是 没有 标号 的 ， 但 盒子 是 有 标号 的 ? d) 物 体 与 盒子 都 是 没有 标号 的 ? 


第 一 类 斯 特 林 数 c(n，k)， 其 中 和 都 为 整数 ，1 壹 kn， 等 于 nn 个 人 围 坐 于 张 圆 桌 ， 每 张 圆 桌 
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至 少 有 一 个 人 的 安排 方式 数 ， 其 中 m 个 人 坐 在 一 桌 ， 如 果 每 一 个 都 相同 的 左右 邻 座 被 认为 是 同一 种 安排 
方式 ， 


47. 


48. 


49. 
x* §0. 


51. 


(nn 
ko 


计算 下 列 第 一 类 斯 特 林 数 。 
a)c(3, 2) b)cC4，2) ec(4，3) d)c(5, 4) 


证 明 如 果 ”为 正 整 数 ， 则 Dems = 
证 明 如 果 为 正 整 数 ， "之 3， 则 cln, x 一 2)=(3n 一 1)C(n，3)/4。 
证 明 & 和 7 都 为 整数 ，1 委 &<2， 则 cn 十 1，k)==cCn,，k 一 1 十 nc(n，k)。 


给 出 一 个 组 合 证 明 当 ”为 正 偶数 时 ，2"” 能 整除 n!1。[ 提 示 : 使 用 6.5 节 中 的 定理 3 计算 2n 个 对 象 的 
排列 数 ， 其 中 一 共 种 不 同类 型 ， 每 类 型 有 2 个 相同 的 对 象 。] 


. 有 多 少 种 长 度 为 11 的 RNA 序列 ， 其 中 有 4 个 A、3 个 C、2 个 U 和 2 个 G, 并 以 CAA 结尾 ? 


练习 53 和 54 基于 LRoTe09] 中 的 讨论 。 在 20 世纪 60 年 代 使 用 一 种 RNA 链 测序 方法 在 某 种 链接 之 


后 采用 酶 打 断 RNA 链 。 有 些 酶 将 RNA 链 从 G 链接 打 断 ， 有 些 从 C 或 者 U 链接 之 后 打 断 。 使 用 这 些 方 
法 有 时 可 正确 对 一 条 RNA 链 的 所 有 碱 基 进 行 测序 。 


和 二 


x* 54. 


ss, 
56. 
% 
* 58, 


设 在 每 个 G 链接 后 打 断 RNA 链 的 酶 用 于 长 为 12 的 链接 链 。 片 段 得 到 了 G、CCG、AAAG 和 UCCG， 
当 采 用 每 个 C 或 U 处 打 断 RNA 链 的 酶 时 ， 片 段 得 到 了 C、C、C、C、GGU 和 GAAAG。 你 能 从 这 
些 片段 确定 这 条 长 度 为 12 的 RNA 链 ? 如 果 可 以 ， 这 条 链 是 怎样 的 ? 

设 在 每 个 G 链接 后 打 断 RNA 链 的 酶 用 于 长 为 12 的 链接 链 。 片 段 得 到 了 AC、UG 和 ACG， 当 采用 每 
个 C 或 U 处 打 断 RNA 链 的 酶 时 ， 片 段 得 到 了 U、GAC 和 GAC。 你 能 从 这 些 片 段 确定 这 条 12 长 度 
的 RNA 链 ? 如 果 可 以 ， 这 条 链 是 怎样 的 ? 

设计 一 个 算法 生成 一 个 有 穷 集 的 所 有 允许 重复 的 r 排列。 

设计 一 个 算法 生成 一 个 有 穷 集 的 所 有 允许 重复 的 r+ 组 合 。 

证 明 : 如 果 m，nn 为 整数 ，m 宇 3，n 宇 3， 那 么 RCm,， 二 RGm, nn 一 1) 十 R(m 一 1，n)。 

在 一 组 6 个 人 中 ， 每 两 个 人 是 朋友 或 者 是 和 天 人， 证明 在 这 组 人 中 不 存在 3 个 人 两 两 是 朋友 ， 也 不 存 
在 4 个 人 两 两 是 敌人 。 从 而 证 明了 R(3，4) 宇 7。 


计算 机 课题 
按 给 定 的 输入 和 输出 写 程序 。 


oanw 


. 给 定 正 整数 > 和 不 超过 的 非 负 整 数 ， 找 出 元素 集合 的 x 排列 数 和 7 组 合 数 。 
,给 定 正 整数 x 和 xr， 找 出 元 素 集合 的 允许 重复 的 x 排列 数 和 人 允许 重复 的 r 组 合 数 。 
.给 定 正 整 数 序 列 ， 找 出 这 个 序列 的 最 长 的 递增 和 递减 子 序列 。 


给 定 方 程 吉 和 十 zz 十 … 十 二 C， 其 中 C 是 一 个 常数 ，Zi， zz， "Zz， 是 非 负 整数 ， 列 出 所 有 的 解 。 


.给 定 正 整 数 n， 按 字典 顺序 列 出 集合 {1，2，3，…，n} 的 所 有 的 排列 。 

,给 定 正 整 数 n 和 不 超过 n 的 非 负 整数 r+， 按 字典 顺序 列 出 集合 {1，2，3，…，n} 的 所 有 的 7 组 合 。 
.给 定 正 整数 nn 和 不 超过 的 非 负 整数 r+， 按 字典 顺序 列 出 集合 全，2，3，…，n} 的 所 有 的 排列。 
.给 定 正 整 数 n， 列 出 集合 人 1，2，3，…，n} 的 所 有 的 组 合 。 

.给 定 正 整 数 n 和 r+， 列 出 集合 {1，2，3，…，n} 的 允许 重复 的 所 有 7 排列。 

10. 


给 定 正 整 数 n 和 rr， 列 出 集合 {1，2，3，…，n} 的 允许 重复 的 所 有 7 组合。 


计算 和 探索 


1, 


2. 
3, 


一 个 计算 程序 或 你 自己 编写 的 程序 做 下 面 的 练习 。 
当 两 个 队 加 时 赛 时 ， 赢 的 队 是 9 分 中 首先 得 5 分 、11 分 中 首先 得 6 分 、13 分 中 首先 得 7 分 和 15 分 中 
首先 得 8 分 的 队 。 找 出 加 时 赛 的 可 能 的 结果 数 。 
哪些 二 项 式 系数 是 奇数 ? 你 能 根据 数 的 特征 给 出 一 个 猜想 吗 ? 

目前 还 不 知道 二 项 式 系数 C(2n，n) 是 否 一 定 被 一 个 素数 的 平方 整除 ， 也 不 知道 当 n 增 长 时 在 C(2m，7) 
的 素数 分 解 中 最 大 的 指数 是 否 无 界 增长 。 通 过 对 于 尽 可 能 多 的 正 整 数 n 找 C(2n，n) 的 分 解 式 中 素数 的 
最 小 和 最 大 的 震 来 探索 这 个 问题 。 
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. 尽量 找 出 更 多 的 小 于 200 的 奇数 n， 使 得 CC(n, | n/2 」) 不 能 被 一 个 素数 的 平方 整除 。 根 据 你 的 证 据 给 


出 一 个 腾 测 公式 。 


. 对 每 个 小 于 100 的 整数 ， 确 定 C(2n， nn) 是 否 能 被 3 整除 。 根据 的 三 进 制 展 开 式 ， 你 能 腾 测 一 个 公式 


来 告诉 我 们 关于 哪个 整数 >， 二 项 系数 C(2n， nn) 能 被 3 整除 吗 ? 


. 生成 8 元 素 集合 的 所 有 的 排列 。 
. 生成 9 元 素 集合 的 所 有 的 6 排列 。 
. 生成 8 元 素 集 合 的 所 有 的 组 合 。 
,生成 7 元 素 集 合 允 许 重复 的 所 有 5 组 合 。 


写作 课题 
用 本 教材 以 外 的 资料 ， 按 下 列 要 求 写 成 论文 。 


1. 
2, 


© mA 


描述 狄 利克 雷 和 其 他 的 数学 家 对 铅 梨 原理 的 早期 应 用 。 
讨论 扩充 目前 电话 编码 计划 的 方式 以 适合 对 更 多 电话 号 码 飞速 增长 的 需求 。( 看 看 你 是 否 能 够 找到 某 些 
来 自 电 信 产 业 的 建议 ,) 对 你 要 讨论 的 每 个 新 的 编码 计划 说 明 怎样 找到 它 所 支持 的 不 同 电 话 号 码 的 个 数 。 


. 讨论 组 合 推理 在 基因 测序 和 基因 组 相关 问题 中 的 重要 性 。 
. 本 书 描述 了 许多 组 合 恒 等 式 。 找 一 找 关于 这 种 恒等式 的 资料 ， 并 且 描 述 除 了 本 书 引 入 之 外 的 其 他 重要 


的 组 合 恒等式 。 给 出 其 中 某 些 恒等式 的 有 代表 性 的 证 明 ， 包 括 组 合 证 明 。 


. 描述 在 统计 力学 中 的 质点 分 布 所 使 用 的 不 同 的 模型 ， 包 括 麦 克 斯 韦 - 玻 尔 兹 曼 、 玻 色 - 爱 因 斯 坦 和 费 


米 - 狄 拉 克 (Fermi-Dirac) 统 计 ， 在 每 种 情况 下 描述 模型 中 使 用 的 计数 技术 。 


. 定义 第 一 类 斯 特 林 数 并 且 描 述 它们 的 某 些 性 质 以 及 所 满足 的 恒等式 。 

. 定义 第 二 类 斯 特 林 数 并 且 描 述 它们 的 某 些 性 质 以 及 所 满足 的 恒等式 。 

. 描述 拉 姆 齐 数 的 值 和 范围 的 最 新 发 现 。 

. 描述 生成 n 元素 集合 所 有 排列 的 其 他 算法 ,这些 算 法 不 是 在 6. 6 节 给 出 的 算法 。 把 这 些 算 法 的 计算 复 


杂 度 与 本 书 中 和 6. 6 节 练习 所 描述 算法 的 计算 复杂 度 进行 比较 。 


10. 至 少 描述 一 种 方法 生成 一 个 正 整数 的 所 有 的 部 分 。( 见 5. 3 节 练 习 47。) 
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离散 概率 


组 合 学 和 概率 论 有 着 共同 的 起 源 。 概 率 论 形成 于 三 百 多 年 以 前 。 当 时 布 莱 斯 . 帕斯卡 对 某 
些 赌博 游戏 进行 了 分 析 。 尽 管 概率 论 起 源 于 赌博 的 研究 ， 但 是 现在 它 在 各 种 不 同 的 学 科 中 起 着 
基础 的 作用 。 例 如 ， 概 率 论 被 广泛 应 用 于 遗传 学 的 研究 ， 用 它 可 以 帮助 理解 特征 的 遗传 。 当 然 ， 
由 于 概率 论 适用 于 研究 人 所 特别 热衷 的 赌博 行为 ， 它 仍旧 是 数学 领域 里 特别 流行 的 一 部 分 。 

在 计算 机 科学 中 ， 概 率 论 在 算法 复杂 度 研 究 中 起 着 重要 的 作用 。 特 别 地 ， 人 们 用 概率 论 的 
思想 和 技巧 确定 算法 的 平均 复杂 度 。 概 率 算 法 可 以 用 于 解决 许多 不 容易 或 实际 上 不 可 能 用 确定 
性 算法 求解 的 问题 。 确 定性 算法 在 给 定 同样 的 输入 条 件 以 后 ， 总 是 遵循 着 同样 的 步骤 ， 但 在 概 
率 算法 中 不 是 这 样 ， 算 法 做 一 次 或 多 次 随机 选择 ， 可 能 导致 不 同 的 输出 结果 。 在 组 合 学 中 ， 概 
率 论 其 至 可 以 用 于 证 明 具 有 特定 性 质 的 个 体 的 存在 性 。 由 保罗 ， 埃 德 斯 和 阿尔 弗 雷 德 。 任 伊 引 
和 人 组合 学 的 概率 方法 ， 通 过 证 明 存 在 具有 某 种 性 质 个 体 的 概率 是 正 数 来 证 明 这 种 个 体 的 存在 
性 。 概 率 论 将 帮助 我 们 回答 涉及 不 确定 性 的 问题 ， 如 确定 通过 邮件 中 出 现 的 单词 我 们 是 否 将 这 
封 邮件 当做 垃圾 邮件 而 拒绝 它 。 


7. 1 离散 概率 引 论 


7.1.1 引言 

概率 论 可 追溯 到 1526 年 ， 当 时 意大利 数据 家 、 物 理学 家 和 赌 徒 吉 罗拉 莫 ， 卡尔 达 诺 在 他 
的 著作 《 论 赌 博 游戏 》 中 第 一 次 系统 地 论述 这 一 主题 (这 本 著作 直到 1663 年 才 出 版 ， 这 也 阻碍 了 
概率 论 的 发 展 )。17 世纪 法 国 数学 家 布 菜 斯 帕斯卡 基于 反复 措 一 对 角子 的 结果 确定 了 启 得 某 
些 热 门 赌注 的 赔 率 。 到 了 18 世纪 ， 法 国 数学 家 拉 普 拉 斯 也 研究 赌博 ， 并 且 把 事件 的 概率 定义 
为 成 功 的 结果 数 除 以 可 能 的 结果 数 所 得 的 商 。 例 如 ， 一 个 山子 掷 出 奇数 点 的 概率 就 是 成 功 结果 
的 个 数 ( 即 出 现 奇 数 点 的 个 数 ) 除 以 可 能 结果 的 个 数 ( 即 角 子 可 能 出 现 的 不 同方 式 数 )。 有 6 种 可 
能 的 结果 ， 即 1、2、3、4、5 和 6， 其 中 恰好 3 种 是 成 功 的 结果 ， 即 1、3 和 5。 因此 ， 货 子 掷 
出 奇数 点 的 概率 是 3/6 二 1/2。( 注 意 ， 这 里 假定 所 有 结果 的 可 能 性 是 相等 的 ， 或 者 换 句 话说 ， 
货 子 是 均匀 的 。) 

这 一 节 我 们 的 讨论 将 局 限于 具有 相等 可 能 性 的 有 限 多 个 结果 的 试验 。 这 样 我 们 可 以 使 用 拉 
普 拉 斯 关于 事件 概率 的 定义 。 我 们 将 在 7. 2 节 研 究 具 有 有 限 多 个 结果 但 结果 的 可 能 性 不 一 定 相 
等 的 试验 ， 我 们 将 引入 概率 论 中 的 一 些 关键 概念 ， 包 含 条 件 概 率 、 事 件 的 独立 性 、 随 机 变量 。 
在 7.4 节 将 引入 随机 变量 的 期 望 和 方差 的 概念 。 


7. 1.2 有 限 概 率 | 
我 们 把 从 一 组 可 能 的 结果 中 得 出 一 个 结果 的 过 程 称 为 试验 。 试 验 的 样本 空间 是 可 能 结果 的 
集合 。 一 个 事件 是 样本 空间 的 子 集 。 现 在 叙述 拉 普 拉 斯 关于 具有 有 限 多 个 可 能 结果 的 事件 的 概 
率 定 义 。 
ER 事件 已 是 结果 具有 相等 可 能 性 的 有 限 样本 空间 S 的 子 集 ， 则 事件 已 的 概率 是 
pCE)=|EL 
1S| 


一 个 事件 的 概率 肯定 不 会 为 负 或 者 大 于 1。 
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根据 拉 普 拉 斯 的 定义 ， 一 个 事件 的 概率 是 0~1。 为 了 了 解 这 点 ， 注 意 ， 如 果 瑟 是 一 个 有 
限 样本 空间 S 的 一 个 事件 ， 则 01E| 夺 |S|， 因为 ECS, 所 以 0<p(E)=|E|/|S|<1。 

例 1 一 ?7 说 明 怎 样 找 出 事件 的 概率 。 

例 1 缸 里 有 4 个 蓝 球 和 5 个 红 球 。 从 缸 里 取出 一 个 蓝 球 的 概率 是 多 少 ? 

解 ”为 计算 这 个 概率 ， 首 先 考 虑 存在 9 个 可 能 的 结果 ， 这 些 可 能 的 结果 中 有 4 个 得 到 蓝 
球 。 因 此 ， 选 一 个 蓝 球 的 概率 是 4/9。 S| 

例 2 掷 两 个 鹏 子 使 得 其 点 数 之 和 等 于 7 的 概率 是 多 少 ? 

解 ” 当 折 两 个 骨 子 时 总 共有 36 种 可 能 的 结果 (这 是 由 乘积 法 则 得 到 的 。 因 为 每 个 骨 子 有 6 
个 可 能 的 结果 ， 所 以 撕 两 个 角子 时 总 共有 6 =36 种 结果 )。 存 在 6 种 成 功 的 结果 ， 即 (1，6)、 
(2，5)、(3，4) 、(4，3) 、(5，2) 和 (6，1)， 这 里 两 个 般 子 的 点 数 用 一 个 有 序 对 来 表示 。 因 
此 ， 掷 两 个 均匀 的 骨 子 时 ， 点 数 和 为 7 出 现 的 概率 是 6/36 一 1/6 。 本 

目前 彩票 非常 流行 。 我 们 可 以 轻松 地 算出 赢 各 种 不 同类 型 彩票 的 机 会 ， 如 例 3 和 例 4。( 赢 
得 广 受 欢迎 的 超级 百 万 和 强力 球 彩票 的 罕见 概率 将 在 补充 练习 部 分 研究 。) 

例 3 在 一 种 彩票 里 ， 人 们 挑 4 个 数字 ， 如 果 数 字 与 一 个 随机 机 械 过 程 选 出 的 4 个 数字 吻 
合 且 次 序 相 同 ， 他 们 就 中 了 大 奖 。 如 果 只 有 3 个 数字 匹配 ， 他 们 就 中 了 比较 小 的 奖 。 那 么 ， 赢 
大 奖 的 概率 是 多 少 ? 赢 小 奖 的 概率 是 多 少 ? 

解 ”选择 的 4 个 数字 都 正确 的 方法 只 有 一 种 。 而 由 乘积 法 则 可 知 ， 任 选 4 个 数字 共有 10: = 
10 000 种 方式 。 因 此 ， 赢 大 奖 的 概率 是 1/10 000 王 0. 0001 。 

4 个 数字 中 恰好 选 对 了 3 个 数字 的 能 够 赢 小 奖 。 为 了 使 3 个 数字 正确 ， 而 不 是 4 个 数字 全 
对 ， 必 须 恰好 1 个 数字 出 错 。 可 以 先 求 选 4 个 数字 且 除 了 第 i 个 数字 之 外 都 与 挑 出 的 数字 匹配 
的 方式 数 ， 这 里 的 i 二 1，2，3，4， 然 后 对 它们 求 和 。 根 据 求 和 法 则 ， 就 能 得 到 恰好 选 对 3 个 
数字 的 方式 数 。 

先 求 第 1 个 数字 不 匹配 的 选 法 数 ， 观 察 到 对 第 1 个 数字 有 9 种 可 能 的 选择 (除了 一 个 正确 的 
数字 外 ) ， 而 其 他 的 每 个 数字 只 有 一 种 选择 ， 即 对 应 位 置 的 正确 数字 。 因 此 ， 第 1 个 数字 出 错 而 
后 3 个 数字 正确 的 选 法 有 9 种 。 类 似 地 ， 有 9 种 方式 选 出 4 个 数字 而 只 有 第 2 个 数字 出 错 ， 又 有 
9 种 方式 只 有 第 3 个 数字 出 错 ， 以 及 9 种 方式 只 有 第 4 个 数字 出 错 。 从 而 总 共有 36 种 方式 选择 4 
个 数字 ， 并 恰好 其 中 3 个 是 正确 的 。 于 是 ， 赢 得 小 奖 的 概率 是 36/10 000 二 9/2500 二 0.0036。 本 
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吉 罗 拉 莫 ， 卡尔 达 诺 (Girolamo Cardano，1501 一 1576) 生 于 意大利 的 帕 维 亚 。 
是 法 齐 奥 。 卡 尔 达 诺 和 一 个 年 轻 的 寡妇 Chiara Micheria 的 私生子 ， 法 齐 奥 . 卡尔 达 诺 
是 一 名 律师 、 数 学 家 ， 和 达 , 芬 奇 是 朋友 。 尽管 疾病 和 人 和 贫穷， 卡尔 达 诺 能 够 在 帕 维 亚 
和 帕 多 瓦 大 学 学 习 ， 从 那里 他 获得 了 医学 学 位 。 因 为 他 是 私生子 的 出 生 以 及 他 古怪 的 
行为 和 对 抗 性 的 性 格 ， 卡 尔 达 诺 没 有 被 米兰 的 医师 学 院 接受 。 尽 管 如 此 ， 他 的 医术 得 
到 了 很 高 的 评价 。 作 为 一 名 医生 ， 他 的 主要 成 就 之 一 是 他 首次 对 伤寒 的 描述 。 

二 2 卡尔 达 诺 出 版 了 100 多 册 图 书 ， 内 容 涉 及 多 个 学 科 ， 包括 医学 、 自 然 科 学 、 数 
学 、 博 弈 论 、 物 理发 明和 实验 ， 以 及 占星 术 。 他 还 写 了 一 篇 精彩 的 自传 。 在 数学 方向 ， 卡 尔 达 诺 的 (大 艺 
术 论 》(Ars Magna) 一 书 ， 发 表 于 1545 年 ， 建 立 了 抽象 代数 的 基础 。 它 是 当时 那 一 个 多 世纪 中 关于 抽象 代 
数 最 全 面 的 书 ， 它 给 出 了 卡尔 达 诺 和 其 他 人 的 许多 新 颖 想法 ,包括 为 解决 三 次 和 四 次 常 系数 方程 的 方法 。 
卡尔 达 诺 在 密码 学 方面 也 做 出 了 重要 贡献 。 卡 尔 达 诺 是 侮 人 教育 的 倡导 者 ， 不 同 于 他 同时 的 代 人 ， 他 相 
信 侮 哑 人 士 在 学 习 说 话 之 前 可 以 学 习 阅 读 ， 可 以 和 能 听 的 正常 人 一 样 使 用 他 们 的 大 脑 。 

卡尔 达 诺 经 常 缺 钱 。 然 而 ， 他 总 是 能 够 通过 赌博 和 下 棋 赢 钱 过 关 度 日 。 他 于 1526 年 写 了 一 本 关于 博 
弈 机 会 的 书 人 机遇 博 弈 (Liber de Ludo Aleae) (但 在 1663 年 才 出 版 ) ， 书 中 第 一 次 给 出 了 关于 概率 的 系统 
论述 ， 还 介绍 了 如 何 有 效 作弊 。 卡尔 达 诺 被 认为 是 一 个 品德 可 疑 的 人 ， 他 经 常 被 描述 成 一 个 骗子 、 赌 徒 、 
贪恋 女 色 的 人 和 政教 徒 。 
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例 4 现在 有 许多 彩票 要 求 从 1 到 正 整数 中选 出 6 个 数 的 数组 ， 选 对 的 人 得 到 特别 大 奖 ， 
这 里 的 nn 通常 在 30~60 之 间 。 一 个 人 从 40 个 数 中 选 对 6 个 数 的 概率 是 多 少 ? 
解 只 有 一 个 赢 奖 的 组 合 ， 从 40 个 数 中 选 6 个 数 的 总 方法 数 是 


-01 
C(40,6) = 34161 


因此 ， 选 出 一 个 赢 奖 组 合 的 概率 是 1/3 838 380:0. 000 000 26( 符 号 六 表示 近似 等 于 ) 。 4 

另 一 种 纸牌 游戏 一 一 扑克 ， 也 越 来 越 流行 。 要 想 在 游戏 中 获胜 ， 了 人 解 不 同 的 一 手 牌 的 概率 
还 是 有 帮助 的 。 我 们 可 以 借助 于 目前 为 止 所 发 展 起 来 的 技术 来 求 得 纸牌 游戏 中 出 现 一 手 特定 牌 
的 概率 。 一 副 纸牌 有 52 张 牌 ， 分 成 13 种 不 同 的 牌 ， 每 种 牌 都 有 4 张 。( 在 常用 的 术语 中 ， 除 
了 “种 ”之 外 ， 还 有 “级 ”、“ 面 值 ”、“ 面 额 * 以 及 “ 值 ” 等 。) 这 些 不 同 的 牌 分 别 是 : 2、3、4、5、6、 
7、8、9、10、J、Q、K 和 A。 每 种 面值 的 牌 都 有 4 套 花 色 ， 分别 是 黑 桃 、 梅 花 、 红 桃 和 方块 ， 
每 套 花色 都 有 13 张 不 同 的 牌 。 在 许多 扑克 游戏 中 ， 一 手 牌 是 由 5 张 牌 组 成 的 。 

例 5 求 含 有 4 种 相同 面值 的 5 张 牌 所 构成 的 一 手 牌 的 概率 。 

解 ”根据 乘积 法 则 ， 具 有 4 种 相同 面值 的 5 张 牌 构成 一 手 牌 的 方式 数 等 于 选择 一 种 面值 的 
方式 数 乘 以 从 4 套 花 色 中 选 出 4 张 该 种 面值 的 牌 的 方式 数 再 乘 以 选择 第 5 张 牌 的 方式 数 ， 即 

C(13,1)C(C4,4)CC48，1) 

由 6. 3 节 中 的 例 11 可 知 : 5 张 牌 组 成 的 一 手 牌 共有 C(52，5) 种 方式 。 因 此 ， 含 有 4 种 相 

同 面值 的 5 张 牌 所 构成 的 一 手 牌 的 概率 是 


Ca3,1)CC4,4)CC48,1) 13。1。48 
C52,5) 0 0 000 24 4 


例 6 一 手 牌 打 出 满堂 红 ， 即 3 张 在 同一 类 且 其 余 2 张 在 另 一 类 的 概率 是 多 少 ? 

解 ”由 乘积 法 则 ， 打 出 满堂 红 的 方式 数 也 就 是 有 序 地 选取 两 个 类 的 方式 数 ， 即 第 一 类 的 1 
张 牌 选 3 张 的 方式 数 和 第 二 类 的 4 张 牌 选 2 张 的 方式 数 之 积 (注意 两 类 的 次 序 是 有 关系 的 ， 例 ， 
如 3 个 Q 和 2 个 A, 与 3 个 A 和 2 个 Q 是 不 同 的 )。 可 以 看 出 打出 满堂 红 的 方式 数 是 

P(13,2)C(4,3)C(4,2) = 13.12.4.6= 3744 
因为 存在 2 598 960 手 牌 ， 所 以 出 现 满堂 红 的 概率 是 


3744 
2598 960~0" 0014 4 


例 7 箱子 里 有 50 个 球 ， 依次 标号 为 1， 2 sy (00 依次 取出 号 码 为 ll1, 4, 17,; 39; 23 
的 球 的 概率 是 多 少 ? 如 果 (a) 在 选 下 一 个 球 之 前 已 经 选 出 的 球 不 再 放 回 到 箱子 里 ; (b) 在 选 下 一 
个 球 之 前 已 经 选 出 的 球 要 放 回 箱子 里 。 

解 (a) 根 据 乘积 法 则 ， 存 在 50。49。48. 47。46 一 254 251 200 种 方法 选 球 。 因 为 每 当 一 个 
球 拿 走 ， 就 少 一 个 被 选 的 球 。 因 此 11、4、17、39、23 号 球 被 依次 取出 的 概率 是 1/254 251 200。 
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皮特 尔 -西蒙 . 拉 普 拉 斯 (Pierre-Simon Laplace，1749 一 1827) 拉 普 拉 斯 出 身 于 诺 
曼 底 的 一 个 下 层 家 族 ， 童 年 时 在 一 所 教会 学 校 受 教育 。16 岁 他 进 和 人 凯 恩 大 学 学 习 神 
学 ,但 是 不 久 他 意识 到 自己 真正 感 兴 趣 的 是 数学 。 毕 业 后 ， 他 在 凯 恩 大 学 担任 临时 教 
授 。1769 年 他 成 为 巴黎 陆军 学 校 的 数学 教授 。 

拉 普 拉 斯 由 于 对 天 体力 学 、 天 体 运 动 研究 所 做 出 的 贡献 而 闻名 于 世 。 他 的 《天 体 
力学 》(Traité de Mécanique céleste) 被 认为 是 19 世纪 初期 最 伟大 的 科学 著作 之 一 。 拉 
普 拉 斯 是 概率 论 的 奠基 人 之 一 ， 还 对 数理 统计 学 做 出 了 许多 贡献 。 他 把 在 这 个 领域 的 
工作 写成 《概率 论 的 理论 分 析 》(Théorite Analytique des Probabilites) 一 书 ， 书 中 定义 一 个 事件 的 概率 为 试 
验 所 希望 的 结果 数 与 总 结果 数 之 比 。 

拉 普 拉 斯 还 由 于 他 的 政治 灵活 性 而 著称 。 他 先后 忠实 于 法 兰 西 共和 国 、 拿 破 仑 和 路 易 十 八国 王 。 这 
使 他 在 法 国 革命 前 、 革 命 期 间 和 革命 后 都 成 果 卓 著 。 
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这 是 一 个 无 放 回 抽样 的 实例 。 

(b) 根 据 乘 积 法 则 ， 存 在 50 二 312 500 000 种 方法 选 球 ， 因 为 每 次 拿 走 一 个 球 ， 还 存在 50 
种 可 选 的 球 。 因 此 11、4、17、39、23 号 球 被 依次 取 走 的 概率 是 1/312 500 000。 这 是 一 个 有 放 
回 抽样 的 实例 。 4 


7.1.3 事件 组 合 的 概率 
我 们 可 以 使 用 计数 方法 得 到 从 其 他 事件 导出 的 事件 的 概率 。 
EEE 到 月 设 E 是 样本 空间 S 的 一 个 事件 。 事 件 巨 = S 一 下 (事件 已 的 补 事件 ) 的 概率 是 
p(E) = 1— p(E) 
证 为 了 求 出 事件 的 概率 ,我 们 注意 |E|==|S| 一 |E|。 因 此 ， 


5 SI 二 JE E 
pAD = SI 1 |- wa 4 


当 直 接 的 方法 不 适用 时 ， 可 以 采取 其 他 方法 寻找 事件 的 概率 。 不 用 直接 求 这 个 事件 的 概 
率 ， 但 可 以 确定 它 的 补 事件 的 概率 。 这 往往 更 容易 做 到 ， 正 如 下 面 的 例 8 所 示 。 

例 8 随机 生成 一 个 10 位 数 的 二 进 制 数 序列 ， 其 中 至 少 1 位 是 0 的 概率 是 多 少 ? 

解 设 瑟 是 10 位 中 至 少 一 位 是 0 的 事件 。 那么 巨 是 所 有 的 位 都 是 1 的 事件 。 因 为 样本 空 
间 是 所 有 10 位 二 进 制 位 串 的 集合 ， 从 而 得 到 

2(B)-1 一 2 瑟 =1 一 则 =1- 南 
1024 ~ 1024 

所 以 ， 包含 至 少 一 位 0 的 二 进 制 位 串 的 概率 是 1023/1024。 不 用 定理 1 而 直接 求 这 个 概率 是 相 
当 困 难 的 。 本 

我 们 也 可 以 求 出 两 个 事件 的 并 集 的 概率 。 
加 设 EE 和 ,是 样本 空间 的 事件 ， 那 么 

plE, U E:) = p(E)+p(E)— pl(E, (\ E:;) 

证 ”使 用 2.2 节 给 出 的 关于 两 个 集合 的 并 集 的 元 素数 公式 得 到 











|E, UE,|= |Ei|+ |E,|~ |E, NE, | 
因此 ， 
pe U Ej— LU El 
| 3| 
El+|El- [ENE| 
1S| 
_lal IE|l_ IENE| 
Is Is| Is| 

= p(E)+p(E)— pl(E, NN E:) 4 


例 9 从 不 超过 100 的 正 整数 中 随机 选 出 一 个 正 整数 ， 它 能 被 2 或 5 整除 的 概率 是 多 少 ? 
解 设 书 是 选 出 一 个 能 被 2 整除 的 数 的 事件 ，E。 是 选 出 一 个 能 被 5 整除 的 数 的 事件 。 那 
么 El UE, 是 能 被 2 或 5 整除 的 事件 ，E, 门 E, 是 能 被 2 和 5 同时 整除 的 事件 ， 即 能 被 10 整除 的 
事件 。 由 于 |E|=50,，|E,|=20， 且 |ENnE, | 二 10， 从 而 得 到 
plE, U E,)= p(E)++ p(E,)— plE, (\| E,) 
50 20 0 .8 4 


”100 100 100 5 


7.1.4 概率 的 推理 
一 个 常见 的 问题 是 确定 两 个 事件 中 的 哪 一 个 更 有 可 能 发 生 ， 分 析 这 些 事件 的 概率 可 能 比较 
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us 


382 第 7 章 


复杂 。 下 面 的 例子 描述 了 一 个 这 样 的 问题 ， 它 讨论 了 一 个 来 自 电 视 游戏 节目 《让 我 们 成 交 》 
(Let”s Make a Deal) 的 著名 问题 。 这 个 问题 因 节 目 举办 地 蒙 地 厅 而 得 名 。 

例 10 蒙 地 厅 大 厦 的 3 门 难题 ”假定 你 参与 游戏 ， 有 机 会 赢 一 个 大 奖 。 参 与 者 从 3 扇 门 中 
选 一 肩 门 打开 ， 大 奖 只 在 其 中 一 扇 门 的 后 面 。 节目 主持 人 知道 每 扇 门 后 面 是 什么 ， 一旦 你 选中 
了 某 扇 门 ， 不 管 是 否 选 择 了 中 奖 的 门 ， 他 都 会 打开 另外 一 扇 没 有 奖 的 门 (如 果 两 扇 门 后 都 没有 
奖 ， 就 随便 打开 一 扇 )。 然 后 他 问 你 是 否 愿意 换 另 外 一 扇 门 。 你 应 该 用 什么 策略 ?你 应 该 换 一 
扇 门 ， 还 是 坚持 原来 的 选择 ,或 者 这 无 关 紧 要 ? 

解 ”在 主持 人 开门 之 前 ,你 选 对 了 门 的 概率 是 1/3， 因 为 这 3 扇 门 中 奖 的 可 能 性 相等 。 当 主 
持 人 打开 另外 一 扇 门 之 后 ， 你 所 选 的 门 正确 的 概率 不 变 ， 因 为 他 总 是 打开 后 面 没 有 大 奖 的 门 。 

你 选 错 门 的 概率 就 是 大 奖 在 你 没有 选 的 两 扇 门 中 某 一 扇 后 面 的 概率 ， 因 此 ， 你 选 错 了 门 的 
概率 是 2/3。 如 果 你 选 错 了 ， 主 持 人 就 打开 一 扇 门 向 你 显示 大 奖 不 在 它 的 后 面 ， 大 奖 一 定 在 另 
一 鹿 门 之 后 。 若 你 原来 的 选择 是 错 的 ， 这 时 改变 主意 ， 那 么 你 总 能 赢 。 因 此 ， 通 过 改变 选择 ， 
你 赢 的 概率 是 2/3。 也 就 是 说 ， 当 主持 人 给 你 这 样 做 的 机 会 时 ， 你 总 应 该 选择 改变 ， 这 使 得 你 
赢 的 概率 增加 了 一 倍 。( 这 个 难题 更 严格 的 分 析 过 程 可 以 参见 7. 3 节 的 习题 15。 关 于 这 个 难题 
更 多 资料 和 它 的 变种 可 以 参见 LRo09]。) 本 


练习 

. 从 一 副 牌 中 选 出 1 张 A 的 概率 是 多 少 ? 

. 掷 仍 子 时 出 现 6 点 的 概率 是 多 少 ? 

. 从 前 100 个 正 整 数 中 随机 选 出 1 个 奇数 的 概率 是 多 少 ? 

。 从 一 年 (366 天 ) 中 随机 选 出 1 天 在 4 月 的 概率 是 多 少 ? 

. 当 掷 2 个 骨 子 时 ， 其 点 数 之 和 是 偶数 的 概率 是 多 少 ? 

. 从 一 副 牌 中 选 1 张 牌 是 A 或 者 红心 的 概率 是 多 少 ? 

. 掷 6 次 硬币 ， 全 部 头像 向 上 的 概率 是 多 少 ? 

. 一 手 扑 克 牌 有 5 张 ， 其 中 包含 红心 A 的 概率 是 多 少 ? 

. 一 手 扑 克 牌 有 5 张 ， 其 中 不 包含 红心 Q 的 概率 是 多 少 ? 

. 一 手 扑 克 牌 有 5 张 ， 其 中 包含 方块 2 和 黑 桃 3 的 概率 是 多 少 ? 

.一手 扑克 牌 有 5 张 ， 其 中 包含 方块 2、 黑 桃 3、 红 心 6、 梅 花 10 和 红心 K 的 概率 是 多 少 ? 

. 一 手 扑克 牌 有 5 张 ， 其 中 恰好 包含 1 张 A 的 概率 是 多 少 ? 

.一手 扑克 有 牌 有 5 张 ， 其 中 至 少 包 含 1 张 A 的 概率 是 多 少 ? 

. 一手 扑克 牌 有 5 张 ， 其 中 包含 5 类 不 同 牌 的 概率 是 多 少 ? 

. 一 手 扑克 牌 有 5 张 ， 其 中 包含 2 个 对 子 ( 两 张 牌 花色 不 同 但 类 相同 ) 的 概率 是 多 少 ? 

. 一 手 扑克 牌 有 5 张 ， 其 中 包含 一 手 同 花 ， 即 5 张 牌 的 花色 相同 的 概率 是 多 少 ? 

. 一 手 扑克 牌 有 5 张 ， 其 中 包含 一 个 顺 子 ， 即 5 张 牌 的 类 是 连续 的 概率 是 多 少 ? [注意 ，A-2-3-4-5 和 
10-J-Q-K-A 都 可 以 看 成 是 顺 子 。] 

.一手 扑克 牌 有 5 张 ， 其 中 包含 一 个 同花顺 子 ， 即 5 张 牌 的 类 连续 且 是 同一 花色 的 概率 是 多 少 ? 
. 一 手 扑 克 牌 有 5 张 ， 其 中 包含 5 张 不 同类 的 牌 且 不 包含 一 个 同 花 或 一 个 顺 子 的 概率 是 多 少 ? 
. 一 手 扑克 牌 有 5 张 ， 其 中 包含 同一 花色 的 10、J、Q、K 和 A 的 概率 是 多 少 ? 

. 一 个 仍 子 掷 6 次 都 不 出 现 偶数 点 的 概率 是 多 少 ? 

. 随机 选取 一 个 不 超过 100 的 正 整 数 ， 能 够 被 3 整除 的 概率 是 多 少 ? 

. 随机 选取 一 个 不 超过 100 的 正 整数 ， 能 够 被 5 或 7 整除 的 概率 是 多 少 ? 

. 求 从 不 超过 下 述 整 数 的 正 整 数 中 选中 6 个 整数 来 赢 彩票 的 概率 ， 这 里 不 考虑 选择 整数 的 顺序 。 
a)30 b)36 c)42 d)48 

. 求 从 不 超过 下 述 整数 的 正 整数 中 选中 6 个 整数 来 赢 彩票 的 概率 ， 这 里 不 考虑 选择 整数 的 顺序 。 
a)50 b)52 c)56 d)60 

. 求 从 不 超过 下 述 整 数 的 正 整 数 中 选 6 个 整数 都 不 中 的 概率 ， 这 里 不 考虑 选择 整数 的 顺序 。 
a)40 b)48 c)56 d)64 
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求 从 不 超过 下 述 整 数 的 正 整 数 中 选 6 个 整数 ， 并 且 恰 好 选中 1 个 的 概率 ， 这 里 不 考虑 选择 整数 的 

顺序 。 

a)40 b)48 c)56 d)64 

美国 宾夕法尼亚 超级 彩票 的 玩法 是 ， 买 彩票 的 人 要 从 前 80 个 正 整 数 中 选 出 7 个 数 。 如 果 这 7 个 数 是 

在 由 宾夕法尼亚 彩票 委员 会 选 出 的 11 个 数 中 的 6 就 能 赢 大 奖 ， 那 么 一 个 人 赢 大 奖 的 概率 是 多 少 ? 

在 一 种 超级 彩票 中 ， 如 果 买 彩票 的 人 选中 的 8 个 数 正 是 计算 机 从 不 超过 100 的 正 整数 中 选 出 的 数 就 

能 中 彩 。 请 问 中 彩 的 概率 是 多 少 ? 

由 计算 机 从 1 到 40 之 间 ( 包 括 1 和 40 在 内 ) 选 出 6 个 数 ， 如 果 某 人 选中 了 其 中 的 5 个 (但 不 是 6 个 ) 数 

就 能 获奖 ， 那 么 获奖 的 概率 是 多 少 ? 

假设 100 个 人 进入 决赛 并 且 随 机 选择 不 同 的 人 作为 一 等 奖 、 二 等 奖 和 三 等 奖 的 获奖 者 。 如 果 米 切 尔 

是 进入 决赛 的 人 之 一 ， 她 中 奖 的 概率 是 多 大 ? 

假设 100 个 人 进入 决赛 并 且 随 机 选择 不 同 的 人 作为 一 等 奖 、 二 等 奖 和 三 等 奖 的 获奖 者 。 如 果 库 玛 、 

加 奈 斯 、 彼 得 罗 是 进入 决赛 的 人 ， 他 们 每 个 人 都 赢得 一 个 奖项 的 概率 是 多 少 ? 

在 一 次 绘画 比赛 中 ，200 个 人 进入 决赛 ， 在 下 述 条 件 下 ， 艾 比 、 巴 里 、 西 尔 维 亚 分 别 赢得 一 等 奖 、 二 

等 奖 、 三 等 奖 的 概率 是 多 少 ? 

a) 如 果 每 个 人 至 多 得 一 个 奖 。 b) 如 果 人 允许 一 个 人 得 多 个 奖 。 

在 一 次 绘画 比赛 中 ，50 个 人 进入 决赛 ， 在 下 述 条 件 下 ,， 勃 、 考 林 、 杰 夫 、 罗 海 尼 分 别 赢 得 一 等 奖 、 

二 等 奖 、 三 等 奖 和 四 等 奖 的 概率 是 多 少 ? 

a) 如 果 每 个 人 至 多 得 一 个 奖 。 b) 如 果 人 允许 一 个 人 得 多 个 奖 。 

在 轮 盘 赌 中 ， 旋 转 一 个 有 38 个 数 的 轮 盘 ， 其 中 18 个 数 是 红 的 ，18 个 数 是 黑 的 ， 另外 两 个 既 不 红 也 

不 黑 的 数 是 0 和 00。 当 轮 盘 转动 时 ， 它 到 达 任 何 特定 数字 的 概率 是 1/38。 

a) 轮 盘 落 到 1 个 红 数 的 概率 是 多 少 ? 

b) 轮 盘 两 次 落 到 某 列 上 的 同一 个 黑 数 的 概率 是 多 少 ? 

c) 轮 盘 落 到 0 或 00 的 概率 是 多 少 ? 

d) 轮 盘旋 转 5 次 ，5 次 都 不 落 到 0 或 00 的 概率 是 多 少 ? 

e) 某 次 转动 轮 盘 ， 落 到 1 一 6 之 间 ( 包 含 1 和 6 在 内 ) 的 某 个 数字 ， 但 下 次 转动 轮 盘 却 不 落 到 这 些 数 字 
之 间 的 概率 是 多 少 ? 

掷 2 个 角 子 总 点 数 为 8 或 斤 3 个 最 子 总 点 数 为 8 ， 哪 种 可 能 性 更 大 ? 

搓 2 个 山子 总 点 数 为 9 或 掷 3 个 骨 子 总 点 数 为 9， 哪 种 可 能 性 更 大 ? 

设 El 和 E, 是 两 个 事件 ， 如 果 p(Ei 门 Eo) 二 pl(E1)p(E,)， 就 称 El 和 EE 是 独立 的 。 如 果 把 一 枚 硬币 

抛 挪 3 次 时 所 有 可 能 的 结果 构成 一 个 集合 ， 把 这 个 集合 的 子 集 看 做 事件 ， 确 定 下 面 的 每 一 对 事件 是 

否 是 独立 的 。 

a)E, ， 第 一 次 硬币 头像 向 下 ; E,: 第 二 次 硬币 头像 向 上 。 

b)E, ， 第 一 次 硬币 头像 向 下 ;也 : 在 连续 3 次 中 有 2 次 但 不 是 3 次 头像 向 上 。 

0)Ei: 第 二 次 硬币 头像 向 下 ; E;: 在 连续 3 次 中 有 2 次 但 不 是 3 次 头像 向 上 。 

(我 们 将 在 7. 2 节 更 深入 地 研究 事件 的 独立 性 。) 

解释 下 面 的 陈述 错 在 什么 地 方 。 在 蒙 地 厅 大 厦 三 门 难题 里 ， 因 为 剩 下 两 个 门 ， 所 以 你 选 的 第 一 个 门 

后 面 是 大 奖 的 概率 与 另 一 个 没 打开 的 门 后 面 是 大 奖 的 概率 都 是 1/2。 

假定 在 蒙 地 厅 大 厦 难题 中 不 是 三 个 门 而 是 四 个 门 。 当 知道 每 个 门 后 面 是 什么 的 主持 人 打开 一 个 后 面 

并 没有 奖品 的 门 并 且 给 你 机 会 改变 选择 时 ， 你 不 改变 选择 并 且 赢 了 大 奖 的 概率 是 多 少 ? 在 还 剩 下 两 

个 门 没有 打开 时 ， 你 改变 原来 的 选择 猜 中 两 个 门 其 中 一 个 后 面 有 奖 的 概率 是 多 少 ? 

这 个 问题 由 薛 瓦 利 埃 。 德 梅 雷 提出 ， 并 由 布 莱 斯 .帕斯卡 和 皮 埃 尔 。 德 。 费 马 解决 。 

a) 求 一 个 角 子 毛 4 次 时 掷 出 一 个 6 点 的 概率 。 

b) 求 一 对 山子 撕 24 次 时 掷 出 两 个 6 点 的 概率 。 这 个 问题 是 薛 瓦 利 埃 。 德 梅 雷 问 帕 斯 卡 的 ， 他 问 这 个 
概率 是 否 大 于 1/2。 请 解答 这 个 问题 。 

c) 一 个 骨 子 掷 4 次 时 掷 出 一 个 6 点 或 一 对 仍 子 掷 24 次 时 掷 出 两 个 6 点 ， 哪 种 情况 更 可 能 发 生 ? 
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7.2 概率 论 


7.2.1 引言 
uw 在 7.1 节 我 们 引入 了 事件 的 概率 的 概念 。( 回 忆 一 下 ， 一 个 事件 是 一 次 试验 的 可 能 结果 的 
子 集 。) 我 们 像 拉 普 拉 斯 所 做 的 那样 定义 一 个 事件 EE 的 概率 


E| 
6 匣 二 | 
'” [Ss] 


即 五 中 的 结果 个 数 除 以 结果 总 数 。 这 个 定义 假定 所 有 结果 的 可 能 性 都 是 相等 的 。 但 是 许多 试验 
结果 的 可 能 性 并 不 相等 。 例 如 ， 一 个 硬币 很 可 能 是 不 均匀 的 ， 因 而 出 现 头 像 向 上 的 次 数 常常 是 
向 下 次 数 的 两 倍 。 类 似 地 ， 一 个 线性 搜索 的 输入 是 一 个 元 素 和 一 个 表 ， 这 个 元 素 在 表 里 或 不 在 
表 里 的 可 能 性 依赖 于 输入 的 产生 过 程 。 在 这 种 情况 下 ， 怎 样 建立 关于 事件 可 能 性 的 模型 呢 ? 这 
一 节 将 要 说 明 当 结果 的 可 能 性 不 相等 时 ， 为 研究 试验 概率 应 该 怎样 定义 结果 的 概率 。 

假定 一 个 均匀 的 硬币 被 掷 4 次 ， 第 一 次 它 的 头像 向 上 。 给 定 了 这 个 信息 ， 头 像 3 次 向 上 的 概率 是 
多 少 ? 为 了 回答 这 个 问题 或 者 类 似 的 问题 ， 我 们 将 引入 条 件 概 率 的 概念 。 已 知 第 一 次 头像 向 上 能 改变 
3 次 头像 向 上 的 概率 吗 ?” 如 果 不 是 ， 这 两 个 事件 就 叫做 独立 的 ， 本 节 的 后 面 将 要 学 到 这 个 概念 。 

许多 问题 谈 到 一 个 与 试验 结果 有 关 的 特定 数值 。 例 如 ， 当 我 们 掷 100 次 硬币 时 ， 恰 好 出 现 
40 次 头像 的 概率 是 多 少 ? 我 们 应 该 预期 出 现 多 少 次 头像 ? 在 这 一 节 我 们 将 要 学 习 随机 变量 ， 
它 是 把 数值 与 试验 结果 联系 起 来 的 函数 。 


7.2.2 概率 指派 

设 S 是 某 个 具有 有 穷 个 或 可 数 个 结果 的 试验 的 样本 空间 。 我 们 赋 给 每 个 结果 * 一 个 概率 
p(s)， 使 得 满足 以 下 两 个 条 件 : 

(DO<z2(D)<1 s€ES 

GD 2p) =1 
条 件 (D 说 明 每 个 结果 的 概率 是 一 个 不 超过 1 的 非 负 实 数 。 条 件 ( 让 说 明 所 有 可 能 结果 的 概率 之 
和 应 该 是 1， 即 当 我 们 做 这 个 试验 时 这 些 结果 之 一 一 定 出 现 。 这 是 拉 普 拉 斯 定义 的 一 般 化 。 在 
拉 普 拉 斯 定义 中 ，n 个 结果 中 的 每 一 个 ， 其 概率 都 是 1/n。 的 确 ， 当 使 用 拉 普 拉 斯 关于 等 可 能 
结果 概率 的 定义 且 S 为 有 限时 ， 条 件 GD) 和 (这 是 满足 的 ( 见 练习 4) 。 


注意 当 存在 对 个 可 能 的 结果 zi，z，…，z 时 ， 这 两 个 要 满足 的 条 件 是 
(DO<pzIZ1 i=1l; 2，…，7 
636ta si 


样本 空间 S 的 所 有 事件 的 集合 上 的 函数 p 称 为 概率 分 布 。 

为 了 建立 试验 的 模型 ， 赋 给 结果 * 的 概率 p(s) 应 该 等 于 ;出现 次 数 除 以 试验 进行 的 次 数 。 
当 这 个 数 无 限 增加 时 ， 就 取 极 限 。( 我 们 将 假定 讨论 的 所 有 试验 有 平均 可 预料 的 结果 ， 以 使 得 
这 个 极限 存在 。 我 们 也 假定 一 个 试验 的 结果 成 功 与 否 与 前 面 的 结果 无 关 。) 


评注 ”我们 将 只 讨论 结果 集合 离散 时 的 事件 概率 ， 而 一 个 试验 的 结果 可 能 是 任何 实数 
这 样 的 情况 不 讨论 。 此 时 ， 对 于 事件 概率 的 研究 通常 要 求 微 积分 。 


我 们 可 以 建立 试验 的 模型 ， 在 这 种 试验 中 结果 具有 等 可 能 性 ， 或 者 不 等 但 可 以 选择 一 个 适 






is 一 一 
历史 注解 “ 薛 瓦 利 埃 。 德 。 梅 雷 (Chevalier de Méré) 是 法 国 贵 族 ， 他 以 赌博 闻名 于 世 ， 也 是 一 个 纳 
绑 子 弟 。 他 善于 打赌 ， 胜 率 都 略 大 于 1/2( 例 如 在 一 个 角 子 据 4 次 时 至 少 出 现 一 个 6 点 )。 他 给 帕斯卡 写 
信 间 到 关于 一 对 骨 子 撕 24 次 至 少 出 现 两 个 6 点 的 概率 ， 这 带动 了 概率 论 的 发 展 。 据 说 ， 帕 斯 卡 写 信 给 费 
马 谈 到 薛 瓦 利 埃 ， 说 过 诸如 “他 是 一 个 好 人 ， 但 是 ,， 唉 ， 他 不 是 数学 家 ”这 样 的 话 。 
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当 的 函数 p(s) 来 表示 ， 如 例 1 所 示 。 
例 1 当 一 个 均匀 的 硬币 被 掷 时 ， 结 果 五 (头像 向 上 ) 和 结果 T( 头 像 向 下 ) 应 该 赋予 什么 概率 ? 
当 硬币 不 均匀 而 使 得 出 现 头 像 向 上 的 次 数 常常 是 向 下 的 两 倍 时 ， 对 这 些 事件 又 应 该 赋予 什 么 概率 ? 
解 ” 对 于 均匀 的 硬币 ， 当 硬币 被 搓 时 头像 向 上 的 概率 等 于 头像 向 下 的 概率 ， 这 两 个 事件 是 等 可 
能 的 。 因 此 ， 我 们 对 这 两 个 可 能 结果 中 的 任何 一 个 都 赋予 1/2 的 概率 ， 即 p( 名 = 二 p(D==1/2，。 
对 于 不 均匀 的 硬币 ， 有 
pH)=2p(T) 
由 于 
pH)+p(T)=1 
从 而 得 出 
2p(T)+p(T)=3p(T)=1 
最 终 ， 有 p(T)==1/3 和 p(H)==2/3。 可 
假设 S 是 nn 个 元 素 的 集合 。 均 匀 分 布 赋 给 S 中 的 每 个 元 素 的 概率 是 1/n。 
现在 我 们 把 事件 的 概率 定义 成 在 这 个 事件 中 结果 的 概率 之 和 。 
事件 已 的 概率 是 在 已 中 结果 的 概率 之 和 ， 即 


P(E) = > ) 力 (5) 
s€EE 
(注意 ; 当 巨 是 有 限 集合 时 ，》) p(s) 是 一 个 收 钙 的 无 穷 级 数 。) 


注意 当 事 件 巨 中 有 个 结果 时 ， 即 如 果 玉 一 {a ,ava,), 则 p(E) 一 》)p(a,) 。 还 要 注 


意 ， 均 匀 分 布 对 一 个 事件 指派 的 概率 与 拉 普 拉 斯 初始 定义 对 此 事件 指派 的 概率 是 相同 的 。 从 具 
有 均匀 分 布 的 样本 空间 中 选取 一 个 事件 的 试验 叫做 随机 选取 S 的 一 个 元 素 。 
例 2 假定 一 个 骨 子 是 不 均匀 的 (或 经 装填 的 )， 使 得 3 这 一 面 出 现 的 次 数 是 其 他 面 的 两 倍 ， 
但 其 他 五 个 面 出 现 是 等 可 能 的 。 当 我 们 搁 这 个 仍 子 时 ， 出 现 奇数 点 的 概率 是 多 少 ? 
解 ” 我 们 想 要 找到 事件 下 ={1，3，5} 的 概率 。 由 本 节 末 的 练习 2， 我 们 有 
p(1)=p(2)=p(4)=p(5)=p(6)=1/7, p(3)=2/7 
从 而 得 出 
pl(E)=p(1)+p(3)+p(5)=1/7+2/7 二 +1/7=4/7 本 
当 事 件 是 等 可 能 的 并 且 存 在 有 限 多 个 可 能 的 结果 时 ， 在 这 一 节 给 出 的 事件 概率 的 定义 ( 定 
义 2) 与 拉 普 拉 斯 的 定义 (7. 1 节 定 义 1) 一 致 。 为 此 ， 假 定 存 在 个 等 可 能 的 结果 。 由 于 这 些 概 
率 之 和 是 1， 所 以 每 个 可 能 结果 的 概率 是 1/n。 假 定 事件 玉 包 含 m 个 结果 ， 根 据 定义 2， 


1 im 


由 于 |E|==m 和 |S|==n， 所 以 


这 是 事件 互 的 拉 普 拉 斯 的 概率 定义 。 


7.2.3 事件 的 组 合 
当 使 用 定义 2 来 定义 事件 概率 时 ， 在 7.1 节 中 事件 组 合 的 概率 公式 继续 保持 。 例 如 ，7. 1 节 
定理 1 断言 
p(E)=1—p(E) 
其 中 巨 是 事件 E 的 补 事 件 。 当 用 定义 2 时 这 个 等 式 也 成 立 。 为 此 只 需 注意 对 个 可 能 结果 的 概率 
之 和 是 1， 且 每 个 结果 或 在 下 或 在 巨 中 ， 但 不 能 同时 在 两 者 之 中 。 因 而 
Sp) 一 1 一 p(E) + p(E) 


ns 


ron Bes) 
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所 以 ，p(E)==1 一 p(E)。 

根据 拉 普 拉 斯 的 定义 ， 由 7. 1 节 定 理 2， 我 们 有 

plE: U E) = p(E)+p(E,)— pl(E, NM E,) 

其 中 E, 和 E, 是 样本 空间 S 的 事件 。 当 我 们 按照 这 一 节 的 做 法 定义 事件 的 概率 时 ， 等 式 也 成 
立 。 为 此 ， 注 意 p(E, UE,) 是 在 E,UE, 中 结果 的 概率 之 和 。 当 结果 工 只 属于 E, 和 E, 中 的 一 
个 集合 但 不 同时 属于 两 个 集合 时 ，p(z) 恰 好 只 出 现在 p(E) 或 p(E,) 的 一 个 和 中 。 当 结果 zz 同 
时 出 现在 E, 和 EE 中 时 ，p(z) 出 现在 p(E) 的 和 中 、p(E,) 的 和 中 ， 也 出 现在 p(E 败 E,) 的 和 
中 。 因 此 它 在 右边 出 现 了 1 十 1 一 1=1 次 。 所 以 ， 左边 与 右边 相等 。 

同样 ， 如 果 事 件 E, 和 E, 不 相交 ， 则 p(E 门 E,)= 二 0， 这 样 ， 

plE, U E) = p(E)+p(E,)— pl(E, NE,) = pl(E)++ pl(E,) 
定理 1 更 一 般 地 给 出 了 两 两 不 相交 事件 并 集 的 概率 公式 。 
FE 如 果 巨 , E,，… 是 样本 空间 S 中 两 两 不 交 事 件 的 序列 ， 那 么 


p( (JE.)= 2p(E) 
(注意 ， 当 序列 ,FE,，… 由 有 穷 个 或 可 数 无 穷 个 两 两 不 交 的 事件 组 成 时 ， 定 理 仍旧 
适用 。) 
定理 的 证 明 留 给 读者 完成 ( 见 练习 36 和 37) 。 


7.2.4 条 件 概 率 | 

假定 我 们 掷 3 次 硬币 ， 并 且 所 有 的 8 种 结果 都 是 等 可 能 的 。 此 外 ， 假 定 我 们 知道 第 一 次 掷 
硬币 头像 向 下 的 事件 下 已 经 出 现 了 。 在 给 定 这 一 信息 后 ,事件 玉 ， 即 头像 向 下 出 现 奇 数 次 的 概 
率 是 什么 ? 因为 第 一 次 掷 硬币 的 头像 向 下 ， 只 有 4 种 可 能 的 结果 : TTT、TTH、THT 和 
TH 互 ， 其 中 互 和 T 分 别 表示 头像 向 上 和 向 下 。 头 像 向 下 出 现 奇 数 次 的 情况 只 有 TTT 和 
THH。 由 于 8 个 结果 的 概率 相等 ， 所 以 在 给 定 下 出 现 的 条 件 下 ，4 种 可 能 结果 的 每 一 个 也 应 
该 有 相等 的 概率 1/4。 这 就 告诉 我 们 ， 在 给 定 下 出 现 的 条 件 下 ，E 的 概率 应 为 2/4= 二 1/2。 这 个 
概率 叫做 给 定 下 的 条 件 下 EE 的 条 件 概 率 。 

一 般 来 说 ， 为 了 找 出 给 定 下 的 条 件 下 EE 的 条 件 概 率 ， 我 们 用 下 作为 样本 空间 。 作 为 要 出 
现 的 五 的 一 个 结果 ， 这 个 结果 也 必须 属于 五 门 F。 由 此 ， 我 们 得 到 下 述 定义 。 

设 忆 和 下 是 具有 pl 下 >0 的 事件 ， 给 定 下 的 条 件 下 巨 的 条 件 概率 记 做 p(EE| 下 )， 定 义 为 


PENMDBD 
plE|F) py 


例 3 随机 生成 4 位 二 进 制 位 串 以 使 得 16 个 位 串 都 是 等 可 能 的 ， 那么 在 给 定 串 的 第 一 位 是 
0 的 条 件 下 ， 串 中 至 少 含 有 两 个 连续 0 的 概率 是 多 少 ? (假定 0 位 和 1 位 是 等 可 能 的 ,) 
解 设 瑟 事件 是 4 位 二 进 制 位 串 ， 至 少 含 有 2 个 连续 的 0。 下 事件 是 4 位 二 进 制 位 串 ， 它 的 
第 一 位 是 0。 那 么 在 给 定 第 一 位 是 0 的 条 件 下 ，4 位 二 进 制 位 串 包 含 至 少 2 个 连续 0 的 概率 是 
pCEIF) 一 站 有 
由 于 ENF={0000，0001，0010，0011，0100}， 所 以 户 ( 瑟 门 F) 一 5/16。 因 为 以 0 开始 的 4 位 


二 进 制 位 串 有 8 个 ， 所 以 zCFE)=8/16 王 1/2。 因 此 
p(EIF) 一 下 晤 一 总 4 
例 4 在 至 少 已 有 1 个 男孩 的 条 件 下 ， 一 个 家 庭 中 两 个 孩子 均 是 男孩 的 条 件 概率 是 多 少 ? 
假定 BB、BG、GB 和 GG 是 等 可 能 的 ， 其 中 B 代表 男孩 ，G 代表 女孩 。 
解 设 瓦 是 两 个 孩子 均 是 男孩 的 概率 ， 下 是 两 个 孩子 中 至 少 有 一 个 是 男孩 的 概率 。 因 而 
E=={BB},，F 二 {BB，BG，GB}, 并 且 EN F={BB)}。 由 于 4 种 可 能 性 是 等 可 能 的 ， 所 以 


p(F)==3/4 且 pC(ENF)==1/4。 从 而 可 以 断言 
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ETB iE 4 


P(EIF) pF) 3/4 3 





7.2.5 独立 性 


假设 一 个 硬币 波 搓 了 3 次 ， 正 如 我 们 关于 条 件 概 率 讨 论 的 引言 中 所 描述 的 。 第 一 次 掷 出 的 we 本 


头像 向 下 (事件 已 是 否 改变 了 头像 向 下 (事件 如 次 数 为 奇数 的 概率 ? 换 句 话说 ，p(E|F)= 二 p(E)? 
由 于 pC(E|F)==1/2 和 pl(E) 二 1/2， 所 以 这 个 等 式 对 事件 玉 和 下 是 有 效 的 。 因 为 这 个 等 式 成 立 ， 
所 以 我 们 说 五 和 下 是 独立 的 事件 。 

由 于 p(E|F) 二 p(ENF)/p(F)， 是 否 有 pC(E|F)==p(E) 等 价 于 是 否 有 p(ENF)=p(E) 
pP(F)， 从 而 得 到 定义 4。 

ES 事件 玉 和 下 是 独立 的 ， 当 上 且 仅 当 p(ENnF)=p(E)p(F)，。 


例 5 假设 EE 是 随机 产生 以 一 个 1 开始 的 4 位 位 串 的 事件 ，F 是 随机 产生 包含 偶数 个 0 的 加 


位 串 的 事件 。 如 果 16 个 4 位 位 串 是 等 可 能 的 , E 和 下 是 独立 的 吗 ? 

解 以 1 开始 的 4 位 位 串 有 8 个 : 1000、1001、1010、1011、1100、1101、1110 和 1111。 
包含 偶数 个 0 的 4 位 位 串 也 有 8 个 : 0000、0011、0101、0110、1001、1010、1100 和 1111。 因 
为 4 位 位 串 有 16 个， 所 以 

pl(E)=p(F)=8/16=1/2 
由 于 ENF={1111，1100，1010，1001}， 所 以 
pl(ENMNF)=4/16=1/4 
因为 
plENF)=1/4= (1/2)(1/2)=p(E)p(F) 
所 以 ,我 们 断定 玉 和 下 是 独立 的 。 4 
概率 在 遗传 学 上 也 有 许多 应 用 ， 如 例 6 和 例 7 所 示 。 

例 6 和 例 4 类似, 假定 一 个 家 庭 两 个 孩子 有 4 种 等 可 能 的 情况 。 事 件 玉 是 有 两 个 孩子 的 
家 庭 有 两 个 男孩 ， 事件 下 是 有 两 个 孩子 的 家 庭 至 少 有 一 个 男孩 ,EE 和 下 是 否 是 独立 的 ? 

解 ” 因 为 E=={BB}, 我 们 有 z(E) 王 1/4。 在 例 4 中 我 们 证 明了 p(F)==3/4 和 pC(ENFF)= 
1/4。 由 于 p(EN)=1/4 关 3/16= 二 (1/4)(3/4)= 二 p(E)p(F)， 所 以 事件 E 和 下 不 是 独立 的 。 所 

例 7 事件 EE 是 某 个 有 三 个 孩子 的 家 庭 有 男孩 也 有 女孩 ,下 是 有 三 个 孩子 的 家 庭 至 多 有 一 
个 男孩 。 假定 一 个 家 庭 可 能 有 三 个 孩子 的 8 种 方式 是 等 可 能 的 , 玉 和 下 是 否 独立 ? 

解 ” 一 个 家 庭 可 能 有 三 个 孩子 的 8 种 方式 是 BBB、BBG、BGB、BGG、GBB、GBG、GGB、 
GGG， 每 一 种 的 概率 都 是 1/8。 因 为 下 = {BBG, BGB,， BGG, GBB, GBG, GGB}, F= {BGG, 
GBG，GGB，GGG} ， 并 且 ENF={BGG，GBG，GGB}， 从 而 p(E)==6/8= 二 3/4，p(F)==4/8= 
1/2， 且 p(ENMmF)==3/8。 由 于 

p(E)p(F) 一 站 本 一 总 
所 以 可 以 断言 已 和 下 是 独立 的 。( 这 个 结论 似乎 是 令 人 惊奇 的 。 的 确 ， 如 果 我 们 改变 孩子 的 数 
目 ， 结 论 可 能 不 再 成 立 。 见 本 节 练 习 27。) 鸭 

两 两 和 相互 独立 ”我 们 可 以 定义 超过 两 个 事件 的 独立 。 在 定义 5 中 给 出 了 两 种 类 型 的 独立 。 

定 》 事件 巨 ，EE。，… 忆 , 是 两 两 独立 当 且 仅 当 p(E 门 E,) 一 p(Ei)(Ej)， 对 于 所 有 整数 
对 i 和 jj，1 志 i 二 j 志 nn。 事 件 是 相互 独立 当 且 仅 当 p(Ei 门 Es 门 … 门 Es,)=p(Ea)p(E,)… 
P(Ea), i jj 二 1]，2，*…，m， 都 是 整数 ，1 二 i 之 记过 …< 之 i 全 n 和 mm 之 2。 

从 定义 5 可 以 看 到 ,nn 相互 独立 的 每 个 集合 也 是 两 两 独立 的 , 但 n 两 两 独立 事件 不 必要 相 
互 独立 。 在 补充 练习 25 中 也 能 说 明 这 个 问题 。 许 多 关于 n 事件 的 定理 包括 假设 这 些 事 件 是 相 
互 独立 的 ， 不 只 是 两 两 独立 的 。 我 们 将 在 本 章 后 面 介 绍 一 些 这 样 的 定理 。 
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7.2.6 伯 努 利 试验 与 二 项 分 布 
us 区 假设 一 个 试验 只 有 两 种 可 能 的 结果 。 例 如 ， 当 随机 产生 一 位 时 ， 可 能 的 结果 就 是 0 和 1。 
当 一 个 硬币 被 搓 时 ， 可 能 的 结果 就 是 头像 向 上 和 头像 向 下 。 每 次 执行 一 项 具有 两 种 可 能 结果 的 
试验 就 叫做 一 次 伯 努 利 试验 。 它 是 以 詹姆斯 ， 伯 努 利 的 名 字 命 名 的 ， 他 对 概率 论 做 出 了 重要 的 
贡献 。 一 般 来 说 ， 一 次 伯 努 利 试验 的 一 个 可 能 的 结果 叫做 成 功 或 失败 。 如 果 p 是 一 次 成 功 的 概 
率 ，g 是 一 次 失败 的 概率 ， 那 么 十 q 一 1。 
当 一 个 试验 由 次 独立 的 伯 努 利 试验 组 成 时 ， 许 多 问题 可 以 通过 确定 大 次 成 功 的 概率 来 解 
决 。( 当 已 知 其 他 试验 结果 的 信息 ， 每 一 次 成 功 的 条 件 概率 为 p 时 ， 伯 努 利 试验 是 相互 独立 
的 。.) 考 虑 下 面 的 例 8。 
例 8 一 枚 硬币 是 不 均匀 的 以 至 于 出 现 头像 的 概率 是 2/3。 假 定 每 次 掷 硬 币 是 独立 的 ， 当 
掷 7 次 硬币 时 恰好 4 次 出 现 头像 的 概率 是 多 少 ? 
解 ” 当 一 枚 硬币 被 挪 7 次 时 存在 2 = 二 128 种 可 能 的 结果 ，7 次 中 有 4 次 出 现 头像 的 方式 数 
是 CC(7，4) 。 因 为 7 次 撞 币 是 独立 的 ， 所 以 每 一 个 这 样 的 结果 都 对 应 概率 (2/3) (1/3)  。 因 此 ， 
恰好 4 次 出 现 头像 的 概率 是 
35。16 560 < 


4 i nk 
C(7,4)(27/3) (1/3) = 2187 


参照 在 例 8 中 用 过 的 同样 的 推理 ,我们 可 以 找 出 在 nn 次 独立 的 伯 努 利 试验 中 有 次 成 功 的 


概率 。 
[到 国 在 nh 次 独立 的 伯 努 利 试验 中 有 k 次 成 功 的 概率 在 成 功 概率 为 p、 失 败 概率 为 9 一 
1 一 pp 的 n 次 独立 的 伯 努 利 试验 中 ， 有 次 成 功 的 概率 是 





Cln, Rp'g"* 
证 ” 当 执 行 n 次 伯 努 利 试验 时 ， 结 果 是 nn 元 组 (4 ，t，…，t,)， 其 中 t= 二 SC 成 功 ) 或 t= 二 FF 
(失败 )，i 二 1，2，…，n。 由 于 nn 次 试验 是 独立 的 ， 所 以 由 次 成 功 和 n 一 次 失败 (以 任何 顺 


序 ) 组 成 的 每 个 n 次 试验 结果 的 概率 是 p*gq”*。 因 为 由 S 和 下 构成 的 包含 & 个 S 的 nn 元 组 有 
Cln， 个 ， 所 以 正好 上 次 成 功 的 概率 是 
; Cln, k)prq”* 4 
我 们 将 成 功 概率 为 p、 失 败 概率 为 g 二 1 一 p 的 nn 次 独立 的 伯 努 利 试 验 中 ， 有 上 次 成 功 的 概 
率 记 作 5b(k; n，p)。 作 为 的 函数 ,我 们 把 这 个 函数 称 为 二 项 分 布 。 定 理 2 告诉 我 们 
blk; n, p)=C(n, k)prgq” 
nu 例 9 当 产 生 10 位 二 进 制 串 时 ， 若 每 一 位 为 0 的 概率 是 0.9， 为 1 的 概率 是 0.1， 且 每 一 
位 的 产生 是 独立 的 ， 那 么 恰好 产生 8 位 0 的 概率 是 多 少 ? 
解 ”由 定理 2， 恰 好 产生 8 位 0 的 概率 是 
6(8; 10, 0.9)=C(10, 8)(0.9)*(0.1)’=0.193 710 244 5 本 











us Be 


往 姆 斯 。 伯 努 利 (James Bernoulli，1654 一 1705) ” 伯 努 利 又 名 雅 各 布 ， 出 生 在 瑞 
士 的 巴塞 尔 。 他 是 伯 努 利家 族 的 8 个 卓越 的 数学 家 之 一 ( 见 10. 1 节 伯 努 利 数学 世家 族 
谱 )。 遵 从 他 父亲 的 意愿 ， 和 詹姆斯 学 习 了 神学 并 担任 了 神职 。 但 和 他 父亲 的 愿望 相反 ， 
他 也 研究 数学 和 天 文学 。1676 一 1682 年 ， 他 游历 欧洲 ， 获 悉 了 数学 和 科学 的 最 新 发 
现 。1682 年 ， 他 返回 巴塞 尔 ， 创 立 了 数学 和 科学 学 校 。1687 年 他 被 任命 为 巴塞 尔 大 
学 的 数学 教授 ， 并 在 这 个 位 置 终 其 一 生 。 

詹姆斯 、 伯 努 利 众 所 周知 的 著作 是 《推测 术 》(Ars Conjectandi)， 在 他 死 后 8 年 得 以 发 
表 。 在 这 本 著作 中 ， 他 描述 了 在 概率 论 和 枚 举 中 的 已 知 结果 ， 并 常常 对 已 知 结果 提供 另外 的 证 明 。 这 本 著作 也 
包含 了 概率 论 对 机 会 对 策 的 应 用 和 关于 著名 的 大 数 定律 的 介绍 。 这 条 定律 叙述 了 如 果 ce 二 0， 当 nn 变 得 任意 大 
时 ,事件 巨 在 n 次 试验 中 出 现 的 次 数 除 以 的 比 与 p( 轧 的 差 在 e 之 内 的 概率 接近 于 1。 
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注意 当 执 行 次 独立 的 伯 努 利 试验 时 ， 对 于 二 0，1，2,，…，n， 存 在 次 成 功 的 概率 之 和 
等 于 
DI Con pq" = (p+g)"=1 


显然 应 该 如 此 。 在 这 串 等 式 中 的 第 一 处 相等 是 二 项 式 定理 的 结果 (参见 6.4 节 )， 第 二 处 相等 是 
由 于 2 一 工 一 态 。 


7.2.7 随机 变量 

许多 问题 都 涉及 一 个 与 试验 结果 相关 的 数值 。 例 如 ， 我 们 可 能 想 知 道 当 随机 产生 10 位 二 
进位 串 时 含 9 个 1 的 概率 ,或 者 想 知道 毛 20 次 硬币 时 有 11 次 头像 向 下 的 概率 。 为 了 研究 这 类 
问题 我 们 引入 随机 变量 的 概念 。 
一 个 随机 变量 是 从 试验 的 样本 空间 到 实数 集 的 函数 ， 即 一 个 随机 变量 对 每 个 可 能 
的 结果 指派 一 个 实数 值 。 

评注 ”一 个 随机 变量 是 一 个 函数 ， 而 不 是 一 个 变量 ， 并 且 它 也 不 是 随机 的 ! 随机 变量 

的 名 称 是 由 意大利 数学 家 坎 泰 利 (F. P. Cantelli) 于 1916 年 引入 的 。 在 20 世纪 40 年 代 后 

期 ， 数 学 家 费 勒 (W. Feller) 和 杜 布 (J.L. Doob) 扔 硬币 确定 使 用 “随机 变量 ”还 是 更 贴切 一 

些 的 “机 会 变量 ”， 不 幸 的 是 ， 费 勒 赢 了 。“ 随 机 变量 ?一 词 从 此 在 出 现在 教 课 书 中 。 


例 10 假设 一 个 硬币 被 搓 3 次。 令 X(D 是 出 现 头 像 的 个 数 ， 其 中 :是 结果 。 那 么 随机 变量 





XCHHH) =3 
XCHHT) =X(HTH) = X(THH) = 2 
X(TTH) =X(THT) = X(HTT) = 1 
RCTTTY a 4 
于 一 个 随机 变量 义 在 样本 空间 S 中 的 分 布 是 对 所 有 的 rEX(S) 的 对 (7r，p(X 二 7)) 
的 集合 ， 其 中 p(X 二 7) 是 义 取 值 r 的 概率 。 通 常 是 通过 对 每 个 rEX(S) 指 定 p(X 二 7) 来 描述 分 
布 的 。 
例 11- 当 掷 3 个 硬币 时 ，8 种 可 能 的 结果 中 每 一 个 出 现 的 概率 都 是 1/8， 例 10 中 的 随机 变 
量 X(W) 是 由 加 X=3) 王 1/8，zp(X 一 2) 王 3/8，bp(X=1) 王 3/8，bp(CX 一 0) 一 1/8 给 出 的 ， 因 此 ， 
例 10 中 X(CD 的 分 布 是 这 些 对 偶 的 集合 (3，1/8) ，(2，3/8) ，(1，3/8) 和 (0，1/8)) 。 看 
例 12 设 X 是 掷 一 对 山 子 时 出 现 的 点 数 之 和 ， 那 么 这 个 随机 变量 怎样 对 36 个 可 能 的 结果 
(Gi， 力 取 值 ? 这 里 的 i 和 j 分 别 表示 当 掷 两 个 货 子 时 ， 第 一 和 第 二 个 骨 子 出 现 的 点 数 。 
解 ” 随 机 变量 X 取 值 如 下 : 
ls T= 
XO, 2))= X62, 1))=3 
Xl1, 3))=X((2, 2))=X((3, 1))=4 
X((1, 4))=X((2, 3))=X((3, 2))=X((4, 1))=5 
Xl1, 5))=X2, 4))=X(3, 3))=X((4, 2))=X((5, 1))=6 
XC1, 6))=X(2, 5))=X((3, 4))=X((4, 3))=X((5, 2))=X((6, 1))=7 
X((2, 6))=X((3, 5))=X((4, 4))=X((5, 3))=X((6, 2))=8 
XC3, 6))=XC(4, 5))=X((5, 4))=X((6, 3))=9 
XC 6 SSNS HV= XG6, DD)=10 
X((5, 6))=X((6, 5))=11 
XES 07=12 | 
7.4 节 将 继续 研究 随机 变量 ,我 们 也 将 说 明 它 们 在 各 种 应 用 中 是 怎样 使 用 的 。 
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7.2.8 生日 问题 

有 一 个 著名 的 问题 : 要 使 一 个 房间 中 至 少 有 两 个 人 同月 同日 生 的 可 能 性 大 于 这 种 情况 不 存 
在 的 可 能 性 ， 那 么 房间 里 至 少 需要 多 少 人 才 行 ? 大 多 数 人 发 现 这 个 答案 (我 们 将 在 例 13 确定 
它 ) 是 惊人 地 小 。 在 求解 了 这 个 著名 的 问题 之 后 ， 我 们 将 说 明 类 似 的 推理 是 怎样 用 于 求解 与 散 


列 函 数 有 关 的 问题 。 
[| 例 13 生日 问题 如果 要 求 房间 中 至 少 2 个 人 有 相同 生日 的 概率 大 于 1/2， 那 么 所 需 的 最 
少 人 数 是 多 少 ? 


解 首先 叙述 某 些 假设 。 我 们 假设 房间 中 的 人 生 于 某 一 天 是 独立 的 。 其 次 ， 假 设 生 于 某 一 
天 是 等 可 能 的 ， 并 且 一 年 是 366 天 。( 实 际 上 一 年 的 某 些 日 子 出 生 的 人 比 其 他 日 子 更 多 ， 例 如 
在 新 年 这 样 的 节日 之 后 9 个 月 的 日 子 ， 此 外 只 有 头 年 有 366 天 。) 

为 了 找到 房间 中 的 nw 个 人 里 至 少 2 个 人 生日 相同 的 概率 ， 首 先 计算 这 些 人 生日 彼此 都 不 相 
同 的 概率 p,， 那 么 至 少 2 个 人 有 同样 的 生日 的 概率 是 1 一 p,。 为 计算 p,， 我 们 考虑 按照 某 个 给 
定 顺序 的 nn 个 人 的 生日 。 想 象 他 们 一 次 一 个 人 地 进入 房间 ， 我 们 将 计算 每 个 即将 进入 房间 的 人 
与 那些 原来 已 经 在 房间 的 人 有 不 同 生 日 的 概率 。 

第 一 个 人 与 已 经 在 房间 中 的 人 的 生日 肯定 不 同 。 第 二 个 人 的 生日 与 第 一 个 人 不 同 的 概率 为 
365/366， 这 是 因为 第 二 个 人 除了 诞生 在 第 一 个 人 的 生日 那天 以 外 ， 出 生 在 其 余 的 365 天 的 任 
何 一 天 都 有 着 不 同 的 生日 (这 里 和 下 面 的 步 又 都 用 到 某 个 人 出 生 在 一 年 的 366 天 中 的 任何 一 天 
都 是 等 可 能 的 假设 ) 。 

给 定 前 两 个 人 有 不 同 生 日 的 情况 下 ， 第 三 个 人 的 生日 与 第 一 个 人 和 第 二 个 人 两 个 人 的 生日 
都 不 相同 的 概率 为 364/366。 一般 地 ,第 j 个 人 (2 过; 二 366) 与 已 经 进入 房间 的 给 定 不 同 生日 的 
7 一 1 个 人 有 着 不 同 生日 的 概率 为 

366— (7—1) _ 367—j 
366 366 
因为 我 们 已 经 假设 房间 里 的 人 的 生日 是 独立 的 ， 所 以 我 们 可 以 断定 房间 里 的 nn 个 人 有 不 同 
生日 的 概率 是 
一 365 364 363... 367—n 
” 366 366 366 366 
因此 得 到 个 人 中 至 少 有 两 个 人 具有 相同 生日 的 概率 是 
365 364 363.. 367—n 


1— =1— 06 366 366 


366 366 366 366 

为 确定 使 得 其 中 至 少 两 个 人 具有 相同 生日 的 概率 大 于 1/2 时 房间 里 的 最 少 人 数 ， 使 用 关于 
1 一 p, 的 公式 ， 对 于 正在 增长 的 值 进行 计算 ， 直到 这 个 概率 大 于 1/2。( 有 一 种 使 用 微 积分 的 
更 精确 的 方法 可 以 省 略 这 个 计算 。 但 是 我 们 这 里 不 用 。) 在 经 过 可 观 的 计算 以 后 ， 我 们 发 现 对 于 
7 一 22，1 一 刻 A0.475， 而 对 于 "一 23，1 一 如 <0.506。 因 此 ， 使 得 至 少 有 两 个 人 具有 相同 生日 
的 概率 大 于 1/2 所 需要 的 最 少 人 数 是 23 。 | 

生日 问题 的 解 引 出 了 例 14 中 关于 散 列 函数 问题 的 解 。 

例 14 散 列 函 数 中 碰撞 的 概率 回顾 4.5 节 ， 一 个 散 列 函数 h(k) 是 从 (存储 在 数据 库 中 的 
记录 的 ) 关 键 字 到 存储 地 址 的 映射 。 散 列 函 数 把 一 个 大 范围 的 关键 字 ( 例 如 美国 将 近 3 亿 个 社会 
保险 号 ) 映 射 到 小 很 多 的 存储 地 址 的 集合 中 。 一 个 好 的 散 列 函数 很 少 产生 碰撞 ， 所 谓 碰 撞 就 是 
在 一 个 给 定 应 用 中 当 相 对 较 少 的 记录 起 作用 时 ， 两 个 不 同 的 关键 字 映 射 到 相同 的 存储 地 址 。 对 
一 个 散 列 函数 ， 没 有 两 个 关键 字 映 射 到 相同 的 地 址 ， 或 者 换 句 话说 没有 碰撞 的 概率 是 什么 ? 

解 ” 为 计算 这 个 概率 ， 假 设 一 个 随机 选择 的 关键 字 映 射 到 一 个 地 址 的 概率 是 1/m， 其 中 
是 有 效 地 址 的 个 数 ， 即 散 列 函数 对 关键 字 的 分 配 是 均匀 的 。( 实 际 上 散 列 函数 不 可 能 满足 这 个 
假设 ， 但 是 对 于 好 的 散 列 函数 这 个 假设 近乎 正确 。) 我 们 进一步 假设 被 选中 记录 的 关键 字 是 关键 
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字 域 上 任何 一 个 元 素 的 概率 相等 ， 并 且 这 些 关键 字 都 是 独立 选择 的 。 

假设 关键 字 是 & ，k,。，…，k,。 当 我 们 把 第 二 个 记录 加 入 时 ， 它 被 映射 到 与 第 一 个 记录 的 
地 址 不 同 的 地 址 ， 即 h(k, ) 关 h(ks) 的 概率 是 (m 一 1)/m， 因 为 第 一 个 记录 放 人 后 还 有 mm 一 1 个 没 
用 过 的 地 址 。 在 无 碰撞 放 好 第 一 个 和 第 二 个 记录 以 后 ， 第 三 个 记录 映射 到 一 个 没有 用 过 的 地 址 
的 概率 是 (m 一 2)/m。 一 般 来 说 ， 前 j 一 1 个 记录 已 经 被 无 碰撞 地 映射 到 地 址 h(h)，h(k,)，…， 
h(kj 一 1) 以 后 ， 第 ;个 记录 映射 到 一 个 没有 用 过 的 地 址 的 概率 是 (m 一 (j 一 1))/m， 因 为 m 个 地 
址 中 已 经 用 了 j 一 1 个 地 址 。 

由 于 关键 字 是 独立 的 ， 所 有 nn 个 关键 字 被 映射 到 不 同 地 址 的 概率 是 
让 二 ml m2.... .mm—7n++l1 

m mL m 
从 而 得 到 存在 至 少 一 个 碰撞 ， 即 至 少 两 个 关键 码 被 映射 到 相同 地 址 的 概率 是 
eh .ek ,ed 
mm m m 

我 们 可 以 使 用 微 积 分 技术 找 出 对 于 给 定 的 m 值 ， 使 得 碰撞 概率 大 于 一 个 特定 值 的 最 小 的 
值 。 可 以 证 明 使 得 磁 撞 概率 大 于 1/2 的 最 小 的 整数 近似 是 n= 二 1.177 Ym 。 例 如 ， 当 m= 
1 000 000 时 ， 使 得 碰撞 概率 大 于 1/2 的 最 小 整数 n 是 1178。 


7.2.9 蒙特 卡 罗 算 法 

本 书 至 今 讨论 的 算法 都 是 确定 性 算法 。 即 只 要 给 定 同样 的 输入 ， 每 个 算法 总 是 以 同样 的 方 
式 运 行 。 但 是 有 许多 情况 下 我 们 希望 算法 在 一 步 或 多 步 中 做 随机 选择 。 当 一 个 确定 性 算法 不 得 
不 遇 到 大 量 的 甚至 是 无 数 种 可 能 的 情况 时 就 会 出 现 这 种 情况 。 在 一 步 或 者 多 步 做 随机 选择 的 算 
法 称 为 概率 算法 。 这 一 节 我 们 将 讨论 关于 判定 问题 的 一 类 特殊 的 概率 算法 ， 即 蒙特 卡 罗 算 法 。 
蒙特 卡 罗 算 法 对 于 问题 总 能 得 到 答案 ， 但 是 这 些 答案 可 能 存在 很 小 的 出 错 概率 。 当 算法 执行 足 
够 多 的 计算 时 ， 答 案 出 错 的 概率 迅速 下 降 。 判 定 问题 以 * 真 ?或 者 “ 假 ” 作 为 它们 的 答案 .“ 蒙 特 
卡 罗 ” 是 摩纳哥 的 一 个 著名 赌场 。 算 法 中 使 用 的 随机 和 重复 过 程 与 一 些 赌博 方式 相近 。 蒙 特 卡 
罗 方 法 这 个 名 称 由 斯 坦 。 乌 拉 姆 ， 恩 里 科 。 费 米 和 约翰。 冯 。 诺 伊 曼 提出 的 。 

求解 判定 问题 的 蒙特 卡 罗 算 法 使 用 一 系列 的 测试 。 只 要 测试 执行 得 越 多 ， 算 法 正确 回答 判 
定 问 题 的 概率 就 增加 。 在 算法 的 每 一 步 ， 可 能 回答 “ 真 ”， 这 意味 着 答案 是 “ 真 ”， 不 再 需要 进 一 
步 的 迭代 。 回 答 “ 不 知道 "， 这 意味 着 答案 可 能 是 “ 真 " 也 可 能 是 “ 假 ”。 这 样 一 个 算法 经 过 多 次 选 
代 以 后 ， 如 果 任 何 一 次 迭代 产生 答案 “ 真 "， 那 么 最 后 管 案 是 “ 真 ” 如 果 每 次 迭代 都 产生 答案 “不 
知道 ”， 那 么 答案 就 是 “ 假 ”。 如 果 正 确 的 答案 是 “ 假 ”， 那 么 算法 回答 “ 假 ”， 因 为 每 次 迭代 将 产生 
“不 知道 ”。 但 是 ， 如 果 正 确 的 答案 是 “ 真 ”"， 算 法 可 能 回答 “ 真 ” 或 “ 假 ”， 因 为 很 可 能 每 次 迭代 回答 
都 是 “不 知道 >， 即 使 正确 的 答案 是 真 ”。 我 们 将 证 明 当 测试 数 增 加 时 ， 这 种 可 能 性 变 得 非常 小 。 

给 定 答案 为 “ 真 ”， 假 设 p 是 一 次 测试 回答 “ 真 ”的 概率 ， 从 而 1 一 之 是 给 定 答案 为 “ 真 ” 回 答 
“不 知道 ”的 概率 。 因 为 所 有 的 n 次 迭代 都 产生 管 案 “ 不 知道 ”时 算法 才 回 答 “ 假 ”， 并 且 这 些 迭 代 
执行 独立 的 测试 ， 因 此 出 错 的 概率 是 (1 一 p)n。 当 p 关 0 时 ， 这 个 概率 随 测试 次 数 增加 接近 于 
0。 所 以 ， 当 管 案 是 “ 真 ” 时 算法 回答 “ 真 ”的 概率 接近 于 1。 

例 15 质量 控制 (这 个 例子 来 自 L[AhUl95]) 假设 一 个 工厂 多 批 次 定购 处 理 器 芯片 ， 每 批 
n 片 ， 其 中 为 正 整 数 。 芯 片 制 造 商 只 对 这 些 批 次 中 的 某 一 批 进行 了 测试 以 保证 这 批 芯 片 中 的 
所 有 芯片 都 是 好 的 。 在 以 前 未 测试 的 批 次 中 ， 当 做 随机 测试 时 ， 观 察 到 一 个 特定 芯片 是 坏 芯片 
的 概率 是 0. 1。 这 家 PC 工厂 想 判定 在 一 批 芯片 中 是 否 所 有 的 芯片 都 是 好 的 。 为 此 这 家 工厂 可 
以 对 一 批 中 的 每 片 芯片 进行 测试 ， 这 需要 测试 次 。 假 设 执行 每 次 测试 需要 的 时 间 为 常数 ， 那 
么 这 些 测试 需要 O(n) 秒 。 这 家 PC 工厂 能 不 能 用 更 少 的 时 间 来 检查 这 批 芯片 是 否 检 测 过 ? 

解 ” 只 要 我 们 能 够 接受 一 定 的 出 错 概率 ， 就 能 用 蒙特 卡 罗 算 法 确定 一 批 蕊 片 是 否 已 经 被 蕊 
片 制造 商检 测 过 。 这 个 算法 是 为 了 回答 下 面 的 问题 :;“ 这 批 芯 片 是 否 被 制造 商 测 试 过 ?” 它 一 片 
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接 一 片 连续 从 这 批 中 随机 选择 芯片 并 进行 测试 。 当 发 现 一 片 坏 芯片 时 算法 回答 “ 真 > 并 且 停 止 。 
如 果 一 个 被 测 的 芯片 是 好 的 ， 算 法 回答 “不 知道 ?并 且 继 续 下 一 个 芯片 。 在 算法 测试 了 一 定数 量 
的 芯片 以 后 ， 比 如 说 不 片 ， 没 有 得 到 回答 “ 真 ”， 那 么 算法 确定 答案 是 “ 假 >， 即 算法 判定 这 批 蕊 
片 是 好 的 ， 也 就 是 说 芯片 制造 商 已 经 测试 了 这 批 芯 片 中 的 所 有 芯片 。 

这 个 算法 回答 出 错 只 有 一 种 情况 ， 就 是 它 断 定 一 批 没有 测 过 的 芯片 已 经 被 芯片 制造 商 测 过 
了 。 在 一 批 没 测 过 的 芯片 中 一 片 芯片 是 好 的 概率 是 1 一 0. 1 一 0. 9。 由 于 在 一 批 芯片 中 测试 不 同 
芯片 的 事件 是 独立 的 ， 所 以 给 定 这 批 芯片 没 被 测试 过 的 情况 下 ， 算 法 的 所 有 步 都 产生 答案 
“不 知道 ”的 概率 是 0.9 。 

取 足 够 大 ， 我 们 就 可 以 使 得 这 个 概率 像 我 们 所 希望 的 那样 小 。 例 如 ， 通 过 测试 66 片 芯片 ， 
算法 判定 一 批 已 经 被 芯片 制造 商 测 过 的 芯片 的 概率 是 0. 9 ， 它 小 于 0. 001。 即 算法 回答 出 错 的 概 
率 小 于 1/1000。 注 意 这 个 概率 与 这 批 营 片 的 片 数 nn 无 关 。 这 就 是 说 ,不 管 这 批 有 多 少 片 芯片 ， 
蒙特 卡 罗 算 法 使 用 常数 或 者 O(1) 次 测试 ， 并 且 需 要 O(1) 秒 。 只 要 PC 工厂 可 以 接受 小 于 1/1000 
的 错误 率 ， 蒙 特 卡 罗 算 法 将 节省 PC 工厂 很 多 的 测试 。 如 果 需 要 更 小 的 错误 率 ，PC 工厂 在 每 批 
中 可 以 测试 更 多 的 芯片 。 读 者 可 以 验证 132 次 测试 将 使 得 错误 率 降低 到 1/1 000 000。 4 

例 16 素数 的 概率 测试 ”在 第 4 章 我 们 提 到 过 一 个 合 数 ， 即 一 个 不 是 素数 的 整数 ， 对 小 于 
n/4 的 5 为 底 通 过 米 勒 测试 ， 其 中 1 二 5 二 n( 见 4.4 节 练习 44)。 这 个 观察 是 蒙特 卡 罗 算 法 确定 
一 个 正 整数 是 否 为 素数 的 基础 。 因 为 大 素数 在 公共 密 钥 密码 系统 中 起 着 基础 的 作用 ( 见 4.6 
节 )， 能 够 快速 生成 大 素数 就 变 得 特别 重要 。 

算法 的 目标 是 判定 问题 “是 合 数 吗 ?给 定 一 个 大 于 1 的 正 整 数 x， 我们 随机 选择 一 个 整数 
6C1<0<z 并 且 确 定 半 能 否 通过 2 为 底 的 米 勒 测试 。 如 果 nn 次 测试 失败 ， 那 么 回答 是 “ 真 ”因为 
n 一 定 是 合 数 ， 因 此 答案 是 “ 真 ”并 且 算 法 结束 。 否 则 ， 我们 重复 测试 次 ,其 中 是 整数 。 每 
次 我 们 选择 一 个 随机 整数 5， 确 定 nn 能 否 通 过 对 于 5 为 底 的 米 勒 测试 。 如 果 在 每 一 步 答案 是 “不 
知道 ”， 那 么 算法 回答 “ 假 ”， 即 它 说 不 是 合 数 ， 因 而 它 是 素数 。 当 nn 是 合 数 ， 并 且 在 & 步 迭 
代 的 每 一 步 输出 答案 是 “不 知道 ”时 ， 这 是 算法 返回 错误 答案 的 唯一 可 能 。 对 于 一 个 随机 选择 的 
5 为 底 ， 一 个 合 数 nn 通过 米 勒 测试 的 概率 小 于 1/4。 因 为 满足 1<5b<n 的 整数 b 在 每 次 迭代 时 是 
随机 选择 的 ， 并 且 这 些 迭 代 是 独立 的 ， 所 以 是 合 数 但 算法 回答 是 素数 的 概率 小 于 (1/4)”。 
通过 取 足 够 大 的 &， 我 们 可 以 使 得 这 个 概率 特别 小 。 例 如 ， 用 10 次 迭代 ， 当 实际 上 是 合 数 但 
算法 判定 ”为 素数 的 概率 小 于 1/1 000 000。 用 30 次 迭代 ， 这 个 概率 小 于 1/10”。 这 是 一 个 特 
别 小 概率 的 事件 。 

为 了 生成 大 素数 ， 比 如 说 200 位 。 我 们 随机 选择 一 个 200 位 的 整数 nx， 并且 运行 这 个 算法 ， 
用 30 次 迭代 。 如 果 算 法 判定 n 是 素数 ,我 们 可 以 把 它 当 成 两 个 素数 之 一 用 在 RSA 密码 系统 的 
密 钥 中 。 如 果 nn 实际 上 是 合 数 并 且 作 为 这 个 密 钥 的 一 部 分 来 使 用 ， 那 么 这 个 用 来 解密 信息 的 过 

程 不 会 产生 原始 的 被 加 密 的 信息 。 这 个 密 钥 将 被 抛弃 而 使 用 两 个 新 的 可 能 的 素数 。 4 


7.2.10 概率 方法 

第 1 章 讨论 了 存在 性 证 胃 并 且说 明 在 构造 的 存在 性 证 明和 非 构造 的 存在 性 证 明之 间 药 区 
别 。 由 保罗 ，。 厄 多 斯 和 阿尔 弗 ， 雷 德 引入 的 概率 方法 是 一 个 强 有 力 的 技术 ， 它 可 以 用 于 创建 非 
构造 的 存在 性 证 明 。 为 了 使 用 概率 方法 证 明 关于 集合 S 的 结果 ， 例 如 S 中 一 个 具有 指定 性 质 元 
素 的 存在 性 ， 我 们 把 概率 赋 给 集合 的 元 素 。 然 后 我 们 使 用 概率 论 的 方法 证 明 关 于 S 的 元 素 的 结 
果 。 特 别 地 ， 我 们 可 以 通过 证 明 一 个 元 素 rxE S 具有 这 个 性 质 的 概率 是 正 的 来 证 明 具 有 特定 性 
质 的 元 素 存 在 。 这 种 概率 方法 是 基于 定理 3 的 等 价 叙述 。 
下 加 概率 方法 ”如 果 随 机 地 从 集合 S 选取 一 个 元 素 ， 此 元 素 不 具有 一 个 特定 性 质 的 概 
率 小 于 1， 那 么 S 中 存在 具有 这 条 性 质 的 元 素 。 

一 个 基于 概率 方法 的 存在 性 证 明 是 非 构造 性 的 ， 因 为 它 未 找 出 一 个 具有 所 要 求 性 质 的 特定 
元 素 。 
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我 们 通过 找到 一 个 关于 拉 姆 赛 数 R(&，k) 的 下 界 来 说 明 概 率 算法 的 能 力 。 回 顾 6. 2 节 ， 
RC(k，) 等 于 晚会 的 最 少 人 数 ， 以 保证 其 中 至 少 有 个 人 两 两 都 是 朋友 ,或 者 至 少 有 个 人 两 
两 都 是 敌人 (假设 任 两 个 人 要 么 是 朋友 要 么 是 敌人 )。 

如 果 尼 是 一 个 整数 ，k 宇 2， 那 么 R(k，k) 宇 2 。 

证 ”注意 定理 对 于 k= 二 2 和 k= 二 3 成立， 因为 R(2，2) 二 2 和 RC(3，3) 二 6， 正 如 6. 2 节 所 说 
明 的 。 现 在 假设 & 之 4。 我 们 将 使 用 概率 方法 证 明 如 果 晚 会 上 少 于 2 巡 个 人 ， 可 能 没有 有 个 人 两 
两 是 朋友 ， 也 没有 个 人 两 两 是 敌人 。 这 就 证 明了 R(E， 有 局 至 少 是 2w 。 

为 了 使 用 概率 方法 ， 我 们 设 两 个 人 是 朋友 还 是 敌人 是 等 可 能 的 (注意 这 个 假设 不 一 定 是 真 
实 的 ) 。 假 设 晚会 上 有 nn 个人。 因而 晚会 上 有 (%) 个 不 同 的 k 个 人 的 小 组 ， 记 作 S,，S,，…， 
S()。 设 已 是 S, 中 的 所 有 A& 个 人 两 两 是 朋友 或 两 两 是 敌人 的 事件 。 在 个 人 中 存在 上 个 人 两 
Co 
两 是 朋友 或 两 两 是 敌人 的 概率 等 于 p | UE 


© 








根据 假设 ， 两 个 人 是 朋友 或 者 是 敌人 是 等 可 能 的 。 两 个 人 是 朋友 的 概率 等 于 他 们 是 敌人 的 
概率 ， 两 个 概率 都 等 于 1/2。 而且， 因为 S; 中 有 个人， 所 以 在 S, 中 存在 (2) 一 kC4 一 1)/2 对 


人 。 于 是 , 在 S; 中 所 有 的 & 个 人 两 两 是 朋友 的 概率 与 S; 中 所 有 的 & 个 人 两 两 是 敌人 的 概率 都 

等 于 (1/2)* ?2 从 而 得 到 plE.) = (1/2 

(4) 
E, 


i=1 


在 一 群 n 个 人 中 存在 & 个 人 两 两 是 朋友 或 两 两 是 敌人 的 概率 等 于 。 使 用 布尔 不 








等 式 (练习 15) ， 得 到 


(G1) 
< DpcE) 三 (0): (二) A1)/2 
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i 一 1 
n 


k 
加 人 Ye 于 于 

现在 如 果 n<2”， 有 
A ed 


最 后 一 步 的 得 出 是 由 于 & 二 4。 


根据 6. 4 节 练 习 17, 我 人 有 (”)<<w*/2*， 因 此 ， 


k(k—1)/2 


Se 2 (M2) < 1 


的 


在 一 组 上 个 人 两 两 是 朋友 也 不 存在 上 个 人 两 两 是 敌人 的 概率 大 于 0。 从 而 得 到 ， 如 果 ”<2”， 
那么 至 少 存在 一 个 集合 ， 使 得 它 不 包含 & 个 人 两 两 是 朋友 或 者 两 两 是 敌人 的 子 集 。 4 


练习 

1. 当 掷 一 个 不 均匀 的 硬币 时 ， 如 果 出 现 头像 是 不 出 现 头像 的 可 能 性 的 3 倍 ， 那 么 出 现 头像 的 概率 应 该 是 
多 少 ? 不 出 现 头像 的 概率 应 该 是 多 少 ? 

2. 当 掷 一 个 被 填充 的 人 般 子 时 ， 如 果 咒 子 出 现 3 点 这 一 面 的 可 能 性 是 其 他 五 个 面 的 2 倍 ， 求 每 种 结果 的 
概率 。 

3. 当 毛 一 个 不 均匀 的 角 子 时 ， 如 果 散 子 出 现 2 点 或 4 点 这 一 面 的 可 能 性 是 出 现 其 他 四 个 面 的 3 倍 ， 并 且 


我 们 现在 可 以 断言 当 宇 4 时, p 二 1。 因 此， 这 个 补 事件 ， 即 在 这 个 晚会 上 不 存 








10. 


11. 
12. 
13. 
14. 
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20. 
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掷 出 一 个 2 点 或 者 一 个 4 点 是 等 可 能 的 ， 求 每 种 结果 的 概率 。 


.。 当 结果 是 等 可 能 的 时 候 ， 证 明 在 拉 普 拉 斯 的 概率 定义 下 条 件 (D 和 (ii 是 满足 的 。 
. 一 对 货 子 被 灌 铅 特殊 处 理 。 第 一 个 股 子 出 现 4 点 的 概率 是 2/7， 第 二 个 骨 子 出 现 3 点 的 概率 是 2/7， 且 


每 个 角子 出 现 其 他 点 数 的 概率 是 1/7。 当 掷 出 2 个 骨 子 时 ， 点 数 之 和 为 7 的 概率 是 多 少 ? 


， 当 我 们 随机 选择 {1，2，3} 的 一 个 排列 时 ， 这 些 事 件 的 概率 是 什么 ? 


a)1 在 3 前面。 b)3 在 1 前面 。 c)3 在 1 前 面 且 3 在 2 前 面 。 
， 当 我 们 随机 选择 {1 ，2，3，4} 的 一 个 排列 时 ， 这 些 事 件 的 概率 是 什么 ? 
a)1 在 4 前 面 。 b)4 在 1 前 面 。 
4 在 1 前 面 且 4 在 2 前面 。 d)4 在 1 前面, 4 在 2 前面 且 4 在 3 前 面 。 


e)4 在 3 前 面 且 2 在 1 前 面 。 


. 当 我 们 随机 选择 {1L，2，…，z} 的 一 个 排列 时 ， 其 中 n 三 4， 这 些 事件 的 概率 是 什么 ? 


a)1 在 2 前 面 。 b)2 在 1 前 面 。 
c)1 紧 挨 着 2 前 面 。 dz 在 1 前 面 且 ”一 1 在 2 前 面 。 
e)72 在 1 前 面 且 ” 在 2 前 面 。 


. 当 我 们 随机 选择 26 个 英语 小 写字 母 的 一 个 排列 时 ， 这 些 事件 的 概率 是 什么 ? 


a) 排 列 由 按 字母 表 相 反 顺序 的 字母 组 成 。 b)z 是 排列 的 第 一 个 字母 。 
c) 排 列 中 < 在 < 前 面 。 qd) 排列 中 a 紧 接 在 z 的 前 面 。 


e) 排 列 中 a 紧 接 在 m 的 前 面 ，m 紧 接 在 z 的 前 面 。 人 排列 中 mw、n、o 在 字母 表 中 的 原来 位 置 。 
当 我 们 随机 选择 26 个 英语 小 写字 母 的 一 个 排列 时 ， 这 些 事件 的 概率 是 什么 ? 
a) 排 列 中 的 前 13 个 字母 按照 字母 表 的 顺序 。 
b)a 是 排列 的 第 一 个 字母 且 z 是 排列 的 最 后 一 个 字母 。 
ca 和 zz 在 排列 中 彼此 相 邻 。 
da 和 2 在 排列 中 彼此 不 相 邻 。 
e) 排 列 中 a 和 xz 被 至 少 23 个 字母 分 开 。 
人) 排列 中 zz 在 a 和 2 两 者 的 前 面 。 
假设 E 和 下 是 事件 ,满足 p(E)==0.7 且 p(F)==0.5。 证 明 p(EUF) 宇 0.7 和 pC(ENF) 之 0.2。 
假设 玉 和 下 是 事件 ， 满足 p(E)= 二 0.8 且 p(F) 二 0.6。 证明 p(EUF) 宇 0.8 和 pC(ENmF) 宇 0.4。 
证 明 如 果 巨 和 下 是 事件 ， 那么 p(EN 了 ) 宇 p(E) 十 p(F) 一 1。 这 就 是 邦 弗 罗 尼 (Bonferroni) 不 等 式 。 
使 用 数学 归纳 法 证 明 下 述 一 般 性 的 邦 弗 罗 尼 不 等 式 : 
plEs 人们 (Es) 
p(BE)+pE) t+ p(BE,)— (n= 1) 


其 中 Ery Br wy BB 是 元 个 事件 。 
证 明 如 果 El ，E。，…，E, 是 一 个 有 限 样本 空间 的 事件 ， 那 么 
六 (EU E: UU UE,) 
SpE)Fp(E) Tp CE,) 
这 就 是 布尔 不 等 式 。 


证 明 如 果 巨 和 下 是 独立 的 事件 ， 那 么 巨 和 下 也 是 独立 的 事件 。 

如 果 巨 和 下 是 独立 的 事件 ， 证 明 或 反 驶 巨 和 下 也 必须 是 独立 的 事件 。 

a) 两 个 人 出 生 在 一 周 的 同一 天 的 概率 是 多 少 ? 

b) 一 组 nn 个 人 里 ， 至少 2 个 人 出 生 在 一 周 的 同一 天 的 概率 是 什么 ? 

c) 要 使 得 至 少 2 个 人 出 生 在 一 周 的 同一 天 的 概率 大 于 1/2， 需 要 多 少 个 人 ? 

a)2 个 人 出 生 在 一 年 的 同一 个 月 的 概率 是 多 少 ? 

b) 一 组 nn 个 人 里 ， 至少 2 个 人 出 生 在 一 年 的 同一 个 月 的 概率 是 什么 ? 

c) 要 使 得 至 少 2 个 人 出 生 在 一 年 的 同一 个 月 的 概率 大 于 1/2， 需 要 多 少 个 人 ? 

要 使 得 某 个 人 的 生日 就 在 当天 的 概率 大 于 1/2， 求 房间 里 最 少 的 人 数 ( 假 设 生 于 每 一 天 是 等 可 能 的 并 
且 这 一 年 有 366 天 ) 。 

要 使 得 房间 里 的 两 个 人 都 生 在 4 月 1 日 的 概率 大 于 1/2， 求 房间 里 最 少 的 人 数 (假设 生 于 每 一 天 是 等 
可 能 的 并 且 这 一 年 有 366 天 ) 。 
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# 22, 


23. 
24. 
25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33, 


34. 


35. 


36. 


* 37, 


38. 


只 有 图 年 有 2 月 29 日 。 年 份 能 被 4 整除 但 不 能 被 100 整除 的 都 是 状 年 。 年 份 能 被 100 整除 但 不 被 400 
整除 的 不 是 闽 年 ， 能 被 400 整除 的 是 冰 年 。 

a) 应 该 用 哪 种 关于 生日 的 概率 分 布 来 反映 2 月 29 日 出 现 次 数 的 多 少 ? 

b) 利 用 a) 的 概率 分 布 , 一 组 nn 个 人 中 至 少 两 个 人 有 相同 生日 的 概率 是 什么 ? 

给 定 掷 硬 币 第 一 次 的 头像 在 上 ， 当 一 个 均匀 的 硬币 被 掷 5 次 时 恰好 4 次 头像 在 上 的 条 件 概 率 是 多 少 ? 
给 定 掷 硬币 第 一 次 的 头像 在 下 ， 当 一 个 均匀 的 硬币 被 掷 5 次 时 恰好 4 次 头像 在 上 的 条 件 概率 是 多 少 ? 
给 定 第 一 位 是 1， 随机 产生 4 位 二 进 制 串 并 使 得 它 至 少 包含 2 个 连续 的 0 的 条 件 概率 是 多 少 ? (假设 
是 1 和 是 0 的 概率 相同 。) 

随机 产生 3 位 二 进位 串 ， 设 瓦 是 这 个 串 含 有 奇数 个 1 的 事件 ,下 是 这 个 串 以 1 开始 的 事件 。 五 和 下 
是 独立 的 吗 ? 

设 玉 和 下 分 别 表示 有 nn 个 孩子 的 家 庭 同时 有 男孩 和 女孩 以 及 至 多 有 1 个 男孩 的 事件 。 在 下 述 每 种 条 
件 下 玉 和 下 是 独立 的 吗 ? 

a)n=2 b)n=4 ec)7 一 5 

假定 一 个 孩子 是 男孩 的 概率 是 0. 51， 且 生 在 一 个 家 庭 的 孩子 的 性 别 是 独立 的 。 一 个 家 庭 有 5 个 孩子 ， 
那么 

a) 恰 有 3 个 男孩 的 概率 是 什么 ? b) 至 少 有 1 个 男孩 的 概率 是 什么 ? 

c) 至 少 有 1 个 女孩 的 概率 是 什么 ? 中) 所 有 的 孩子 性 别 都 相同 的 概率 是 什么 ? 

一 组 6 个 人 玩 * 单 人 出 局 ”的 游戏 来 确定 谁 买 茶点 。 每 个 人 掷 一 个 均匀 的 硬币 ， 如 果 一 个 人 掷 出 的 结 
果 不 和 组 中 其 他 任何 人 相同 ， 这 个 人 就 必须 买 茶点 。 在 掷 过 一 次 硬币 以 后 出 现 这 种 单 人 出 局 的 概率 


是 多 少 ? 

10 位 的 二 进位 串 ， 如 果 每 位 的 产生 是 独立 的 ， 求 出 下 列 每 种 情况 下 随机 产生 不 包含 0 的 位 串 的 
概率 。 

a) 一 位 为 0 和 为 1 是 等 可 能 的 。 b) 一 位 为 1 的 概率 是 0. 6。 

c) 第 i 位 为 1 的 概率 是 了 2， i 二 1， 2， 3» as 105 

求 有 5 个 孩子 的 家 庭 没 有 男孩 的 概率 ， 如 果 孩 子 的 性 别 是 独立 的 ， 且 

a) 是 男孩 和 是 女孩 是 等 可 能 的 。 b) 是 男孩 的 概率 是 0. 51。 


ce) 第 i 个 孩子 是 男孩 的 概率 是 0. 51 一 (i/100)。 

10 位 二 进位 串 ， 如 果 每 位 的 产生 是 独立 的 ， 分 别 求 在 30a)、30b)、30c) 条 件 下 随机 产生 一 个 以 1 开 
始 或 以 00 结尾 的 位 串 的 概率 。 

按照 练习 31a) 、31b) 、31c) 的 条 件 ， 分 别 求 出 有 5 个 孩子 的 家 庭 中 第 1 个 孩子 是 男孩 或 者 最 后 2 个 孩 
子 是 女孩 的 概率 。 

执行 n 次 独立 的 伯 努 利 试验 ， 其 中 每 次 试验 的 成 功 概率 为 p， 求 下 述 每 种 情况 的 概率 。 


a) 没 有 1 次 成 功 的 概率 。 b) 至 少 1 次 成 功 的 概率 。 

c) 至 多 1 次 成 功 的 概率 。 d) 至 少 2 次 成 功 的 概率 。 

求 在 下 述 每 种 情况 下 执行 n 次 独立 的 伯 努 利 试验 时 的 概率 ， 其 中 每 次 试验 的 成 功 概率 为 p。 

a) 没 有 1 次 失败 的 概率 。 b) 至 少 1 次 失败 的 概率 。 

c) 至 多 1 次 失败 的 概率 。 dg 至 少 2 次 失败 的 概率 。 

使 用 数学 归纳 法 证 明 如 果 E, ，E, ，…，E, 是 样本 空间 S 中 的 =” 个 两 两 不 相交 的 事件 的 序列 ， 其 中 


是 正 整 数 , 那么 p(【) E)= 2p(E). 
(要 求 微 积分 ) 证 明 如 果 E，E,，.… 是 样本 空间 S 中 的 两 两 不 相交 的 事件 的 无 限 序列 ， 那 么 


p( U E)= SpED) 。[ 提 示 : 利用 练习 36 并 且 取 极限 。] 

在 异地 所 一 对 散 子 ， 一 个 诚实 的 旁观 者 通知 我 们 至 少 有 一 个 休 子 所 出 6 点 。 

a) 以 诚实 的 观察 者 提供 的 信息 为 条 件 ， 两 个 山 子 掷 出 的 点 数 之 和 等 于 7 的 概率 是 多 少 ? 

b) 假 设 诚实 的 观察 者 告诉 我 们 至 少 一 个 从 子 是 5 点 。 以 此 为 给 定 条 件 ， 两 个 山子 的 点 数 之 和 等 于 7 
的 概率 是 多 少 ? 
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xx 39, 这 个 练习 利用 概率 方法 证 明 一 个 关于 循环 赛 的 结果 。 在 一 个 具有 m 个 游戏 者 的 循环 赛 中 ， 每 两 个 人 
玩 一 个 游戏 ， 其 中 一 个 赢 ， 另 一 个 输 。 
我 们 想 要 寻找 一 个 关于 正 整 数 mw 和 的 条 件 (4 二 m)， 以 使 得 这 个 循环 赛 的 结果 有 下 述 性 质 的 可 
能 : 对 每 k 个 游戏 者 的 集合 ， 存 在 1 个 游戏 者 赢 了 这 个 集合 的 每 个 成 员 。 假 设 当 2 个 游戏 者 竞争 时 每 
个 游戏 者 赢得 这 个 游戏 是 等 可 能 的 ， 并 且 假设 不 同 游戏 的 结果 是 独立 的 ， 这 使 得 我 们 可 以 使 用 概率 
推理 得 出 关于 循环 赛 的 结论 。 设 是 小 于 m 的 正 整数 ,EE 是 对 每 个 具有 k 个 游戏 者 的 集合 S， 存 在 1 
个 游戏 者 赢 了 S 中 所 有 个 人 的 事件 。 
(2%) 
9) 证 明 2(B) < > p(F,) ， 这 里 下 是 一 个 事件 ， 表 示 在 ( ，) 个 上 人 的 集合 构成 的 表 中 ， 没 有 1 个 游 


Fl 


戏 者 赢 了 第 j 个 集合 的 所 有 个人。 

b) 证 明 F; 的 概率 是 (1 一 2 下 *)"*。 

加 从 a 和 证明 p(E)< (1 一 2*)"*， 因 此 得 知 ， 如果 () (1 一 2 -90" “<1， 一 定 存在 一 个 过 
赛 具 有 所 描述 的 性 质 。 


dd) 使 用 c) 找 出 mm 的 值 ， 使 得 在 m 个 游戏 者 的 循环 赛 中 对 每 2 个 游戏 者 的 集合 S$， 都 存在 1 个 游戏 者 ， 
赢 了 S 中 的 2 个 人 。 对 3 个 游戏 者 的 集合 重复 这 个 问题 。 

* 40. 设计 一 个 蒙特 卡 罗 算 法 以 确定 一 个 整数 1 到 的 排列 是 已 经 被 排序 的 ( 即 按照 递增 顺序 排列 ) 还 是 随 
机 的 排列 。 如 果 确 定 这 个 序列 没有 被 排序 ,算法 的 某 一 步 应 该 回答 “ 真 ”， 否则 回答 “不 知道 ”。 在 
步 以 后 ， 如 果 每 步 回 答 都 是 “不 知道 “， 则 算法 判定 这 些 整 数 是 排 好 序 的 。 证 明 随 着 步 数 的 增加 ， 算 
法 产生 一 个 错误 结果 的 概率 会 极 小 。[ 提 示 : 对 每 一 步 ， 测 试 某 些 元 素 是 否 在 正确 的 顺序 上 。 保 证 这 
些 测试 是 独立 的 。] 

41, 使 用 伪 码 写 出 在 例 16 中 描述 的 素数 的 概率 测试 算法 。 


7.3 贝 叶 斯 定理 


7.3.1 引言 

很 多 时 候 ， 我 们 总 想 估 计 在 已 知 部 分 证 据 的 情况 下 某 种 特定 事件 发 生 的 概率 。 例 如 ， 假 设 
我 们 知道 人 们 得 某 种 疾病 的 百分比 ， 且 疾病 的 诊断 是 非常 准确 的 。 对 这 种 疾病 检测 呈 阳 性 的 人 
往往 想 知道 他 们 真 的 得 了 这 种 疾病 的 可 能 性 有 多 大 。 本 节 将 介绍 用 于 确定 这 种 概率 的 一 个 结论 ， 
即 在 检测 呈 阳 性 的 条 件 下 ， 一 个 人 得 病 的 概率 是 多 大 。 为 了 利用 这 个 结论 ， 我们 需要 知道 检测 
呈 阳 性 但 没有 得 病 的 人 的 百分比 是 多 少 ， 以 及 检测 呈 阴 性 却 得 了 此 病 的 人 的 百分比 是 多 少 。 

类 似 地 ， 假 设 知道 收 到 的 电子 邮件 信息 是 垃圾 邮件 的 百分比 ， 我 们 将 看 到 利用 信息 中 出 现 
的 字 就 能 确定 所 收 到 的 信息 是 垃圾 邮件 的 可 能 性 是 多 大 。 为 了 确定 这 种 可 能 性 ， 我 们 需要 知道 
所 收 到 的 信息 是 垃圾 邮件 的 百分比 、 每 个 这 样 的 字 在 垃圾 邮件 信息 中 出 现 的 百分比 ， 以 及 每 个 
这 样 的 字 都 出 现 但 信息 却 不 是 垃圾 邮件 的 百分比 。 

我 们 用 来 回答 这 类 问题 的 结论 叫做 贝 叶 斯 定理 ， 该 定理 可 以 追溯 到 18 世纪 。 在 过 去 的 20 
年 中 ， 贝 叶 斯 定理 已 被 广泛 应 用 于 已 知 部 分 证 据 来 估计 概率 的 各 种 领域 中 ， 如 医药 、 法 律 、 机 
器 学 习 、 工 程 及 软件 开发 等 。 


7.3.2 贝 叶 斯 定理 

用 一 个 例子 阐述 贝 叶 斯 定理 的 思想 ,说 明 在 已 知 额外 信息 的 条 件 下 ， 可 以 导出 对 特定 事件 
发 生 概 率 的 一 种 更 现实 的 估计 。 即 假定 知道 事件 下 发 生 的 概率 为 p(F)， 但 我们 知道 事件 玉 发 
生 的 知识 ， 那 么 在 EE 发 生 的 条 件 下 ， 下 发 生 的 条 件 概 率 p(F|E) 是 比 下 发 生 的 概率 p(F) 更 加 
实际 的 一 个 估计 。 在 例 1 中 将 看 到 : 当 已 知 pC(F)、p(E|F) 和 pl(E|F) 时 ,我们 就 能 算 
出 p(F|E)., 

例 1 有 两 个 盒子 。 第 一 个 盒子 中 有 2 个 绿 球 和 7 个 红 球 ， 第 二 个 盒子 中 有 4 个 绿 球 和 3 
个 红 球 。 鲍 勃 随机 选取 了 其 中 的 一 个 盒子 ， 并 在 该 盒子 中 选取 了 一 个 球 ， 然 后 他 又 在 该 盒子 中 
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随机 选取 了 一 个 球 。 如 果 鲍 勃 选 中 的 是 一 个 红 球 ， 那 么 该 球 来 自 于 第 一 个 盒子 的 概率 是 多 少 ? 

解 设 瑟 是 鲍 勃 选取 一 个 红 球 的 事件 , 天 是 鲍 勃 选取 一 个 绿 球 的 事件 ; 下 是 鲍 勃 从 第 一 个 
盒子 中 选取 一 个 球 的 事件 ,五 是 鲍 勃 从 第 二 个 盒子 中 选取 一 个 球 的 事件 。 在 鲍 勃 选中 一 个 红 球 
的 条 件 下 ， 求 该 球 来 自 第 一 个 盒子 的 概率 p(F|E)。 根据 条 件 概 率 的 定义 ， 有 p(FIE)= 
pLFNE)/p(E)。 那 么 我 们 能 利用 所 给 信息 确定 pCFNE) 和 p(E)， 从 而 求 得 pC(F|E) 吗 ? 

由 于 第 一 个 盒子 含 中 有 总 共 9 个 球 中 的 7 个 红 球 ， 我 们 知道 p(EIF)==7/9。 类 似 地 ， 由 于 
第 二 个 盒子 含 中 有 总 共 7 个 球 中 的 3 个 红 球 ， 我 们 知道 如 G 瑟 | 下 ) 王 3/7。 假 定 鲍 勃 选 择 盒子 是 随 
机 的 ， 因 此 有 pC(F) 二 p() 二 1/2。 因 为 p(FIE)= 二 p(FNE)/p(F)， 从 而 有 


P(ENF)—p(E|F)p(F) = s 也 = 二 
[正如 前 面 所 评注 的 ， 这 是 确定 p(F|E) 时 需要 求 的 量 之 一 ,] 类 似 地 ， 因 为 p(E|F)==p(EN 门 
/pC(F)， 从 而 有 
p(ENF)=p(E|F)p(F) = 到 = 二 
现在 可 以 求 p(E) 了 。 注 意 ; E 二 (EN DUCENF)， 其 中 ENF 和 ENF 是 不 相交 的 集合 。 
(如 果 工 既 属 于 ENF 又 属于 ENF,， 则 zz 既 属于 下 又 属于 下 ， 这 是 不 可 能 的 。) 于 是 有 
BE) = (EN DFPEN TE = 起 + 六 一 各 + 闻 一 部 一 芭 
我 们 现在 既 求 出 了 p(FNE)==7/18， 又 求 出 了 p(E)= 二 38/63。 由 此 得 出 结论 


_ pFNE_ 7/18 4 
p(FIE) DED e763 三 76 ~ :645 


在 具有 任何 的 额外 信息 之 前 ， 我 们 假定 了 鲍 勃 选取 第 一 个 盒子 的 概率 是 1/2。 但 是 在 随机 
选取 的 球 是 红 球 的 额外 信息 下 ， 这 个 概率 增加 到 了 大 约 0. 645。 也 就 是 说 ， 在 没有 任何 额外 信 
息 可 用 的 情况 下 ， 鲍 勃 选 取 的 球 来 自 第 一 个 盒子 的 概率 是 1/2,， 一 旦 知道 了 所 选 出 的 球 是 红 
球 ， 这 个 概率 就 增加 到 了 0. 645 。 本 

利用 与 例 1 同样 的 推理 方法 ， 当 已 知事 件 瑟 已 经 发 生 ， 且 已 知 p(E|F)、p(E|F) 及 p(F) 
时 ， 可 以 求 出 一 个 事件 下 发 生 的 条 件 概率 。 所 得 到 的 结论 就 叫做 贝 叶 斯 定理 ， 这 是 根据 贝 叶 斯 
命名 的 ， 他 是 引入 这 个 结论 的 18 世纪 英国 数学 家 。 

贝 叶 斯 定理 ”假设 忆 和 下 是 取 自 样本 空间 S 的 两 个 事件 ， 且 p(E) 关 0，p(F) 关 
0， 则 





p(E|F)p(F) 
plE|F)p(F) + p(E|F)p(F) 
证 条 件 概率 的 定义 告诉 我 们 p(F|E) 二 pC(FNE)/p(E) 及 p(E|F) 二 p(ENF)/p(F)。 因 
此 ，p(ENF)==p(FIE)p(E) 和 plENF)==p(E|F)p(F)。 由 p(ENF) 的 两 个 表达 式 可 得 
pF|E)p(E)=p(E|F)p(F) 


pF|E) = 


两 端 同时 除 以 p(E)， 得 
p(E|F)p(F) 

pl(E) 

为 了 完成 此 证 明 ， 要 证 明 p(E)= 二 p(E|F)p(F) 十 p(E|F)p(F)。 首 先 注意 ,，E==ENS= 
EN(FU 忆 =(ENF)U(CENF)。 其 次 ,ENF 和 ENF 是 不 相交 的 ， 因 为 如 果 xzEENF 有 自 x € 
ENF, 则 xz€EFNF= 2B 。 因 此 ，p(E) 二 pC(ENF) 十 p(ENMF)。 我 们 已 经 证 明了 p(ENF)= 
pC(E|F)p(F)。 此 外 ， 有 p(E|F) 二 pC(ENMm)F/p(F)， 此 式 表 明 p(ENF)==p(E|F)p(F)。 由 
此 得 


pl(F|E) = 


p(E)=p(ENP)+P ENF)=p(E|IF)p(F)+Pp(E|F) P(E) 
为 了 完成 证 明 ， 将 p(E) 的 上 述 表达 式 代入 等 式 p(F|E)==p(F|IE)p(F)/p(E) 中 ,得 


P| 
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pl(E|F)p(F) 4 
P(E|IF)p(F) + p(E|F)p(F) 

贝 叶 斯 定理 应 用 贝 叶 斯 定理 可 用 于 解决 许多 领域 的 问题 。 接 下 来 我 们 将 讨论 贝 叶 斯 定理 
在 医疗 中 的 应 用 。 特 别 是 ， 贝 叶 斯 定理 可 用 于 估计 某 人 在 疾病 检测 呈 阳 性 时 ， 此 人 真 的 得 了 该 
病 的 概率 。 由 贝 叶 斯 定理 得 到 的 结论 往往 有 些 令 人 吃惊 ， 如 例 2 所 示 。 

例 2 假如 100 000 个 人 中 只 有 一 个 人 会 得 某 种 少见 的 疾病 ， 该 疾病 诊断 检测 的 准确 率 相 
当 高 。 如 果 某 人 得 了 此 疾病 ， 则 诊断 的 正确 率 是 99% ;如果 某 人 没有 得 此 疾病 ， 则 诊断 的 正 
确 率 是 99. 5%。 在 给 定 这 些 信息 的 前 提 下 ， 我 们 能 求解 下 面 的 问题 吗 ? 

(a) 某 人 疾病 诊断 呈 阳 性 且 他 得 此 病 的 概率 。 

(b) 某 人 疾病 诊断 呈 阴 性 且 他 没有 得 此 病 的 概率 。 

某 人 检测 呈 阳 性 ， 是 否 代表 与 他 得 了 此 病 有 密切 的 关系 ? 

解 〈a) 设 下 是 某 人 得 此 病 的 事件 ,已 是 随机 选取 某 人 疾病 检测 呈 阳 性 的 事件 。 我 们 想 要 
计算 pCFIE)。 为 了 使 用 贝 叶 斯 定理 计算 p(F |E)， 我 们 需要 求 p(E|F)、p(E|F), p(F) 
和 p(F)。 

我 们 知道 100 000 个 人 中 只 有 一 个 人 会 得 此 疾病 ， 所 以 p() 二 1/100 000==0. 00001，p( 忆 二 
1 一 0. 000 01 二 0.999 99。 由 于 某 人 得 此 病 被 检测 呈 阳 性 的 概率 为 99%， 所 以 有 pC(E|F)==0. 99。 
这 是 某 人 得 了 此 病 且 检 测 为 旦 阳性 ， 且 真 的 呈 阳 性 的 概率 。 我 们 也 知道 p(E|F) 二 0.01， 这 是 假 
阴性 的 概率 ， 即 某 人 得 了 此 病 却 被 检测 呈 阴 性 的 概率 。 

此 外 ， 由 于 某 人 没有 得 此 病 上 且 检 测 呈 阴性 的 概率 为 99.5%， 所 以 p(E|F) 二 0.995。 这 是 
真 阴性 的 概率 ， 即 某 人 没 得 此 病 且 被 检测 呈 阴 性 的 概率 。 最后， 我们 知道 p(E|F)=1 一 
p(E/F) 二 1 一 0.995 二 0.005， 这 是 假 阳 性 的 概率 ， 即 某 人 没 得 此 病 却 被 检测 呈 阳 性 的 概率 。 

某 人 得 了 此 病 且 被 检测 呈 阳 性 的 概率 是 p(FIE)。 根 据 贝 叶 斯 定理 ， 有 
plE|F)p(F) 


pF|IE) = 


PF|E)— EIF) pF 十 pOE|F) DE 
玉 (0. 99) (0. 000 01) a 
(0. 99)(0. 000 01) 十 (0. 005)(0. 999 99) 
(b) 某 人 的 疾病 诊断 呈 阴 性 且 他 没有 得 此 病 的 概率 是 p(FIE)， 根 据 贝 叶 斯 定理 ， 有 
p(F|E)= p(E|F)p(F) 


p(E|F)p(F) + p(E|IF)p(F) 
四 (0. 995) (0. 999 99) 革 
= 070 995)00. 999 99) + C0. 01) 0. 000 01) ~ 0 999999 9 


因此 ， 检 测 旦 阴性 且 真 的 没 得 此 病 的 人 有 99. 999 99%。 

在 (a) 中 ,我们 得 到 检测 旦 阳性 且 真 的 得 了 此 病 的 人 只 有 0.2%。 由 于 此 病 非常 少见 ， 所 以 
诊断 中 假 阳 性 的 数量 比 真 阳性 的 数量 要 多 得 多 ， 使 得 检测 呈 阳 性 且 真 的 得 了 此 病 的 人 的 比例 非 
常 小 。 检 测 呈 阳性 的 人 没有 必要 过 分 担心 他 们 真 的 得 了 此 病 。 q 

扩展 的 贝 叶 斯 定理 ”注意 在 贝 叶 斯 定理 中 ,事件 和 下 是 互 斥 的 且 和 覆盖 了 整个 样本 空间 S 
( 即 FUF=S)。 可 以 将 贝 叶 斯 定理 扩展 到 任何 覆盖 整个 样本 空间 S 且 互 斥 的 多 个 事件 上 ， 见 如 


下 定理 。 
扩展 的 贝 叶 斯 定理 假设 巨 是 取 自 样本 空间 S 的 事件 ， Fi, Es 2 F, 是 互 斥 





事件 ， 二 加 六 三品 假定 pCEE) 关 0，p(CF) 关 0Ci 二 1，2，…，)， 则 
p(E|F,) pCF.,) 


DPE IF pF.,) 
将 扩展 的 贝 叶 斯 定理 的 证 明 留 作 练 习 17。 


plF; |E) = 
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7.3.3 贝 叶 斯 垃圾 邮件 过 滤器 

许多 电子 邮箱 都 会 收 到 大 量 无 用 的 垃圾 邮件 (spam)。 因 为 垃圾 邮件 使 电子 邮件 系统 受到 
被 塞 满 的 威胁 ， 所 以 人 们 花费 了 大 量 时 间 去 过 滤 它 们 。 某 些 删 除 垃 圾 邮件 的 首选 工具 的 开发 就 
是 依据 贝 叶 斯 定理 ， 如 贝 叶 斯 垃圾 邮件 过 滤器 。 

贝 叶 斯 垃圾 邮件 过 滤器 利用 先前 收 到 的 E-mail 信息 来 猜测 所 收 到 的 E-mail 信息 是 不 是 垃 
圾 邮件 。 贝 叶 斯 垃圾 邮件 过 滤器 寻找 信息 中 出 现 的 特定 字 。 对 一 个 特定 的 字 w，w 出 现在 一 个 
垃圾 邮件 E-mail 信息 中 的 概率 可 以 通过 计算 大 量 已 知 的 垃圾 邮件 信息 中 也 出 现 的 次 数 与 大 量 
已 知 的 非 垃圾 邮件 信息 中 w 出 现 的 次 数 来 估计 。 当 检测 E-mail 信息 是 不 是 垃圾 邮件 的 时 候 ， 
我 们 寻找 有 可 能 是 垃圾 邮件 标志 的 字 ， 比 如 “offer”、“special” 或 “opportunity” 等 ， 以 及 标志 一 
个 信息 不 是 垃圾 邮件 的 字 ， 如 “mom”、“lunch” 或 “Jan”( 不 管 Jan 是 不 是 你 的 一 个 朋友 ) 等 。 不 
幸 的 是 ,垃圾 邮件 过 滤器 有 时 会 把 垃圾 邮件 信息 看 成 非 垃 圾 邮件 信息 ， 这 种 错误 叫做 阴性 错 
误 。 垃 圾 邮件 过 滤器 有 时 也 会 把 非 垃 圾 邮件 信息 看 成 垃圾 邮件 信息 ， 这 种 错误 叫做 阳性 错误 。 
当 检 测 垃圾 邮件 时 ， 重 要 的 是 要 尽量 减少 阳性 错误 ， 因为 把 所 需要 的 E-mail 信息 过 滤 掉 要 比 
让 某 些 垃圾 邮件 通过 更 不 能 让 人 接受 。 

下 面 要 讨论 一 些 基 本 的 贝 叶 斯 垃圾 邮件 过 滤器 。 首 先 ， 假 设 B 是 已 知 的 垃圾 邮件 信息 集合 ，G 
是 已 知 的 非 垃圾 邮件 信息 集合 。( 例 如 ， 当 用 户 检查 他 们 的 收 件 箱 时 ， 可 以 把 某 些 信息 归 为 垃圾 邮 
件 .) 其 次 ， 识别 出 现在 B 和 G 中 的 字 。 我 们 统计 集合 中 包含 每 个 字 的 信息 数 ， 以 分 别 求 得 集合 BB 中 
字 多 出现 的 次 数 ns(w) 和 集合 G 中 字 w 出 现 的 次 数 nc(rw)。 于 是 ， 垃圾 邮件 信息 包含 名 的 经 验 概率 
是 p(w) 二 ns(w)/|1B|， 非 垃圾 邮件 信息 包含 凤 的 经 验 概率 是 gC(w) 二 nc (w)/ 1G|。 注 意 p(w 和 
q() 分 别 是 含有 字 多 的 垃圾 邮件 信息 的 估计 概率 和 含有 字 ww 的 非 垃 圾 邮件 信息 的 估计 概率 。 

现在 假定 收 到 了 一 条 包含 字 w 的 新 E-mail 信息 。 设 S 表示 信息 是 垃圾 邮件 的 事件 ， 忆 是 
信息 中 含有 字 w 的 事件 。 信 息 是 垃圾 邮件 的 事件 S 和 信息 不 是 垃圾 邮件 的 事件 划分 了 所 有 信 
息 的 集合 。 因 此 ， 根 据 贝 叶 斯 定理 ， 在 信息 含有 字 w 的 条 件 下 ， 信 息 是 垃圾 邮件 的 概率 是 


uns Be 


托马斯 贝 叶 斯 (Thomas Bayes，1702 一 1761) 托马斯" 贝 叶 斯 是 牧师 的 儿子 ， 他 
是 一 个 新 教 教徒 。 在 18 世纪 的 英国 ， 新 教 被 认为 是 邪教 。 由 于 新 教徒 的 神秘 ， 托 马 斯 ， 贝 
叶 斯 的 生活 鲜 为 人 知 。 托 马 斯 在 年 轻 的 时 候 ， 他 的 家 搬 到 了 伦敦 。 托 马 斯 可 能 受到 的 是 私 
人 教育 。 新 教徒 的 孩子 一 般 不 上 学 。1719 年 贝 叶 斯 进入 爱丁堡 大 学 ， 他 在 那里 学 习 逻 辑 和 
晓 ”神学 。 像 他 父亲 一 样 ， 他 被 任命 为 新 教 的 牧师 ， 开 始 的 工作 是 作为 一 个 协助 他 父亲 的 牧 

汪汪 师 。1733 年 ， 他 在 伦敦 东南 的 坦 布 里 奇 韦 尔 斯 的 长 老 会 教堂 任 牧师 ， 直 到 1752 年 。 
贝 叶 斯 最 为 人 所 熟知 的 是 在 他 去 世 三 年 后 于 1764 年 发 表 的 关于 概率 的 论文 。 这 
篇 论文 是 由 一 个 朋友 从 他 去 世 后 留 下 的 论文 集中 发 现 并 把 它 送 到 英国 皇家 学 会 。 在 论文 的 介绍 中 ， 贝 叶 
斯 声称 他 的 目标 是 找到 一 种 在 一 无 所 知 的 条 件 下 可 以 计算 一 个 事件 发 生 概率 的 方法 ， 而 这 个 事件 在 同样 
情况 下 ， 以 某 种 比例 的 次 数 发 生 。 伟 大 的 法 国 数学 家 拉 普 拉 斯 赞同 贝 叶 斯 的 结论 ， 但 后 来 布尔 在 他 的 《 思 
维 的 法 则 》(Laws of Thought) 一 书 中 质疑 了 这 些 结论 。 贝 叶 斯 的 理论 ， 此 后 一 直 受 到 争议 。 

贝 叶 斯 在 他 死 后 还 发 表 了 一 篇 论文 :“ 微 分 学 说 的 介绍 ， 数 学 家 对 分 析 师 作者 的 意见 的 辩护 ”(An 
Introduction to Doctrine of Fluxions, and a Defense of the Mathematicians Against the objections of the Author of 
The Analyst) ， 这 篇 论文 支持 微 积分 的 逻辑 基础 。 在 英国 皇家 学 会 重要 成 员 的 支持 下 ， 贝 叶 斯 于 1742 年 被 
选 为 英国 皇家 学 会 的 会 士 ， 而 在 当时 他 并 没有 发 表 数学 著作 。 已 知 的 贝 叶 斯 有 生 之 年 发 表 的 唯一 一 部 著作 
据说 是 一 本 名 为 4 神 的 仁慈 》(Divine Benevolence) 的 神秘 的 书 ， 该 书 讨 论 宇宙 的 起 源 与 归宿 。 虽 然 这 本 书 主要 
由 贝 叶 斯 完成 ， 但 在 封面 上 没有 标记 作者 姓名 ， 而 且 整 个 工作 被 认为 值得 怀疑 。 贝 叶 斯 数学 天 赋 的 证 据 在 
于 几乎 肯定 是 由 他 写 的 一 本 包含 许多 数学 工作 的 笔记 ， 它 包括 概率 论 、 三 角 、 几 何 、 解 方程 、 级 数 、 微 分 
计算 的 讨论 。 还 有 一 些 章节 是 关于 自然 哲学 ， 在 这 些 章节 中 贝 叶 斯 关注 了 电学 、 光 学 、 天 体力 学 等 学 科 的 
问题 。 贝 叶 斯 也 是 一 本 关于 渐 近 级 数 的 数学 著作 的 作者 ， 这 本 著作 也 是 他 死 后 被 发 现 的 。 
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p(E|S)p(S) 
pl(E|S)p(S) + p(E|S)p(S) 

为 了 使 用 上 面 的 公式 ,我 们 先 来 计算 信息 是 垃圾 邮件 的 概率 p(S) 和 信息 不 是 垃圾 邮件 的 
概率 pC(S)。 由 于 事先 不 知道 新 来 信息 有 多 大 可 能 是 垃圾 邮件 ,为 了 简化 ， 假 定 新 来 信息 是 垃 
圾 邮件 和 新 来 信息 不 是 垃圾 邮件 的 可 能 性 是 相同 的 。 即 假定 p(S) = 二 pC(S)= 二 1/2。 利 用 此 假设 ， 
可 以 得 到 在 信息 含有 字 w 的 条 件 下 ,信息 是 垃圾 邮件 的 概率 是 

(E|S) 
BOBBY = pT Es 
(注意 : 如 果 我 们 有 关于 垃圾 邮件 信息 对 非 垃 圾 邮件 信息 比值 的 某 些 经 验 数 据 ， 就 可 以 修改 上 
述 假设 ， 而 获得 对 p(S) 和 p(S) 更 好 的 估计 ; 见 练习 22.) 

下 面 ， 在 给 定 含有 字 ww 的 信息 是 垃圾 邮件 的 条 件 下 ， 通 过 p(w) 来 估计 条 件 概率 p(E|S)。 
类 似 地 ， 在 给 定 含有 字 ze 的 信息 不 是 垃圾 邮件 的 条 件 下 ， 通 过 gq(w) 来 估计 条 件 概率 p(E|S)。 
将 关于 p(E|S) 和 pC(E|S) 的 这 些 估计 代入 ， 就 可 以 通过 下 式 来 估计 p(S|E): 

p(w) 

p(w) 十 gq(w) 


也 就 是 说 ， 在 给 定 含有 字 w 的 信息 是 垃圾 邮件 的 条 件 下 ， 该 信息 是 垃圾 邮件 的 概率 是 r(w)。 
如 果 r(w) 大 于 所 设置 的 阅 值 ， 比 如 说 0.9， 那 么 我 们 就 把 该 信息 归 为 垃圾 邮件 。 

例 3 假如 我 们 发 现在 含有 字 “Rolex” 的 信息 中 ， 比 例 为 250/2000 的 信息 是 垃圾 邮件 ， 比 
例 为 5/1000 的 信息 不 是 垃圾 邮件 。 估 计 所 收 到 的 一 条 含有 字 “Rolex? 的 信息 是 垃圾 邮件 的 概 
率 ， 假 定 收 到 的 信息 是 垃圾 邮件 和 不 是 垃圾 邮件 是 等 可 能 的 。 如 果 把 一 条 信息 作为 垃圾 邮件 而 
拒绝 它 的 阔 值 是 0.9， 那 么 我 们 会 拒绝 这 条 信息 吗 ? 

解 ” 利 用 字 “Rolex” 出 现在 垃圾 邮件 和 不 出 现在 垃圾 邮件 中 的 统计 数 ， 可 求 得 p(Rolex) 二 
250/2000 王 0. 125，g(Rolex) = 二 5/1000 二 0.005。 由 于 假定 收 到 的 信息 是 垃圾 邮件 和 不 是 垃圾 邮 
件 是 等 可 能 的 ， 所 以 我 们 可 估计 该 信息 是 垃圾 邮件 的 概率 为 


pl(SIE) = 


r(w) = 


p(Rolex) 0. 125 0125 
We Re oo 0 I OOO 1d 5 
由 于 ~(Rolex) 大 于 阔 值 0.9， 所 以 我 们 认为 该 信息 是 垃圾 邮件 而 拒绝 它 。 本 


根据 单个 字 的 出 现 情况 检测 垃圾 邮件 会 导致 过 多 的 阳性 错误 和 阴性 错误 。 因 此 ， 垃 圾 邮件 
过 滤器 寻求 多 字 的 出 现 。 比 如 ， 信 息 中 含有 字 w, 和 w。。 设 EE 和 E 分 别 表示 信息 中 含有 字 
w 和 ws 的 事件 。 为 了 使 计算 简化 ， 假 定 E, 和 E, 是 独立 事件 ， 从 而 El |S 和 E,|S 是 独立 事 
件 ， 并 假定 我 们 事先 没有 关于 一 条 信息 是 不 是 垃圾 邮件 的 信息 。( 关 于 E, 和 E, 是 独立 事件 及 
E, | S 和 E, | S 是 独立 事件 可 能 会 把 某 些 错误 引入 计算 中 ， 我 们 假定 这 种 错误 很 小 .) 利 用 贝 叶 斯 
定理 及 我 们 的 假设 ， 可 以 证 明 ( 见 练习 23) 在 给 定 信息 既 含 有 字 w 又 含有 字 w 的 条 件 下 ， 该 
信息 是 垃圾 邮件 的 概率 训 CS | 巨 ; 门 已 ) 由 下 式 确 定 : 
p(E, |S)p(E, |S) 


El OD A 
bCS|E fT BY plE, |S)p(E,|S)+p(E, |S)p(E,|S) 
可 由 下 式 来 估计 p(S|E, 门下 ) : 
名 pw ) 力 (ros ) 
r(wi ,tw ) 一 


pl) pl) + ql ) qs) 
也 就 是 说 ， 在 给 定 信息 既 含有 字 w, 又 含有 字 w, 的 条 件 下 ， 该 信息 是 垃圾 邮件 的 概率 估计 为 
r(wi，ws)。 当 rw,，ws) 大 于 事先 所 设置 的 阐 值 时 ， 比 如 说 0.9， 我 们 就 确定 该 信息 很 可 能 
是 垃圾 邮件 。 

例 4 假设 在 2000 条 垃圾 邮件 信息 、1000 条 非 垃圾 邮件 信息 的 集合 上 训练 一 个 贝 叶 斯 过 
滤器 。 字 “stock” 出 现在 了 400 条 垃圾 邮件 信息 和 60 条 非 垃 圾 邮件 信息 中 ， 字 “undervalued” 出 
现在 了 200 条 垃圾 邮件 信息 和 25 条 非 垃圾 邮件 信息 中 。 一 条 信息 中 既 含 有 字 “stock” 又 含有 字 
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“undervalued”， 在 事先 不 知道 该 信息 是 不 是 垃圾 邮件 的 条 件 下 ， 估 计 这 条 信息 是 垃圾 邮件 的 概 
率 。 如 果 设 置 阔 值 为 0.9， 我 们 会 认为 这 条 信息 是 垃圾 邮件 而 拒绝 它 吗 ? 

解 ” 利用 这 两 个 字 在 信息 中 是 垃圾 邮件 和 不 是 垃圾 邮件 的 统计 数 , .得 到 如 下 估计 : 
plstock)=400/2000=0.2, gl(stock) = 60/1000=0.06, pl(undervalued) = 200/2000= 二 0.1 和 
ql(undervalued) 二 25/1000 二 0.025。 利 用 这 些 概率 ， 通 过 下 式 可 得 该 信息 是 垃圾 邮件 的 概率 为 


plstock) p(undervalued) 
plstock)p(undervalued) 十 g(stock)g(undervalued) 


_ (0. 2) (0. 1) 
C0. 2) C0. 1) 十 (0. 06) C0. 025) 


因为 设置 的 拒绝 信息 的 阔 值 是 0.9， 所 以 该 信息 会 被 过 滤器 拒绝 。 q 

用 来 估计 一 条 电子 信息 是 垃圾 邮件 的 概率 的 字 越 多 ， 确 定 它 是 不 是 垃圾 邮件 的 准确 性 也 越 
好 。 一 般 来 说 ， 如 果 E; 表示 信息 中 含有 字 w; 的 事件 ， 假 设 收 到 垃圾 邮件 信息 的 数量 与 收 到 非 
垃圾 邮件 信息 的 数量 大 致 相等 ， 且 事件 E;|S 是 相互 独立 的 ， 那 么 根据 贝 叶 斯 定理 ， 含 有 所 有 
字 w,(i 二 1]，2，…， 有) 的 信息 的 概率 为 


大 
[1 pCE;|s) 
z(S| | E)= = 


TTacE ls)+TTACE13) 


r(stock, undervalued) = 


A 0. 930 


可 以 通过 下 式 佑 计 这 个 概率 


7 一 
Tl pCw) 十 Tl aCw) 

对 最 有 效 的 过 滤器 ， 选 择 的 字 在 垃圾 邮件 中 出 现 的 概率 要 么 非常 高 ， 要 人 么 非常 低 。 当 我 们 
对 一 条 特定 信息 计算 这 个 值 的 时 候 ， 如 果 rCw，w;，…，w) 超 过 一 个 预定 的 阅 值 ， 如 超过 
0. 9， 我 们 就 认为 该 信息 是 垃圾 邮件 而 拒绝 它 。 

另 一 个 提高 贝 叶 斯 过 滤器 性 能 的 方法 是 ， 找 出 成 对 的 字 在 垃圾 邮件 和 不 在 垃圾 邮件 信息 中 
出 现 的 概率 。 然 后 将 这 些 成 对 的 字 看 成 是 一 个 单个 块 ， 而 不 是 两 个 分 离 的 字 的 出 现 。 例 如 ， 一 
对 字 “enhance performance” 最 可 能 表示 的 是 垃圾 邮件 ， 而 “operatic performance” 表 示 一 条 信息 
不 是 垃圾 邮件 。 类 似 地 ， 可 以 通过 检查 一 条 信息 的 结构 确定 其 所 在 位 置 来 评价 该 信息 是 垃圾 邮 
件 的 可 能 性 。 此 外 ， 垃 圾 邮件 过 滤器 也 寻找 特定 类 型 的 字符 串 ， 而 不 仅仅 是 字 。 例 如 ， 一 条 含 
有 你 朋友 有 效 E-mail 地 址 的 信息 (如 果 不 是 由 蠕虫 病毒 发 送 的 ) 是 垃圾 邮件 的 可 能 性 要 比 一 条 
含有 明显 是 来 自 盛产 大 量 垃圾 邮件 的 国家 E-mail 地 址 的 信息 是 垃圾 邮件 的 可 能 性 低 。 目 前 ， 
制造 垃圾 邮件 和 试图 把 他 们 的 信息 过 滤 掉 的 人 们 之 间 正 进行 着 一 场 战争 。 这 就 导致 了 许多 抗击 
垃圾 邮件 过 滤器 的 新 技术 ， 包 括 在 垃圾 邮件 信息 中 插入 很 长 的 看 起 来 不 像 垃 圾 邮件 的 字 串 ， 以 
及 在 图 像 中 插入 字 等 。 这 里 讨论 的 技术 只 是 这 场 垃圾 邮件 战争 中 最 前 面 的 几 步 。 


练习 

1. 设 已 和 下 是 样本 空间 中 的 事件 ， 且 p(E)=1/3, p(F)=1/2, p(E|F)==2/5。 求 p(F|E)。 

2. 设 巨 和 下 是 样本 空间 中 的 事件 ， 且 pC(E)==2/3，p(F)==3/4,，p(F|E)==5/8。 求 p(E|F)。. 

3. 假如 弗 雷 德 随机 从 两 个 箱子 中 的 一 个 箱子 里 选取 了 一 个 球 ， 然 后 又 从 这 个 箱子 里 随机 选取 了 一 个 球 。 
第 一 个 箱子 里 有 2 个 白 球 和 3 个 蓝 球 ， 第 二 个 箱子 里 有 4 个 白 球 和 1 个 蓝 球 。 如 果 弗 雷 德 选 出 了 1 个 
蓝 球 ， 那 么 该 球 来 自 第 一 个 箱子 的 概率 是 多 少 ? 

4. 假如 安 随 机 从 两 个 箱子 中 的 一 个 箱子 里 选取 了 一 个 球 ， 然 后 又 从 这 个 箱子 里 随机 选取 了 一 个 球 。 第 一 
个 箱子 里 有 3 个 橙色 球 和 4 个 黑 球 ， 第 二 个 箱子 里 有 5 个 橙色 球 和 6 个 黑 球 。 如 果 安 选 出 了 一 个 橙色 
的 球 ， 那 么 该 球 来 自 第 二 个 箱子 的 概率 是 多 少 ? 


10. 


11., 


* 12. 


13， 


14. 


15。 
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. 假如 所 有 自行 车 赛 手中 有 8% 的 选手 使 用 兴奋 剂 ， 使 用 兴奋 剂 的 选手 中 有 96% 的 人 兴奋 剂 检测 呈 阳 


性 ,不 使 用 兴奋 剂 的 选手 中 有 9% 的 人 兴奋 剂 检测 旦 阳性 。 如 果 随 机 选择 的 一 个 选手 其 兴奋 剂 检测 呈 
阳性 ， 那 么 该 选手 使 用 了 兴奋 剂 的 概率 是 多 少 ? 


“在 对 足球 选手 做 兴奋 剂 检测 时 ， 使 用 兴奋 剂 的 选手 中 有 98% 的 人 兴奋 剂 检测 呈 阳 性 ， 不 使 用 兴奋 剂 的 


选手 中 有 12% 的 人 兴奋 剂 检 测 呈 阳 性 。 假 如 有 5% 的 足球 选手 使 用 了 兴奋 剂 ， 那 么 一 个 选手 兴奋 剂 检 
测 呈 阳性 时 ， 该 选手 使 用 了 兴奋 剂 的 概率 是 多 少 ? 


. 假如 吸 鸦片 的 检测 中 有 2% 的 阳性 错误 率 和 5% 的 阴性 错误 率 ， 即 有 2% 的 人 没有 吸 鸦 片 但 鸦片 检测 呈 


阳性 ， 有 5% 的 人 吸 了 鸦片 但 鸦片 检测 呈 阴 性 。 此 外 ,假定 有 1% 的 人 吸 鸦 片 。 
a) 求 某 人 没有 吸 鸦片 且 鸦 片 检测 是 阴 性 的 概率 。 
b) 求 某 人 吸 了 鸦片 且 鸦 片 检测 呈 阳 性 的 概率 。 


. 假如 10 000 个 人 中 有 一 个 人 会 得 少见 的 遗传 病 。 有 一 种 对 该 疾病 非常 准确 的 检测 : 得 此 病 的 人 中 


99.9% 的 人 检测 旦 阳性 ， 没 得 此 病 的 人 中 只 有 0.02% 的 人 检测 旦 阳性 。 
a) 求 某 人 得 了 遗传 病 且 检测 呈 阳 性 的 概率 。 
b) 求 某 人 没 得 遗传 病 且 检测 呈 阴 性 的 概率 。 


. 假如 某 诊 所 对 病人 的 检测 中 有 8% 的 人 感染 了 HIV 病毒 ， 此 外 ， 假 定 对 给 定 的 HIV 血液 检测 ， 感 染 


了 HIV 的 人 中 有 98% 的 人 HIV 检测 呈 阳 性 ， 没 感染 HIV 的 人 中 有 3% 的 人 HIV 检测 呈 阳 性 。 那么， 
下 列 概率 是 多 少 ? 

a) HIV 检测 呈 阳 性 的 人 真 的 感染 了 HIV 病毒 。 

b) HIV 检测 旦 阳性 的 人 没有 感染 HIV 病毒 。 

cHIV 检测 呈 阴 性 的 人 感染 了 HIV 病毒 。 

d) HIV 检测 呈 阴 性 的 人 没有 感染 HIV 病毒 。 

假如 某 诊 所 对 病人 的 检测 中 有 4% 的 人 感染 了 禽 流感 病毒 ， 此 外 ， 假 定 对 给 定 的 禽 流 感 血 液 检 测 ， 感 
染 了 禽 流 感 的 人 中 有 97% 的 人 HIV 检测 呈 阳 性 ， 没 感染 禽 流 感 的 人 中 有 2% 的 人 禽 流 感 检测 是 阳性 。 
那么 ， 下 列 概率 是 多 少 ? 

a) 禽 流感 检测 呈 阳 性 的 人 真 的 感染 了 禽 流 感 病毒 。 

b) 禽 流感 检测 呈 阳 性 的 人 没有 感染 禽 流 感 病毒 。 

c) 禽 流感 检测 呈 阴 性 的 人 感染 了 禽 流 感 病毒 。 

d) 禽 流感 检测 呈 阴 性 的 人 没有 感染 禽 流 感 病毒 。 

某 电子 公司 计划 引入 一 种 新 的 照相 手机 。 公 司 对 每 种 新 产品 都 制定 了 一 个 市 场 报告 来 预测 产品 的 成 
功 与 失败 。 此 外 ， 在 他 们 预测 成 功 的 产品 中 有 70% 的 产品 都 成 功 了 ， 而 在 他 们 预测 成 功 的 产品 中 有 
40% 的 产品 都 没 成 功 。 如 果 预 测 新 的 照相 手机 会 成 功 ， 那 么 该 产品 成 功 的 概率 是 多 少 ? 

某 Neptune 附近 的 空中 探测 器 用 位 串 与 地 球 通信 。 假 如 传送 中 它 用 1/3 的 时 间 发 送 的 是 1，2/3 的 时 
间 发 送 的 是 0。 当 发 送 的 是 0 时 ， 收 到 0 的 概率 是 0.9， 收 到 1 的 概率 是 0. 1。 当 发 送 的 是 1 时 ， 收 到 
1 的 概率 是 0.8， 收 到 0 的 概率 是 0. 2。 

a) 求 收 到 0 的 概率 。 

b) 利 用 贝 叶 斯 定理 求 : 在 收 到 0 的 条 件 下 ， 发 送 的 是 0 的 概率 。 

设 E, 瓦 ,及 和 有 丽 是 样本 空间 S 中 的 事件 ， 互 ， 玉 和 Fs 互 不 相交 ， 且 它们 的 并 为 S。 如 果 
pl(E|F1)=1/8, p(E|F,)=1/4, p(E|F;s)=1/6, p(Fi)=1/4, p(F:)=1/4, p(Fs)=1/2, 求 p(F' | E). 
设 EE，，F, 和 FF 是 样本 空间 S 中 的 事件 ， 所 ，F, 和 F 互 不 相交 ， 且 它 们 的 并 为 S$。 如 果 
plE|F1)=2/7, p(E|F,)=3/8, p(E|F;)=1/2, p(F)=1/6, p(F,)=1/2, p(Fs)=1/3, 求 p(F; | 已)。 
本 题 利 用 贝 叶 斯 定理 求解 蒙 地 厅 大 厦 难 题 (7. 1 节 例 10)。 在 这 个 难题 中 ， 要 求 我 们 选择 打开 3 肩 门 
中 的 一 扇 门 。 其 中 的 一 扇 门 后面 有 一 个 大 奖 ， 另外 两 扇 门 后 面 没 有 奖 。 当 你 选择 了 一 扇 门 后 ,. 蒙 地 
厅 大 厦 打 开 你 没有 选择 的 两 扇 门 中 的 一 扇 门 ， 他 知道 这 肩 门 后 面 没有 奖 ， 如 果 这 两 扇 门 后 面 都 是 没 
有 奖 的 ， 他 就 随机 打开 其 中 的 一 扇 门 。 蒙 地 厅 问 你 是 否 愿 意 选 定 那 扇 门 。 假 设 难题 中 的 3 肩 门 分 别 
标 有 1、2、3 号 。 设 W 是 随机 变量 ,其 值 是 获奖 门 的 号 码 。 假 定 对 ==1, 2，3,， p(W=k)= 二 1/3。 
设 M 是 随机 变量 ， 其 值 是 蒙 地 厅 打 开 的 那 扇 门 的 门 号 。 假 如 你 选择 的 门 号 为 i。 

a) 如果 在 蒙 地 厅 问 你 是 否 改变 门 号 之 前 游戏 结束 ， 你 获奖 的 概率 是 多 少 ? 

b) 对 7 一 1，2，3 和 k=1，2，3, 求 p(M=j|W=&)。 


0 


16. 


x 17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


7. 


c) 利 用 贝 叶 斯 定理 求 p(W==j |M 二 k)， 其 中 ;和 的 值 不 同 。 

d) 解 释 为 什么 c) 的 答案 告诉 了 你 : 当 蒙 地 厅 给 你 改变 门 号 的 机 会 时 ， 你 是 否 应 该 改变 。 

Remesh 可 以 通过 3 种 不 同 的 方式 去 工作 : 骑 自 行车 、 开 车 或 坐 公共 汽车 。 由 于 上 班 族 引 起 的 交通 繁 

忙 ， 他 车 开车 上 班 ， 则 有 50 儿 的 可 能 迟到 。 他 若 坐 公共 汽车 上 班 ， 公 共 汽 车 可 以 走 一 条 专门 为 公共 

汽车 行驶 的 路 线 ， 那 他 有 20% 的 可 能 迟到 。 他 骑 车 上 班 只 有 5% 的 可 能 迟到 。Remesh 有 一 天 迟到 

了 。 他 的 老板 想 估 计 他 那天 开车 上 班 的 概率 。 

a) 假 定 老 板 假 设 Remesh 以 1/3 的 可 能 采用 3 种 方法 中 的 任何 一 一 种 方法 来 上 班 。 在 此 假设 下 ， 根 据 贝 
叶 斯 定理 ，Remesh 开车 来 上 班 的 概率 估计 是 多 少 ? 

b) 假 定 老板 知道 Remesh 开车 的 可 能 性 有 30% ， 坐 公共 汽车 的 可 能 性 有 10%， 骑 自行 车 的 可 能 性 有 
60%。 利 用 这 些 信 息 ， 根据 贝 叶 斯 定理 ，Remesh 开车 来 上 班 的 概率 估计 是 多 少 ? 


证 明 扩展 的 贝 叶 斯 定理 。 即 ， 设 忆 是 取 自 样本 空间 S 的 事件 ,已 ，F,，…，F, 是 互 斥 事 件 , 且 一 
S, 假定 p(E) 关 0，p(F;) 关 0(i==1，2，…，n)， 则 
pl(E|F;)p(F.,) 


DY pOE |F) pF;) 
i=] 


plF; |E) = 


[提示 :利用 事实 E= U (ENF.).] 

假设 一 个 贝 叶 斯 垃圾 邮件 过 滤器 在 一 个 有 500 个 垃圾 邮件 信息 和 200 个 非 垃 圾 邮件 信息 的 集合 上 训 

练 。 字 “exciting” 出 现在 了 40 个 垃圾 邮件 信息 和 25 个 非 垃 圾 邮件 信息 中 。 如 果 一 条 信息 中 含有 字 

“exciting”， 且 拒绝 垃圾 邮件 的 国 值 是 0.9， 那 么 这 条 信息 会 被 拒绝 吗 ? 

假设 一 个 贝 叶 斯 垃圾 邮件 过 滤器 在 一 个 有 1000 个 垃圾 邮件 信息 和 400 个 非 垃圾 邮件 信息 的 集合 上 训 

练 。 字 "opportunity” 出 现在 了 175 个 垃圾 邮件 信息 和 20 个 非 垃圾 邮件 信息 中 。 如 果 一 条 信息 中 含有 

字 “opportunity”， 且 拒绝 垃圾 邮件 的 阔 值 是 0.9， 那 么 这 条 信息 会 被 拒绝 吗 ? 

我 们 会 把 例 4 中 的 信息 看 成 垃圾 邮件 而 拒绝 它 吗 ? 

a) 只 利用 字 “undervalued” 出 现在 信息 中 这 一 事实 。 

b) 只 利用 字 “stock” 出 现在 信息 中 这 一 事实 。 

假设 一 个 贝 叶 斯 垃圾 邮件 过 滤器 在 一 个 有 10 000 个 垃圾 邮件 信息 和 5000 个 非 垃圾 邮件 信息 的 集合 上 训 

练 。 字 “enhancement” 出 现在 了 1500 个 垃圾 邮件 信息 和 20 个 非 垃 圾 邮件 信息 中 。 而 字 “herbal” 出 现在 了 

800 个 垃圾 邮件 信息 和 200 个 非 垃圾 邮件 信息 中 。 估 计 收 到 的 一 条 信息 中 既 含有 字 “enhancement”， 又 含 

有 字 “herbal” 的 概率 。 如 果 拒 绝 垃 圾 邮件 的 阐 值 是 0.9， 那 么 这 条 信息 会 被 拒绝 吗 ? 

如 果 我 们 有 关于 一 条 随机 信息 是 不 是 垃圾 邮件 的 先 验 知 识 。 特别 地 ， 假定 经 过 一 段 时 期 ， 我 们 发 现 

收 到 了 ;条 垃圾 邮件 信息 和 条 非 垃圾 邮件 信息 。 

a) 利用 这 一 信息 估计 所 收 到 的 信息 是 垃圾 邮件 的 概率 p(S) 和 所 收 到 的 信息 不 是 垃圾 邮件 的 概率 p(S)。 

b) 利 用 贝 叶 斯 定理 和 a) 估 计 收 到 的 含有 字 ww 的 信息 是 垃圾 邮件 的 概率 ， 其 中 p(w) 是 w 出 现在 垃圾 
邮件 信息 中 的 概率 ，q(zw) 是 到 出 现在 非 垃 圾 邮件 信息 中 的 概率 。 

设 轧 、EE 分 别 是 收 到 含有 字 wr 和 ww 的 事件 。 假 定 瓦 、 脉 是 独立 事件 ， 且 孔 |S 和 EE |S 是 独立 事件 ， 

其 中 S 是 收 到 的 信息 是 垃圾 邮件 的 事件 ， 且 事先 没有 关于 所 收 到 的 一 条 信息 是 不 是 垃圾 邮件 的 先 验 知识 ， 

证 明 : 

plE: | S)p(E, | S) 


SIENE=— PElSpElS) 
PlS|E' N Es) = SE TS DE, |S) + pOE, | PE | 本 


4 ” 期望值 和 方差 


7.4.1 引言 


和 。 


一 个 随机 变量 的 期 望 值 是 对 样本 空间 中 所 有 元 素 它 的 概率 与 它 对 应 的 随机 变量 值 乘积 求 
因此 期 望 值 是 一 个 随机 变量 值 的 加 权 平 均 。 一 个 随机 变量 的 期 望 值 为 这 个 随机 变量 值 的 分 


bo 
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布 提供 了 一 个 中 心 点 ， 我们 使 用 随机 变量 期 望 值 的 概念 可 以 求解 许多 问题 ,例如 确定 谁 在 赌博 
游戏 中 占有 优势 ， 也 可 以 计算 算法 平均 情形 下 的 复杂 度 。 一 个 随机 变量 的 另 一 个 有 用 的 度量 就 
是 方差 。 它 告诉 我 们 这 个 随机 变量 的 值 分 布 得 多 么 散 。 可 以 使 用 随机 变量 的 方差 帮助 我 们 估计 
一 个 随机 变量 取 那 些 远离 它 的 期 望 值 的 概率 。 


7.4.2 期望值 
许多 问题 可 以 用 我 们 所 期 望 的 随机 变量 的 取 值 ， 或 者 更 精确 地 说 ， 随 机 变量 在 大 量 试验 中 的 平 
均值 来 表示 。 这 类 问题 包括 : 当 掷 100 次 硬币 时 预期 会 出 现 多 少 次 头像 ? 在 表 中 线性 查找 一 个 元 素 
时 预期 的 比较 次 数 是 多 少 ? 为 研究 这 类 问题 ,我 们 引入 关于 一 个 随机 变量 的 期 望 值 的 概念 。 
随机 变量 XX(s) 在 样本 空间 S 的 期 望 值 (或 均值 ) 等 于 
E(X) = PH XS) 


久 的 偏差 (SE S) 是 (5) 一 E(X)， 它 是 义 的 值 与 XX 的 均值 之 差 。 
注意 ， 当 样 本 空间 S 有 nn 个 元 素 时 ， S = {a so ve rECKY> = > bziD)XCzi)。 


评注 ” 当 样 本 空间 中 有 无 穷 多 个 元 素 时 ， 只 有 当 定 义 中 的 无 穷 级 数 绝 对 收 仇 时 期 望 值 
才 有 定义 。 特 别 地 ， 如 果 无 穷 样本 空间 上 随机 变量 的 期 望 值 存 在 ， 则 它 是 有 限 的 。 


例 1 骨 子 的 期 望 值 设 X 是 毛 一 个 角 子 时 出 现 的 点 数 ，X 的 期 望 值 是 什么 ? 
解 ”随机 变量 和 取 值 为 1，2，3，4，5 或 6， 每 个 具有 概率 1/6。 从 而 得 到 


ECX) 于。 1 十 言 。 2 十 车 。 3 十 霹 。 4 十 亏 ， 5 二 二。 二 4 


例 2 ”一 个 均匀 的 硬币 被 搓 了 3 次 , 令 S 是 8 种 可 能 结果 的 样本 空间 ，X 是 随机 变量 , 它 
对 结果 的 赋值 是 结果 中 的 头像 数 。 那 么 X 的 期 望 值 是 什么 ? 

解 在 7.2 节 例 10 中 我 们 列 出 了 掷 3 次 硬币 时 和 对 8 个 可 能 结果 的 值 。 由 于 硬币 是 均匀 
的 且 每 次 掷 硬 币 是 独立 的 ， 所 以 每 个 结果 的 概率 都 是 1/8。 因 此 


ECX)= BLXCHHH) + XCHHT) + XCHTH) + X(THH) + X(TTH) 
+ XCTHT) 4 XCHTT) + XCTIT)] 
= 于 3 十 2 十 ?十 2 十 1 十 1 十 1 十 9) = 总 
3 


2 
因此 ， 当 一 个 均匀 的 硬币 被 搓 3 次 时 出 现 头像 的 平均 次 数 是 3/2。 4 
当 一 个 试验 有 相对 较 少 的 结果 时 ， 我 们 可 以 直接 从 定义 计算 随机 变量 的 期 望 值 ， 正 像 在 
例 2 中 所 做 的 。 但 是 ， 当 一 个 试验 有 许多 结果 时 ， 直 接 由 定义 计算 随机 变量 的 期 望 值 可 能 是 不 
方便 的 。 我 们 可 以 换 一 种 做 法 ， 把 随机 变量 值 相 等 的 试验 结果 分 成 组 来 寻找 随机 变量 的 期 望 
值 ， 正 如 定理 1 所 示 。 


如 果 六 是 随机 变量 ，p(XX 二 7) 是 X 一 的 概率 ， 即 力 (X 一 门 一 》) p(s)， 


5E S,X(C9) 一 r 
那么 
E(X) = D3 p(X SE 


Pe 


证 假设 X 是 域 为 X(S) 的 随机 变量 , 令 p(X=7) 是 随机 变量 X 取 值 > 的 概率 。 因 此 ， 
p(X 二 7) 是 使 得 X(s) 二 7 的 结果 的 概率 之 和 。 从 而 得 到 
E(X) = pn p(X = Dr 4 


例 3 和 定理 2 的 证 明说 明 了 这 个 公式 的 用 法 。 在 例 3 中 我 们 将 找 出 当 毛 两 个 均匀 的 角 子 时 出 
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现 的 点 数 之 和 的 期 望 值 。 在 定理 2 中 我 们 将 找 出 当 执 行 n 次 伯 努 利 试验 时 ， 成 功 次 数 的 期 望 值 。 
例 3 当 撕 一 对 均匀 的 山 子 时 所 出 现 的 点 数 之 和 的 期 望 值 是 什么 ? 
解 设 X 是 随机 变量 ， 它 等 于 掷 一 对 货 子 所 出 现 的 点 数 之 和 。 在 7.2 节 例 12 中 ， 我们 列 
出 了 关于 这 个 试验 的 36 个 结果 的 X 的 值 。X 的 值 域 是 (2，3，4，5，6，7，8，9，10，11， 
12}。 由 7.2 节 例 12 我 们 看 到 
p(X =2) = p(X = 12) = 1/36 
p(X =3) = p(X = 1) /3 = 1/18 
p(X=4)= p(X = 10) = 3/36 = 1/12 
pC 二 = 1/9 
p(X= 6)= p(X = 8) = 5/36 
p(X=7)= 6/36= 1/6 











把 这 些 值 代入 公式 ,得 





eg | : .1 .54+7.. 
Ne a613 18 十 4 8 9 A 36 工 7 6 下 
5 1 1 1 \ 
8.36t9"*T+10.1s+t1ll.ist+12°35 
生 滩 S| 


当 执 行 n 次 伯 努 利 试 验 时 ， 预 期 成 功 的 次 数 是 np， 这 里 户 是 每 次 试验 成 功 的 概率 。 
证 令 久 是 等 于 n 次 试验 中 成 功 次 数 的 随机 变量 。 由 7. 2 节 定 理 2， 我 们 看 到 p(X=&) 二 
Cln, k) prq™ 于 是 有 


E(X) = 2D)kp(X = A 根据 定理 1 
= EC pa 根据 7.2 节 定理 2 
= nCtn— Lp 根据 6.4 节 习题 21 


k=l1 


SEL 从 每 项 中 提出 公 因 子 np 


= CGS 使 用 7 二 上 一 1 移动 和 式 的 下 标 
= np(pt+q)"™ 根据 二 项 式 定理 
一 np 因为 p 十 a= 二 1 
因此 ， 在 nn 次 伯 努 利 试 验 中 预期 成 功 的 次 数 是 np， 证 明 完 成 。 4 


下 面 将 证 明定 理 2 中 伯 努 利 试验 独立 的 假设 是 没有 必要 的 。 


7.4.3 期望 的 线性 性 质 

定理 3 告诉 我 们 期 望 值 是 线性 的 。 例 如 ， 随 机 变量 的 和 的 期 望 值 是 它们 的 期 望 值 之 和 。 我 
们 将 发 现 这 个 性 质 特别 有 用 。 

如 果 XX:(i 一 1，2，*…，n) 是 S 上 的 随机 变量 , nn 是 正 整 数 ， 并 且 如 果 4 和 4 是 实 
数 ， 那 么 

(GD 忆 (2 十 X 十 … 十 X) 一 下 (Xi ) 十 巨 (X) 十 … 十 巨 CX,) 

(iDE(aX+6) =aE(X)+b 

证 ”对 于 n==2 第 一 个 结果 可 以 直接 由 期 望 值 的 定义 得 到 ， 因 为 

EC(X + Xs)= Dp(s) KCs) + XCs)) 


s€ES 


YY 


一 Pp) XS) Dy ps) Xs) 
s€ES ES 
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= E(X1) + ECX,) 
使 用 数学 归纳 法 ,很 容易 从 两 个 随机 变量 的 情况 得 出 具有 个 随机 变量 的 情况 (我 们 将 这 个 完 
整 证 明 留 给 读者 )。 
为 了 证 明 (Gii)， 注 意 
ElaX+0)= Dp(s) (aX(s) +b) 


一 4 >) 力 (9)XCsS) + ps) 
5ES s€ES 


二 aE(X) 十 6 因为 > 为 () 一 1 4 
s€S 


例 4 和 例 5 说 明了 怎样 使 用 定理 3。 

例 4 用 定理 3 求 出 掷 一 对 均匀 的 货 子 时 所 出 现 的 点 数 之 和 的 期 望 值 ( 在 例 3 中 没有 使 用 定 
理 3 也 求 出 了 这 个 值 ) 。 

解 设 XX 和 XX, 是 随机 变量 ,其 中 Xi(Gi, 由) 二 i，Xs((i, 由) 二 ，Xi 是 第 一 个 从 子 上 出 
现 的 点 数 ，X, 是 第 二 个 仍 子 上 出 现 的 点 数 。 容 易 看 出 ， 因 为 (1 十 2 十 3 十 4 十 5 十 6)V6 一 
21/6 王 7/2， 所 以 ECX ) 王 下 (CX:) 一 7/2。 当 掷 两 个 仍 子 时 ， 出 现 的 两 个 点 数 之 和 就 是 和 Xi 十 Xs 。 
根据 定理 3， 这 个 和 的 期 望 值 是 EC(X 十 X,) 二 EC(Xi) 十 E(X,) 二 7/2 十 7/2 二 7。 | 

例 5 在 定理 2 的 证 明 中 ,我们 通过 直接 计算 找到 了 执行 n 次 伯 努 利 试验 时 成 功 次 数 的 期 
望 值 ， 其 中 p 是 每 次 试验 成 功 的 概率 。 说 明 怎样 使 用 定理 3 在 伯 努 利 试验 不 必要 独立 的 情况 下 
找到 这 个 结果 。 

解 设 X;: 是 随机 变量 。 如 果 点 是 成 功 ， 则 Xi t,t) 二 1; 如 果 z 是 失败 ， 则 XX; 
(Ht ，"…，t,) 二 0。X, 的 期 望 值 是 EC(X,) 二 1 * p 十 0， (1 一 p)==p(i==1，2,"…，n)。 。 令 X 一 
Xi 十 Xs 十 … 十 X, 使 得 X 计数 当 执 行 n 次 伯 努 利 试验 时 成 功 的 次 数 。 把 定理 3 用 于 nn 个 随机 变 
量 的 和 ， 就 证 明了 E(X)= 二 EC(Xi) 十 E(X,) 十 … 十 E(X,)= 二 np。 | 

我 们 利用 期 望 的 线性 性 质 可 以 求解 许多 看 起 来 很 难 的 问题 。 要 寻找 一 个 随机 变量 的 期 望 
值 ， 关 键 步骤 就 是 把 这 个 随机 变量 表示 成 一 些 很 容易 找到 期 望 值 的 随机 变量 之 和 。 例 6 和 例 7 
说 明了 这 种 技巧 。 

例 6 幅 子 认领 问题 中 的 期 望 值 ”在 一 个 餐厅 里 一 个 新 雇员 为 n 个 人 寄存 帽子 ,他 忘记 在 
帽子 上 放 寄 存 号 。 当 顾客 取 帽 子 时 这 个 寄存 员 随 机 选取 留 下 的 帽子 交 给 他 们 。 被 正确 返回 的 帆 
子 数 预期 是 多 少 ? 

解 设 X 是 随机 变量 ， 它 等 于 能 够 从 寄存 员 那 里 取 回 自己 帽子 的 人 数 。 设 X; 是 随机 变 
量 ， 如 果 满 足 第 i 个 人 拿 回 自己 的 帽子 ， 则 X; 二 1; 否则 X; 一 0。 从 而 得 到 

久 二 XX 十 XX 十 … 十 XX， 
由 于 寄存 员 给 这 个 人 返回 任何 一 顶 帽 子 是 等 可 能 的 ， 所 以 得 出 第 i 个 人 收 到 自己 帽子 的 概 
率 是 1/n。 于 是 根据 定理 1， 对 所 有 的 i， 我 们 有 
EC(X,)=1. p(X;=1)+0. p(X;=0)=1°* 1/n+0=1/n 
根据 期 望 的 线性 性 质 ( 定 理 3)， 得 到 
EC(X)=E(X)+E(CX;)++.…++E(X,)=n* 1/n=1 

于 是 ， 收 到 自己 帽子 的 平均 人 数 恰好 是 1。 注 意 这 个 答案 与 寄存 帽子 的 人 数 是 独立 的 ! 
(我 们 将 在 8. 6 节 找 到 对 于 没有 一 个 人 收 到 自己 帽子 的 概率 的 显 式 公式 。) < 

例 7 一 个 排列 中 逆序 数 的 期 望 值 ”在 前 ”个 正 整数 的 排列 中 ， 如 果 i<j 但 是 j 在 这 个 排 
列 中 位 于 i 的 前 边 ， 就 称 有 序 对 (i，7) 为 排列 的 1 个 逆序 。 例 如 ， 在 排列 3，5，1，4，2 中 有 86 
个 逆序 ; 这些 逆序 是 : 

(1，37)， Cs 579 《2。3759 (2 4), (2, 5), (4, 5) 
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为 了 找 出 在 前 个 正 整 数 的 一 个 随机 排列 中 期 望 的 逆序 数 ， 我 们 令 IT 是 前 个 正 整数 的 
所 有 排列 的 集合 上 的 随机 变量 ， 如 果 (z， 力 是 排列 的 道 序 ， 则 Tv 二 1; 否则 为 0。 这 就 得 出 ， 
如 果 X 是 等 于 这 个 排列 中 逆序 数 的 随机 变量 ， 那 么 
X= 2) 1 
lSi<j<n 
注意 ， 在 一 个 随机 选择 的 排列 中 i 在 ; 的 前 面 还 是 j 在 i 前 面 是 等 可 能 的 (为 此 只 要 注意 具 


有 每 种 性 质 的 排列 数 相 等 就 可 以 了 )。 于 是 ， 对 于 所 有 的 对 (i，;)， 我 们 有 
E(1,)=1°* pl(1;=1)+0° p(1,,=0)=1. 1/2+0=1/2 


由 于 存在 (，) 个 i 和 j 的 对 (1<i<j<<n)， 并 且 根 据 期 望 的 线性 性 质 (定理 3)， 所 以 我 们 有 





加 72 1 mtr hh) 
E(X) = BE) = (2) 广 一 性 2 
从 而 得 到 在 前 个 正 整 数 的 一 个 排列 中 ， 平均 存在 n(n 一 1)/4 个 逆序 。 本 


7.4.4 平均 情形 下 的 计算 复杂 度 

计算 一 个 算法 在 平均 情形 下 的 计算 复杂 度 可 以 转变 为 计算 一 个 随机 变量 的 期 望 值 。 设 一 个 
试验 的 样本 空间 是 可 能 的 输入 w (j= 二 1，2，…，n) 的 集合 ， 且 令 随 机 变量 X 对 a, 的 赋值 是 当 
a; 作为 输入 时 该 算法 用 到 的 操作 数 。 基 于 我 们 对 输入 的 了 解 ， 对 每 个 可 能 的 输入 值 a 赋 给 一 
个 概率 pC(a,)。 那 么 该 算法 在 平均 情形 下 的 复杂 度 是 


E(X) = D>) pla) Xa,) 


这 就 是 XX 的 期 望 值 。 

找 一 个 算法 平均 情形 下 的 计算 复杂 度 通常 比 求 它 在 最 坏 情形 下 的 计算 复杂 度 要 困难 得 多 ， 
并 且 常 常 涉及 复杂 方法 的 使 用 。 但 是 ， 也 有 一 些 算法 ， 找 出 它 在 平均 情形 下 的 计算 复杂 度 所 需 
要 的 分 析 并 不 困难 。 例 如 ， 例 8 将 说 明 怎 样 在 不 同 的 概率 假设 下 找 一 个 线性 搜索 算法 的 平均 情 
形 下 的 计算 复杂 度 。 这 个 概率 是 指 我 们 搜索 的 元 素 是 表 中 一 个 元 素 的 概率 。 

例 8 线性 搜索 算法 平均 情形 的 复杂 度 ”给 定 元 素 x 和 个 不 同 实数 的 列表 。 在 3. 1 节 中 
描述 的 线性 搜索 算法 通过 把 这 个 元 素 与 列表 中 的 每 个 元 素 进行 比较 来 查找 zx。 当 工 被 找到 或 者 
检查 了 所 有 的 元 素 并 确定 xz 不 在 列表 中 时 算法 结束 。 如 果 工 在 列表 中 的 概率 是 p 并 且 zz 是 列表 
中 个 元 素 的 任 一 个 都 是 等 可 能 的 ， 那么 这 个 线性 搜索 算法 在 平均 情形 下 的 复杂 度 是 什么 ? 
(存在 十 1 种 可 能 的 输入 : 在 列表 中 的 个 数 与 不 在 列表 中 的 1 个 数 ， 这 作为 1 种 单独 的 
输入 。) 

解 ” 在 3.3 节 例 4 中 我 们 证 明了 如 果 zz 等 于 列表 中 的 第 i 个 元 素 要 用 2i 十 1 次 比较 ， 在 3.3 
节 例 2 中 又 证 明了 如 果 z 不 在 列表 中 要 用 2n 十 2 次 比较 。z 等 于 表 中 第 i 个 元 素 a; 的 概率 是 
p/n，Zz 不 在 列表 中 的 概率 是 gq 二 1 一 p， 从 而 得 到 线性 搜索 算法 在 平均 情形 下 的 计算 复杂 度 是 


E= S++ Lt (2nt+ 2)q 


二 也 (3 十 5 十 十 (2n 十 1)) 十 (2n 十 2)g 


| 


Cm dl Th (Dn 2 


n 
= p(n 二 2) 二 (2n++2)g 
(第 三 个 等 式 是 从 5.1 节 的 例 2 得 出 的 。.) 例 如 ， 当 工 保证 在 列表 中 时 ， 有 p= 二 1( 对 每 个 i，zx 二 a; 
的 概率 是 1/z2 和 g= 王 0， 因 此 E=n 十 2， 正 如 我 们 在 3. 3 节 例 4 中 所 证 明 的 。 
当 在 列表 中 的 概率 p 是 1/2 时 ， 可 知 q==1 一 p= 二 1/2， 从 而 忆 ==(n 十 2)/2 十 n 十 1 二 (3n 十 
4)/2。 类 似 地 ， 如 果 zz 在 列表 中 的 概率 是 3/4， 有 p= 二 3/4 和 4 二 1/4， 因 此 


uous 


Usks Ee 
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E=3(n2)/4 二 (n+1)/2= (5n+8)/4 

最 后 ， 当 之 保证 不 在 列表 中 时 ， 有 p= 二 0 和 9g 二 1， 从 而 得 到 天 一 22 十 2， 这 并 不 奇怪 ， 因 为 
我 们 必须 搜索 整个 的 列表 。 a 

例 9 说 明了 期 望 的 线性 性 质 可 以 帮助 我 们 找到 一 个 排序 算法 ( 即 插入 排序 ) 的 平均 情形 的 复 
杂 度 。 
例 9 插入 排序 的 平均 情形 的 复杂 度 ”用 插入 排序 对 个 不 同 元 素 进行 排序 所 使 用 的 平均 
比较 次 数 是 多 少 ? 

解 ”首先 假设 X 是 随机 变量 ， 它 等 于 用 揪 和 排序 (如 3.1 节 所 述 ) 对 个 不 同 的 元 素 的 列表 
a，as，"…，a, 进行 排序 所 用 到 的 比较 次 数 。 那 么 ECX) 是 使 用 的 平均 比较 次 数 。( 回 顾 对 于 i 二 
2，…，7， 在 第 ; 步 ， 插 人 排序 将 待 排序 列表 中 第 ;个 元 素 插 和 人 由 待 排序 列表 前 i 一 1 个 元 素 已 排 
好 序 的 序列 表 中 的 适当 位 置 。) 

令 X; 是 随机 变量 ， 它 等 于 在 前 ;一 1 个 元 素 a;，a:，…，ai-! 已 经 排序 以 后 把 a; 插入 合适 
位 置 使 用 的 比较 次 数 。 由 于 

X=X 十 X, 十 … 十 XX， 
所 以 我 们 可 以 使 用 期 望 的 线性 性 质 断 定 
下 (X) 一 BCX; 十 X 十 … 十 和 ) 一 巨 (X;) ECX,)+… ECX,) 
为 了 求 出 E(X,)，i 二 2，3，…，n， 令 p;(k) 表 示 在 这 个 列表 的 前 j 个 元 素 中 的 最 大 元 素 出 














现在 第 个 位 置 的 概率 ， 即 max(Cal ，ar ，…， Qi 一 人 的 概率 ， 其 中 1 委 和 7) 。 由 于 列表 的 元 素 
是 随机 分 布 的 ， 所 以 前 7 个 元 素 中 的 最 大 元 素 出 现在 任何 位 置 是 等 可 能 的 。 因 此 ， 方 CE) 王 1/ 
j。 一 旦 a，as，…，a; 1 已 经 排序 ， 如 果 X, Ce) 等 于 用 插入 排 序 将 a; 插 人 列表 中 的 第 & 个 位 置 
所 用 的 比较 次 数 ， 那 么 X;(k) 一 上 。 由 于 a 可 能 插入 列表 的 前 i 个 位 置 中 的 任何 一 个 位 置 ， 所 以 
得 到 
ECX) = Dp X= D+ 

从 而 得 到 

a 天 3 n 2 人 可 全 

E(X)= 2 ECX) = 和 2 i 
“nF Dr+2) 1 _ mn 二 +3n—4 
a re 


为 得 到 第 三 个 等 式 ， 令 j=i 十 1 来 对 和 式 的 下 标 进行 移 位 。 为 得 到 第 四 个 等 式 ,使 用 了 公式 
D4 一 mm 十 1)/2( 来 自 2.4 节 表 2) 其 中 mm=x 二 1， 同 时 从 中 减 去 j 一 1 和 7 一 2 这些 缺 失 的 项 。 我们 


k=1 


得 出 结论 ， 由 插入 排序 对 个 元 素 进行 排序 使 用 的 平均 比较 次 数 等 于 (x 十 3n 一 4)/4， 这 是 8 )。 本 


7.4.5 几何 分 布 

下 面 我 们 将 注意 力 转 向 随机 变量 具有 无 穷 多 种 可 能 结果 的 情况 。 

例 10 设 掷 一 个 硬币 出 现 头像 向 下 的 概率 是 如 ， 重 复 掷 这 个 硬币 直到 头像 向 下 为 止 。 请 问 
预期 要 掷 多 少 次 ? 

解 ” 我 们 首先 注意 样本 空间 由 所 有 以 任何 个 数 的 头像 向 上 作为 开始 后 跟 一 个 头像 向 下 的 序列 所 
组 成 。 将 头像 向 上 记 为 昌 ， 头像 向 下 记 为 T。 那么 样本 空间 是 集合 {T，HT, HHT, HHHT,， 
BEHEHT，…}。 注 意 ， 这 是 一 个 无 穷 样 本 空间 。 看 到 掷 硬币 是 独立 的 并 且 出 现 头像 向 上 的 概率 为 
1 一 p, 我 们 就 可 以 确定 样本 空间 一 个 元 素 的 概率 。 于 是 ,p(T)=p,p(HT) 二 (1 一 pp， 
p(HHT)==(1 一 p)*p， 一 般 来 说 ， 毛 次 硬币 出 现 了 头像 向 下 ， 即 在 一 1 个 头像 向 上 出 现 之 后 
跟随 着 一 个 头像 向 下 的 概率 是 (1 一 p)”'p。( 练 习 14 要 求 验证 样本 空间 中 的 点 的 概率 之 和 是 1。) 

现在 令 X 是 随机 变量 ， 它 等 于 在 样本 空间 中 的 一 个 元 素 中 掷 硬币 的 次 数 。 即 XCT) 一 1， 
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X(HT)==2，X(HHT)==3， 等 等 。 注 意 p(X=/==(1 一 p)!p， 直 到 硬币 出 现 头 像 向 下 为 止 。 
掷 硬币 的 预期 次 数 等 于 E(X)。 
依据 定理 1， 我 们 发 现 


的 
j=1 j=1 和 4 


(上 述 推导 中 第 三 个 等 式 根据 2.4 节 表 2， Dip 二 1/(1 一 (1 一 9))* = 1/p* 。) 于 是 ， 


直到 硬币 出 现 头像 向 下 为 止 ， 掷 硬币 的 预期 次 数 是 1/p。 注 意 当 硬 币 是 均匀 的 时 我 们 有 zt 一 1/2， 
因此 直到 硬币 出 现 头 像 向 下 为 止 ， 掷 硬币 的 预期 次 数 是 1/(1/2) 一 2。 4 

与 掷 硬币 直到 出 现 头像 向 下 为 止 的 预期 次 数 相等 的 随机 变量 X 是 一 个 具有 几何 分 布 的 随 
机 变量 的 实例 。 

EE 如 果 对 于 k==1, 2，3，…，p(X 二 =k) 一 (1 一 p)“”!'p， 那 么 随机 变量 义 具 有 带 参 数 
p 的 几何 分 布 。 

由 于 几何 分 布 用 于 研究 在 一 个 特定 事件 发 生前 所 需要 的 时 间 ， 所 以 出 现在 许多 应 用 中 。 例 
如 在 我 们 找到 一 个 具有 确定 性 质 的 物体 之 前 需要 的 时 间 ， 在 一 个 试验 成 功 之 前 尝试 的 次 数 ， 又 
如 一 个 产品 在 它 失 效 之 前 可 以 使 用 的 次 数 等 。 

当 我 们 计算 在 硬币 头像 向 下 之 前 所 要 掷 的 次 数 的 期 望 值 的 时 候 ， 就 证 明了 定理 4。 

本 开 ] 加 有 果 随 机 变量 X 有 着 带 参数 妃 的 几何 分 布 ， 那 么 E(X) 二 1/p。 


7.4.6 独立 随机 变量 
我 们 已 经 讨论 了 独立 的 事件 ， 现 在 将 定义 两 个 独立 的 随机 变量 意味 着 什么 。 
随机 变量 X 和 立 在 样本 空间 S 上 是 独立 的 ， 如 果 
p(X=r, ££ Y=r,)=p(X=n) * p(Y=r,) 
换 和 句 话 说， 对 一 切实 数 7i 和 7,，X(s) 二 ni 且 Y(s) 二 xs 的 概率 等 于 X(s) 二 ri 的 概率 与 Y(s) 王 7 
的 概率 之 积 。 
例 11 例 4 的 随机 变量 X 和 X, 是 独立 的 吗 ? 


解 设 S=(1，2，3，4，5，6}，i,， 7 属于 S$。 由 于 掷 一 对 般 子 有 36 个 可 能 的 结果 并 且 每 。， 


个 结果 是 等 可 能 的 ， 所 以 
轧 (X 一 1 且 :一 7 力 一 1/36 
由 于 第 一 个 骨 子 出 现 i 和 第 二 个 角 子 出 现 j 的 概率 都 是 1/6， 所 以 p(X 二 让 二 1/6 且 
1 1 lL 


. 5 1 ; 5 
pK, =iX = = oX = p(X NF" 7 


因此 X 和 X, 是 独立 的 。 4 

例 12 ”证明 随 机 变量 X 和 X==X, 十 X, 不 是 独立 的 ， 其 中 X 和 X 的 定义 在 例 4 中 给 出 。 

解 ” 因 为 X==1 的 含义 是 第 一 个 角 子 出 现 点 数 为 1， 这 就 推出 两 个 角 子 的 点 数 之 和 不 可 能 
等 于 12， 所 以 p(Xi= 二 1 且 X= 二 12) 二 0。 另 一 方面 ，p(Xi 二 1) 二 1/6 和 p(X=12) 二 1/36。 因 
此 ，p(X, 二 1 且 X=12) 关 p(Xi 二 1)，p(X==12)。 这 个 反例 证 明了 X 和 XX 不 是 独立 的 。 4 

两 个 独立 的 随机 变量 之 积 的 期 望 值 是 它们 的 期 望 值 之 积 ， 如 定理 5 所 述 。 

如 果 和 和 立 是 样本 空间 S 上 的 独立 的 随机 变量 ， 那 么 E(XYD) 二 E(X)E(Y)。 

证 ”为 了 证 明 这 个 公式 ， 我 们 使 用 事件 XY=r 是 事件 XX=r, 和 Y==r,( 对 于 所 有 的 rEX 
(S) 和 rr, EY(S), r= 二 niri) 互 斥 并 集 这 一 重要 特征 。 可 以 得 到 : 

E(XY) = 2) r. p(XY=7) 根据 定理 1 


r€E XY(S) 


二 >) nn，p(X=n 且 Y= 二 ri) 表示 XY 一 ”是 一 个 互 斥 并 集 


rn EX(S) ,r, EYCS) 


Eni Ee 
-< 


us be 
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2 2 nn X=n Y=n) 使 用 二 重 和 


n EX(S)r, EYCS) 


Dy rnin* p(X= rn) plY= ri) 根据 卫 和 YY 是 独立 的 


nr, EX(S)r, EYCS) 


3) (np(X=n)。 Dn.p(Y =7r)) 根据 分 解 n .p(X=n) 


7, EXCS) rEY(S, 


| 


= Dns p(X=n).E(Y) 根据 EC(Y) 的 定义 
= EW( Dl rnp X=n)) 根据 分 解 ECY) 
= E(Y)E(X) 根据 EC(X) 的 定义 
我 们 完成 了 定理 证 明 ， 注 意 E(Y)E(X) 二 E(X)E(Y)， 这 是 由 于 乘法 的 交换 律 。 4 


注意 当 X 和 了 了 不 是 独立 的 随机 变量 时 ， 我 们 不 能 断定 ECXY) 一 ECX)EC(Y)， 如 例 13 所 示 。 
例 13 设 X 和 Y 是 计数 一 个 硬币 掷 两 次 时 出 现 头像 和 不 出 现 头 像 的 次 数 。 由 于 p(X=2)==1/4， 
十 


ECX) 一 2 二 十 1.3 1 
类 似 的 计算 显示 下 (Y) 王 1。 PT ee 


有 头像 向 上 时 XY 二 0， 并且 当 出 现 一 次 头像 向 上 和 一 次 头像 向 下 时 XY 二 1。 因 此 


ECXY) =1. 方 +0: 1 = 了 





2 2 
从 而 得 到 
E(XY) A E(X)E(Y) 
这 与 定理 5 不 矛盾 ， 因 为 X 和 了 不 独立 ， 这 一 点 读者 应 该 可 以 验证 ( 见 练习 16) 。 4 
7.4.7 方差 


一 个 随机 变量 的 期 望 值 告诉 我 们 它 是 平均 值 ， 但 是 并 没有 说 明 它 的 值 的 分 布 范围 。 例 如 ， 如 果 
at {1，2，3，4，5，6} 上 的 随机 变量 ， 对 所 有 的 sSES 有 X(s) 一 0， 且 若 sE{1，2， 

， 则 Y(3)== 一 1; 若 SE (4，5，6}， 则 Y(Cs) 王 1。 那 么 X 和 了 的 期 望 值 都 是 0。 但 是 随机 变量 X 永 
I 0， 而 随机 变量 Y 总 是 与 0 相差 1。 一 个 随机 变量 的 方差 帮助 我 们 刻画 一 个 随机 变量 的 值 的 
分 布 范围 。 特 别 是 它 提 供 一 个 针对 随机 变量 X 期 望 值 有 多 广 分 布 的 度量 。 

设 和 是 样本 空间 S 上 的 随机 变量 。 和 的 方差 记 为 VC(X)， 且 

VCX) = > (X(CS) — ECX))’ p(s) 

即 V(X) 是 和 偏差 平方 的 一 个 加 权 平 均 。 玉 的 标准 差 定 义 为 VCX)， 记 作 c(X) 。 

定理 6 提供 了 关于 随机 变量 的 方差 的 一 个 有 用 的 简单 表达 式 。 

如 果 和 是 样本 空间 S 上 的 随机 变量 ， 那 么 VC(X) 一 下 (X:) 一 ECX) 。 

证 注意 

VX)= > (XCs) — EC(X))’ ps) 


= 》)X(s)2? 力 (5) —2EC(X) SIX) ps) + ECX)’ > ) 力 (5) 
xES :ES sES 


= E(X’) —2E(X)E(X) + E(X)’ 

= E(X’) — E(X)’ 
在 倒数 第 二 步 我 们 使 用 了 24209 三 1 这 一 事实 。 4 
我 们 将 使 用 定理 3 和 定理 6 推导 出 VCX) 的 另 一 个 公式 ， 从 中 可 看 到 随机 变量 方差 更 深 的 
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意义 。 
如 果 六 是 一 个 样本 空间 S 的 随机 变量 ，E(X) 二 jy,， 则 V(X)= 二 E((X 一 pj)?)。 
证 如 果 关 是 一 个 随机 变量 ，E(X)= 二 x， 则 
E((X—)’) = EC(X’— 2X + yi) 扩展 (XX 一 j)? 
三 E(X’) 一 E(2yX) 十 ECjr) 根据 定理 3 的 () 
二 E(X* ) 一 2yE(X) 十 El(jJr) 根据 定理 3 的 (让 ,wy 是 常数 。 


= E(X’)— 2uE(X)+ ye 因为 EC(y) 一 MA 是 常数 
= E(X’)—2p +p 因为 E(jy) = jp 
= E(X’)— 简化 
= V(X) 根据 定理 6, 注意 E(j) 二 
得 证 。 q 


推论 1 告诉 我 们 随机 变量 X 的 方差 是 X 与 它 的 期 望 值 之 差 的 平方 的 期 望 值 。 这 就 是 通常 
说 的 X 的 方差 是 它 的 偏差 平方 的 平均 。 我 们 也 说 X 的 标准 差 是 偏差 平方 平均 的 平方 根 ( 常 称 为 


偏差 的 均 方 根 ) 。 

现在 我 们 计算 一 些 随机 变量 的 方差 。 

例 14 一 个 伯 努 利 试验 成 功 ， 则 X(#)= 二 1; 失败 ， 则 X(2)= 二 0。 如 果 p 是 成 功 的 概率 ， 那 
么 随机 变量 X 的 方差 是 什么 ? 

解 ”因为 X 取 值 只 能 为 0 和 1， 因 此 X:(z)= 二 X(z)。 于 是 


V(X)=E(X’)—E(X):=p—p=p(1—p)= pg 本 
例 15 一 个 骨 子 的 值 的 方差 X 是 撕 一 个 角 子 时 出 现 的 点 数 ， 什 么 是 随机 变量 X 的 方差 ? 
解 ”我们 有 V(X)= 二 ECX’) 一 EC(X)*。 由 例 1 我们 知道 EC(X)==7/2。 为 了 求 E(X:)， 注意 
X? 取 值 站 ， ts Dyey 03 每 个 具有 概率 1/6。 从 而 得 到 
91 


ECX') 二 二 (十 2 十 3 十 代 二 57 十 6*) 二 钳 


于 是 有 


伊 雷 内 ， 朱 尔 斯 比 安 内 梅 (Iresée-Jules Bienaymé，1796 一 1878) 比 安 内 梅 ， 出 
生 于 法 国 巴 黎 ，1803 年 其 父 当 上 政府 行政 官员 全 家 移居 比利时 布 鲁 日 。 比 安 内 梅 在 布 
鲁 日 上 的 帝国 高 中 。1811 年 全 家 回 到 了 巴黎 ， 上 了 路 易 大 帝 中 学 。 作 为 一 名 青少年 ， 
1814 年 他 在 拿破仑 战争 时 期 曾 参与 保卫 巴黎 。1815 年 ， 他 成 为 巴黎 综合 理工 学 院 的 
学 生 。1816 年 为 了 帮助 持家 ， 他 进入 了 财政 部 。1819 年 ， 他 辞去 公职 ， 在 圣 西 尔 军 
校 找 了 一 份 教 数学 的 工作 。 由 于 不 满意 军校 的 条 件 ， 他 很 快 又 回 到 了 财政 部 。 他 获得 
了 监察 长 的 职位 ， 在 位 直到 1848 年 出 于 政治 原因 被 迫 退 休 。 他 于 1850 年 回 到 了 监察 
长 的 位 置 ， 但 1852 年 就 第 二 次 退休 。1851 年 ， 他 在 索 邦 大 学 当 过 一 段 时 间 的 教授 ， 也 担任 过 拿破仑 三 
世 的 统计 学 专家 。 比 安 内 梅 是 法 国 数学 学 会 的 创始 人 之 一 ， 并 于 1875 年 当 任 学 会 主席 。 

比 安 内 梅 以 他 的 创造 力 而 著名 。 但 他 的 论文 经 常 因为 省 略 重 要 证 明 而 不 容易 读 懂 。 他 发 表 论 文 较 少 ， 
而 且 往 往 发 表 在 一 些 隆 涩 期 刊 上 。 但 是 ， 他 在 概率 论 与 统计 ， 以 及 它们 在 社会 科学 和 财政 方面 的 应 用 方面 
做 出 了 重要 贡献 。 这 些 重要 贡献 包括 可 以 简化 大 数 定理 证 明 的 比 安 内 梅 - 切 比 雪夫 不 等 式 、 拉 普 拉 斯 的 最 小 
二 乘法 的 推广 、 随 机 变量 和 方差 的 比 安 内 梅 公 式 。 他 研究 了 尽管 人 口 增长 却 在 衰退 的 贵族 家 庭 消 亡 问题 。 
比 安 内 梅 还 是 一 名 老练 的 语言 学 家 。 他 将 他 的 亲密 朋友 切 比 雪夫 的 著作 从 俄 文 翻译 成 法 文 。 他 出 于 谦逊 相 
对 低微 的 成 果 、 不 热 忠于 确认 他 发 现 的 优先 权 、 他 的 工作 超前 于 他 所 处 的 时 代 的 事实 都 是 人 们 对 他 的 评价 。 
他 和 他 的 兄弟 了 了 家 庭 的 一 个 朋友 的 两 个 女儿 。 比 安 内 梅 和 他 的 妻子 有 两 个 儿子 和 三 个 女儿 。 





于 
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例 16 随机 变量 X((i, 7))==2i 的 方差 是 什么 ?这 里 的 i 和 j 是 掷 两 个 货 子 时 第 一 个 仍 子 
和 第 二 个 贷 子 上 出 现 的 点 数 。 
解 ”我 们 将 使 用 定理 6 找 出 X 的 方差 。 为 此 ， 我 们 需要 找到 X 和 X? 的 期 望 值 。 注 意 当 
& 一 2，4，6，8，10，12 时 p(X=k)， 是 1/6; 否则 ， 为 0。 因 而 有 
E(X) 一 (2 十 4 十 6 十 8 十 10 十 12)/6 一 7 
下 (X2) 一 (22 十 4 十 6 十 8 十 10: 十 122)/6 一 182/3 
由 定理 6 得 
V(X)=E(X’)—E(X)’:=182/3—49=35/3 4 
另 一 个 有 用 的 关于 方差 的 性 质 是 ， 两 个 独立 的 随机 变量 的 和 的 方差 是 它们 的 方差 之 和 。 表 
示 这 一 性 质 的 公式 称 为 比 安 内 梅 公式 ， 这 是 由 法 国 数学 家 伊 雷 内 - 朱 尔 斯 ， 比 安 内 梅 于 1853 年 
发 现 的 。 比 安 内 梅 公式 是 一 个 计算 n 个 独立 的 伯 努 利 试 验 结果 的 方差 的 有 用 公式 。 
比 安 内 梅 公 式 ” 如 果 XX 和 YY 是 样本 空间 S 上 两 个 独立 的 随机 变量 ， 那 么 V(X 十 Y) 二 


V(X) 十 V(Y)。 此 外 ， 如 果 对 于 正 整 数 n，X; 是 S 上 两 两 独立 的 随机 变量 ,i 二 1]，2，…，n， 那 么 
- VOX 十 和 十 … 十 XX,) 二 VCX1) 十 V(Xs) 十 … 十 VCX,) 
证 由 定理 6， 有 


V(X+Y)=E((X+Y)’)—ECX+Y)’ 
从 而 有 
V(X+Y) =E(X’:+2XY+Y)— (EC(X) + E(Y))’ 
=E(X’) +2E(XY) + E(Y’) — E(X)’: — 2E(X)E(Y) — E(Y)’ 
因为 XX 和 Y 是 独立 的 ， 所 以 由 定理 5 我 们 有 E(X 站 二 E(X)E(Y)。 从 而 得 到 
V(X+Y) =(E(X’) — E(X)’) + (E(Y’) — E(Y)’) 
=V(X) +V(Y) 

将 ?个 两 两 独立 的 随机 变量 情况 的 证 明 留 给 读者 (练习 34)。 这 种 证 明 可 以 通过 对 我 们 已 给 
出 的 两 个 随机 变量 时 的 证 明 进 行 推广 而 构造 出 来 。 注 意 在 用 直接 方法 证 明 一 般 情况 时 ， 不 能 使 
用 数学 归纳 法 ( 见 练习 33) 。 4 

例 17 设 撕 两 个 角子 时 随机 变量 X 的 值 是 XX((i, 由)==i 十 j， 其 中 i 是 第 一 个 骨 子 出 现 的 
点 数 ，j7 是 第 二 个 货 子 出 现 的 点 数 。 求 筷 的 方差 和 标准 差 。 

解 设 筷 和 X 是 找 骨 子 的 随机 变量 ,其 中 X(Gi, 门 )==i，Xs((i, 门 ) 二 j。 那 么 正如 例 11 证 
明 的 ，X 一 X 十 X 和 Xi 与 X 都 是 独立 的 。 由 定理 7 得 到 V(X) 二 V(X,) 十 V(X,)。 与 例 16 类 似 的 
简单 计算 与 本 章 后 的 补充 练习 29 告诉 我 们 , V(X,)= 二 V(X;)==35/12。 因 此 , V(X)==35/12 十 35/12= 
35/6 且 oC(2)= V35/6 。 4 


unts 民 3 


帕 纳 帝 ， 利 沃 维 奇 ， 切 比 雪夫 (Pafnuty Lvovich Chebyshev，1821 一 1894) 切 比 雪 
夫 出 生 于 一 个 俄罗斯 名 门 。 他 的 父亲 是 一 名 退役 军官 ， 曾 与 拿破仑 作战 。1832 年 ， 这 
个 家 庭 带 着 9 个 孩子 搬 到 莫斯科 。 那 里 ， 切 比 雪夫 在 家 自修 完了 高 中 课程 ， 并 进入 葛 
斯 科大 学 的 物理 数学 系 学 习 。 还 是 一 名 学 生 时 ， 他 就 提出 了 一 种 新 的 求 方 程 近似 根 的 
方法 。1841 年 他 从 莫斯科 大 学 毕业 ， 获 得 数学 学 位 ， 并 且 继 续 学 习 ，1843 年 通过 硕 
士 考试 并 在 1846 年 完成 硕士 论文 。 

1847 年 ， 切 比 雪夫 聘 为 圣彼得堡 大 学 的 助教 。1847 年 他 通过 论文 答辩 。1860 年 ， 他 
成 为 圣彼得堡 大 学 的 教授 ， 并 一 直 工 作 到 1882 年 。 他 在 1849 年 写 的 有 关 同 余 理 论 的 著作 对 数论 的 发 展 影响 很 
大 。 他 关于 素数 分 布 的 研究 工作 也 是 非常 突出 的 。 他 证 明了 贝 川 (Bertrand) 的 猜想 ， 即 对 每 个 整数 xn 二 3， 存 在 
一 个 在 n 和 2n 一 2 之 间 的 素数 。 切 比 雪 夫 提 出 了 一 些 新 的 思想 ， 后 来 用 这 些 思想 证 明了 素数 定理 。 切 比 雪 夫 用 
多 项 式 做 函数 逼近 ， 这 被 广泛 地 用 于 计算 机 中 对 函数 的 求 值 。 切 比 雪夫 对 力学 也 很 感 兴趣 。 他 研究 了 怎样 通过 
力 偶 将 旋转 运动 转换 成 直线 运动 。 切 比 雪 夫 平 动 是 用 三 个 连接 在 一 起 的 棒 体 来 逼近 直线 运动 。 
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我 们 现在 求 随机 变量 的 方差 ， 该 随机 变量 计数 了 执行 n 次 独立 的 伯 努 利 试 验 时 的 成 功 


次 数 。 

例 18 当 执 行 n 次 独立 的 伯 努 利 试验 时 ， 计 数 成 功 次 数 的 随机 变量 的 方差 是 什么 ? 这 里 
是 每 次 试验 成 功 的 概率 。 

解 ” 设 X; 是 随机 变量 ,和 且 若是 成 功 ， 则 和 ICG， 刀 ，…， 加 )) 王 1; 若 右 是 失败 ， 则 X， 
(可 刀 )) 二 0。 令 久 二 十 Xs 十 … 十 X,， 那 么 XX 计数 在 n 次 试验 中 的 成 功 次 数 。 由 定 
理 7 得 到 V(X) 二 V(X,) 十 V(X,) 十 … 十 V(X,)。 使 用 例 14， 有 V(X;)==pgq, i=1, 2, ,no 
从 而 得 到 V(X) 二 npg。 本 


7.4.8 切 比 雪夫 不 等 式 

一 个 随机 变量 的 取 值 与 它 的 期 望 值 差 多 少 ? 下 面 的 定理 叫做 切 比 雪夫 不 等 式 ， 它 对 随机 变 
量 的 值 与 它 的 期 望 值 之 差 超过 某 个 指定 量 的 概率 提供 了 一 个 上 界 ， 有 助 于 回答 这 个 问题 。 
要 到 陪 。 切 比 雪夫 不 等 式 ” 设 鲜 是 在 样本 空间 S 上 的 概率 函数 为 力 的 随机 变量 。 如 果 了 是 
一 个 正 实数 ， 那 么 





p(| XC)—ECX) | EV 
证 设 A 是 事件 
=(s€s| | 和 Cs) 一 下 (CX) | 二 7}) 


我 们 想 要 证 明 的 是 p(A)<V(X)/r*。 注 意 
V(X)= 2 X09) — ECX))’ p(s) 


= 之 CXC 一 EC pl) + 2 XO) — EC p(s) 


在 这 个 表达 式 中 的 第 二 个 和 是 非 负 的 ， 因为 它 的 每 个 被 加 数 是 非 负 的 。 又 因为 对 于 A 中 的 每 
个 元 素 s， 有 (X(s) 一 E(X))* 宇 rr ， 所 以 这 个 表达 式 的 第 一 个 和 至 少 是 > ) 一 ps) ， 因 此 


V(X) 之 之 人 p(s) = rp(A) 


从 而 得 出 V(X)/r 宇 p(A)， 因 此 pA VR 7P， 这 正 是 我 们 想 证 明 的 。 4 

例 19 当 计数 头像 向 下 时 与 平均 值 的 偏差 ”假设 X 是 当 一 个 均匀 的 硬币 被 掷 次 时 计数 
头像 向 下 次 数 的 随机 变量 。 注 意 是 执行 邯 次 独立 的 伯 努 利 试验 时 成 功 的 次 数 ， 每 次 成 功 的 
概率 是 1/2。 因 此 得 到 ECX) = 一/2( 根 据 定理 2) 和 Y(CX) 一 zx/4( 根 据 例 18) 。 令 一 Vz， 使 用 切 
比 雪夫 定理 得 到 

pl| XC —n/2|FVDEn/4)/ Wn) =1/4 

所 以 ， 当 一 个 均匀 的 硬币 被 据 nn 次 时 头像 向 下 的 次 数 与 平均 值 的 偏差 大 于 vn 的 概率 不 大 于 
1/4。 4 

切 比 雪夫 不 等 式 尽 管 可 以 用 于 任何 随机 变量 ,但 在 实际 估计 一 个 随机 变量 的 值 大 大 超过 它 
的 平均 值 的 概率 时 常常 失效 。 这 可 以 用 下 面 的 例 20 说 明 。 

例 20 设 X 是 当 掷 一 个 均匀 般 子 时 的 随机 变量 ，X 的 值 就 是 出 现 的 点 数 。 我 们 有 EC(X) 二 7/2 
( 见 例 1) 和 Y(CX) 王 35/12( 见 例 15) 。 因 为 和 的 可 能 取 值 是 1，2，3，4，5 和 6， 所 以 E(X)==7/2,， XX 
不 可 能 比 它 的 平均 值 多 5/2。 因 此 ， 如 果 >>5/2， 思 (| X 一 7/2| 壹 门 天 0。 由 切 比 雪夫 不 等 式 知 
道 娟 (| X 一 7/2| 宇 D7 志 (35/12)/r。 

例如 ， 当 r=3 时 ， 切 比 雪夫 不 等 式 告诉 我 们 

pl(|X—7/2| 宇 3)<(35/12)/9=35/108 守 0. 324 

这 是 一 个 很 差 的 估计 ， 因 为 p(|X 一 7/2 | 宇 3)==0。 | 
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练习 

1. 当 一 个 均匀 的 硬币 被 搓 5 次 时 ， 头 像 在 上 的 预期 次 数 是 多 少 ? 

2. 当 一 个 均匀 的 硬币 被 毛 10 次 时 ， 头 像 在 上 的 预期 次 数 是 多 少 ? 

3. 当 一 个 均匀 的 货 子 被 搓 10 次 时 ， 出 现 6 点 的 预期 次 数 是 多 少 ? 

4. 一 个 硬币 是 不 均匀 的 ， 使 得 掷 出 头像 的 概率 是 0.6。 当 掷 10 次 时 ， 头 像 在 上 的 预期 次 数 是 多 少 ? 

5. 掷 2 个 不 均匀 的 佐 子 ， 其 中 出 现 3 点 的 次 数 是 出 现 其 他 每 个 点 数 的 2 倍 。2 个 仍 子 预期 出 现 的 点 数 和 
是 什么 ? 

6. 如 果 彩 票 包含 了 从 集合 {1，2，3，…，50} 选 出 的 6 个 中 奖 数 字 就 赢 奖 1000 万 美元 ， 否则 不 中 奖 ， 那 
么 买 1 美元 彩票 中 奖 的 期 望 值 是 多 少 ? 

7. 离散 数学 课程 的 期 末 考 试 有 50 道真 假 判 断 题 ， 每 道 题 2 分 ; 还 有 25 道 多 选 题 ， 每 道 题 4 分 。 琳 达 正 
确 回 答 判 断 题 的 概率 是 0.9， 正 确 回答 多 选 题 的 概率 是 0.8。 她 在 期 末 考 试 预期 的 分 数 是 多 少 ? 

8. 当 掷 3 个 均匀 的 山 子 时 预期 出 现 的 数字 和 是 多 少 ? 

9. 表 中 含有 个 不 同 的 整数 ， 假 设 z 在 这 个 表 中 的 概率 是 2/3， 且 z 等 于 表 中 任何 元 素 是 等 可 能 的 。 求 
由 线性 搜索 算法 找到 工 或 确定 它 不 在 表 中 所 用 的 平均 比较 次 数 。 

10. 假设 我 们 掷 一 个 硬币 直到 它 出 现 2 次 头像 在 下 或 者 已 经 搓 了 6 次 为 止 ， 我 们 掷 硬 币 的 预期 次 数 是 
多 少 ? 

11. 假设 我 们 折 一 个 骨 子 直到 出 现 6 点 或 者 已 经 掷 了 10 次 为 止 ， 我 们 撕 角 子 的 预期 次 数 是 多 少 ? 

12. 假设 掷 一 个 从 子 直到 出 现 6 点 为 止 。 
a) 我 们 掷 次 规 子 的 概率 是 多 少 ? 
b) 我 们 掷 货 子 的 预期 次 数 是 多 少 ? 

13. 假设 我 们 掷 一 对 货 子 直到 其 点 数 之 和 是 7 为 止 。 我 们 掷 仙 子 的 预期 次 数 是 多 少 ? 

14. 证 明 : 具有 带 参 数 p(0 二 p 三 1) 的 几何 分 布 的 随机 变量 的 概率 之 和 等 于 1。 

15. 证 明 : 如 果 随 机 变量 X 有 带 参数 p 的 几何 分 布 ， 且 7 是 正 整 数 ， 那 么 p(X 宇 站 = 二 (1 一 p) 让 '。 

16. 设 X 和 YY 是 当 掷 两 个 硬币 时 计数 出 现 头 像 在 上 和 头像 在 下 次 数 的 随机 变量 。 证 明 X 和 了 不 是 独 
立 的 。 

17. 如 果 1000 位 的 整数 是 素数 的 概率 近似 是 1/2302， 估 计 需 要 随机 选择 1000 位 整数 以 找到 一 个 素数 所 
需要 的 预期 次 数 。 

18. 设 X 和 立 是 随机 变量 ， 并 且 对 于 样本 空间 S 的 所 有 点 ，X 和 了 是 非 负 的 。 设 Z 是 如 下 定义 的 随机 变 
量 : 对 所 有 的 元 素 ;SE S，Z(s) 一 max(X()，Y(s))。 证 明 E(Z)<E(X) 十 E(Y)。 

19. 撕 两 个 骨 子 ， 设 X 是 出 现在 第 一 个 股子 上 的 点 数 ，Y 是 出 现在 两 个 货 子 上 的 点 数 之 和 。 证 明 E(CX)ECY7) 天 
ECXY) 。 


20. 证 明 : 如 果 Xi ，Xs，…，X, 为 相互 独立 的 随机 变量 , 则 E( TT X,) = TI ECx) 。 
条 件 期 望 ; 已 知 样本 空间 S 中 的 事件 A， 随 机 变量 X 的 条 件 期 望 E(CX|A)= >) rr. P(X=r|A)。 


rEX(CS) 


21. 毛 两 次 均匀 山子 出 现 的 数字 之 和 至 少 为 9 的 期 望 值 为 多 少 ? 即 EC(X|A) 为 多 少 ? 其 中 X 为 掷 两 次 正 


常山 子 出 现 的 数字 之 和 ，A 是 事件 X 之 9。 
全 期 望 定理 : 如 果 样 本 空间 S 是 由 互 斥 事件 集合 S; ，S;，…，S, 的 并 集 组 成 ，X 是 一 个 随机 变量 ， 


则 ECX) = 2)E(X|S,)P(S,) 。 

22. 证 明 全 期 望 定理 。 

23. 使 用 全 期 望 定理 计算 养殖 一 头 海象 的 平均 重量 。 已 知 12% 的 海象 是 雄性 的 ， 其 他 为 肉 性 的 ， 一头 雄 
性 海象 的 期 望 重量 是 4200 磅 ， 而 一 头 肉 性 海象 的 期 望 重量 是 1100 磅 。 

24. 设 A 是 事件 ，Is 是 A 的 指示 器 随机 变量 ， 如 果 A 出 现 ， 则 I 等 于 1， 否 则 为 0。 证 明 A 的 指示 器 随 
机 变量 的 期 望 等 于 A 的 概率 ， 即 ECTA) 一 如 CA) 。 

25. 一 个 系列 (run) 是 在 一 个 伯 努 利 试验 序列 中 的 极 大 的 成 功 序列 。 例 如 ， 在 序列 S,，S, S, F, S, 5S, 
F,，F，S 中 ， 其 中 S 代表 成 功 ， 下 代表 失败 ， 这 里 存在 3 个 系列 ， 分 别 由 3 个 成 功 、2 个 成 功 、1 个 


a 


26. 


27. 
28. 
29. 


30. 
31. 


32. 
33. 


< 34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


* 40. 


x* 41. 


成 功 组 成 。 设 RR 是 n 次 独立 伯 努 利 试验 的 序列 集合 上 的 随机 变量 , 它 计 数 了 在 这 个 序列 中 的 系列 的 
个 数 。 求 EGR)。[ 提 示 : 证 明 R= > ， 如 果 一 个 系列 在 第 7 次 伯 努 利 试 验 开始 ， 则 五 =1， 和 否则 


为 0。 找到 EC ) ， 然 后 求 ECL)， 其 中 1<j 过 nn.] 
设 XCs) 是 随机 变量 ， 对 所 有 sE S，X(s) 是 非 负 整数 ， 且 A, 是 满足 X(5) 之 k 的 事件 。 证 明 


E(X) = 2D) pA) 


当 一 个 均匀 的 硬币 被 搓 10 次 时 ， 头像 在 上 次 时 的 方差 是 什么 ? 

当 一 个 均匀 的 货 子 被 搓 10 次 时 ， 出 现 6 点 的 次 数 的 方差 是 什么 ? 

设 X, 是 撕 个 硬币 时 计数 头像 在 下 次 数 和 头像 在 上 次 数 之 差 的 随机 变量 。 

a)X。 的 期 望 值 是 什么 ? b)X, 的 方差 是 什么 ? 

证 明 如 果 X 和 站 是 独立 随机 变量 ， 则 V(XZ) 王 EC(X)2V(Y) 十 E(Y)2VCX) 十 VCX)VCY) 。 

设 A(X)==E(|X 一 E(X) |)， 是 和 偏差 绝对 值 的 期 望 ，X 是 随机 变量 。 证 明 A(X 十 Y)= 二 AC(X) 十 A(Y) 

成 立 或 不 成 立 ， 对 于 所 有 随机 变量 X 和 了 。 

提供 一 个 例子 说 明 当 两 个 随机 变量 不 独立 时 ， 它 们 的 和 的 方差 不 一 定 等 于 它们 的 方差 之 和 。 

设 X 、Xs 是 独立 的 伯 努 利 试验 ， 它 们 的 概率 均 为 1/2， 且 Xs: 一 (Xi 十 Xz)mod2。 

a) 证 明 Xis X; 和 Xs3 是 两 两 独立 的 ， 但 X3 与 Xi 十 XX 不 是 独立 的 。 

b) 证 明 VCXi 十 Xs 十 XX )= 二 VCX1) 二 V(X) 十 V(X;)。 

中 解释 为 什么 定理 7 不 能 用 数学 归纳 法 证 明 ， 考 虑 随机 变量 X 、X: 和 Xs 。 

证 明定 理 7 的 一 般 情 况 。 即 证 明 : 如 果 X;，X,，…，X, 是 样本 空间 S 上 两 两 独立 的 随机 变量 ， 其 

中 对 是 正 整数 ， 那 么 V(X 十 十 … 十 X) 一 VCX ) 十 VCX ) 十 … 十 VCX。)。[ 提 示 : 对 定理 7 中 两 个 

随机 变量 的 情况 进行 推广 。 注意: 利用 数学 归纳 法 的 证 明 是 无 效 的 ， 见 练习 33。] 

使 用 切 比 雪夫 不 等 式 找 出 一 个 均匀 的 硬币 被 搓 z 次 时 ， 出 现 头像 在 下 的 次 数 与 平均 值 的 偏差 超过 5 Vn 

的 概率 的 上 界 。 

掷 一 个 不 均匀 的 硬币 ， 其 中 出 现 头像 的 概率 等 于 0.6。 使 用 切 比 雪夫 不 等 式 找 出 掷 这 个 硬币 浆 次 时 ， 

出 现 头像 在 下 的 次 数 与 平均 值 的 偏差 超过 ” 的 概率 的 上 界 。 

设 卫 为 样本 空间 S 上 的 随机 变量 ,， 且 对 于 所 有 的 sE S，X(s) 宇 0。 证 明 对 每 个 正 实数 a，p(X(s) 宇 

Qq) 三 E(X)/a。 这 个 不 等 式 岂 做 马尔 可 夫 不 等 式 。 

假设 一 个 灌 装 厂 一 天 灌 装 苏打 饮料 的 听 数 是 一 个 随机 变量 。 它 的 期 望 值 是 10 000， 方差 是 1000。 

a) 使 用 马尔 可 夫 不 等 式 (练习 37) 得 到 该 厂 在 某 一 天 灌 装 听 数 超过 11 000 的 概率 的 上 界 。 

b) 使 用 切 比 雪夫 不 等 式 得 到 该 厂 在 某 一 天 灌 装 听 数 在 9000 一 11 000 之 间 的 概率 的 下 界 。 

假设 一 个 回收 中 心 一 天 回收 的 镀 头 盒 数 是 一 个 随机 变量 ， 它 的 期 望 值 是 50 000， 方 差 是 2500 。 

a) 使 用 马尔 可 夫 不 等 式 ( 练 习 37) 得 到 该 中 心 在 某 一 天 回收 铅 头 盒 数 超过 55 000 的 概率 的 上 界 。 

b) 使 用 切 比 雪夫 不 等 式 提 供 该 中 心 在 某 一 天 回收 的 馈 头 盒 数 在 40 000 一 60 000 的 概率 的 下 界 。 

设 工 是 nn 个 不 同 整 数 的 表 中 第 i 个 数 的 概率 为 i/[n(n 十 1)]。 通 过 线性 搜索 算法 找到 工 或 者 确定 工 不 

在 表 中 ， 求 该 算法 使 用 的 平均 比较 次 数 。 

在 这 个 练习 中 我 们 要 导出 对 一 个 变种 的 冒 泡 排序 算法 的 平均 情形 下 复杂 度 的 估计 。 这 个 算法 一 旦 做 

了 一 次 没有 交换 的 扫描 就 结束 。 设 {a: ，as;，…，a,) 是 nn 个 不 同 整数 的 集合 ，a1 二 a 二 … 二 a,，X 是 

该 集合 的 排列 的 集合 上 的 随机 变量 ， 且 XCP) 等 于 通过 这 个 冒 泡 排序 将 排列 已 中 的 整数 排 成 递增 顺序 

时 所 用 的 比较 次 数 。 

a) 在 输入 对 这 些 整数 的 n! 个 排列 都 是 等 可 能 的 假设 下 ,证明 这 个 冒 泡 排序 用 到 的 平均 比较 次 数 等 于 
4 

b) 使 用 3. 3 节 例 5 证明 EC(X) 过 n(n 一 1)/2。 

ec) 证 明 这 个 排序 对 输入 中 每 两 个 整数 的 逆序 至 少 做 一 次 比较 。 

gd) 设 I(P) 是 随机 变量 ， 它 等 于 排列 已 中 的 逆序 数 。 证 明 E(X) 宇 E(D)。 

e) 设 厂 * 是 随机 变量 ， 如 果 在 排列 也 中 心 在 oj 前 面 ， Lj,《P) 二 1， 否则 工 .二 0。 证 明 


I(P)= >) > ) Llp) 


k j<k 


416 第 7 章 





人 证明 EC(D = 》) >) 已 (Te)。 

g) 证 明 E(L) 二 1/2。[ 提 示 : 证 明王 (To 一 在 排列 P 中 a 出 现在 a; 前 面 的 概率 。 然 后 证 明 在 一 个 
排列 中 CA 出 现在 Qi 前 面 和 a; 出 现在 Qk 前 面 是 等 可 能 的 。] 

有 ;使 用 (f 和 (g) 证 明 下 (TD 一 2(Cz 一 1)/4。 

让 从 a)、b) 和 了 h) 得 出 排序 n 个 整数 使 用 的 平均 比较 次 数 是 8@(n?) 的 结论 。 

* 42. 在 这 个 练习 中 我 们 找 在 5. 4 节 练 习 50 的 导言 中 描述 的 快速 排序 算法 的 平均 情形 下 的 复杂 度 ， 这 里 假 

设 在 排列 的 集合 上 是 平均 分 布 的 。 

a) 设 X 是 快速 排序 算法 对 ”个 不 同 整数 的 表 排 序 用 的 比较 次 数 。 证 明快 速 排序 算法 使 用 的 平均 比较 
次 数 是 E(X)( 这 里 的 样本 空间 是 个 整数 的 所 有 n! 个 排列 的 集合 ) 。 

b) 设 石 * 表 示 随 机 变量 ， 如 果 初 始 表 的 第 j 个 最 小 元 素 和 第 & 个 最 小 的 元 素 在 快速 排序 算法 排序 这 个 
表 时 曾经 被 比较 过 ， 则 它 等 于 1， 和 否则 为 0。 证 明和 = 》) 了 LD. 。 


k=2 j=]1 


中 证 明 ECX) 二 》\ 3\ p( 第 j 个 最 小 元 素 和 第 个 最 小 元 素 被 比较 过 的 概率 )。 


k=2 j=1 


qd) 证 明 p( 第 j 个 最 小 元 素 和 第 & 个 最 小 元 素 被 比较 过 的 概率 ) 等 于 2/(& 一 7 十 1)， 其 中 二 j。 
e®) 使 用 中 和 由 证 明 ECX)=2Gn+D( 3) 1/i) 一 2 一 D。 


D 从 e 和 》)1/j = lnn 十 7 的 事实 证 明快 速 排序 算法 的 平均 比较 次 数 是 8Cnlog n)。 这 里 的 y 一 0. 577 
21… 是 欧 拉 常数 。 

x 43. 所 谓 固定 元 素 就 是 排序 后 仍旧 保持 在 原来 位 置 上 的 元 素 。 在 随机 选择 的 = 个 元 素 的 排列 中 ， 固 定 元 
素 个 数 的 方差 是 什么 ? [提示 : 设 和 表示 一 个 随机 排列 中 的 固定 元 素 个 数 。 写 出 六 二 Xi 十 Xz 十 … 十 
X, ， 如 果 这 个 排列 固定 第 ;个 元 素 ， 则 X; 二 1， 和 否则 为 0。] 

两 个 随机 变量 X 和 了 在 样本 空间 S 上 的 协 方差 记 作 Cov(X，Y)， 定 义 为 随机 变量 (X 一 ECX))(Y 一 ECY)) 的 
期 望 值 ， 即 CovC(X， 妈 一 ECCX 一 ECXD)CY 一 ECZ)))。 

44. 证 明 Cov(X，Y) 二 E(XYD) 一 E(X)E(Y)， 并 使 用 这 一 结果 证 明 ， 如 果 X 和 了 是 独立 的 随机 变量 则 
Cov(X, Y)=0。 

45. 证 明 VCX+Y)=V(X) 十 V(Y) 十 2Cov(X, Y)。 

46. 如 果 久 和 YY 是 具有 (i, 门 ) 二 2i 和 Y((i, 门 )=i 十 j 的 随机 变量 ， 其 中 i 和 j 是 毛 两 个 均匀 的 山子 
时 出 现在 第 一 和 第 二 个 山子 上 的 点 数 ， 求 Cov(X 十 Y)。 

47.m 个 球 被 均匀 地 随机 分 到 个 箱子 里 ， 使 第 一 个 箱子 空 的 概率 是 多 少 ? 

48. m 个 球 被 均匀 地 随机 分 到 nn 个 箱子 里 ， 预 期 落 和 人 第 一 个 箱子 的 球 数 是 多 少 ? 

49.m 个 球 被 均匀 地 随机 分 到 个 箱子 里 ， 预 期 空 箱子 数 是 多 少 ? 


关键 术语 和 结论 

术语 

样本 空间 (sample space) : 一 个 试验 可 能 结果 的 集合 。 

事件 (event) : 一 个 试验 样本 空间 的 子 集 。 

事件 的 概率 ( 拉 普 拉 斯 定义 ，Laplace”’s definition) : 该 事件 成 功 的 结果 次 数 除 以 可 能 结果 的 总 


次 数 。 
概率 分 布 (probability distribution) : 取 自 样本 空间 所 有 结果 的 集合 上 的 一 个 函数 p， 它 对 ;一 1， 


和 sy n 满足 0<p(z;)<1 及 Bp) 二 1， 其 中 Ti 是 可 能 的 结果 。 


事件 瑟 的 概率 (probability of an event E): E 中 结果 的 概率 之 和 。 
P(E|F) (给 定 条 件 下 下 的 条 件 概 率 ，conditional probability of E given F): p(ENF)/p(F)。 
独立 事件 (independent event) : 使 得 pC(ENMF)==p(E)p(F) 成 立 的 事件 EE 和 下 。 
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两 两 独立 事件 (pairwise independent event): 对 于 事件 E ，E,，…，E,， 对 于 所 有 整数 对 i 和 
j，1 二 i 过 二 n 都 有 P(E 门 E;) 二 p(E;)(E,;) 成 立 。 

相互 独立 事件 (mutually independent event) ， 对 于 事件 巨 ，E,，…，E,， 对于， j= 二 1,，2, …， 
m 都 是 整数 ，1<i 过 记过 … 过 人 n 和 mr 宇 2,， 都 有 p(E; 站 EE 门 … 败 E.)=p(E,)p(E,)… 
p(E, ) 成 立 。 

随机 变量 (random variable) : 一 个 函数 ， 它 对 一 个 试验 的 每 次 结果 赋 一 个 实数 值 。 

随机 变量 X 的 分 布 (Cdistribution of a random variable X): 对 (Cr，zb(X=r)) 的 集合 ， 这 
里 rE X(S)。 

均匀 分 布 (uniform distribution) : 对 一 个 有 穷 集 元 素 的 等 概率 赋值 。 

随机 变量 的 期 望 值 (expected value of a random variable) : 一 个 随机 变量 的 加 权 平 均 ， 用 结果 的 


概率 加 权 的 随机 变量 的 值 ， 即 ECX) 王 》)p(5)DX(s) 。 


几何 分 布 (geometric distribution) ， 一 个 随机 变量 X 的 分 布 ， 且 对 某 个 p， 使 得 对 =1，2，… 
有 p(X=k)=(1—p)* pp。 

独立 随机 变量 (independent random variable) : 随机 变量 X 和 YY 使 得 对 于 所 有 的 实数 rr 和;， 
有 p(X=ri 且 Y=r)=p(X=n)p(Y=r2), 

随机 变量 的 方差 (variance of a random variable X) : 随机 变量 的 值 与 它 的 期 望 值 之 差 平 方 的 加 权 


平均 ， 其 中 的 权 由 结果 的 概率 给 定 ， 即 VCX) = 》) (XG(s) 一 E(X))?p(s)。 


s€S 


随机 变量 的 标准 差 (standard deviation of a random variable X): 随机 变量 X 的 方差 的 平均 根 ， 
即 o(X)= VVOX) 。 

伯 努 利 试验 (Bernoulli trial) : 一 个 具有 两 种 可 能 结果 的 试验 。 

概率 (蒙特 卡 罗 ) 算 法 (probabilistic (or Monte Carlo) algorithm); 做 一 步 或 多 步 随 机 选择 的 
算法 。 

概率 方法 (probabilistic method) : 证 明 与 集合 中 具有 给 定性 质 个 体 的 有 关 结 果 的 一 种 证 明 技 巧 ， 
它 通过 对 个 体 指派 概率 ， 然 后 证 明 有 着 这 种 性 质 的 个 体 的 概率 是 正 数 。 


结论 
当 执 行 n 次 独立 的 伯 努 利 试验 时 ,次 成 功 的 概率 等 于 Cln，k)p*q”"“， 其 中 pp 是 成 功 的 概 
率 且 g= 二 1 一 p 是 失败 的 概率 。 
贝 叶 斯 定理 (Bayes’ theorem): 如 果 玉 和 下 是 样本 空间 S 中 的 事件 ， 且 p(E) 了 关 0，p(F) 关 
0， 则 
pl(E|F)p(F) 
p(E|F)p(F) 十 p(E|F)p(F) 


EC(X)= 为) p(X = 7 


r€EX(S) 


期 望 的 线性 性 质 (linearity of expectations) : 如 果 X ，X ，…，X, 是 随机 变量 ， 则 EC(X, 十 Xs 十 … 十 
X,) 一 局 (X) 十 五 (X2 ) 十 十 五 (和 ) 。 
如 果 X 和 了 是 独立 的 随机 变量 ， 则 EC(XYD==E(X)E(Y)。 

比 安 内 梅 公式 (Bienaymé”s formula) ， 如果 入，X,，…，X, 是 独立 的 随机 变量 ， 则 VCX 十 和 十 … 十 
X) 一 VCX) 十 VCX) 十 … 十 V(X。) 。 

切 比 雪夫 不 等 式 (Chebyshev’s inequality) : p(|X(s) 一 E(X) | 宇 r) 过 V(X)/rr， 其 中 X 是 具有 
概率 函数 的 随机 变量 , r 是 一 个 正 实数 。 


复习 题 
1. a) 当 所 有 的 结果 是 等 可 能 时 ， 定 义 一 个 事件 的 概率 。 


pF|E)= 


15. 
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b) 在 买 彩票 时 从 前 50 个 正 整 数 中 选择 6 个 不 同 的 中 奖 数 ， 那 么 买 一 张 彩票 选 对 6 个 中 奖 整 数 的 概率 是 
多 少 ? 


. a) 一 个 有 限 样本 空间 对 结果 所 赋 的 概率 应 该 满足 什么 条 件 ? 


b) 如 果 头 像 出 现 的 次 数 是 非 头 像 的 3 倍 ， 那 么 赋 给 头像 和 非 头 像 结 果 的 概率 应 该 是 多 少 ? 


. 2) 定义 给 定 事件 F 下 事件 E 的 条 件 概率 。 


b) 假 设 瑟 是 搁 从 子 时 出 现 偶数 点 的 事件 ， 正 是 掷 如 子 时 出 现 1、2 或 3 点 的 事件 ， 那么 给 定 玉 下 下 的 
概率 是 什么 ? 


， a) 什 么 时 候 两 个 事件 下 和正 是 独立 的 ? 


b) 假 设 王 是 掷 一 个 均匀 的 山子 时 出 现 偶数 点 的 事件 ， 正 是 出 现 5 点 或 6 点 的 事件 ,那么 正和 下 是 否 独 
立 ? 


. a) 什 么 是 随机 变量 ? 


b) 设 X 是 随机 变量 ， 它 对 掷 两 个 货 子 的 事件 所 赋 的 值 是 两 个 鹏 子 上 较 大 的 点 数 。 这 个 随机 变量 的 赋值 
是 什么 ? 


. a) 定 义 随机 变量 X 的 期 望 值 。 


b) 设 X 是 随机 变量 ， 它 对 掷 两 个 货 子 的 事件 所 赋 的 值 是 两 个 明 子 上 较 大 的 点 数 。 那 么 随机 变量 X 的 
期 望 值 是 什么 ? 


. 3) 解释 怎样 把 具有 有 限 多 个 可 能 输入 的 算法 在 平均 情形 下 的 计算 复杂 度 转变 成 期 望 值 。 


b) 如 果 要 寻找 的 元 素 在 表 中 的 概率 是 1/3， 并 且 这 个 元 素 是 表 中 个 元 素 之 一 的 可 能 性 是 相等 的 ， 那 
么 线性 搜索 算法 在 平均 情形 下 的 计算 复杂 度 是 什么 ? 


. a) 伯 努 利 试验 的 含义 是 什么 ? 


疏 在 nn 次 独立 的 伯 努 利 试验 中 次 成 功 的 概率 是 多 少 ? 
c) 在 对 次 独立 的 伯 努 利 试验 中 成 功 次 数 的 期 望 值 是 什么 ? 


. 3) 什么 是 随机 变量 的 期 望 的 线性 性 质 ? 


b) 当 一 个 帽子 寄存 人 随机 发 回 帽 子 时 ， 怎 样 使 用 期 望 的 线形 性 质 帮 助 我 们 找到 能 够 收 到 自己 帽子 的 预 
期 人 数 ? 


. a) 如 果 能 够 接受 一 个 小 概率 的 错误 时 ， 怎 样 使 用 概率 求解 一 个 判定 问题 ? 


b) 如 果 愿 意 接受 一 个 小 概率 的 出 错时 ， 我 们 怎样 快速 确定 一 个 正 整 数 是 否 为 素数 ? 


. 氢 述 贝 叶 斯 定理 ， 并 利用 该 定理 求 pCF|E),， 其 中 p(E|F)==1/3, p(E|F)==1/4,，p(F) 二 2/3, 其 


中 正和 下 是 样本 空间 S 中 的 事件 。 


. a) 一 个 随机 变量 具有 概率 p 的 几何 分 布 是 什么 意思 ? 


b) 具 有 概率 p 的 几何 分 布 的 平均 值 是 什么 ? 


. a) 什 么 是 随机 变量 的 方差 ? 


b) 具 有 成 功 概率 为 p 的 伯 努 利 试验 的 方差 是 什么 ? 


. 2) 什 么 是 个 独立 随机 变量 的 和 的 方差 ? 


b) 设 每 次 试验 的 成 功 概率 为 p， 当 执行 4 次 独立 的 伯 努 利 试验 时 ， 成 功 次 数 的 方差 是 什么 
当 一 个 随机 变量 与 它 的 平均 值 的 偏差 超过 一 个 指定 量 的 概率 时 ， 切 比 雪夫 不 等 式 告诉 我 们 什么 结果 ? 


补充 练习 


1. 
2. 


从 1 到 40( 含 1 和 40 在 内 ) 选 出 6 个 连续 的 数 作为 彩票 中 奖 号 码 的 概率 是 多 少 ? 

超级 百 万 彩票 的 玩家 从 1 到 56 选择 5 个 不 同 的 数字 ， 还 有 一 个 从 1 到 46 的 第 6 个 整数 ， 可 以 与 前 5 
个 中 的 一 个 重复 。 当 前 5 个 数字 和 第 6 个 数字 与 中 奖 号 码 匹配 时 ， 则 玩家 就 中 大 奖 。 

a) 计 算 玩 家 中 大 奖 的 概率 。 

b) 当 匹配 前 5 个 数字 而 与 第 6 个 数字 不 匹配 时 ， 可 赢得 250 00 美元 ， 计 算 中 这 个 奖 的 概率 。 

ec) 当 匹配 前 5 个 数字 中 的 3 个 而 与 第 6 个 数字 不 匹配 ,或 者 匹配 前 5 个 数字 中 的 2 个 而 与 第 6 个 数字 
也 匹配 时 ， 可 赢得 150 美元 ， 计 算 中 这 个 奖 的 概率 。 

d) 计 算 玩家 在 匹配 前 5 个 数字 或 者 最 后 一 个 数字 的 3 个 数字 则 算 中 奖 ， 计 算 中 这 个 奖 的 概率 。 


. 强力 球 彩票 的 玩家 从 1 到 59 选择 5 个 不 同 的 数字 ， 还 有 一 个 从 1 到 39 的 第 6 个 整数 ， 可 以 与 前 5 个 
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中 的 一 个 重复 。 当 前 5 个 数字 和 第 6 个 数字 与 中 奖 号 码 匹 配 时 ， 玩 家 就 中 大 奖 。 

a) 计 算 玩 家 中 大 奖 的 概率 。 

b) 当 匹配 前 5 个 数字 而 与 第 6 个 数字 不 匹配 时 ， 可 赢得 20 000 美元 ,计算 中 这 个 奖 的 概率 。 

c) 当 匹配 前 5 个 数字 中 的 3 个 而 与 第 6 个 数字 也 匹配 ， 或 者 匹配 前 5 个 数字 中 的 4 个 而 与 第 6 个 数字 
不 匹配 时 ， 可 赢得 100 美元 ， 计 算 中 这 个 奖 的 概率 。 

d) 计 算 玩 家 在 匹配 前 5 个 数字 或 者 最 后 一 个 数字 的 3 个 数字 ， 则 算 中 奖 ， 计 算 中 这 个 奖 的 概率 。 


4. 一 手 13 张 牌 不 包含 对 的 概率 是 多 少 ? 
5. 求 下 述 各 种 情况 下 的 概率 。 选 一 手 13 张 桥牌 包含 


12. 


13. 


14. 
* 15; 
16. 


了 了。 


18. 
19. 


a) 全 部 13 张 红 心 。 b) 同 种 花色 的 13 张 牌 。 

ec)7 张 黑 桃 和 6 张 梅 花 。 d) 一 种 花色 的 7 张 牌 和 另 一 种 花色 的 6 张 牌 。 
e)4 张 方块 、6 张 红 心 、2 张 黑 桃 和 1 张 梅 花 。 

人 一 种 花色 的 4 张 牌 ， 第 二 种 花色 的 6 张 牌 ， 第 三 种 花色 的 2 张 牌 ， 第 四 种 花色 的 1 张 牌 。 


. 求 下 述 各 种 情况 下 的 概率 。 选 7 张 扑 克 牌 包含 


a)2 类 ， 其 中 一 类 4 张 ， 第 二 类 3 张 。 b)3 类 ， 其 中 一 类 3 张 ， 另 外 两 类 每 类 各 2 张 。 
c)4 类， 其 中 三 类 每 类 各 2 张 ， 第 四 类 1 张 。 d)5 类 ， 其 中 两 类 每 类 2 张 ， 另 三 类 每 类 3 张 。 
e)7 类 不 同 的 牌 。 人 一 个 7 张 牌 的 同 花 。 

g) 一 个 7 张 牌 的 顺 子 。 hb) 一 个 7 张 牌 的 同花顺 子 。 


一 个 八 面体 锅 子 有 8 个 面 ， 面 上 的 数字 为 1 到 8。 


. a) 当 掷 一 个 均匀 的 八 面体 仍 子 时 ， 出 现 数字 的 期 望 值 是 什么 ? 


b) 当 掷 一 个 均匀 的 八 面体 公 子 时 ， 出 现 数字 的 方差 是 什么 ? 
一 个 十 二 面体 山子 有 12 个 面 ， 面 上 的 数字 为 1 到 12。 


. a) 当 掷 一 个 均匀 的 十 二 面体 仍 子 时 ， 出 现 数字 的 期 望 值 是 什么 ? 


b) 当 掷 一 个 均匀 的 十 二 面体 骨 子 时 ， 出 现 数字 的 方差 是 什么 ? 


: 假设 搓 一 对 均匀 的 八 面体 仍 子 。 


a) 出 现 数字 之 和 的 期 望 值 是 什么 ? b) 出 现 数字 之 和 的 方差 是 什么 ? 
. 假设 掷 一 对 均匀 的 十 二 面体 仍 子 。 

a) 出 现 数字 之 和 的 期 望 值 是 什么 ? b) 出 现 数字 之 和 的 方差 是 什么 ? 
. 假设 一 个 均匀 的 标准 骨 子 ( 立 方 体 ) 和 一 个 均匀 的 八 面体 骨 子 一 起 掷 。 

a) 出 现 数字 之 和 的 期 望 值 是 什么 ? b) 出 现 数字 之 和 的 方差 是 什么 ? 
假设 一 个 均匀 的 八 面体 蜗 子 和 一 个 均匀 的 十 二 面体 货 子 一 起 掷 。 

a) 出 现 数字 之 和 的 期 望 值 是 什么 ? b) 出 现 数字 之 和 的 方差 是 什么 ? 


假设 n(n 宇 3) 个 人 玩 “ 单 人 出 局 ”的 游戏 确定 下 一 次 谁 买 饮料 ，n 个 人 同时 掷 均 匀 的 硬币 ， 每 人 一 个 。 
如 果 除 了 一 个 以 外 其 余 所 有 硬币 的 结果 都 相同 ， 那 么 这 个 掷 出 不 同 结果 的 人 将 买 饮料 。 否 则 ， 这 些 
人 再 次 掷 硬 币 ， 直 到 出 现 一 个 硬币 与 其 他 所 有 的 硬币 结果 不 同 为 止 。 
a) 仅 仅 掷 一 次 硬币 ， 这 个 人 就 能 确定 下 来 的 概率 是 多 少 ? 
b) 第 大 次 掷 硬币 时 ， 这 个 人 确定 下 来 的 概率 是 多 少 ? 
ce) 从 交 个 人 中 确定 这 个 人 预期 需要 掷 多 少 次 硬币 ? 
设 广 和 q 是 素数 且 n 二 pq。 随 机 选择 小 于 nn 的 正 整数 不 被 bp 或 g 整除 的 概率 是 多 少 ? 
设 加 入 是正 整数 。 随 机 选择 小 于 mn 的 正 整 数 不 被 m 或 n 整除 的 概率 是 多 少 ? 
设 巨 ，E;，…，E; 是 n 个 事件 满足 p(E;) 二 0, i==1, 2,， ,nn。 证 明 
p (ENENMN: NE)=p(E)p(E; |E)p(E; | EMNE,)*p(E, |EiNE; NNE,-) 
在 盒子 里 有 3 张 卡片 ， 一 张 卡片 的 两 面 是 黑色 的 ， 一 张 卡片 的 两 面 是 红色 的 ， 第 三 张 卡片 的 一 面 是 
黑色 的 , 一面 是 红色 的 。 我 们 随机 取 一 张 卡片 并 且 只 看 它 的 一 个 面 。 
a) 如果 这 个 面 是 黑色 的 ， 另 一 个 面 也 是 黑色 的 概率 是 多 少 ? 
b) 另 一 个 面 与 我 们 看 到 的 面 是 同色 的 概率 是 多 少 ? 
当 一 个 均匀 的 硬币 被 挪 n 次 时 ， 头像 向 上 和 头像 向 下 出 现 的 次 数 相 等 的 概率 是 多 少 ? 
一 个 随机 选择 的 10 位 二 进 制 串 出 现 回 文 的 概率 是 多 少 ? 
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20. 一 个 随机 选择 的 11 位 二 进 制 串 出 现 回 文 的 概率 是 多 少 ? . 
21. 考虑 下 面 的 游戏 。 一 个 人 重复 撞 一 个 硬币 直到 头像 在 上 。 如 果 在 掷 第 z 次 时 第 一 次 出 现 头像 在 上 ， 

他 就 得 到 2" 美元 。 

a) 设 X 是 等 于 这 个 人 所 赢得 钱 数 的 随机 变量 。 证 明 X 的 期 望 值 不 存在 ( 即 它 是 无 限 的 )。 “证 明 一 个 人 
应 该 心甘情愿 地 赌 任意 多 的 钱 来 玩 这 个 游戏 (这 就 叫做 圣 。 匹 茨 堡 悖 论 ) 。 你 觉得 为 什么 它 叫 做 
悖 论 ? 

b) 假 设 如 果 掷 第 8 次 之 前 出 现 第 一 个 头像 在 上 ， 这 个 人 就 接受 2" 美元 的 回报 ， 如 果 在 掷 第 8 次 或 者 
第 8 次 之 后 出 现 头像 ， 则 接受 2* 二 256 美元 。 这 个 人 所 赢 钱 数 的 期 望 值 是 什么 ? 为 了 玩 这 个 游戏 ， 
一 个 人 应 该 心甘情愿 付 多 少 钱 ? 

22. 设 将 n 个 球 抛 进 5 个 箱子 使 得 每 个 球 等 可 能 地 落 入 任何 箱子 并 且 这 些 抛 放 是 独立 的 。 

a) 找 出 一 个 特定 的 球 落 入 一 个 特定 箱子 的 概率 。 

b) 落 入 一 个 特定 箱子 的 球 的 预期 数目 是 多 少 ? 

c) 直 到 一 个 特定 的 箱子 包含 一 个 球 为 止 ， 预 期 需要 投 多 少 个 球 ? 

* d) 直 到 所 有 的 箱子 都 包含 一 个 球 为 止 ， 预 期 需要 抛 多 少 个 球 ? [提示 : 设 X; 表示 一 旦 i 一 1 个 箱子 包 
含 一 个 球 ， 第 ;个 箱子 落 入 一 个 球 所 需要 抛掷 的 球 数 。 求 E(X;) 并 且 使 用 期 望 的 线性 性 质 ,] 

23. 设 A 和 B 是 具有 概率 p(A)==3/4，p(B)==1/3 的 事件 。 

2) 最 大 的 p(AN 门 B) 可 能 是 多 少 ? 它 最 小 可 能 是 多 少 ? 举例 说 明 这 两 种 极端 情况 对 于 pCA 门 B) 都 是 可 
能 的 。 

b) 最 大 的 p(AUB) 可 能 是 多 少 ? 它 最 小 可 能 是 多 少 ? 举例 说 明 这 两 种 极端 情况 对 于 pC(AUB) 都 是 可 
能 的 。 

24. 设 A 和 B 是 具有 概率 p(A)=2/3，p(B) 二 1/2 的 事件 。 
a) 最 大 的 p(tAN 门 B) 可 能 是 多 少 ? 它 最 小 可 能 是 多 少 ? 举例 说 明 这 两 种 极端 情况 对 于 p(AN 门 B) 都 是 可 


能 的 。 
b) 最 大 的 p(AUB) 可 能 是 多 少 ? 它 最 小 可 能 是 多 少 ? 举例 说 明 这 两 种 极端 情况 对 于 p(AU B) 都 是 可 
能 的 。 
25. 我 们 说 事件 E ，Es，…，E, 是 相互 独立 的 ， 如果 p(E 1E;, 站 … 败 E, )=p(E: )p(E,)*…p(E)， 
其 中 辟 是 整数 ，j 二 1，2，…，m， 满足 1&ii<is<…<in<n 且 m 之 2。 


a) 写 出 三 个 事件 EF 、E; 、Es 相互 独立 所 要 求 的 条 件 。 

b) 令 El 、E 和 E; 分 别 是 掷 硬 币 第 1 次 出 现 正面 、 第 2 次 不 出 现 正 面 和 第 3 次 不 出 现 正面 的 事件 。 
当 一 个 均匀 的 硬币 被 搓 3 次 时 ，E, 、E, 和 Es 相互 独立 吗 ? 

c) 令 已、E 和 Es 分 别 是 掷 硬 币 第 1 次 出 现 正面 、 第 3 次 出 现 正面 和 出 现 偶数 个 正面 的 事件 。 当 一 
个 均匀 的 硬币 被 挪 3 次 时 ，E, 、E 和 Es 相互 独立 吗 ? 

g) 当 一 对 儿 和 硬币 抛掷 3 次 时 ， 设 EL 、E, 和 屯 ; 分 别 是 掷 硬 币 第 1 次 出 现 正面 、 第 3 次 出 现 正面 ， 以 
及 恰好 有 一 个 第 1 次 和 有 一 个 第 3 次 出 现 正 面 的 事件 。E, 、E。 和 Es 是 两 两 独立 的 吗 ? 它们 是 相互 
独立 的 吗 ? 

e) 为 证 明 nn 个 事件 是 相互 独立 的 ， 必 须 检 查 多 少 个 条 件 ? 

26. 设 A 和 B 是 样本 空间 S 中 的 事件 ， 且 pC(4A) 隆 0，p(B) 关 0。 证 明 :; 如 果 p(B|A) 二 p(B),， 则 pC(A1B) 一 

力 (A) 。 

练习 27 是 关于 两 个 孩子 问题 ， 由 马丁 .加 恩德 (Martin Garnder) 于 1959 在 《科学 美国 人 》 

(Scientific American) 他 的 数学 专栏 上 提出 的 。 这 个 问题 是 :“ 我 们 在 大 街 上 遇 到 了 史密斯 先生 ， 他 带 

着 一 个 小 孩 ， 他 介绍 说 是 他 的 儿子 。 和 他 还 说 自己 有 两 个 孩子 。 问 史密斯 先生 另外 一 个 小 孩 是 男孩 的 

概率 ?我们 将 证 明 ， 这 个 问题 是 不 明确 的 ， 会 导致 一 个 悖 论 ， 这 个 问题 会 有 两 个 合理 的 答案 ,我们 

将 说 明 如 何 使 之 更 明确 。 

* 27. a) 解 决 这 个 问题 有 两 种 方法 。 首 先 ， 考 虑 第 二 个 小 孩 的 性 别 概率 ， 其 次 通过 考虑 一 个 有 两 个 小 孩 的 
家 庭 小 孩 性 别 四 种 不 同 的 可 能 性 ， 确 定 一 个 不 同 的 概率 。 
b) 证 明 如 果 我 们 已 经 知道 史密斯 先生 随机 地 带 出 他 两 个 孩子 中 的 一 个 上 街 ， 那 么 这 个 问题 将 是 明确 。 
c) 这 个 问题 另 一 个 变化 的 版 本 是 “ 当 我 们 在 街 上 遇 到 史密斯 先生 ， 他 说 他 有 两 个 孩子 ， 至 少 有 一 个 是 
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28. 


29. 
30., 


31. 


32. 


33. 


34. 


35, 
* 36. 


儿子 ， 他 另 一 个 孩子 是 男孩 的 概率 是 多 少 ?” 解 答 这 个 问题 ， 并 说 明 这 个 问题 是 明确 的 。 
2010 年 ， 迷 题 设 计 者 加 里。 弗 西 (Gary FOshee) 提 出 了 一 个 问题 “史密斯 先生 有 两 上 孩子 ， 其 中 一 
个 是 儿子 ， 出 生 在 周二 ， 史 密斯 先生 有 两 个 儿子 的 概率 是 多 少 ?” 证 明 这 个 问题 有 两 个 不 同 的 管 案 ， 
答案 取决 于 史密斯 先生 是 否 因为 出 生 在 星期 二 特别 提 到 他 的 儿子 ,或 者 他 随机 地 选择 一 个 孩子 并 报 
出 他 的 性 别 和 出 生 在 周 几 。[ 对 于 第 一 种 可 能 性 ， 列 出 另 一 个 孩子 所 有 性 别 和 出 生 星 期 等 概率 的 可 能 
性 。 这 样 ， 首 先 考虑 了 大 一 点 的 孩子 是 出 生 在 周二 的 男孩 的 情况 ， 然 后 大 一 点 的 孩子 出 生 在 周二 不 
是 男孩 的 情况 。] 
设 X 是 样本 空间 S 上 的 随机 变量 。 证 明 V(aX 十 6) 二 a*V(X)， 其 中 a 和 8 是 实数 。 
用 切 比 雪夫 不 等 式 证 明 不 管 多 少 个 人 寄存 他 们 的 帽子 ， 当 帽子 寄存 人 随机 返回 帽子 时 有 多 于 10 个 人 
取 回 自己 帽子 的 概率 不 超过 1/100。[ 提 示 : 使 用 例 6 和 7.4 节 练习 43。] 
假设 至 少 一 个 事件 EE (j 二 1，2,，…，m) 保 证 出 现 ， 且 不 可 能 有 多 于 两 个 事件 出 现 。 证明: 如 果 对 
j 三 1，2,，*…，m 有 p(E;) 二 gq 且 对 1<j<km 有 Pp(E 门 Ei)=r， 那么 gq 宇 l1/m 且 r 寺 2/m。 
证 明 : 如 果 m 是 正 整 数 ， 那 么 当 执 行 每 次 成 功 概率 为 p 的 独立 伯 努 利 试验 时 ， 在 第 m 十 n 次 试验 出 


现 第 加 次 成 功 的 概率 是 (” ”arp”。 


当 买 某 种 产品 时 你 可 以 得 到 种 不 同 的 收藏 卡 作为 奖品 。 假 设 每 次 你 买 这 种 产品 时 得 到 任何 类 型 的 
收藏 卡 是 等 可 能 的 。 设 X 是 随机 变量 ， 它 等 于 每 种 类 型 的 收藏 卡 至 少 得 到 一 张 而 需 购买 的 产品 数 ， 
Xi 是 随机 变量 ， 它 等 于 已 经 收集 到 j 种 不 同 的 卡 以 后 直到 再 得 到 一 张 新 卡 所 必须 再 购买 的 产品 数 ， 
j=0, Ly ss Ms 


by) 证明: 在 j 种 不 同 的 卡 已 经 得 到 以 后 ， 再 一 次 买 产 品 时 ， 得 到 一 张 新 类 型 卡 具 有 的 概率 是 (一 
7 
四 证 明 ，X 具有 参数 (n 一 站/n 的 几何 分 布 。 


d) 使 用 al) 和 c) 证 明 : ECX) 一 > 1/j。 


了 


电 如 果 有 50 种 不 同类 型 的 卡 ， 使 用 近似 式 17; s Inn + y (其 中 7 一 0.57 721.… 是 欧 拉 常数 )。 求 为 


得 到 每 种 类 型 的 卡 ， 你 需要 购买 产品 的 预期 数量 。 
极 大 可 满足 性 问题 需要 给 一 个 合 取 范式 形式 的 复合 命题 的 变量 赋 真 值 ( 即 这 个 命题 表示 为 子 句 的 合 
取 ， 每 个 子 句 是 两 个 或 更 多 的 变量 或 者 它们 的 非 的 析 取 式 )。 求 这 个 复合 命题 中 一 组 真 值 变量 的 赋值 
以 使 得 尽 可 能 多 的 子 句 为 真 。 例 如 在 以 下 句子 中 
(万 VG) A 人 (六 VDE) APVr 人 (D 力 V 7 
通过 对 p，gq,，r 的 真 值 赋值 可 以 有 三 个 为 真 ， 但 是 没有 四 个 为 真 。 我 们 将 证 明 用 概率 方法 可 以 提供 
由 于 变量 的 真 值 赋值 而 可 能 为 真 的 子 句 个 数 的 一 个 下 界 。 
a) 假 设 在 一 个 合 取 范 式 的 复合 命题 中 有 寻 个 变量 。 如 果 我 们 通过 掷 硬 币 随 机 对 每 个 变量 赋值 ， 若 硬币 
出 现 头 像 在 上 对 变量 赋 真 值 ， 若 头像 在 下 则 赋 假 值 。 对 ”个 变量 而 言 ， 每 种 可 能 赋值 的 概率 是 什么 ? 
b) 假 设 每 个 子 句 是 恰好 两 个 不 同 变量 或 者 它们 的 非 的 析 取 式 ， 给 定 a) 中 随机 的 真 值 赋值 ， 一 个 给 定 
子 句 为 真 的 概率 是 多 少 ? 
c) 假 设 在 复合 命题 中 有 DD 个 子 句 。 给 这 些 变 量 随 机 地 进行 真 值 赋值 ， 这 些 子 句 中 预期 为 真 的 个 数 是 
多 少 ? 
d) 用 c} 证 明 : 对 每 个 合 取 范 式 的 复合 命题 ， 存 在 对 变量 的 一 组 真 值 赋值 ， 使 得 至 少 3/4 的 子 句 为 真 。 
当 一 副 有 52 张 的 标准 扑克 牌 由 4 个 选手 玩 儿 时 ， 每 个 选手 都 有 一 个 A 的 概率 是 多 少 ? 
下 面 的 方法 可 用 来 产生 具有 nn 个 项 的 序列 的 随机 排列 。 首 先 ， 将 第 nn 项 和 第 r(n) 项 对 换 ， 其 中 x(n) 
是 满足 1 过 r(n)<n 的 一 个 随机 整数 。 接 下 来 ， 将 所 得 序列 的 第 ”一 1 项 和 第 rln 一 1) 项 对 换 ， 其 中 
r(n 一 1) 是 满足 1 过 rn 一 1) 过 n 一 1 的 一 个 随机 整数 。 继 续 这 一 过 程 ， 直 到 7 一 ?为 止 ， 在 第 7 步 ， 将 
所 得 序列 的 第 "一 7 十 1 项 和 第 rn 一 j 十 1) 项 对 换 ， 其 中 rn 一 j 十 1) 是 满足 1 委 ”(C2 一 /十 1) 委 2 一 /十 1 
的 一 个 随机 整数 。 证 明 : 遵循 这 一 方法 ， 序列 中 各 项 的 n! 个 不 同 的 排列 中 的 每 一 个 排列 都 会 等 可 能 
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地 产生 。[ 提 示 : 利用 数学 归纳 法 ， 假 定 这 个 过 程 对 n 一 1 项 的 序列 所 产生 的 ”一 1 项 的 排列 中 的 每 一 
个 排列 出 现 的 概率 是 1/(n 一 1)1.] 


计算 机 课题 
按 给 定 的 输入 和 输出 写 程序 。 


1 
2. 
3。 


9, 


给 定 实 数 p，0 三 p 二 1， 生 成 来 自 具有 概率 p 的 伯 努 利 分 布 的 随机 数 。 

给 定 正 整 数 n， 生 成 集合 {1，2，3，…，n} 的 随机 排列 (参见 本 章 末 尾 补 充 练习 32) 。 

给 定 正 整 数 m. 和 nn， 生 成 前 个 正 整 数 的 m 个 随机 排列 。 求 出 在 每 个 排列 中 的 逆序 数 并 确定 这 些 逆序 
的 平均 个 数 。 


,一 个 不 均匀 的 硬币 其 头像 在 上 出 现 的 概率 为 p。 将 这 个 硬币 被 重复 据 n(n 为 正 整数 ) 次 ， 并 确定 出 现 头 


像 在 上 的 次 数 。 显 示 累 积 的 结果 。 


， 给 定 正 整 数 n 和 m， 生 成 前 个 正 整 数 的 m 个 随机 排列 。 使 用 插入 排序 排序 每 一 个 排列 ， 并 计数 用 到 


的 比较 次 数 。 确 定 在 所 有 m 个 排列 所 使 用 的 平均 比较 次 数 。 


. 给 定 正 整 数 n 和 m， 生 成 前 nn 个 正 整 数 的 mr 个 随机 排列 。 使 用 冒 泡 排序 的 下 述 版 本 排序 每 个 排 


列 ， 当 一 次 巡回 完成 而 没有 交换 时 结束 ， 计 数 用 过 的 比较 次 数 。 确 定 在 所 有 m 个 排列 使 用 的 平 
均 比较 次 数 。 


.给 定 正 整 数 mmx， 模拟 由 于 买 产品 而 收集 得 到 的 卡片 ， 以 找 出 为 得 到 全 套 m 种 不 同 的 收藏 卡 必 须 买 的 产 


品 数量 ( 见 补充 练习 33)。 


. 给 定 正 整 数 m 和 nn， 模拟 个 关键 字 的 放置 ， 其 中 具有 关键 字 的 一 个 记录 放 在 地 址 h(k) 二 kmod m， 


并 且 确 定 是 否 至 少 存在 一 次 碰撞 。 
给 定 正 整 数 2， 找 出 从 集合 {L，2，…， 寻 选中 的 6 个 数 就 是 被 机 器 选 出 的 中 彩 号 码 的 概率 。 


10. 模拟 蒙 地 厅 大 厦 3 门 问 题 ( 参 见 7. 1 节 例 10) 的 重复 试验 来 计算 每 种 策略 的 胜率 。 
11. 给 定 一 个 字 表 及 它们 出 现在 垃圾 邮件 和 没有 出 现在 垃圾 邮件 中 的 经 验 概率 ， 确 定 一 条 新 邮件 信息 是 


垃圾 邮件 的 概率 。 


计算 和 探索 
使 用 一 个 计算 程序 或 你 自己 编写 的 程序 做 下 面 的 练习 。 


1, 
2. 


找 出 一 手 5 张 扑 克 牌 的 各 种 类 型 的 概率 并 且 根 据 它 们 的 概率 排列 这 些 类 型 。 

找 出 在 新 泽 西 六 合 彩 中 买 1 美元 奖 票 有 大 于 1 美元 的 中 奖 期 望 值 的 条 件 。 为 了 赢 奖 ， 不 管 数 的 次 序 ， 
你 必须 从 1 到 48 的 正 整数 中 ( 含 1 和 48 在 内 ?选中 被 抽出 的 6 个 数 。 奖 金 在 中 奖 的 人 中 平均 分 配 。 必 
须 考虑 抽奖 的 奖金 总 额 和 买 奖 票 的 人 数 。 


. 由 测试 大 量 随机 选择 的 整数 对 来 估计 随机 选择 的 2 个 整数 是 互 素 的 这 一 事件 的 概率 。 查 找 给 出 这 个 概 


率 的 定理 并 将 你 的 结果 与 正确 的 概率 做 比较 。 


. 确定 需要 多 少 人 ， 才 能 保证 其 中 至 少 2 个 人 的 生日 在 每 年 的 同一 天 的 概率 至 少 是 70%、80%、90%、 


95%、98% 和 99%。 


. 生成 前 100 个 正 整 数 集合 的 100 个 随机 选择 的 排列 表 ( 参 见 本 章 末 尾 补充 练习 36)。 
. 给 定 一 组 邮件 信息 ， 且 每 组 信息 是 不 是 垃圾 邮件 都 已 经 确定 ， 根 据 这 些 信息 中 特定 字 的 出 现 情况 建立 


一 个 贝 叶 斯 过 滤器 。 


; 模拟 n 个 人 的 单 人 出 局 过 程 ( 在 补充 练习 的 练习 13 中 描述 的 ) ， 其 中 3 三 nx 三 10。 对 每 个 n 值 做 大 


量 试验 并 且 用 这 些 结果 估计 为 找到 这 个 出 局 的 单 人 预期 需要 掷 硬币 的 次 数 。 你 的 结果 与 7. 2 节 练 
习 29 的 结果 相符 吗 ? 假设 恰好 一 个 人 有 一 个 不 均匀 的 硬币 ， 其 头像 出 现 概 率 p 隆 0. 5， 那 么 结果 
又 是 怎样 呢 ? 

给 定 正 整数 nx， 模拟 一 个 帽子 寄存 员 随 机 把 贝子 发 给 寄存 人 的 过 程 。 确 定 得 到 自己 帽子 的 人 数 。 


写作 课题 
用 本 教材 以 外 的 资料 ， 按 下 列 要 求 写成 论文 。 


也 


描述 概率 论 的 起 源 和 它 的 早期 应 用 。 
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. 描述 玩 轮 盘 赌 时 你 可 能 下 的 不 同 赌注 。 找 出 这 些 赌注 在 美国 玩法 ( 即 轮 盘 包 含 数 0 和 00 在 内 ) 的 概率 。 
对 你 来 说 什么 是 最 好 的 赌注 ? 什么 是 最 坏 的 赌注 ? 

. 讨论 当 你 玩 21 点 的 纸牌 游戏 和 卡 西 诺 纸牌 游戏 时 赢 的 概率 。 对 于 在 赌场 下 注 的 人 是 否 存在 一 种 赢 的 
策略 ? 

. 调查 双 角 子 赌博 游戏 并 且 讨 论 投手 赢 的 概率 ， 这 个 游戏 和 一 个 公平 的 游戏 有 多 接近 ? 

. 讨论 建立 成 功 的 垃圾 过 滤器 时 所 涉及 的 有 关 问 题 ， 以 及 当前 spammer 和 试图 过 滤 它 们 的 人 们 之 间 的 战 
争 情况 。 

. 讨论 著名 的 牛顿 - 佩 皮 斯 问题 的 历史 和 解答 ， 这 个 问题 问 下 述 情况 中 哪 种 最 可 能 出 现 : 当 掷 6 个 货 子 
时 至 少 出 现 一 个 6 点 ， 当 掷 12 个 角子 时 至 少 出 现 两 个 6 点 ,或 者 当 撕 18 个 骨 子 时 至 少 出 现 3 个 6 点 ? 
. 解释 厄 多 斯 和 任 伊 是 怎样 首先 使 用 概率 方法 的 ， 并 且 描 述 这 个 方法 的 一 些 其 他 应 用 。 

. 讨论 概率 算法 的 不 同类 型 并 且 描 述 每 种 类 型 的 某 些 实例 。 
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, 许多 计数 问题 用 第 6 章 讨论 的 方法 是 不 容易 求解 的 。 一 个 问题 是 : 有 多 少 个 对 位 二 进位 串 
不 包含 两 个 连续 的 0? 为 求解 这 个 问题 ， 令 a, 是 这 种 位 二 进位 串 数 ， 可 以 证 明 ai 一 a, 十 
ai-~i。 这 个 等 式 叫做 递 推 关系 ， 它 和 初始 条 件 a 二 2、a 二 3 确定 了 序列 {a,}。 此 外 ， 从 这 个 与 
序列 的 项 有 关 的 等 式 可 以 找到 a, 的 显 式 公 式 。 正 如 我 们 将 要 看 到 的 ， 可 以 用 一 种 类 似 的 技术 
来 求解 许多 不 同 的 计数 问题 。 

我 们 将 讨论 两 种 在 算法 研究 中 最 重要 的 递 推 关 系 。 首 先 ， 我 们 将 介绍 称 为 动态 规划 的 重要 
算法 范式 。 遵 循 这 一 个 范式 的 算法 将 问题 分 为 重 释 的 子 问 题 。 通 过 递 推 关系 找到 子 问题 的 解答 
方案 从 而 解 出 原始 问题 。 其 次 ， 我 们 将 介绍 另 一 个 重要 算法 范式 : 分 而 治之 。 遵 循 这 一 个 范式 
的 算法 将 问题 不 断 分 解 为 固定 数量 的 不 重 码 的 子 问题 直到 这 些 子 问题 被 直接 解决 。 这 些 算 法 的 
复杂 度 可 以 采用 特别 的 递 推 关系 来 分 析 。 在 本 章 中 ,我们 将 讨论 大 量 的 分 而 治之 算法 ， 并 用 递 
推 关系 来 分 析 它 们 的 复杂 度 。 

我 们 也 将 看 到 ， 可 以 用 形式 宪 级 数 ( 也 叫做 生成 函数 ) 来 求解 许多 计数 问题 ,其 中 z 的 宕 的 
系数 代表 我 们 感 兴趣 的 序列 的 项 。 除 了 求解 计数 问题 外 ， 生 成 函数 还 可 用 于 求解 递 推 关系 以 及 
证 明 组 合 恒等式 。 

许多 其 他 类 型 的 计数 问题 不 能 使 用 第 6 章 所 讨论 的 技术 求解 ， 例 如 : 有 多 少 种 方式 把 7 项 
工作 分 给 3 个 雇员 而 使 得 每 个 雇员 至 少 得 到 一 项 工作 ? 有 多 少 个 素数 小 于 1000? 可 以 通过 计数 
集合 并 集中 的 元 素数 来 求解 这 两 个 问题 。 我 们 将 开发 一 种 叫做 容 斥 原理 的 技术 来 计数 在 集合 并 
集中 的 元 素 个 数 ， 并 且 将 说 明 怎 样 用 这 种 技术 求解 计数 问题 。 

可 以 用 本 章 学 到 的 技术 与 第 6 章 的 基本 技术 一 起 求解 许多 计数 问题 。 


8.1 弟 推 关系 的 应 用 


8. 1.1 引言 

第 2 章 介绍 了 怎样 递归 定义 一 个 序列 。 一 个 序列 的 递归 定义 指定 了 一 个 或 多 个 初始 的 项 以 
及 一 个 由 前 项 确定 后 项 的 规则 。 这 个 从 某 些 前 项 求 后 项 的 规则 就 叫做 递 推 关系 。 如 果 一 个 序列 
的 项 满足 递 推 关系 ， 则 这 个 序列 就 叫做 递 推 关 系 的 解 。 

本 章 我 们 将 研究 用 递 推 关系 解决 计数 问题 。 如 一 群 细菌 的 数目 每 小 时 增加 一 倍 。 如 果 开 始 
有 5 个 细菌 ， 在 nn 小 时 末 将 有 多 少 个 细菌 ? 为 求解 这 个 问题 ， 令 w 是 小 时 末 的 细菌 数 。 因 为 
细菌 数 每 小 时 增加 一 倍 ， 只 要 n 是 正 整 数 ， 关 系 ,二 24,_; 就 成 立 。 对 所 有 的 非 负 整数 n， 这 个 
关系 和 初始 条 件 a, 二 5 一 起 唯一 地 确定 了 a,。 我 们 可 使 用 第 2 章 中 的 迭代 方法 得 到 a 的 公式 ， 
即 对 于 所 有 非 负 整 数 n，a, 二 5，2”。 

某 些 计数 问题 不 能 用 第 6 章 给 出 的 技术 求解 ， 但 可 以 通过 找到 序列 的 项 之 间 的 关系 ， 如 在 
涉及 细菌 的 问题 中 的 关系 ， 即 递 推 关 系 来 求解 。 我 们 将 研究 各 种 能 用 递 推 关 系 构 造 模型 的 计数 
问题 。 在 第 2 章 中 ， 我 们 提出 解决 某 些 递 推 关系 的 方法 。 我 们 将 在 8. 2 节 研 究 一 些 方法 ， 针 对 
满足 某 类 递 推 关 系 的 序列 ， 求 出 序列 的 项 的 显 式 公 式 。 

本 节 最 后 ,我 们 将 介绍 动态 规划 的 算法 范式 ,在 解释 这 种 范式 原理 之 后 ， 将 给 出 例题 
说 明 。 
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8. 1.2 用 递 推 关 系 构造 模型 


我 们 可 以 使 用 递 推 关系 构造 各 种 问题 的 模型 ， 例 如 找 复 利 ( 见 2.4 节 例 11)、 计 数 岛 上 的 兔 ， 


子 、 确 定 汉 诺 塔 难题 的 移动 次 数 ， 以 及 计数 具有 确定 性 质 的 二 进位 串 。 

例 1 说 明了 怎样 用 递 推 关 系 建 立 关 于 岛 上 兔子 数 的 模型 。 

例 1 免 子 和 斐 波 那 契 数 ”考虑 下 面 的 问题 ， 它 是 由 里 奥 那 多 ， 底 "比萨 ， 也 就 是 斐 波 那 
契 ， 于 13 世纪 在 《 算 书 》(Liber abaci) 一 书 中 提出 来 的 。 a 母 ) 被 放 到 岛 
上 。 每 对 兔子 出 生 后 两 个 月 才 开始 繁殖 后 代 。 如 图 1 所 示 ， 在 出 生 两 个 月 以 后 ， 每 对 兔子 在 每 
个 月 都 将 繁殖 一 对 新 的 兔子 。 假 定 兔子 不 会 死去 ， 找 出 ?个 月 后 关于 岛 上 兔子 对 数 的 递 推 
关系 。 



































(多 二 个 月) ( 比 机 人 月 小 ， 
布吉 
| 
逢 如 锌 如 
外 姓 戌 姓氏 名 
入 妖 入 如 大 广 入 二 入 二 
外 久久 久 久久 久久 入 姐 入 名 
乔 妨 大 如 
图 1 岛 上 的 兔子 
解 用 三 表 示 站 个 月 后 的 兔子 对 数 。 我 们 将 证 明 六 ,一 1，2，3，… 是 斐 波 那 契 序列 
的 项 。 


可 以 用 递 推 关系 建立 兔子 数 的 模型 。 在 第 1 个 月 末 ， 岛 上 的 兔子 对 数 是 户 =1。 由 于 这 对 
兔子 在 第 2 个 月 没有 繁殖 ， 所 以 f= 二 1。 为 找到 nn 个 月 后 的 兔子 对 数 ， 要 把 前 一 个 月 岛 上 的 对 
数 f,_! 加 上 新 生 的 对 数 ， 而 这 个 数 等 于 f,-,， 因 为 每 对 两 个 月 大 的 兔子 都 生出 一 对 新 兔子 。 

因此 ， 序 列 { 妃 } 满 足 递 推 关 系 

i 3 
和 初始 条 件 有 二 1 和 fs 二 1。 由 于 这 个 递 推 关系 和 初始 条 件 唯一 地 确定 了 这 个 序列 ， 所 以 个 
月 后 岛 上 的 兔子 对 数 由 第 个 斐 波 那 契 数 给 出 。 4 
例 2 涉及 一 个 著名 的 难题 。 


例 2 汉 诺 塔 ”19 世纪 后 期 由 法 国 数学 家 埃 德 沃 德 * 卢 卡 斯 发 明 的 一 个 流行 的 游戏 叫做 汉 


诺 塔 ， 它 由 安装 在 一 个 板 上 的 3 根 柱子 和 若干 大 小 不 同 的 盘子 构成 。 开 始 时 ， 这 些 盘 子 按照 大 
小 的 次 序 放 在 第 一 根 柱子 上 ， 大 盘子 在 底下 (如 图 2 所 示 ) 。 游 戏 的 规则 是 : 每 一 次 把 1 个 盘子 
从 一 根 柱子 移动 到 另 一 根 柱子 ， 但 是 不 允许 这 个 盘子 放 在 比 它 小 的 盘子 上 面 。 游 戏 的 目标 是 把 
所 有 的 盘子 按照 大 小 的 次 序 都 放 到 第 二 根 柱 子 上 ， 并 且 将 最 大 的 盘子 放 在 底部 。 

令 有 H, 表示 解 n 个 盘子 的 汉 诺 塔 问题 所 需要 的 移动 次 数 。 建 立 一 个 关于 序列 { 电 ,} 的 递 推 
关系 。 

解 ” 开 始 时 个 盘子 在 柱 1。 按 照 游戏 规则 ， 我 们 可 以 用 瑟 ,-, 次 移动 将 上 边 的 n 一 1 个 盘 
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子 移 到 柱 3( 图 3 说 明了 此 刻 的 柱子 和 盘子 ) 。 在 这 些 移动 中 保留 最 大 的 盘子 不 动 。 然 后 ， 我 们 
用 一 次 移动 将 最 大 的 盘子 移 到 第 二 根 柱子 上 。 我 们 可 以 再 使 用 五-: 次 移动 将 柱 3 上 的 ”一 1 个 
盘子 移 到 柱 2， 把 它们 放 到 最 大 的 盘子 上 面 ， 这 个 最 大 的 盘子 一 直 放 在 柱 2 的 底部 。 容 易 看 出 ， 
使 用 更 少 的 步 数 是 不 可 能 求解 这 个 难题 的 。 这 就 证 明了 

=28, a 二 1 








柱 2 柱 3 
图 2 汉 诺 塔 的 初始 位 置 





柱 1 柱 2 柱 3 
图 3 汉 诺 塔 的 一 个 中 间 位 置 


初始 条 件 是 Hi 二 1， 因为 依照 规则 一 个 盘子 可 以 用 1 次 移动 从 柱 1 移 到 柱 2。 
我 们 可 以 使 用 迭代 方法 求解 这 个 递 推 关系 。 
H,= 2H, 二 1 
= 2(2H,z 十 1) 十 1 = 2 H, ;十 2 十 1 
一 孚 扔 丽 中 切中 2 一 由 下 十 罗 直下 十 1 


一 2H 十 2 十 2 十 … 十 2 十 1 
二 2 十 2 十 … 十 2 十 1 
= 2"—1 
为 了 用 序列 前 面 的 项 表示 五 ,， 我 们 重复 地 用 到 这 个 递 推 关 系 。 在 倒数 第 二 个 等 式 中 用 了 
初始 条 件 Hi 二 1。 最 后 一 个 等 式 是 基于 等 比 序列 的 求 和 公式 得 出 的 ， 这 个 公式 可 以 在 2.4 节 的 
定理 1 中 找到 。 
用 和 迭代 方法 找 出 了 具有 初始 条 件 瓦 ,=1 的 递 推 关系 及, 二 2 昌 ;_1 十 1 的 解 。 这 个 公式 可 以 用 
数学 归纳 法 证 明 。 证 明 留 给 读者 作为 本 节 的 练习 1。 
关于 这 个 难题 有 一 个 古老 的 传说 ， 在 汉 诺 有 一 座 塔 ， 那 里 的 僧侣 按照 这 个 游戏 的 规则 从 一 
个 柱子 到 另 一 个 柱子 移动 64 个 金 盘子 ， 据 说 当 他 们 结束 游戏 时 世界 就 到 了 末日 。 如 果 这 些 僧 
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昌 1 秒 移动 1 个 盘子 ， 这 个 世界 将 在 他 们 开始 多 久 以 后 终结 ? 
根据 这 个 显 式 公式 ， 僧 侣 需要 
2 一 1 一 18 446 744 073 709 551 615 
次 移动 来 搬 这 些 盘 子 。 每 次 移动 需要 1 秒 ， 他 们 将 用 5000 亿 年 来 求解 这 个 难题 ， 因 此 这 个 世 
界 的 寿命 应 该 相当 长 。 4 


评注 许多 人 研究 了 源 自 例 5 所 述 汉 诺 塔 难 题 的 各 种 问题 。 某 些 问 题 用 到 更 多 的 柱 
子 ， 某 些 问题 允许 同样 大 小 的 盘子 ， 某 些 问题 对 盘子 的 移动 类 型 加 以 限制 。 一 个 最 古 
老 和 最 有 趣 的 问题 是 雷 夫 难题 8， 它 是 1907 年 由 享 利 。 杜 德 尼 在 他 的 《坎特伯雷 迷 
题 》CCanterbury Puzzle) 一 书 中 提出 来 的 。 这 个 难题 是 雷 夫 提出 的 ， 他 让 一 个 朝圣 者 把 
一 堆 各 种 大 小 的 奶 酷 从 4 个 尧 子 中 的 一 个 移 到 另 一 个 ， 移 动 中 不 允许 把 直径 较 大 的 奶 
酷 放 在 较 小 的 奶 酷 上面。 如 果 用 柱子 和 盘子 的 概念 米 表 述 雷 夫 难题 ， 除 了 使 用 4 根 柱 
子 之 外 ， 其 他 和 汉 诺 塔 的 规则 一 样 。 你 可 能 会 奇怪 没有 人 能 够 确定 求解 nn 个 盘子 的 雷 
夫 难 题 所 需要 的 最 少 移动 次 数 。 但 是 ， 存 在 一 个 猜想 ， 至 今 已 经 超过 50 年 了 。 这 个 
猜想 认为 所 需 移动 的 最 少 次 数 等 于 由 弗 雷 姆 (Frame) 和 斯 图 尔 特 (Stewart) 在 1939 年 
发 明 的 算法 所 使 用 的 移动 次 数 。( 更 详细 的 信息 参见 本 节 末 的 练习 38 一 45 和 [St94]。) 


例 3 说 明了 怎样 用 递 推 关 系 计数 具有 指定 长 度 和 某 种 性 质 的 二 进 制 位 串 。 

例 3 对 于 不 含 2 个 连续 0 的 n 位 二 进 制 位 串 的 个 数 ， 找 出 递 推 关系 和 初始 条 件 。 有 和 多少 
个 这 样 的 5 位 二 进 制 位 串 ? 

解 ” 设 a, 表示 不 含 2 个 连续 0 的 nn 位 二 进 制 位 串 数 。 为 得 到 一 个 关于 {a,} 的 递 推 关系 ， 由 
求 和 法 则 ， 不 含 2 个 连续 0 的 nn 位 二 进 制 位 串 的 个 数 等 于 以 0 结尾 的 这 种 二 进 制 位 串 数 加 上 以 
1 结尾 的 这 种 二 进 制 位 串 数 。 我 们 将 假定 n 三 3， 二 进 制 位 串 至 少 有 3 位。 

精确 地 说 ， 不 含 2 个 连续 0 并 以 1 结尾 的 nn 位 二 进 制 位 串 就 是 在 不 含 2 个 连续 0 的 ?一 1 位 
二 进 制 位 串 的 尾部 加 上 一 个 1。 因 此 存在 w,-: 个 这 样 的 二 进 制 位 串 。 

不 含 2 个 连续 0 并 以 0 结尾 的 二 位 二 进 制 位 串 在 它们 的 2” 一 1 位 必须 是 1; 否则 它们 就 将 以 
2 个 0 结尾 。 因 而 ， 精 确 地 说 ， 不 含 2 个 连续 0 并 以 0 结尾 的 二 位 二 进 制 位 串 就 是 在 不 含 2 个 
连续 0 的 n 一 2 位 二 进 制 位 串 的 尾部 加 上 10。 因 此 存在 a,-; 个 这 样 的 二 进 制 位 串 。 

如 图 4 所 示 ， 可 以 断言 对 于 "之 3， 有 

Qi 一 1 十 0 


不 含 2 个 连续 0 的 n 
位 二 进 制 位 串 个 数 : 


含 2 个 连续 的 0 的 
以 一 个 1 结尾 : the ， Pe 
名 0 
以 一 个 0 结尾 : 0 ty 全 


总 共 : Qn= An-1+ an2 
图 4 计数 不 含 2 个 连续 的 0 的 nn 位 二 进 制 位 串 


初始 条 件 是 a = 二 2， 因 为 1 位 的 二 进 制 位 串 是 0 和 1， 没 有 连续 的 2 个 0。 而 a 二 3， 因 为 2 
位 的 二 进 制 位 串 中 满足 条 件 的 是 01、10 和 11。 使 用 3 次 递 推 关系 就 可 得 到 as 
aa 一 4 十 al 一 3 十 2 一 59 
Qa 二 a 十 az 二 5 十 3 二 8 





日 雷 夫 (Reve)， 更 常见 的 是 拼写 为 reeve， 这 个 词 在 古代 是 指 地 方 长 官 (governor)。 


LS .| 
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一 4 十 ai 一 8 十 5 一 13 本 


评注 注意 {a,} 和 斐 波 那 契 序列 满足 同样 的 递 推 关 系 。 因 为 四 一 户 且 轨 一 户 ， 从 而 
有 a, 二 f+z。 


例 4 说明 怎样 用 递 推 关系 建立 编码 字数 的 模型 ， 这 种 编码 字 是 通过 确定 的 正确 性 检测 所 允 
许 的 。 

例 4 编码 字 的 枚 举 ， 计 算 机 系统 把 一 个 十 进 制 数字 串 作为 一 个 编码 字 ， 如 果 它 包含 偶数 
个 0， 就 是 有 效 的 。 例 如 ，1230407869 是 有 效 的 ， 而 120987045608 不 是 有 效 的 。 设 a, 是 有 效 
的 2 位 编码 字 的 个 数 。 找 出 一 个 关于 a, 的 递 推 关 系 。 

解 注意 w 王 9， 因为 存在 10 个 1 位 十 进 制 数字 串 ， 并 且 只 有 一 个 ， 即 串 0 是 无 效 的 。 通 
过 考虑 怎样 由 n 一 1 位 的 数字 串 构 成 一 个 n 位 有 效 数 字 串 ， 就 可 以 推导 出 关于 这 个 序列 的 递 推 
关系 。 从 少 1 位 数字 的 串 构 成 交 位 有 效 数 字 串 有 两 种 方式 。 

第 一 种 ， 在 一 个 ”一 1 位 的 有 效 数 字 串 后 面 加 上 一 个 非 0 的 数字 就 可 以 得 到 一 个 位 的 有 
效 数 字 串 。 加 这 个 数字 的 方式 有 9 种 。 因 此 用 这 种 方法 构成 位 有 效 数字 串 的 方式 有 9a,_; 种 。 

第 二 种 ， 在 一 个 无 效 的 ”一 1 位 数字 串 后 面 加 上 一 个 0 就 可 以 得 到 nn 位 有 效 的 数字 串 。( 这 
将 产生 具有 偶数 个 0 的 串 ， 因 为 无 效 的 n 一 1 位 数字 串 有 奇数 个 0。) 这 样 做 的 方式 数 等 于 无 效 的 
n 一 1 位 数字 串 的 个 数 。 因 为 存在 10 一 个 ”一 1 位 数字 串 ， 其 中 有 a,_; 个 是 有 效 的 ， 所 以 通过 在 
无 效 的 n 一 1 位 数字 串 后 面 加 上 一 个 0 就 可 以 得 到 10”' 一 a,_ 个 妹 位 的 有 效 数 字 串 。 

因为 所 有 的 位 有 效 数 字 串 都 用 这 两 种 方式 之 一 产生 ， 所 以 存在 

a, 一 9a 1 二 (10 — a,_i) 


二 8a,_ i 十 10”1 
个 半 位 有 效 数 字 串 。 本 
例 5 中 的 递 推 关 系 在 许多 不 同 的 场合 都 可 以 见 到 。 
例 5 求 关于 C, 的 递 推 关 系 ， 其 中 C, 是 通过 对 nn 十 1 个 数 zz 了， 的 乘积 中 
加 括号 来 规定 乘法 的 次 序 的 方式 数 。 例 如 ，C, = 二 5， 因 为 对 x,。* x,， zx。， zx， 有 5 种 加 括号 的 方 


式 来 确定 乘法 的 次 序 : 

KE 区 Js To) sms 《故人 

GB 交办 二 i i C$) 

解 ”为 了 求 关 于 C, 的 递 推 关系 ,我们 注意 无 论 怎样 在 z。*， x1， xz。*，…， xz, 中 插入 插 号 总 
有 一 个 “。 ”运算 符 留 在 所 有 括号 的 外 边 ， 即 执行 最 后 一 次 乘法 的 运算 符 。[ 例 如 ， 在 (x。* (xz 
=， 中 的 最 后 一 个 运算 符 ， 在 (zxo* zx)*， (x 。， Zz;) 中 的 第 二 个 运算 符 。j] 这 个 最 后 的 运算 
符 出 现在 z 十 1 个 数 中 的 两 个 数 之 间 ， 比 如 说 zx, 和 zx 之 间 。 当 最 后 的 运算 符 出 现在 zx 和 zx 
之 间 时 ， 存 在 CC，，: 种 方式 插 和 人 括号 来 确定 n 十 1 个 数 被 乘 的 次 序 ， 因 为 有 Ci 种 方式 在 乘积 
zo。ZXi，…。Zzxh 中 插入 括号 来 确定 这 十 1 个 数 的 乘法 次 序 ， 所 以 有 C, -种 方式 在 乘积 zi ， 
za。…。，mz 中 插入 括号 来 确定 这 nn 一 个 数 的 乘法 次 序 。 由 于 这 个 最 后 的 运算 符 可 能 出 现在 
n 十 1 个 数 的 任 两 个 数 之 间 ， 所 以 
CSG GG CGsCr 0 Gs 


注意 初始 条 件 是 G=1 和 QQ=1s 本 

这 个 递 推 关系 可 以 用 生成 函数 的 方法 求解 ， 这 种 方法 将 在 8.4 节 讨论 。 可 以 证 明 C,=C 
(2z， 轨 /Ca 十 1)。( 见 本 节 的 练习 41。) 并 且 C,~ 襄 反 (人 参见 [GrKnPa94])， 
n nt 
序列 {C,} 是 卡 塔 兰 (Catalan) 数 的 序列 。 这 个 序列 是 除了 上 例 之 外 的 许多 不 同 计数 问题 的 解 
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(细节 见 LMiRo91] 或 LRo84a] 中 有 关卡 塔 兰 数 的 一 章 )。 


8. 1.3 算法 与 递 推 关系 

递 推 关系 在 一 些 算 法 研究 和 算法 复杂 度 方面 起 着 重要 作用 。 在 8.3 节 ， 我们 将 说 明 如 何 使 
用 递 推 关 系 分 析 分 而 治之 算法 的 时 间 复 杂 度 ， 如 在 5.4 节 中 的 归并 排序 算法 。 可 以 在 8. 3 节 看 
到 ， 分 治 算法 递归 地 将 一 个 问题 分 解 为 一 个 固定 数量 的 非 重 释 的 子 问 题 直 到 子 问 题 简单 到 可 以 
直接 求解 。 我 们 在 本 节 的 最 后 将 介绍 另 一 种 计算 范式 : 动态 规划 ， 它 可 以 有 效 地 用 于 解决 许多 
优化 问题 。 

遵循 动态 规划 范式 的 算法 是 将 问题 递归 地 分 解 为 更 简单 的 重 每 子 问题 ， 通 过 子 问题 的 解决 


来 解决 原 问题 。 一 般 地 ， 递 推 关系 用 于 通过 子 问题 求解 全 局 问题 的 解决 方法 。 动 态 规 划 已 经 用 ， 


于 解决 广泛 领域 的 一 些 重要 问题 ， 包 括 经 济 、 计 算 机 视觉 、 语 音 识别 、 人 工 智 能 、 计 算 图 形 学 
和 生物 信息 学 。 在 本 节 中 我 们 将 说 明 运 用 动态 规划 设计 算法 解决 调度 问题 。 在 此 之 前 ， 我 们 将 
介绍 动态 规划 这 个 名 称 的 有 趣 来 源 ， 它 由 数学 家 理 查 德 。 贝 尔 曼 在 20 世纪 50 年 代 提 出 。 贝 尔 
曼 当时 在 RAND 公司 工作 ， 参 与 美国 军 方 的 一 个 项 目 。 当 时 ， 美 国 国防 部 对 数学 研究 有 反感 。 
贝尔 曼 为 了 保证 获得 资助 ， 他 必须 想 一 个 与 数学 无 关 的 用 于 解决 调度 和 规划 问题 的 名 字 。 他 决 
定 用 一 个 形容 词 ， 动 态 。 因 为 如 他 所 说 “使 用 动态 这 个 单词 不 可 能 有 贬义 ”， 他 认为 “动态 规划 
连 国会 都 不 会 反对 的 ”。 

动态 规划 实例 说明 动态 规划 的 问题 与 3. 1 节 中 例 7 相关 。 那 个 问题 的 目标 是 在 一 个 讲座 
厅 中 安排 尽 可 能 多 的 讲座 。 这 些 讲 座 预 设 了 开始 和 结束 时 间 。 一 旦 一 个 讲座 开始 ， 它 将 进行 直 
到 结束 。 两 个 讲座 不 可 以 安排 在 同一 时 间 段 内 ， 一 个 讲座 可 从 另 一 个 讲座 结束 时 开始 。 在 5.1 
节 例 12 我 们 提出 了 一 种 贪心 算法 可 以 得 到 一 个 优化 的 安排 。 现 在 我 们 的 目标 不 是 安排 尽 可 能 
多 的 讲座 ， 而 是 尽 可 能 多 地 合并 已 规划 讲座 的 参与 者 。 

我 们 形式 化 这 个 问题 : 设 有 个 讲座 ， 讲 座 j 开 始 于 时 间 i;， 结 束 于 时 间 e;， 有 wi; 个 学 生 
参与 。 我 们 需要 规划 最 大 的 参与 学 生 人 数 。 即 我 们 希望 规划 一 组 讲座 使 得 在 所 有 安排 的 讲座 中 
zu 之 和 最 大 。( 注 意 当 一 个 学 生 参 与 了 多 个 讲座 时 ， 这 个 学 生 通 过 他 参与 讲座 数 来 计数 .) 我 们 
用 TG) 来 表示 由 一 个 优化 调度 得 到 的 从 第 一 个 7 讲座 开始 的 最 大 参与 总 数 ，T(z) 就 是 一 个 优 
化 调度 得 到 的 对 于 所 有 n 个 讲座 的 最 大 参与 总 数 。 


ums 





尤 金 。 查尔斯 。 卡 塔 兰 ( Eugene Charles Catalan，1814 一 1894) 尤 金 ， 卡 塔 兰 出 
生 在 布 鲁 日 ， 当 时 法 国 的 一 部 分 。 他 的 父亲 在 巴黎 成 为 了 一 个 成 功 的 建筑 师 ， 当 时 尤 
金 还 是 一 个 小 男孩 。 希望 跟随 父亲 的 脚步 ， 卡 塔 兰 进入 巴黎 学 校 学 习 设 计 。15 岁 时 ， 
他 赢得 了 一 个 给 他 的 设计 学 校 同 学 教 几何 的 工作 。 毕 业 后 ， 卡 塔 兰 进入 了 一 所 美术 学 
院 ， 但 因为 他 对 数学 的 兴趣 ， 他 的 导师 建议 他 进入 巴黎 理工 学 院 。 他 成 为 理工 学 院 的 
一 名 学 生 ， 但 学 习 一 年 后 ， 他 因为 政治 原因 而 被 开除 ， 然 而 ， 他 又 重新 人 学 ， 并 于 
1835 年 毕业 ， 还 赢得 了 马 恩河 畔 沙 隆 学 院 的 一 个 职位 。 

1838 年 ， 卡 塔 兰 回 到 巴黎 ， 那 里 ， 他 与 另外 两 位 数学 家 斯 特 姆 和 刘 维 尔 成 立 一 个 筹备 学 校 。 教 学 很 
短 的 时 间 后 ， 他 在 巴黎 综合 理工 学 院 任命 一 个 职位 。1841 年 ， 他 获得 了 理工 学 院 博 士 学 位 ， 但 他 赞成 法 
国共 和 国 的 政治 活动 伤害 了 他 的 职业 前 景 。1846 年 卡 塔 兰 在 查理 曼 学 院 得 到 了 一 个 职位 ，1849 年 他 被 委 
派 到 圣路易斯 中 学 。 然 而 ， 当 卡 塔 兰 没有 按 要 求 对 新 皇帝 路 易 一 拿破仑 波 拿 巴 效忠 宣 拆 ， 他 失去 了 工作 。 
在 这 后 的 13 年 中 ， 他 一 直 没 有 固定 的 工作 。 最 后 ，1865 年 ， 他 被 任命 为 比利时 列 日 大 学 的 数学 主任 ， 
他 在 这 个 位 置 直到 于 1884 年 退休 。 

卡 塔 兰 在 数论 和 连 分 数 的 相关 课题 做 出 了 许多 贡献 。 他 在 解决 使 用 非 交 叉 对 角 线 分 割 多 边 形 成 为 三 
角形 问题 时 ， 定 义 了 卡 塔 兰 数 。 卡 塔 兰 制定 的 卡 塔 兰 猜想 也 非常 著名 。 这 个 猜想 是 只 有 8 和 9 是 唯一 的 
连续 整数 寡 ， 直 到 2003 年 才 证 明 这 个 猜想 。 卡 塔 兰 写 了 许多 教科 书 ， 其 中 有 的 颇 为 流行 并 且 有 的 出 版 了 
多 达 12 个 版 本 。 也 许 这 本 教科 书 将 有 出 版 第 12 版 的 一 天 ! 
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我 们 首先 将 讲座 结束 时 间 升 序 排序 。 此 后 ,我们 重新 编号 讲座 ，e, 过 es 二 … 二 6e,。 我 们 说 
两 个 讲座 是 相 容 的 当 它 们 能 成 为 一 个 规划 的 一 个 部 分 。 即 ， 它 们 的 时 间 不 会 重 释 。( 不 同 于 一 
个 结束 同时 另 一 个 开始 .) 对 于 。 委 ww， 我 们 定义 p()) 为 最 大 整数 六 i<7， 如 果 这 个 整数 存在 ; 
否则 p( 站 二 0。 这 样 ， 如 果 存 在 ， 讲 座 p(j) 是 在 与 讲座 7 相 容 的 在 讲座 7 前 结束 的 结束 最 晚 的 
讲座 。 否 则 p(j) 二 0， 这 样 的 讲座 不 存在 。 


p(7)=4 
p(6) =2 
p(5)=0 
p(4)=0 
p(3)=1 
p(2)=0 
p(1)=0 
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图 5 一 个 展示 p(h) 值 的 讲座 规划 


例 6 考虑 7 个 讲座 开始 和 结束 时 间 ， 如 图 5 所 示 。 
讲座 1: 开始 8 : 00C 上 午 )， 结 束 10 : 00C 上 午 ) 讲座 5: 开始 8 : 30( 上 午 )， 结 束 2 : 00( 下 午 ) 
讲座 2: 开始 9: 00( 上 午 )， 结 束 11 : 00C( 上 午 ) 讲座 6: 开始 11 : 00( 上 午 )， 结 束 2 : 00( 下 午 ) 
讲座 3: 开始 10 : 30( 上 午 )， 结 束 12 : 00( 中 午 ) 讲座 7: 开始 1 : 00( 下 午 )， 结 束 2 : 00( 下 午 ) 
讲座 4: 开始 9 : 30( 上 午 )， 结 束 1 : 00 下 午 
计算 20)， 对 于 7 一 1，2…7。 

ums 必 3 





理 查 德 。 贝尔 最 (Richard BellIman，1920 一 1984) ” 理 查 德 。 贝尔 曼 ， 出 生 在 布 鲁 
克 林 ， 他 的 父亲 开 了 一 家 杂货 店 ， 作 为 一 个 孩子 时 ， 他 花 了 很 多 时 间 在 纽约 的 博物 馆 
和 图 书馆 。 高 中 毕业 后 ， 他 在 布鲁克 林学 院 学 习 数 学 ， 并 于 1941 年 毕业 。 他 开始 在 
约翰 霍 普 金 斯 大 学 读 研 究 生 ,但 由 于 战争 ， 他 离开 约翰 霍 普 金 斯 大 学 在 威斯康星 大 学 
教 电子 学 。 他 可 以 在 威斯康星 大 学 继续 数学 研究 ， 并 在 此 于 1943 年 获得 了 硕士 学 位 。 
后 来 ， 贝 尔 曼 进入 普林斯顿 大 学 ， 针 对 一 个 特殊 的 美国 陆军 计划 进行 教学 。1944 年 年 
底 ， 他 应 征 入 伍 。 他 被 分 配 到 洛斯 阿拉 莫 斯 国家 实验 室 参 与 曼哈顿 计划 。 那 里 ， 他 研 
究 理论 物理 。 战 争 结束 后 ， 他 回 到 普林斯顿 大 学 ， 并 在 1946 年 获得 博士 学 位 。 

在 普林斯顿 大 学 任教 较 短 的 时 间 后 ， 他 移居 到 美国 斯 坦 福 大 学 ， 那 里 他 获得 了 终身 教 职 。 在 斯 坦 福 
大 学 ， 他 着 迷 于 数论 研究 。 然 而 ， 贝 尔 曼 更 集中 于 现实 世界 中 所 产生 的 数学 问题 。1952 年 ， 他 加 入 了 兰 
德 公 司 ， 研 究 多 级 决策 过 程 、 运 筹 学 问题 以 及 在 社会 科学 和 医学 中 的 应 用 。 他 在 兰 德 公司 参与 了 多 个 军 
事项 目的 研究 ，1965 年 他 离开 兰 德 公司 ， 成 为 南 加 州 大 学 数学 、 电 气 、 生 物 医 学 工程 和 医学 教授 。 

在 20 世纪 50 年 代 ， 贝 尔 曼 率先 在 大 范围 的 场景 下 使 用 早先 发 明 的 动态 规划 。 他 在 随机 控制 流程 方面 的 工 
作 也 是 众所周知 的 ， 他 引入 了 贝尔 曼 方程 。 他 创造 了 维 数 灾难 一 词 用 于 描述 在 空间 中 增加 额外 维度 引起 的 指数 
数量 增加 的 问题 。 他 写 了 惊人 数量 的 书籍 和 合 著 论文 ， 其 中 大 多 数 针对 工业 生产 和 经 济 系统 。 他 的 工作 使 得 计 
算 技 术 在 各 种 领域 得 到 应 用 ， 这 些 领 域 从 空间 飞行 器 的 制导 系统 设计 ， 到 网 络 优化 ， 甚 至 涉及 病虫害 防治 。 

不 幸 的 是 ，1973 年 贝尔 曼 被 诊断 出 患 有 脑 瘤 。 虽 然 它 被 成 功 摘除 ， 并 发 症 给 他 留 下 了 严重 残疾 。 幸 
运 的 是 ， 在 他 余下 的 10 年 里 ， 他 尝试 着 继续 他 的 研究 和 写作 。 贝 尔 曼 获得 了 许多 奖金 和 奖项 ， 其 中 包括 
第 一 届 诺 伯 特 。 维 纳 应 用 数学 奖 和 IEEE 金奖 荣誉 。 他 被 选 入 美国 国家 科学 院 。 他 被 认为 具有 很 高 的 成 
就 、 勇 气 和 令 人 钦佩 素质 。 贝 尔 曼 是 两 个 孩子 的 父亲 。 





解 ”我 们 可 以 得 到 zl1)=0 和 p(2) 二 0。 因 为 没有 讲座 结束 时 间 在 这 两 个 讲座 开始 之 前 。 
可 得 到 p(3)= 二 1， 因 为 讲座 3 和 讲座 1 是 相 容 的 。 但 讲座 3 和 讲座 2 不 相 容 。p(4) = 二 0 因为 讲 
座 4 与 讲座 1、2、3 都 不 相 容 。p(5) 二 0 因为 讲座 5 与 讲座 1、2、3、4 都 不 相 容 。z(6) 王 2 因 
为 讲座 6 和 讲座 2 是 相 容 的 。 但 讲座 6 和 讲座 3、4、5 不 相 容 。 最 后 p(7) 二 4， 因 为 讲座 7 和 
讲座 4 是 相 容 的 。 但 讲座 7 和 讲座 5、6 不 相 容 。 

为 了 设计 一 个 解决 这 个 问题 的 动态 规划 算法 ， 我们 首先 提出 一 个 关键 的 递 推 关系 。 首 先 注 
意 j 二 xn。 对 于 第 一 个 7 讲座 ， 有 两 种 可 能 的 优化 调度 (注意 ,我们 已 经 将 nn 个 讲座 按 结束 时 间 
升序 排序 ) : (iD 讲座 7 属于 优化 调度 ;或 者 (ii) 它 不 属于 。 

情况 CD : 我 们 知道 讲座 p(j) 十 1，…，j 一 1 不 可 能 属于 这 个 规划 ， 因 为 这 些 讲座 与 讲座 j 
都 不 相 容 。 进 一 步 ， 在 优化 调度 中 的 其 他 讲座 必定 包括 了 讲座 1，2，…，p (7) 的 一 个 优化 调 
度 。 因 为 如 果 对 于 1，2，…，p(j) 有 更 好 的 优化 调度 ， 通 过 加 上 讲座 7， 我 们 将 得 一 个 比 总 体 
优化 调度 更 好 的 规划 。 所 以 ， 在 情况 (人 D 下 ，TGOD) 王 内 十 T(zpG7))。 

情况 (ii) : 当 讲座 7 不 属于 一 个 优化 调度 时 ， 讲 座 1，2，…7 的 优化 调度 就 与 讲座 1， 
2，…,j 一 1 的 一 样 。 因 此 ， 在 情况 CD 下 ，TG)=TGO 一 1) 。 结 合 情 况 ( 人 和 (ib ， 可 得 到 一 个 递 
推 关 系 : 

T()=max(w,+ T(pC0)), TO—1)) 

现在 我 们 得 到 这 个 递 推 关系 ， 我 们 将 设计 一 个 有 效 算法 。 算 法 1， 计 算 最 大 的 参与 总 数 。 
我 们 在 计算 之 后 通过 保存 每 一 个 来 保证 这 个 算法 是 有 效 的 。 这 样 允 许 我 们 可 以 只 计算 T(j) 一 
次 。 如 果 不 这 样 ， 算 法 将 有 指数 最 坏 情 况 时 间 复 杂 度 。 保 存 每 一 次 计算 值 的 过 程 称 为 记忆 ， 对 
于 提高 递归 算法 效率 是 很 重要 的 技术 。 





算法 1 调度 讲座 的 动态 规划 算法 
Procedure Maximum Attendees(s1 ，s,，…，5,; 讲座 的 开始 时 间 ; el ，e ，…，e : 讲座 的 结束 时 间 ; 
zw，rw，…，rw: 讲座 的 参加 人 数 ) 
将 讲座 按 结束 时 间 排 序 ， 并 重新 标记 讲座 保证 e 全 ez 二 …e， 
For; :一 1] ton 
If 没有 任务 i i< 7 与 任务 ) 相 兼容 ; 
轧 (7) 一 0 
else p(j) :二 max{i|i<i 并 且 任务 ;与 任务 ) 相 兼 容 } 
T(0) :一 0 
for 7 :=1 ton 
T()) :一 max(Cw T(p(7)), T(I—1)) 
return T(n){T(n) 是 最 大 的 参加 和 人 人数} | 











在 算法 1 中 ,我 们 通过 一 个 讲座 调度 方案 确定 最 大 的 参与 人 数 ， 但 我 们 不 能 找到 获得 最 大 
人 数 的 调度 方案 。 为 了 找到 这 个 调度 方案 ,我 们 用 到 这 个 事实 : 对 于 第 一 个 7 讲座 ， 讲 座 7 属 
于 一 个 优化 方案 当 且 仅 当 w; 十 TC(p(j))) 宇 TG 一 1)。 我 们 将 这 个 问题 留 在 练习 53， 基 于 这 个 观 
察 设计 一 个 算法 确定 哪些 讲座 应 该 在 获得 最 大 参与 人 数 的 调度 方案 中 。 

算法 1 是 动态 规划 的 一 个 好 例子 ， 因 为 通过 重 释 的 子 问 题 的 优化 方案 找到 了 最 大 参与 人 
数 。 每 一 个 子 问题 确定 第 一 个 7 讲座 的 最 大 参与 人 数 ，1 二 j 二 nn 一 1。 其 他 动态 规划 例子 参见 练 
习 56 和 练习 57 以 及 补充 练习 14 和 练习 17。 


练习 
1. 用 数学 归纳 法 验证 在 例 2 导出 的 求解 汉 诺 塔 难题 所 需 移动 次 数 的 公式 。 
2. a) 找 到 一 个 关于 n 元 素 集 合 的 排列 数 的 递 推 关系 。 

b) 通 过 迭代 用 这 个 递 推 关系 求 n 元 素 集 合 的 排列 数 。 
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. 一 台 出 售 邮票 短 的 售 货 机 只 接受 1 美元 硬币 、1 美元 纸币 以 及 5 美元 纸币 。 


a) 找 出 与 放 nn 美元 到 这 台 售 货机 的 方式 数 有 关 的 递 推 关系 ， 这 里 要 考 上 处 硬 币 和 纸币 放 入 的 次 序 。 
b) 初 始 条 件 是 什么 ? 
中 一 本 邮票 短 需 10 美元 ， 有 多 少 种 方式 付款 ? 


. 一 个 国家 使 用 的 硬币 价值 为 1 比 案 、2 比索 、5 比索 和 10 比索 ,纸币 的 价值 为 5 比 案 、10 比 索 、20 比索 、 


50 比索 和 100 比索 。 如 果 考 虑 付 硬币 和 纸币 的 次 序 ， 求 一 个 与 付 n 比索 账单 的 方式 数 有 关 的 递 推 关系 。 


5. 如 果 考 虚 付 硬币 和 纸币 的 次 序 ， 那 么 使 用 练习 4 描述 的 货币 系统 付 17 比索 的 账单 有 多 少 种 方式 ? 


xx 18. 


20. 


21. 


. 3a) 设 n 是正 整 数 ， 求 一 个 与 下 述 正 整 数 序列 的 个 数 有 关 的 递 推 关系 。 这 种 序列 以 1 作为 首 项 ， 以 4 作 


为 末 项 并 且 是 严格 递增 的 。 即 序列 mm ，as，…，as， 其 中 必 二 1, a4 二 n， 且 对 j= 二 1，2,…, kk 一 1， 
Qj<ajt1e 

b) 初 始 条 件 是 什么 ? 

©) 当 是 大 于 等 于 2 的 正 整数 时 ， 有 多 少 个 a) 中 所 描述 的 序列 ? 


. 8a) 求 与 包含 2 个 连续 0 的 二 位 二 进 制 位 串 的 个 数 有 关 的 递 推 关系 。 


b) 初 始 条 件 是 什么 ? 
c) 包 含 2 个 连续 0 的 7 位 二 进 制 位 串 有 多 少 个 ? 


. a) 求 与 包含 3 个 连续 0 的 对 位 二 进 制 位 串 的 个 数 有 关 的 递 推 关系 。 


b) 初 始 条 件 是 什么 ? 中 包含 3 个 连续 0 的 7 位 二 进 制 位 串 有 和 多少 个 ? 


.a) 求 与 不 包含 3 个 连续 0 的 二 位 二 进 制 位 串 的 个 数 有 关 的 递 推 关 系 。 


b) 初 始 条 件 是 什么 ? 0) 不 包含 3 个 连续 0 的 7 位 二 进 制 位 串 有 多 少 个 ? 


. a) 求 与 包含 01 的 n 位 二 进 制 位 串 的 个 数 有 关 的 递 推 关系 。 


b) 初 始 条 件 是 什么 ? 
ce) 包含 01 的 7 位 二 进 制 位 串 有 多 少 个 ? 


. 2) 一 个 仆 阶梯 ， 如 果 每 次 可 以 上 1 或 2 步 , 求 与 候 n 步 阶梯 的 方式 数 有 关 的 递 推 关系 。 


b) 初 始 条 件 是 什么 ? c) 这 个 人 疏 8 步 阶 梯 上 飞机 有 多 少 种 方式 ? 


. a) 如 果 一 个 仆 阶梯 每 次 可 以 上 i，2 或 3 阶 , 求 与 候 步 阶梯 的 方式 数 有 关 的 递 推 关系 。 


b) 初 始 条 件 是 什么 ? ec) 这 个 人 疏 8 步 阶梯 有 多 少 种 方式 ? 
一 个 只 包含 0、1 和 2 的 串 叫做 三 进 制 位 串 。 


. a) 求 与 不 包含 2 个 连续 0 的 位 三 进 制 位 串 的 个 数 有 关 的 递 推 关系 。 


b) 初 始 条 件 是 什么 ? c) 不 包含 2 个 连续 0 的 6 位 三 进 制 位 串 有 多 少 个 ? 
. a) 求 与 包含 2 个 连续 0 的 位 三 进 制 位 串 的 个 数 有 关 的 递 推 关系 。 

b) 初 始 条 件 是 什么 ? ce) 包含 2 个 连续 0 的 6 位 三 进 制 位 串 有 多 少 个 ? 

. a) 求 与 不 包含 2 个 连续 0 或 2 个 连续 1 的 位 三 进 制 位 串 的 个 数 有 关 的 递 推 关系 。 

b) 初 始 条 件 是 什么 ? ec) 不 包含 2 个 连续 0 或 2 个 连续 1 的 6 位 三 进 制 位 串 有 多 少 个 ? 
,a) 求 与 包含 2 个 连续 0 或 2 个 连续 1 的 nn 位 三 进 制 位 串 的 个 数 有 关 的 递 推 关 系 。 

b) 初 始 条 件 是 什么 ? ec) 包含 2 个 连续 0 或 2 个 连续 1 的 6 位 三 进 制 位 串 有 多 少 个 ? 
. g) 求 与 不 包含 连续 的 相同 符号 的 位 三 进 制 位 串 的 个 数 有 关 的 递 推 关 系 。 

b) 初 始 条 件 是 什么 ? @) 不 包含 连续 的 相同 符号 的 6 位 三 进 制 位 串 有 多 少 个 ? 

a) 求 包含 2 个 连续 的 相同 符号 的 位 三 进 制 位 串 的 个 数 的 递 推 关 系 。 

b) 初 始 条 件 是 什么 ? 中 包含 2 个 连续 的 相同 符号 的 6 位 三 进 制 位 串 有 多 少 个 ? 


. 信息 通过 信道 传送 要 使 用 两 个 信号 。 一 个 信号 的 传送 需要 1 微 秒 ， 而 另 一 个 信号 的 传送 需要 2 微 秒 。 


a) 求 与 在 对 微 秒 内 发 送 的 不 同 信息 数 有 关 的 递 推 关系 ， 其 中 信息 由 这 两 个 信号 的 序列 构成 ， 并 且 信 
息 中 的 每 个 信号 后 面 都 紧 跟 着 下 一 个 信号 。 

b) 初 始 条 件 是 什么 ? 

c) 用 这 两 个 信号 在 10 微 秒 内 可 以 发 送 多 少 条 不 同 的 信息 ? 

一 个 汽车 司机 只 用 5 美 分 和 10 美 分 硬币 付 过 桥 费 ， 每 次 向 收费 机 投 一 个 硬币 。 

a) 求 与 这 个 汽车 司机 付费 n 美 分 的 不 同方 式 数 有 关 的 递 推 关系 (考虑 使 用 硬币 的 次 序 )。 

b) 这 个 司机 付费 45 美 分 有 多 少 种 可 能 的 方式 ? 

a) 如 果 R, 是 一 个 平面 被 n 条 直线 划分 出 的 区 域 个 数 ， 其 中 没有 两 条 直线 是 平行 的 ， 也 没有 3 条 直线 
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* 23. 
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28. 


ee 


30. 


1 
` b) 使 用 在 例 5 的 解答 中 所 提 到 的 关于 Cs 的 封闭 公式 检验 b) 得 到 的 结果 。 
. 在 汉 诺 塔 难题 中 ,假设 我 们 的 目标 是 把 所 有 的 nn 个 盘子 从 柱 1 移 到 柱 3， 但 我 们 不 能 直接 在 柱 1 和 柱 


jk 





交 于 一 点 ， 找 出 由 R, 满足 的 递 推 关系 。 

b) 使 用 迭代 求 出 R, 。 

a) 找 出 由 R, 满足 的 递 推 关系 ,其 中 R, 是 一 个 球面 被 个 大 圆 (球面 与 通过 球 心 的 平面 的 交 线 ) 划 分 
的 区 域 个 数 ， 如 果 没 有 3 个 大 圆 交 于 一 点 。 

b) 使 用 迭代 求 出 R,。 

a) 找 出 由 S, 满足 的 递 推 关 系 ， 其 中 S, 是 三 维 空间 被 个 平面 分 成 的 区 域 数 ， 如 果 每 3 个 平面 交 于 一 
点 ， 但 没有 4 个 平面 交 于 一 点 。 

b) 使 用 迭代 求 出 S,。 

求 出 与 具有 偶数 个 0 的 半 位 二 进 制 位 串 个 数 有 关 的 递 推 关 系 。 

包含 偶数 个 0 的 7 位 二 进 制 位 串 有 多 少 个 ? 

a) 找 到 与 用 1X2 的 多 米 诺 牌 完全 覆盖 2Xn 的 棋盘 的 方式 数 有 关 的 递 推 闫 系 。[ 提 示 ; 分 别 考虑 对 棋 
盘 右上 角 的 位 置 用 一 张 多 米 诺 牌 水 平 放 置 和 垂直 放置 的 覆盖 方式 。] 

b) 关 于 a) 中 递 推 关 系 的 初始 条 件 是 什么 ? 

用 1X2 的 多 米 诺 牌 完全 覆盖 2X17 的 棋盘 有 多 少 种 方式 ? 

a) 用 地 砖 铺 一 条 人 行道 ， 地 砖 是 红色 、 绿 色 或 灰色 的 。 如 果 没 有 两 块 红 砖 相 邻 且 同 色 的 地 砖 是 不 加 
区 别 的 ， 找 出 与 用 二 块 砖 铺 一 条 路 的 方式 数 有 关 的 递 推 关系 。 

b) 对 于 a) 中 的 递 推 关 系 有 什么 初始 条 件 ? 

c) 用 7 块 砖 铺 一 条 在 a) 中 所 描述 的 路 有 多 少 种 方式 ? 

证 明 斐 波 那 契 数 满足 递 推 关系 有 .二 5f,-s 十 3f,-s，n 二 5，6，7，…， 其 中 递 推 关系 具有 初始 条 件 万 一 0， 

万 = 王 1， 户 王 1， 方 二 2， 妨 二 3。 用 这 个 递 推 关系 证 明 fs, 可 被 5 整除,，n 二 1，2，3，…。 


. 设 S(m，n) 表 示 从 m 元 素 集 合 到 元 素 集合 的 映 上 函数 的 个 数 。 证 明 SC(m，nn) 满 足 递 推 关系 


n—]} 
Smn) 一 各 一 >) Cn,k) SCm,k) 


其 中 m 宇 n 且 n 记 1， 初始 条 件 是 SC ，1) 王 1。 

a) 写 出 为 确定 相 乘 次 序 而 在 乘积 z。* zi1， x。*。 x3，。 x 中 加 括号 的 所 有 方式 。 

b) 使 用 在 例 5 所 建立 的 递 推 关系 计算 C4 ， 即 为 确定 相 乘 的 次 序 在 5 个 数 的 乘积 中 加 括号 的 方式 数 。 
验证 a) 列 出 的 方式 数 是 正确 的 。 

©) 使 用 在 例 5 的 解答 中 所 提 到 的 关于 C, 的 封闭 公式 ， 通过 求 出 C, 检验 b) 得 到 的 结果 。 

a) 使 用 在 例 5 所 建立 的 递 推 关 系 确定 Cs ， 即 为 确定 相 乘 的 次 序 在 6 个 数 的 乘积 中 加 括号 的 方式 数 。 


3 之 间 移 动 盘子 。 每 次 移动 盘子 必须 通过 柱 2， 并 且 我 们 不 能 把 较 大 的 盘子 放 在 较 小 的 盘子 上 面 。 

a) 找 出 与 求解 这 个 具有 附加 限制 条 件 的 :个 盘子 的 难题 所 需 移动 次 数 有 关 的 递 推 关 系 。 

b) 解 这 个 递 推 关 系 来 确定 求解 这 个 n 个 盘子 难题 所 需 移 动 次 数 的 公式 。 

c) 有 多 少 种 不 同 的 方法 把 nn 个 盘子 安排 在 3 个 柱子 上 使 得 没有 一 个 较 大 的 盘子 放 在 较 小 的 盘子 上 面 ? 
d) 显 示 在 这 个 变形 难题 的 解 中 得 到 的 对 n 个 盘子 的 各 种 可 能 的 安排 。 

练习 33 一 37 是 格雷 厄 姆 。 克 努 斯 (Graham Knuth) 和 帕 塔 什 尼 克 (PatasHnik) 在 LGrKnPa94] 所 描述 的 


约瑟夫 问题 (Josephus Problem) 的 一 种 变形 。 这 个 问题 来 源 于 历史 学 家 弗 拉 维 乌 斯 "约瑟夫 的 一 本 账 。41 
个 犹太 叛 民 在 一 世纪 犹太 罗马 战争 期 间 被 罗马 人 追赶 逃 和 山洞， 约瑟夫 是 这 群 人 中 的 一 个 。 这 些 叛 民 宁 


愿 死 也 不 愿 被 俘 。 他 们 决定 围 成 一 个 圆圈 并 且 围 着 这 个 圆圈 重复 数 数 ， 每 数 到 3 就 杀 掉 这 个 位 置 的 人 而 馈 


留 下 其 他 的 人 。 但 是 约瑟夫 和 另 一 个 叛 民 不 愿意 这 样 被 杀 掉 。 他 们 确定 了 应 该 站 的 位 置 是 最 后 两 个 活 下 
来 的 叛 民 的 位 置 。 我 们 考虑 的 问题 开始 时 有 交 个 人 ， 记 为 1 到”， 站 成 一 个 圆圈 。 每 一 步 ， 每 第 2 个 仍旧 
活着 的 人 将 被 排除 ， 直 到 只 剩 下 一 个 人 为 止 。 我 们 把 生还 的 人 数 记 作 J (n)。 


33 


34. 


35 
36 


对 每 个 正 整 数 n 的 值 ，1 二 nn 二 16， 确定 J(n) 的 值 。 

使 用 你 在 练习 33 找到 的 值 猜想 一 个 关于 J(n) 的 公式 。[ 提 示 : 写 n 二 2" 十 k， 其 中 m 是 非 负 和 整数， 
是 小 于 2” 的 非 负 整数 。] 

对 于 nn 宇 1， 证 明 J(z) 满 足 递 推 关 系 J(2n) 二 2J《n) 一 1 和 J(22 十 1) 王 2J(z) 十 1， 且 JG1) 一 1。 

用 练习 35 的 递 推 关 系 根据 数学 归纳 法 证 明 你 在 练习 34 所 猜想 的 公式 。 
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37. 根据 关于 J(z) 的 公式 确定 J(100)、J(1000) 和 J(C10 000) 。 
练习 38 一 45 涉及 雷 夫 难题 ， 即 具有 4 个 柱 和 个 盘子 的 汉 诺 塔 的 变形 问题 。 在 给 出 这 些 练习 之 前 ， 
我 们 描述 一 个 弗 雷 姆 斯 图 尔 特 (Frame Stewart) 算 法 ， 它 把 盘子 从 柱 1 移 到 柱 4 并且 没有 较 大 的 盘子 放 在 
较 小 的 盘子 上 面 。 给 定 盘 子 数 n 作为 输入 ， 这 个 算法 依赖 于 一 个 整数 的 选择 ，1 二 kn%。 当 只 有 一 个 盘 
子 时 ， 把 它 从 柱 1 移 到 柱 4， 然 后 算法 停止 。 对 于 zx 之 1， 算 法 递归 地 使 用 下 面 的 3 步 。 首 先 使 用 所 有 的 4 
根 柱 递归 地 把 最 小 的 n 一 k 个 盘子 从 柱 1 移 到 柱 2。 下 一 步 使 用 汉 诺 塔 问题 的 三 根 柱 算 法 ， 不 使 用 放 n 一 k 
个 最 小 盘子 的 柱 ， 把 个 最 大 的 盘子 递归 地 从 柱 1 移 到 柱 4。 最 后 ， 使 用 所 有 4 根 柱 递归 地 将 xz 一 & 个 最 
小 的 盘子 移 到 柱 4。 弗 雷 姆 和 斯 图 尔 特 证 明 ， 使 用 他 们 的 算法 ， 为 了 达到 最 少 的 移动 次 数 ， 应 该 选择 
使 得 是 不 超过 第 个 三 角形 数 坟 二 k(k 十 1)/2 的 最 小 的 正 整数 ， 即 z-: < 到 2 委 训 。 有 一 个 未 被 证 实 的 猜 
想 ， 称 为 弗 雷 姆 猜想 ， 就 是 不 管 盘子 怎样 移动 ， 该 算法 对 于 求解 这 个 难题 所 需要 的 移动 次 数 最 少 。 
38. 证 明 : 具有 3 个 盘子 的 雷 夫 难题 最 少 可 以 使 用 5 次 移动 求解 。 
39. 证 明 : 具有 4 个 盘子 的 雷 夫 难 题 最 少 可 以 使 用 9 次 移动 求解 。 
40. 描述 弗 雷 姆 斯 图 尔 特 算法 所 做 的 移动 ， 并 选择 & 使 得 在 下 面 每 种 情况 下 所 需要 的 移动 次 数 最 少 。 
a)5 个 盘子 b)6 个 盘子 ec)7 个 盘子 d)8 个 盘子 
41. 证 明 : 如 果 RC(n) 是 由 弗 雷 姆 斯 图 尔 特 算 法 求解 具有 个 盘子 的 雷 夫 难 题 所 使 用 的 移动 次 数 ， 这 里 选择 是 
满足 n<k(k 十 1)/2 的 最 小 的 整数 ， 那 么 R(n) 满 足 递 推 关 系 R(n) = 二 2R(n 一 &) 十 2 一 1 和 R(0) 二 0， 
R(I)=1, 
42. 证 明 : 如 果 上 有 像 练 习 41 那样 选择 ， 那 么 RC(n) 一 R(n 一 1) 二 2 。 


大 


43. 证 明 : 如 果 A 像 练习 41 那样 选择 ， 那 么 RC(n) = 》) 认 2 于 一 (办 一 20241 。 


44. 用 练习 43 给 出 对 所 有 的 整数 n(1 二 n 过 25)， 求解 雷 夫 难题 所 需 移动 次 数 的 上 界 。 
45. 证 明 : R(m) 是 OWn2)，。 
设 {a,} 是 实数 序列 ， 这 个 序列 的 后 向 差分 递归 地 定义 如 下 : 
第 一 差分 Va, 是 
Va a ei 
从 Vta, 得 到 第 上 十 1 差分 V1'a,;， 即 
Ws —Va— Va 
46. 求 关 于 序列 {a,} 的 a;:， 其 中 
a)a, 一 4 b)a, =2n 
Ca, 一 7 da 一 27 
47. 对 于 在 练习 46 中 的 序列 求 V?a,。 
48. 证 明 : a,-: 王 av 一 Van。 
49. 证 明 : oa :一 an 一 2 Va 十 Via, 。 
50. 证 明 ; a, 一 & 可 以 用 a,，Vva.，V:a,，…，Vta 的 项 表示 。 
51. 用 ua，Va,，V?za, 的 项 表示 递 推 关系 4a, 王 a,_1 十 4a,-2。 
52. 证 明 : 关于 序列 {a, } 的 任何 递 推 关 系 都 可 以 用 a;，Va,，V?a,，… 的 项 表示 。 涉 及 这 个 序列 和 它 的 差 
分 的 等 式 叫 做 差分 方程 。 
53. 在 算法 1 之 后 ， 设 计 一 个 算法 确定 哪些 讲座 应 该 调度 以 获得 最 大 的 参与 者 总 人 数 而 不 只 是 由 算法 1 
得 到 的 最 大 的 参与 者 总 人 数 。 
54. 使 用 计算 1 确定 例 6 中 讲座 最 大 参与 者 人 数 ， 设 w:， 讲 座 i 参与 者 人 数 ， i 二 1，2,，…,， 7， 是 : 
a) 208 ION OW 30 15, ;25;. 40。 
b)1005 55 10 20,。 25, 40; 305 
2, 3, :8, 5, 4, 7, 10% 
a)10s5 Bs 77 25% 20% 305 5s 
55. 对 于 练习 54 中 的 每 一 部 分 ， 使 用 53 题 的 算法 找到 优化 调度 方案 以 获得 最 大 的 参考 者 人 数 。 
56. 本 练习 设计 一 个 动态 规划 算法 找到 一 个 实数 序列 的 连续 项 最 大 和 。 即 ， 已 知 一 个 实数 序列 a， 


有 
CQC2， "CQn， 算法 计算 出 最 大 和 Da » l<j<k<n, 


i=j 
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a) 证 明 序 列 的 所 有 项 都 是 非 负数 ， 这 个 问题 可 以 变 为 求 所 有 项 的 和 。 然 后 ， 给 出 一 个 连续 项 的 最 大 
和 不 是 所 有 项 之 和 的 例子 。 


b) 设 MCA) 是 以 wx 结尾 的 连续 项 的 最 大 和 。 即 ， MCA) = max 之 /ai 。 解 释 二 2，…n 时 ， 递 推 关系 


M(k) 二 max(M(k 一 1) 十 a ，ai) 成 立 。 

中 使 用 b) 设 计 一 个 动态 规划 算法 解 这 个 问题 。 

d) 用 序列 2， 一 3，4，1， 一 2，3 解释 c) 的 每 一 步 找到 的 连续 的 最 大 和 。 

e) 证 明 c) 中 算法 的 加 法 和 比较 运算 的 最 坏 情况 时 间 复 杂 度 是 线性 的 。 

57. 动态 规划 可 以 用 于 设计 解决 3. 3 节 中 最 大 链 乘法 问题 的 算法 。 这 个 问题 是 确定 怎样 使 用 最 少 的 整数 
乘法 计算 4 A,…A,， 4 ，4: ，…，4，,， 分 别 是 mi X ms，mz Xms, *, ma Xmnt1 和 矩阵 。 注意 由 于 结合 
律 ， 乘积 不 依赖 于 和 矩阵 乘 的 顺序 。 

a) 证 明 采 用 蛮 力 算法 确定 矩阵 链 乘 法 问题 整数 乘法 的 最 小 个 数 将 是 指数 最 坏 情 况 时 间 复 杂 度 。[ 首 先 
通过 证 明和 矩阵 乘法 的 顺序 是 由 乘积 括号 指定 的 ， 然 后 使 用 例 5 和 8.4 节 的 练习 41 的 c)。] 

b) 用 4 表示 AAA 的 乘积 ， M(i, 站 表示 计算 A; 的 最 小 整数 乘法 数 。 证 明 如 果 通 过 将 4 
Ah; 分 割 为 4; 与 4 和 A 和 r+ri 与 A; 相 乘 ，i<7J， 可 以 得 到 计算 4y 较 少 的 整数 乘法 数 ， 那 么 第 一 个 & 拢 
阵 项 必定 括 在 一 起 ， 这 样 4x 采用 M(i，&) 最 优 乘 法 次 数 ;， A44i1,; 必定 括 在 一 起 ， 这 样 Aiiv 采用 
M(k 十 1， 站 最 优 乘法 次 数 。 

中 解释 为 什么 b) 可 以 得 到 如 下 递 推 关系 : 如 果 1<i<k<j<n, MG 站 = min(M(i, 人 入 十 MG 二 1， 
Dmimerimit ) _ 

d) 使 用 c) 中 的 递 推 关系 设计 一 个 确定 nn 矩阵 乘 的 有 效 算法 ,算法 采用 最 小 整数 乘法 个 数 。 当 计算 出 
MG ， 力 时 ， 保 存 M(i， 门 部 分 结果 使 得 算法 不 会 出 现 指数 时 间 复 杂 度 。 

e) 证 明 d) 的 算法 对 于 整数 乘 具有 O(n ) 的 最 坏 情 况 时 间 复 杂 度 。 


8.2 求解 线性 递 推 关 系 


8.2.1 引言 

各 种 各 样 的 递 推 关 系 出 现在 模型 里 。 某 些 递 推 关 系 可 以 用 和 迭代 或 者 其 他 的 特别 技术 求解 。 
但 是 ， 有 一 类 重要 的 递 推 关 系 可 以 用 一 种 系统 方法 明确 地 求解 。 在 这 种 递 推 关 系 中 ， 序 列 的 项 
由 它 的 前 项 的 线性 组 合 来 表示 。 

一 个 常 系数 的 大 阶 线性 齐 次 递 推 关系 是 形 如 

让 二 站 让 1 二 二 

的 递 推 关 系 ， 其 中 cl，c，…，ce 是 实数 ， ck 天 0。 

这 个 定义 中 的 递 推 关 系 是 线性 的 ， 因 为 它 的 右边 是 序列 前 项 的 倍数 之 和 。 这 个 递 推 关系 是 
齐 次 的 ， 因 为 所 出 现 的 各 项 都 是 w 的 倍数 。 序 列 各 项 的 系数 都 是 常数 而 不 是 依赖 于 的 函数 。 
阶 为 &， 因 为 a, 由 序列 前 面 的 & 项 来 表示 。 

根据 数学 归纳 法 第 二 原理 ,满足 这 个 定义 的 递 推 关系 的 序列 由 这 个 递 推 关系 和 个 初始 
条 件 





Qo =Co, Qa=Cs **, di= Ci 
唯一 地 确定 。 
例 1 递 推 关 系 P,=(1.11)P,-: 是 1 阶 的 线性 齐 次 递 推 关系 。 递 推 关系 f, 王 f,-i 十 f,-: 是 2 
阶 的 线性 齐 次 递 推 关 系 。 递 推 关 系 a 一 a,_: 是 5 阶 的 线性 齐 次 递 推 关系 。 q 


例 2 是 一 些 常 系数 的 但 不 是 线性 齐 次 递 推 关系 的 例子 。 

例 2 递 推 关 系 ww 一 a-: 十 or-* 不 是 线性 的 。 递 推 关系 刁 , 二 2 昌 ,-1 十 1 不 是 齐 次 的 。 递 推 关 
系 B, 二 nB,_i! 不 是 常 系数 的 。 4 

研究 线性 齐 次 递 推 关系 有 两 个 理由 。 第 一 ， 在 建立 问题 的 模型 时 经 常 出 现 这 种 递 推 关 系 。 
第 二 ， 它 们 可 以 用 系统 的 方法 求解 。 
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8. 2. 2 求解 常 系数 线性 齐 次 递 推 关系 
求解 常 系数 线性 齐 次 递 推 关 系 的 基本 方法 是 寻找 形 如 a, 二 wr 的 解 ， 其 中 rr 是 常数 。 注 意 
a, 二 7 是 递 推 关系 由 一 ca,-: 十 ca-s 十 … 十 ca 的 解 ， 当 且 仅 当 
”=ar cr 2 十 党 十 cz 
当 等 式 的 两 边 除 以 “并 且 从 左边 减 去 右边 时 ， 我 们 得 到 等 价 的 方程 
or er = t= =0 

因此 ， 序 列 {a,} 以 a, 二 x" 作为 解 ， 当 且 仅 当 7 是 这 后 一 个 方程 的 解 。 这 个 方程 叫做 该 递 推 
关系 的 特征 方程 。 方 程 的 解 叫 做 该 递 推 关系 的 特征 根 。 正 如 我 们 将 要 看 到 的 ， 可 以 用 这 些 特 征 
根 给 出 这 种 递 推 关系 的 所 有 解 的 显 式 公式 。 

我 们 首先 看 一 个 2 阶 常 系数 线性 齐 次 递 推 关系 的 处 理 结果 。 然 后 ,叙述 相应 的 阶 可 能 大 于 
2 的 一 般 性 结果 。 由 于 得 到 一 般 性 结果 所 需要 的 证 明 比 较 复杂 ， 所 以 本 书 不 再 闭 述 。 

我 们 现在 回 到 2 阶 线性 齐 次 递 推 关系 。 首 先 ， 考虑 存在 两 个 不 相等 的 特征 根 的 情况 。 

设 cl 和 ec 是 实数 。 假 设 关 一 cir 一 cz 一 0 有 两 个 不 相等 的 根 rl 和 rr,， 那 么 序列 
人 a,}) 是 递 推 关 系 a, 二 cas 十 czas-z 的 解 ， 当 且 仅 当 a 二 ri 十 azr?，n 二 0，1，2，…， 其 中 避 ol 
和 az 是 常数 。 

证 ”证明 这 个 定理 必须 做 两 件 事 。 首 先 ， 必 须 证 明 如 果 r, 和 xr。 是 特征 方程 的 根 ， 并 且 a 
和 as 是 常数 ， 那 么 序列 {a,} (a 二 wri 十 as 鸡 ) 是 递 推 关 系 的 解 。 其 次 ， 必 须 证 明 如 果 序 列 (a,} 
是 解 ， 那 么 对 于 某 个 常数 a, 和 wo， 有 a, 二 airi 十 azri。 

现在 我 们 将 证 明 如 果 a, 二 ari 十 azr?， 那 么 序列 {a,} 是 递 推 关 系 的 解 。 因 为 ri 和 7 是 7 一 
ar 一 cs 二 0 的 根 ， 从 而 7? 二 cini 十 cy， 7 二 cirs 十 cz。 

从 这 些 等 式 可 以 看 出 

cia 十 ca 一 cowr ++or )+e(lar +arn ) 
=ar (cn+c) tor (cr cs) 
一 由 下放 十 we 六 
一 oa 二 Qs 
=a, 
这 证 明了 序列 {a,} 以 a, 二 mr 十 as72 作为 递 推 关系 的 解 。 

为 证 明 递 推 关 系 a 二 cia, 十 coa,-s 的 每 一 个 解 {a,} 都 有 形式 4, 二 ri 十 gsr?，n 二 0，1， 
2，…，wu 和 o 为 某 个 常数 。 假 设 {a.} 是 递 推 关系 的 解 ， 初 始 条 件 是 wm 一 Co，w 二 ct。 下 面 证 
明 存 在 常数 w 和 a; 使 得 具有 ww 一 w 刀 十 元 的 序列 {a,} 满 足 同样 的 初始 条 件 。 这 要 求 

ao =Co 三 al 十 az 

al 一 Cl = ar arr 
我 们 可 以 求解 这 两 个 关于 wm 和 a; 的 方程 。 从 第 一 个 方程 得 到 一 Co 一 。 把 它 代 和 第 二 个 方 
程 得 

Ci 一 o7mi 十 (Ce 一 ai)72 


因此 ， 
人 一 al (ni yy 十 Corz 
这 说 明了 
= CO — Cors 
es 
i fy 
和 


gs = C,—a, CGn Cn—G 


6 | 人 
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这 里 关于 wm 和 as 的 表达 式 依 赖 于 nr 的 事实 。( 当 Ti—Fs 时 ， 这 个 定理 不 成 立 。) 因 此 ， 由 于 
这 两 个 ww 和 的 值 ， 所 以 具有 ar 十 azr? 的 序列 {a,} 满 足 这 两 个 初始 条 件 。 
我 们 知道 {a,} 和 {oni 十 zs ) 都 是 递 推 关 系 4 二 cas-1 十 coa,-s 的 解 ， 都 满足 当 n 二 0 和 7 一 1 
时 的 初始 条 件 。 由 于 具有 两 个 初始 条 件 的 2 阶 常 系 数 线性 齐 次 递 推 关系 只 有 唯一 解 ， 所 以 这 两 
个 解 是 一 样 的 。 即 对 于 所 有 非 负 整 数 n，a, 一 airi 十 asr?。 我 们 完成 了 有 两 个 初始 条 件 的 2 阶 常 
系数 线性 齐 次 递 推 关 系 的 解 形式 为 a, 二 ari? 十 asri;( 其 中 a 和 w 常数 ) 的 证 明 。 4 
常 系数 线性 齐 次 递 推 关 系 的 特征 根 可 能 是 复数 。 和 定理 1( 和 本 节 后 面 的 定理 ) 在 这 种 情况 下 
仍旧 适用 。 其 有 复数 特征 根 的 递 推 关 系 在 本 书 中 不 进行 讨论 。 熟 悉 复 数 的 读者 可 以 做 本 节 的 练 
习 38 和 练习 39 。 
例 3 和 例 4 说明 怎样 用 定理 1 求解 递 推 关 系 。 
例 3 什么 是 如 下 递 推 关系 的 解 ? 其 中 w 二 2 和 ai 一 7。 
au 一 a 1 十 2，， 
解 ” 可 用 定理 1 求解 这 个 问题 。 递 推 关 系 的 特征 方程 是 廊 一 r 一 2 二 0。 它 的 根 是 r= 二 2 和 me 党 于 
7r 一 一 1。 因 此 ， 序 列 {a,} 是 递 推 关 系 的 解 当 且 仅 当 
一 al2" 十 az( 一 1)” 
ua 和 o 是 常数 。 由 初始 条 件 ， 得 
ao 一 2 一 al 十 oz 
ai 一 7 一 aa。2 十 ao。( 一 1) 
求解 这 两 个 等 式 得 a 二 3 和 内 王 一 1。 因 此 ， 关 于 这 个 递 推 关系 和 初始 条 件 的 解 是 序列 {a,}， 其 
中 
a,=3° 2"—(—1)” « 
例 4 找 一 个 关于 斐 波 那 契 数 的 显 式 公式 。 
解 ” 斐 波 那 契 数 的 序列 满足 递 推 关 系 万 = 广 -, 十 户 -: 和 初始 条 件 万 =0 及 fi 二 1。 特 征 方 
程 7, 一 r 一 1=0 的 根 是 六 一 (1 二 V5)/2 和 x 二 (1 一 V5)/2。 因 此 ， 从 定理 1 得 到 非 波 那 契 数 由 
f=) tal se) 
给 出 ， 其 中 a 和 o 为 常数 。 可 用 初始 条 件 f= 二 0 和 二 1 确定 这 些 常数 。 我 们 有 
fo=ata=0 


ha (+ 


对 这 些 关 于 mw 和 ww 的 联 立 方程 的 解 是 
wm 一 1/V5， 邮 一 一 1/V5 
于 是 ， 斐 波 那 契 数 由 下 面 的 式 子 给 出 : 
和 
/= 让 (生生 ) + 二 4 
当 存 在 二 重 特征 根 时 定理 1 不 再 适用 。 如 果 发 生 这 种 情况 ， 当 x。 是 特征 方程 的 一 个 二 重 
根 时 a, 二 nn? 是 递 推 关 系 的 另 一 个 解 。 定理 2 说 明了 怎样 处 理 这 种 情况 。 
RE 设 - 和 cs 是 实数 ，cs 隆 0。 假设 r 一 cr 一 cz 二 0 只 有 一 个 根 r。。 序 列 {a,) 是 递 推 关 
系 w 一 ca 十 ca 的 解 ， 当 且 仅 当 a 一 @ 确 十 wn ，n 二 0，1，2，…， 其 中 和 是 常数 。 
定理 2 的 证 明 留 作 本 节 的 练习 10。 例 5 说 明了 这 个 定理 的 应 用 。 
例 5 具有 初始 条 件 a 二 1 和 a 二 6 的 递 推 关系 


a# = 6a,1 — 9ais 








的 解 是 什么 ? 
解 ” 寺 一 6r 十 9 一 0 唯一 的 根 是 * 一 3。 因 此 ， 这 个 递 推 关 系 的 解 是 : a 二 a13" 十 asn3" 
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其 中 a, 和 as 是 常数 。 使 用 初始 条 件 得 
au 一 1 一 aa 
a 一 6 一 am。3 十 aa。3 
求解 这 两 个 方程 得 ai 二 1 和 ww 王 1。 因 此 ， 这 个 具有 给 定 初始 条 件 的 递 推 关 系 的 解 是 
a 二 3" 十 n3” “ 
我 们 现在 叙述 这 个 关于 常 系数 线性 齐 次 递 推 关系 的 解 的 一 般 性 结果 ， 这 里 的 阶 可 以 大 于 2 
且 假 定 特征 方程 有 不 相等 的 根 。 这 个 结果 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 16。 
设 ci，cs，*…， Ch 是 实数 。 假 设 特征 方程 
cn 1!—*…—cr=0 
有 上 个 不 相等 的 根 r1，r，,，…，rs。 那 么 序列 (a,) 是 递 推 关系 


CE 





的 解 ， 当 且 仅 当 
aa 一 0 天 十 oz 到 十 十 ak 
1 一 0，1，2，…，am，a，…，ak 是 常数 。 
我 们 用 例 6 说 明定 理 的 使 用 。 
例 6 求 出 具有 初始 条 件 a 二 2，al 二 5 和 w 王 15 的 递 推 关系 
dj 一 6a，; 一 11c，, 十 6a，， 
的 解 。 
解 这 个 递 推 关 系 的 特征 多 项 式 是 
2 一 6 十 1lir 一 6 
因为 亚 一 6 到 十 117r 一 6 一 (一 1) Cr 一 2) (Cr 一 3)， 所 以 特征 根 是 ”一 1、r 一 2 和 r 一 3。 因 此 ， 
递 推 关系 的 解 的 形式 是 
2 一 oa。1 十 xn“2 十 oa。3" 
为 了 找到 常数 w 、o 以 及 ww ， 使 用 初始 条 件 得 
ao 一 2 王 ai 十 az 十 as 
ai 一 5 一 ww 十 ca。2 十 aa。3 
az 一 15 一 oa 十。4 十 as。9 
当 求 解 这 三 个 关于 wm 、as 和 as 的 联 立 方程 时 ， 得 到 w =1，ow 王 一 1 且 ms 二 2。 于 是 ， 这 个 
递 推 关 系 和 给 定 初始 条 件 的 唯一 解 是 满足 
dd 一 1 一 2" 十 2。3” 
的 序列 {a,) 。 4 
我 们 现在 叙述 关于 常 系数 线性 齐 次 递 推 关系 的 最 一 般 化 的 结果 ， 这 里 允许 特征 方程 有 重 
根 。 要 点 是 对 于 特征 方程 的 每 个 根 +， 通 解 是 形 如 P(rm)r" 的 项 之 和 ， 其 中 P(n) 是 m 一 1 次 多 项 
式 , 而 m 是 这 个 根 的 重 数 。 我 们 把 证 明 作为 练习 51 留 给 读者 。 
设 c，c，…，c 是 实数 ， 假 设 特征 方程 
mcr 1!—*%—e=0 
有 :个 不 相等 的 根 r1，7r;，…， Ti， 其 重 数 分 别 为 mm， ms，…，Mm， 满足 mi 之 1， i 三 1， 
2，…，t， 且 7 十 zs 十 … 十 72, 一 &。 那 么 序列 {a,} 是 递 推 关 系 


,Re 





的 解 ， 当 且 仅 当 


Qs 王 (aiio TT ain 十 am 元 
二 (wo0 azn on 计 a mn™ re 
十 王 十 (@iwo 二 int 二 Qn nn Dr 
n 二 0，1，2，*…， 其 中 ,是 常数 ，1<i<t 且 0<jmi 一 1。 
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例 7 说 明 在 特征 方程 有 重 根 时 怎样 用 定理 4 求 一 个 线性 齐 次 递 推 关系 的 通 解 形式 。 
例 7 假设 线性 齐 次 递 推 关系 的 特征 方程 的 根 是 2、2、2、5、5 和 9( 即 有 3 个 根 ， 根 2 的 
重 数 为 3， 根 5 的 重 数 为 2， 根 9 的 重 数 为 1) 。 那 么 通 解 形式 是 什么 ? 
解 ” 由 定理 4， 解 的 一 般 形式 是 
(lao Tm a ni isn 2 (a .0 ann) a 9 BJ 
我 们 现在 说 明 在 特征 方程 有 3 重 根 时 如 何 用 定理 4 求解 常 系数 线性 齐 次 递 推 关 系 。 
例 8 找 出 具有 初始 条 件 mw 二 1，w 一 一 2 和 a 二 一 1 的 递 推 关系 


;ee 





的 解 。 
解 ”这 个 递 推 关系 的 特征 方程 是 
姑 十 3 才 十 3r 十 1 一 0 
因为 让 十 37 十 37 十 1 三 (r 十 1)*， 所 以 特征 方程 只 有 一 个 3 重 根 ”一 一 1。 由 定理 4， 这 个 递 
推 关 系 的 解 是 下 述 形 式 
一 ai (一 1) 十 az 一 1 十 os (—1)” 
为 求 出 常数 Ql,o、 oa 和 CQ1.2， 使 用 初始 条 件 ， 得 到 
ao 一 1 一 ao 
Ui 一 一 2 三 一 0 一 0 一 0 
aa =—1 一 io 十 2aii 十 4ais 
这 3 个 方程 的 联 立 解 是 wo 王 1，u 王 3，a, 二 一 2。 于 是 ， 这 个 递 推 关 系 和 给 定 初始 条 件 的 唯 
一 解 是 序列 {a,}， 其 中 
a,= (1 二 3n—2n)(—1)" 4 


8.2.3 常 系数 线性 非 齐 次 的 递 推 关 系 

我 们 已 经 知道 如 何 求解 常 系数 线性 齐 次 的 递 推 关系 。 是 否 有 一 种 相对 简单 的 技术 来 求解 如 
wa, 一 3c， ;十 2 这 样 的 常 系数 线性 但 是 非 齐 次 的 递 推 关 系 呢 ? 我 们 将 看 到 ， 仅 仅 对 某 些 特定 类 
型 的 递 推 关 系 存在 肯定 的 回答 。 

递 推 关 系 a, 王 3a,_1 十 2n 是 一 个 常 系数 线性 非 齐 次 递 推 关 系 ， 即 形 如 

d= dt nm PCn) 
的 递 推 关 系 的 例子 ， 其 中 a，c。，…，c 是 实数 ，F() 是 只 依赖 于 nn 且 不 恒 为 0 的 函数 。 递 推 关系 
,一 全 1 站 ca s+ "Ta 
叫做 相伴 的 齐 次 递 推 关系 。 它 在 非 齐 次 递 推 关系 的 解 中 起 了 重要 的 作用 。 

例 9 递 推 关系 a, 二 a,_ 十 2"，aw, 王 ai 十 a :十 于 十 2 十 1，a 一 3 十 23” 和 aa 一 a :十 
a,_s 十 a,_s 十 n! 是 常 系数 线性 非 齐 次 递 推 关系 。 相 伴 的 线性 齐 次 递 推 关 系 分 别 是 w 二 as-1， 
4 一 0i-1 十 aa ，a 一 3a-: 和 ww 一 ar 十 as- 十 an-s。 4 

关于 常 系数 线性 非 齐 次 递 推 关 系 的 一 个 关键 事实 是 ， 每 个 解 都 是 一 个 特 解 与 相伴 的 线性 齐 
次 递 推 关 系 的 一 个 解 的 和 ， 正 如 定理 5 所 述 。 
理 如 果 {as”} 是 常 系数 非 齐 次 线性 递 推 关系 

w= ode ca tPF(n) 
的 一 个 特 解 ， 那 么 每 个 解 都 是 {as” 十 a } 的 形式 ， 其 中 {as”}) 是 相伴 的 齐 次 递 推 关 系 


Qs — C0 TF Coast "Cg 





的 一 个 解 。 
证 ”由 于 {ag2 } 是 非 齐 次 递 推 关 系 的 特 解 ， 所 以 我 们 知道 
ut = ea Cn) 
现在 假设 {5,} 是 常 系数 非 齐 次 递 推 关 系 的 第 二 个 解 ， 使 得 
b=cb, i 二 cb scib, 1 二 Fn) 


| 
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从 第 二 个 等 式 减 去 第 一 个 等 式 得 

0 tt 
从 而 得 到 {6b, 一 a,”} 是 相伴 的 线性 齐 次 递 推 关 系 的 一 个 解 ， 比 如 说 (aw”}。 因 此 ， eR 
下 二 人 站 

由 定理 5， 我 们 看 到 求解 常 系数 非 齐 次 递 推 关 系 的 关键 是 找 一 个 特 解 。 ee 
个 特 解 与 相伴 的 齐 次 递 推 关系 的 一 个 解 的 和 。 尽 管 不 存在 对 每 个 函数 F(n) 都 有 效 的 一 般 性 方 
法 来 求 这 种 解 ， 但 某 些 技术 对 特定 的 函数 类 型 F(z) (例如 多 项 式 函 数 与 常数 的 寡 函 数 ) 有 效 。 
例 10 和 例 11 就 说 明了 这 一 点 。 

例 10 求 递 推 关系 w 王 3a,-: 十 22 的 所 有 解 。 具 有 w =3 的 解 是 什么 ? 

解 ” 为 求解 这 个 常 系数 线性 非 齐 次 递 推 关 系 ， 我 们 需要 求解 与 它 相 伴 的 线性 齐 次 方程 并 且 
找到 一 个 关于 给 定 非 齐 次 方程 的 特 解 。 相 伴 的 线性 齐 次 方程 是 a, 二 3a,_;。 它 的 解 是 a;*” 二 a3”， 
其 中 是 常数 。 

我 们 现在 找 一 个 特 解 。 因 为 F(mn) 二 2n 是 nn 的 1 次 多 项 式 ， 所 以 解 的 一 个 合理 的 尝试 就 是 n 
的 线性 函数 ， 比 如 说 p, 三 cn 十 4， 其 中 c 和 4 是 常数 。 为 确定 是 否 存 在 这 种 形式 的 解 ， 假 设 
Pp 三 cn 十 d 是 一 个 这 样 的 解 。 那 么 方程 a, 二 3a,_ 十 2n 就 变 成 cn 十 d= 二 3(c(n 一 1) 十 q) 十 2n。 简 化 
和 归并 同类 项 得 (2 十 2c)n 十 (2d 一 3c) = 二 0。 从 而 ，cn 十 d 是 一 个 解 当 且 仅 当 2 十 2c==0 和 
2d 一 3c 一 0。 这 说 明 cn 十 d 是 一 个 解 当 且 仅 当 c 二 一 1 和 4d 二 一 3/2。 因 此 , a,” 二 一 n 一 3/2 是 一 


个 特 解 。 
根据 定理 5， 所 有 的 解 都 是 下 述 形 式 
(pp) NY se 3 
a 二 a 二 a 二 一 n Bia"3 
其 中 4 是 常数 。 
为 找 出 具有 w = 二 3 的 解 ， 在 得 到 的 通 解 公式 中 令 n 二 1。 我 们 有 3 二 一 1 一 3/2 十 3a， 这 就 推 
出 a 二 11/6。 我 们 要 找 的 解 是 a, 二 一 n 一 3/2 十 (11/6)3”。 4 


例 11 求 出 下 述 递 推 关系 
有 二 50 一 6a iF7" 
的 所 有 的 解 。 
解 ” 这 是 一 个 线性 非 齐 次 递 推 关 系 。 它 的 相伴 的 齐 次 递 推 关 系 
dn—=5a,-1— 6a,-2 
的 解 是 a 二 a;，3" 十 as。，2”"， 其 中 a 和 as 是 常数 。 因 为 F(n) 二 7"， 所 以 一 个 合理 的 解 是 
a 二 C。7"， 其 中 C 是 常数 。 把 这 些 项 代入 递 推 关 系 得 C， 7"=5C .7 一 一 6C。7 “十 7"。 提 
出 公 因 子 7 一 : ， 这 个 等 式 变 成 49C=35C 一 6C 十 49， 从 而 推出 20C= 二 49 或 C= 二 49/20。 于 是 ， 
a 包 一 (49/20)7" 是 特 解 。 由 定理 5， 所 有 的 解 都 有 下 述 形式 
a, = * 3" 十 as * 2" 十 (49/20)7" | 
在 例 10 和 例 11 中 ， 我 们 凭 经 验 猜 想 了 一 个 特定 形式 的 解 。 在 两 种 情况 下 ， 我 们 都 能 找到 
特 解 。 这 并 不 是 偶然 的 。 当 FF(n) 是 n 的 多 项 式 与 一 个 常数 的 n 次 短 之 积 时 ， 我 们 就 能 知道 一 
个 特 解 恰好 是 什么 形式 ， 如 定理 6 所 述 。 定 理 6 的 证 明 作 为 练习 52 留 给 读者 。 
加 ”假设 {a,} 满 足 线性 非 齐 次 递 推 关系 
WW a En) 





其 中 ci，c，…，cte 是 实数 ， 且 

下 (7 一 (7 十 0 in 二 十 bn 二 bo)s" 
其 中 6。，b1，…，b, 和 s 是 实数 。 当 s 不 是 相伴 的 线性 齐 次 递 推 关系 的 特征 方程 的 根 时 ， 存 在 
一 个 下 述 形式 的 特 解 


(pin’ pn pint po)s" 
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当 s 是 特征 方程 的 根 且 它 的 重 数 是 m 时 ， 存 在 一 个 下 述 形 式 的 特 解 
npn pn "pp 

注意 当 : 是 相伴 的 线性 齐 次 递 推 关系 的 特征 方程 的 m 重 根 时 ， 因 子 六 确保 给 出 的 特 解 不 
是 相伴 的 线性 齐 次 递 推 关系 的 一 个 解 。 我 们 下 面 给 出 例 12 说 明定 理 6 所 提供 的 特 解 形式 。 

例 12 当 FF(n)==3"，F(n)= 二 n3”，F(n) 二 rw?2” 和 下 (n) 二 (ww 十 1)3” 时 ， 线 性 非 齐 次 递 推 关 
系 a 二 64,-1 一 9a,-; 十 F(n) 的 特 解 有 什么 形式 ? 

解 ” 相 伴 的 线性 齐 次 递 推 关系 是 a, 二 64,-1 一 9a,-;。 它 的 特征 方程 ”一 6r 十 9 二 (r 一 3)* 二 0 
有 一 个 2 重 的 单 根 3。F(n) 的 形式 为 PC(n)s"， 其 中 P() 是 一 个 多 项 式 ，s 是 一 个 常数 。 为 应 用 
定理 6， 我 们 需要 知道 s 是 否 是 这 个 特征 方程 的 根 。 

由 于 s 二 3 是 重 数 m==2 的 根 而 * 王 2 不 是 根 ， 所 以 定理 6 告诉 我 们 如 果 下 (n) = 二 3"， 特 解 的 
形式 是 pr 3"; 如 果 FF(n) 二 n3"， 特 解 的 形式 是 (pin 十 po)3"; 如 果 下 (ln) 二 nw*2”"， 特 解 的 形式 
是 (psr 十 Pin 十 po)2"; 如 果 FF(n) 二 (rw 十 1)3"， 特 解 的 形式 是 (pon 十 pin 十 po)3”。 本 

在 求解 定理 6 所 涉及 的 那 种 类 型 的 递 推 关 系 时 ， 若 *=1 一 定 要 小 心 处 理 。 特 别 是 把 定理 
用 于 F(n) 二 bn 十 binii 十 … 十 bn 十 b。， 参 数 ; 取 值 ;二 1 时 (尽管 项 1 没有 明确 地 出 现 ) 的 情 
况 。 根 据 这 个 定理 ， 解 的 形式 就 依赖 于 是 否 1 是 相伴 的 线性 齐 次 递 推 关系 的 特征 方程 的 根 。 这 
将 在 例 13 中 说 明 ， 它 说 明了 怎样 用 定理 6 找 出 前 个 正 整数 之 和 的 公式 。 。 

例 13 设 ao, 是 前 盖 个 正 整 数 的 和 ， 即 


注意 ，a, 满足 线性 非 齐 次 递 推 关 系 
a, 一 Qi 十 7 

(为 了 从 前 x* 一 1 个 正 整 数 的 和 a,_1 得 到 前 个 正 整 数 的 和 a,， 只 需 加 上 即 可 )。 注 意 初始 条 
件 是 i= Js 

对 于 a,， 相 伴 的 线性 齐 次 递 推 关 系 是 

这 个 齐 次 递 推 关 系 的 解 是 a” = 二 c(1)"= 二 ce， 其 中 c 是 一 个 常数 。 为 了 找到 a 二 a,_1 十 nn 的 所 
有 的 解 ， 我 们 仅 需 要 找 一 个 特 解 。 由 定理 6， 由 于 F(n) 二 n 二 n(1)" 且 s 二 1 是 相伴 的 线性 齐 次 
递 推 关系 的 特征 方程 的 1 阶 根 ， 所 以 存在 一 个 形 如 nC(pin 十 po) 王 Pir 十 pon 的 特 解 。 

把 它 代 入 递 推 关系 得 到 pin + pon= pI 17) bn—1)t ns 简化 ， 得 到 n(2pi 一 1) 十 
(po—p1)=0, 这 意味 着 2p1 一 1 二 0 和 po 一 pp 二 0， 即 加 一 办 三 1/2。 因 此 


2 
CB 和 nn _ n(n+tl1) 
ao 一 了 十 3 2 


是 一 个 特 解 。 所 以 ， 原 递 推 关系 a, 二 a,_1 十 n 的 所 有 的 解 由 a, 二 a 十 a” 三 c 十 nn 十 1)/2 给 出 。 
由 于 a = 二 1， 所 以 我 们 有 1==ai 一 c 十 1. 2/2 一 c 十 1， 故 c 二 0。 因 此 a 二 n(n 十 1)/2。( 这 和 2.4 





节 表 2 给 出 的 以 及 前 面 导出 的 公式 一 样 。) S| 
练习 
1. 确定 下 面 哪些 是 常 系数 线性 齐 次 递 推 关系 ， 如 果 是 ， 求 它们 的 阶 。 
a)a, 一 3c, -li 十 4a,-: 十 5a,-s b)a, 王 27za, -十 as- c)a, 一 21 十 an 4 
d)a; =a,-1 十 2 e)a, 一 02_: 十 as fa, =a,—: 
8)an 一 an-1 十 7 
2. 确定 下 面 哪些 是 常 系数 线性 齐 次 递 推 关 系 ， 如 果 是 ， 求 它们 的 阶 。 
a)a, =3ans b)a, =3 a=as_i 
da 一 a -1 十 20，35 €)a, =a,_1/n f)a, 王 ai 十 az 十 2 十 3 


g)a 一 4 十 5a,-: 十 9a,-? 
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* 10. 


. 求解 下 述 具有 给 定 初始 条 件 的 递 推 关系 。 


a)a, 一 2a, 1 ，71 之 1，ao 一 3 b)a, =a,-1,， 7 宇 l], ao=2 
Cai = Sa 一 (02 2 ao 一 ]1， ai 一 0 d)a; =4a,-1—4a,_,， 7 之 2， ao 一 6， ci 一 8 
e)a, 王 一 4a 1 一 4 ，1 之 2，ao 一 0，al 王 1 f)a, 王 4 ，7 之 2，a 一 0，aul 一 4 


8g)a, 王 an- /4，71 之 2，ao 一 1，al 一 0 


. 求解 下 述 具 有 给 定 初始 条 件 的 递 推 关 系 。 
a)a,=an_!1 十 64,-z， 7 之 2， ao 二 3,，a1 二 6 b)a,=7a,-i1—10a,_:， nn 宇 2, ao = 二 2, ai= 二 1 
a=6a,1—8a_2s, Nn 之 2, ao=4, ai=10 d)a,=2a,_1—a,-:， 7 之 2, ao=4, a1=1 
e)a, 一 ai-2，7 之 2，a 一 5，wuw 一 一 1 fc 一 一 6 一 9a 7 之 2，um 一 3，a 一 一 3 


8g)a, 十 2 王 一 4al 十 5a，7z 字 0，ao 王 2，ai 一 8 


. 使 用 8. 1 节 练 习 19 描述 的 两 个 信号 在 nn 微 秒 内 可 以 传送 多 少 不 同 的 信息 ? 
. 如果 传送 1 个 信号 需要 1 微 秒 ,传送 另外 2 个 信号 中 的 每 一 个 都 需要 2 微 秒 ， 且 在 信息 中 一 个 信号 紧 


接着 下 一 个 信号 ， 使 用 这 3 个 不 同 的 信号 在 nr 微 秒 内 可 以 传送 多 少 个 不 同 的 信息 ? 


. 使 用 1X2 和 2X2 的 块 铺 满 一 块 2Xn 的 长 方形 板 ， 有 多 少 种 方式 ? 
. 一 个 关于 每 年 捕 龙 虾 数 的 模型 基于 如 下 的 假设 : 1 年 捕捞 的 龙虾 数 是 前 2 年 捕捞 龙虾 数 的 平均 值 。 


a) 找 出 一 个 关于 {L,) 的 递 推 关系 ， 其 中 上, 是 在 这 个 模型 的 假设 下 第 年 捕捞 的 龙虾 数 。 
b) 如 果 在 第 1 年 捕捞 了 100 000 只 龙虾 且 第 2 年 捕捞 了 300 000 只 龙虾 ， 求 L, 。 


. 年 初 把 一 笔 100 000 美元 的 钱 存 人 一 个 投资 基金 。 在 每 年 的 最 后 一 天 得 到 两 份 红利 。 第 一 份 红利 是 当 


年 账 上 钱 数 的 20% 。 第 二 份 红利 是 前 一 年 账 上 钱 数 的 45%。 
a) 如 果 不 允 许 取 钱 ， 找 出 一 个 关于 {P,} 的 递 推 关 系 ， 其 中 P, 是 第 年末 账 上 的 钱 数 。 
b) 如 果 不 允 许 取 钱 ，n 年 以 后 账 上 有 多 少 钱 ? 

证 明定 理 2。 


. 卢 卡 斯 数 满足 递 推 关系 


Ti3L ta 
和 初始 条 件 Lo 二 2 和 工 一 1。 
a) 证 明 一: 入- 二 9 1 一 2， 3， dt 其 中 Fs 是 第 个 斐 波 那 契 数 。 


b) 求 出 卢 卡 斯 数 的 显 式 公式 。 
12. 求解 w, 王 2a，: 十 ac: 一 2a， 3 ，7 一 3，4，5，…， 且 am 一 3，ai 一 6，az 一 0。 
13. 求解 w, 王 7a,， 十 6a,，: ，a 一 9，ali 王 10，az 一 32。 
14. 求解 c, 王 5c，， 一 4a 4，a 王 3， 由 一 2，w 一 6，as 一 8。 
15. 求解 w, 王 2a,，: 十 5a。，: 一 6a 3 ，ao 王 7，ali 一 一 4，a 一 8。 
* 16. 证 明定 理 3。 
17. 证 明 下 述 涉及 斐 波 那 契 数 和 二 项 式 系数 的 恒等式 : 


18. 
19. 
20. 
21. 
22. 


23. 


24. 


fnt+i=CCns 0 十 CC 一 15 1)+*…+C(n—k; £) 
其 中 是 正 整 数 且 =| n/2 ]。 
[提示 :; 设 w=CGz，0) 十 CC 一 1，1) 十 … 十 CC 一 上 ，&) 。 证 明 序列 {a.)} 和 斐 波 那 契 序列 满足 的 递 推 
关系 和 初始 条 件 一 样 。] 
求解 递 推 关 系 a, 二 64a,_1 一 12a,_z 十 8a,_3，ao 二 一 5，ai1 二 4,， azs 二 88。 
求解 递 推 关系 4a, 二 一 3a,-1 一 34n-s 一 an-3，ao 王 5， Ql 二 一 9，az 王 15。 
找 出 递 推 关系 a, 二 8a,_; 一 16a,-4 的 解 的 一 般 形式 。 : 
如 果 线 性 齐 次 递 推 关 系 的 特征 方程 的 根 是 1，1，1，1， 一 2， 一 2， 一 2，3，3， 一 4， 那 么 它 的 解 的 
一 般 形式 是 什么 ? 
如 果 线 性 齐 次 递 推 关 系 的 特征 方程 的 根 是 一 1， 一 1， 一 1，2，2，5，5，7， 那 么 它 的 解 的 一 般 形式 
是 什么 ? 
考虑 非 齐 次 线性 递 推 关系 a, 二 3a,_1 十 2"。 
a2) 证 明 w 王 一 2 是 这 个 递 推 关系 的 一 个 解 。 b) 使 用 定理 5 找 出 这 个 递 推 关系 的 所 有 的 解 。 
c) 找 出 具有 ao 王 1L 的 解 。 
考虑 非 齐 次 线性 递 推 关系 a, 二 2a,-1 十 2"。 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31; 


32. 


33. 


34. 
35. 


36. 


37. 


38. 


* 39 


* 40. 


* 41. 


a) 证 明 a, 王 n2” 是 这 个 递 推 关 系 的 一 个 解 。 b) 使 用 定理 5 找 出 这 个 递 推 关 系 的 所 有 的 解 。 
c) 找 出 具有 ao 三 2 的 解 。 


2) 确定 常数 A 和 B 的 值 ， 使 得 a, 一 An 十 B 是 弟 推 关系 4a, 二 2a,-1 十 n 十 5 的 一 个 解 。 

b) 使 用 定理 5 找 出 这 个 递 推 关系 的 所 有 的 解 。 c) 找 出 这 个 递 推 关 系 具 有 ao = 二 4 的 解 。 
什么 是 线性 非 齐 次 递 推 关 系 a, 二 6a,-1 一 12a,-s 十 8a,-3 十 F(n) 的 特 解 的 一 般 形式 ? 如 果 

a) F(n)=n’ b)F(n)=2” CF(n)=n2” 

DDF(n)=(—2)" e)F(n)=n:2” Fn)=n(—2)" 

g)F(n)=3 

什么 是 线性 非 齐 次 递 推 关系 a, = 二 8a,_;: 一 16a,-4 十 F(n) 的 特 解 的 一 般 形式 ? 如果 
a)F(ln)=n DF(n)=(—=2)" OF(n)=n2" 

d)F(n)=n:4" eF(n)= (nO—2)(—2)" fF(n)=n:2" 

g)F(n)=2 


a) 找 出 递 推 关系 a, 二 2a,_1 十 2n* 的 所 有 的 解 。 

b) 找 出 a) 中 的 递 推 关系 具有 初始 条 件 a1 二 4 的 解 。 

a) 找 出 递 推 关 系 a, 二 2a,_1 十 3" 的 所 有 的 解 。 

b) 找 出 a) 中 的 递 推 关 系 具 有 初始 条 件 a 二 5 的 解 。 

a) 找 出 递 推 关系 a, 二 一 54,-1 一 64a,-z 十 42，4" 的 所 有 的 解 。 

b) 找 出 这 个 递 推 关系 具有 初始 条 件 a 二 56 和 ao 三 278 的 解 。 

找 出 递 推 关 系 4a, 二 54,-_1 一 6a,_s 十 2" 十 3n 的 所 有 的 解 。[ 提 示 : 找 形 如 qn2" 十 pin 十 ps 的 特 解 ， 其 中 
q、p1、pz 是 常数 。] 

找 出 递 推 关 系 a, 二 2a,-1 十 3。，2” 的 解 。 

找 出 递 推 关 系 a, 二 4a,-1 一 44,-: 十 (n 十 1)2" 的 所 有 的 解 。 

找 出 递 推 关 系 a, 二 7a,_1 一 16a,_: 十 12a,_3 十 n4” 的 所 有 的 解 ， 其 中 ao 三 一 2，ali 王 0，az 王 5。 
找 出 递 推 关 系 a, 二 44,-1 一 3a,-z 十 2" 十 n 十 3 的 解 ， 其 中 ao 王 1，ai 一 4。 


设 a。 是 前 个 完全 平方 的 和 ， 即 a, = 这 忆 。 证 明 序 列 {a, } 满 足 线性 非 齐 次 递 推 关 系 a, 一 a,-: 十 于 
和 初始 条 件 wm 二 1。 使 用 定理 6 求解 这 个 递 推 关 系 以 确定 关于 w, 的 公式 。 
设 a, 是 前 n 个 三 角形 数 的 和 ， 即 a, = > &， 其 中 丸 二 k(k 十 1)/2。 证 明 {a,} 满 足 线性 非 齐 次 递 推 关 


系 a 二 4,1 十 n(n 十 1)/2 和 初始 条 件 i 使 用 定理 6 求解 这 个 递 推 关 系 以 确定 关于 a, 的 公式 。 
a) 求 线性 齐 次 递 推 关系 a, 二 2a,-1 一 24,-: 的 特征 根 。 [注意 : 这 些 根 是 复数 。] 

b) 求 a) 的 递 推 关 系 的 解 ， 其 中 ao 二 1 和 wm 一 2。 

a) 求 线性 齐 次 递 推 关系 wm 一 w-: 的 特征 根 。[ 注 意 : 这 些 根 包 含 复数 。] 

b) 求 a) 的 递 推 关 系 的 解 ， 其 中 ao 三 1， ai 一 0，az 一 1 和 as: 王 1。 

求解 联 立 递 推 关系 





an 一 3 i 十 25-i 
b, 一 an-l 十 20。 3 
初始 条 件 wo=1 和 如 一 2。 





a) 用 例 4 找到 的 关于 第 n 个 韭 波 那 契 数 f， 的 公式 证 明 f，, 是 最 接近 
2 [14%EY 
EV 2 
的 整数 。 
b) 确 定 对 哪些 n 有 ff, 大 于 
Lt 
A 2 


对 哪些 nw 有 f， 小 于 
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42. 证 明 : 如 果 a 二 a,_i1 十 a,-2，@o 二 $s 和 a 二 t:， 其 中 s 和 :是 常数 ， 那 么 对 所 有 的 正 整数 n 有 a 二 sf-1 十 tf 。 
43. 用 斐 波 那 契 数 的 项 表示 线性 非 齐 次 递 推 关系 由 一 a-~i 十 ao- 十 1 的 解 ， 其 中 ”之 2，a 二 0, a1 王 1。 
[提示 : 令 65, 二 awt1 并 对 序列 5b, 应 用 练习 42。] 
* 44. (要求 线性 代数 知识 ) 令 A, 是 nXn 和 矩阵 ， 它 的 主 对 角 线 上 都 是 2?， 对 角 线 元 素 劳 边 的 所 有 位 置 是 1， 其 
余 的 全 是 0。 找 一 个 关于 4, 的 行列 式 d, 的 递 推 关系 。 求 解 这 个 弟 推 关系 并 找到 一 个 关于 d, 的 公式 。 
45. 假设 留 在 岛 上 的 每 对 遗传 工程 培育 的 兔子 在 一 个 月 大 时 生出 2 对 新 兔子 ， 在 两 个 月 大 和 以 后 的 每 个 
月 都 生出 6 对 新 兔子 。 没 有 兔子 死去 ， 也 没有 兔子 从 岛 上 离开 。 
a) 一 对 新 生 的 兔子 留 在 岛 上 ， 求 出 与 宗 个 月 后 岛 上 兔子 对 数 有 关 的 递 推 关 系 。 
b) 通 过 求解 a) 中 的 递 推 关系 确定 一 对 新 生 的 兔子 留 在 岛 上 2” 个 月 以 后 岛 上 的 兔子 对 数 。 
46. 假设 在 一 个 岛 上 最 初 有 2 只 山羊 。 由 于 自然 繁殖 ， 岛 上 的 山羊 数 每 年 加 倍 ， 并 且 每 年 有 些 山羊 被 带 
来 或 带 走 。 
a) 假 定 每 年 另 有 100 只 山羊 被 放 到 岛 上 ， 构 造 一 个 关于 第 nn 年 初 岛 上 山羊 数 的 递 推 关系 。 
b) 求 解 a) 的 递 推 关系 来 找 出 第 年初 岛 上 的 山羊 数 。 
©) 假 定 对 于 每 个 n 宇 3， 在 第 nn 年 有 fn 只 山羊 被 从 岛 上 带 走 ， 构 造 一 个 关于 第 n 年 初 岛 上 山羊 数 的 递 
推 关 系 。 
d) 求 解 c) 的 关于 第 n 年 初 岛 上 山羊 数 的 递 推 关系 。 
47. 在 一 个 充满 活力 的 新 软件 公司 ， 一 个 新 女 雇 员 的 初始 工资 为 50 000 美元 ,公司 允诺 每 年 底 她 的 工资 
将 是 她 前 一 年 工资 的 2 倍 ， 并 且 她 在 公司 的 每 年 都 将 额外 增加 10 000 美元 。 
a) 构 造 一 个 与 被 雇用 的 第 ”年 她 的 工资 数 有 关 的 递 推 关 系 。 
b) 求 解 这 个 递 推 关 系 ， 找 出 她 被 雇用 的 第 年 的 工资 。 
某 些 线性 递 推 关系 没有 常数 系数 ,但 也 可 以 系统 地 求解 。 这 就 是 形 如 f(n)a, 二 gC(n)as-1 十 h(n) 的 递 
推 关 系 的 情况 。 练 习 48 一 50 说 明了 这 一 点 。 
* 48. a) 证 明 递 推 关系 
fn)a,= gn)a, 1th(n) 
其 中 nn 宇 1，ao 二 C， 可 以 转变 成 如 下 形式 的 弟 推 关系 
b, =6, 1 Qhn) 
其 中 6b, 二 gn 十 1)Q(n 十 1)a,， 满 足 
QD = FF fn—1)) /gC1)g(2) gn)) 
b) 使 用 a) 求 解 原来 的 递 推 关 系 以 便 得 到 
C+ 2) Qh 
"gn+1)Qn+1) 
x 49. 使 用 练习 48 求解 递 推 关 系 (n 十 1)as 二 Cn 十 3)as_1 十 n,n 宇 1，ao 二 1。 
50. 可 以 证 明 当 以 随机 顺序 排序 ”个 元 素 时 ， 快 速 排序 算法 (在 5.4 节 练 习 50 中 描述 ) 所 做 的 平均 比较 次 
数 满 足 递 挖 关系 


a 


n—l 
C, 一 nm 二 1 十 过 > C， 


7 一 1，2，…， 且 初始 条 件 Co 二 0。 
a) 证 明 {C,} 也 满足 递 推 关 系 nC 二 (2 十 1)C，: 十 22，mz 一 1，2，…。 
b) 使 用 练习 48 求解 a) 的 递 推 关系 以 找到 关于 C, 的 显示 公式 。 
xx 51, 证 明定 理 4。 
52. 证 明定 理 6。 
53, 求解 具有 初始 条 件 T(1) =6 的 递 推 关 系 T() 二 nT (n/2)。[ 提 示 : 令 n 二 2 ， 然 后 做 替换 a 二 log TC(2*) 
以 便 得 到 一 个 线性 非 齐 次 的 递 推 关系 。] 


8.3 分 治 算法 和 递 推 关系 


8. 3. 1 引言 
,下 许多 递归 算法 把 一 个 给 定 输入 的 问题 划分 成 一 个 或 多 个 小 问题 。 连 续 使 用 这 种 划分 直到 可 
以 很 快 地 找到 这 些 较 小 问题 的 解 。 例 如 ， 在 执行 一 个 二 分 检索 时 把 对 一 个 元 素 在 表 中 的 搜索 归 
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约 为 对 该 元 素 在 长 度 减 半 的 表 中 的 搜索 。 我 们 继续 使 用 这 种 分 解 直 到 只 剩 下 一 个 元 素 。 当 我 们 
使 用 归并 排序 算法 排序 一 个 整数 的 表 时 ， 我 们 将 这 个 表 划 分 成 相等 大 小 的 两 半 并 且 分 别 排 序 每 
一 半 。 然 后 将 两 个 排序 好 的 半 个 表 归 并 。 这 种 类 型 的 递归 算法 的 另 一 个 例子 就 是 整数 乘法 的 过 
程 ， 它 将 两 个 整数 相 乘 的 问题 分 解 成 三 组 位 数 减 半 的 整数 相 乘 。 这 种 分 解 连续 使 用 直到 只 剩 下 
一 位 整数 为 止 。 这 些 过 程 叫做 分 治 算法 ， 因 为 它们 将 一 个 问题 划分 成 较 小 规模 的 同一 问题 的 一 
个 或 多 个 实例 ， 然 后 用 这 些小 问题 的 解 来 处 理 这 个 问题 以 找到 初始 问题 的 解 ， 这 当中 也 许 会 需 
要 一 些 额 外 的 工作 。 

这 一 节 将 说 明 怎样 用 递 推 关系 分 析 分 治 算法 的 计算 复杂 度 。 我 们 将 用 这 些 递 推 关系 估计 许 
多 不 同 的 分 治 算法 (包括 我 们 在 本 节 引 入 的 算法 ) 所 使 用 的 运算 次 数 。 


8. 3.2 分 治 递 推 关 系 

假设 一 个 递归 算法 把 一 个 规模 为 n 的 问题 分 成 a 个 子 问 题 ， 其 中 每 个 子 问题 的 规模 是 mn/65( 为 简 
单 起 见 ， 假设 4 是 5 的 倍数 。 实 际 上 ， 较 小 问题 的 规模 常常 是 小 于 等 于 或 者 大 于 等 于 2 的 最 近 的 
整数 )。 此 外 ,假设 在 把 子 问 题 的 解 组 合成 原来 问题 的 解 的 算法 处 理 步 中 需要 总 量 为 gn) 的 额外 的 
运算 。 那 么 ， 如 果 /表示 求解 规模 为 n 的 问题 所 需 的 运算 数 ， 则 得 出 f 满足 递 推 关系 

fn =af(n/b) + gn) 
这 就 叫做 分 治 递 推 关 系 。 

首先 我 们 将 建立 一 些 可 用 于 研究 某 些 重要 算法 复杂 度 的 分 治 递 推 关 系 。 然 后 将 说 明 怎 样 用 
这 些 分 治 递 推 关 系 估计 这 些 算法 的 复杂 度 。 

例 1 二 分 搜索 在 3.1 节 我 们 引入 了 二 分 搜索 算法 。 当 是 偶数 时 ， 二 分 搜索 算法 把 对 某 个 
元 素 在 长 度 为 n 的 搜索 序列 中 的 搜索 转变 成 对 同一 元 素 在 长 度 为 n/2 的 搜索 序列 中 的 二 分 搜索 。 
(因此 ， 规 模 为 n 的 问题 已 经 被 分 解 成 规模 为 wW2 的 问题 。) 执 行 这 个 分 解 需要 2 次 比较 (一 次 是 为 了 
确定 要 用 到 表 的 哪 一 半 ， 另 一 次 是 为 了 确定 表 中 是 否 还 有 项 留 下 来 )。 所 以 ， 如 果 7) 是 在 规模 为 
n 的 搜索 序列 中 搜索 一 个 元 素 所 需要 的 比较 次 数 ， 那 么 当 是 偶数 时 f() 二 fCmn/2) 十 2。 4 

例 2 找 一 个 序列 的 最 大 和 最 小 ”考虑 下 面 的 查找 序列 a ，as，…，a， 中 最 小 和 最 大 元 素 
的 算法 。 如 果 n= 二 1， 那 么 w 就 是 最 大 和 最 小 的 元 素 。 如 果 "之 1， 把 这 个 序列 分 成 两 个 序列 ， 
或 者 两 者 有 同样 多 的 元 素 ， 或 者 一 个 序列 比 另 一 个 序列 多 一 个 元 素 。 问 题 就 归 约 成 查找 两 个 较 
小 序列 的 最 大 和 最 小 元 素 。 比 较 两 个 较 小 集合 的 最 大 和 最 小 元 素 ， 从 而 得 到 全 体 的 最 大 和 最 小 
元 素 ， 原 问题 的 解 就 得 到 了 。 

设 Foz) 是 找 半 元 素 序列 的 最 小 和 最 大 元 素 所 需要 的 总 的 比较 次 数 。 我 们 已 经 说 明了 当 ? 是 
偶数 时 一 个 规模 为 n 的 问题 可 以 归 约 成 两 个 规模 为 n/2 的 问题 ， 这 里 要 使 用 2 次 比较 ， 一 次 是 
比较 两 个 序列 的 最 小 元 素 ， 而 另 一 次 是 比较 两 个 序列 的 最 大 元 素 。 当 nn 是 偶数 时 就 得 到 递 推 关 
系 f(n)= 二 2f(n/2) 十 2。 a 

例 3 归并 排序 ”在 5.4 节 介绍 的 归并 排序 算法 把 一 个 具有 个 项 (其 中 为 偶数 ) 的 待 排 
序 的 表 划 分 成 两 个 表 ， 每 个 表 n/2 个 元 素 ， 并 且 用 少 于 nn 次 的 比较 将 两 个 排序 好 的 表 归 并 成 一 
个 排序 好 的 表 。 因 此 ， 通 过 归并 排序 算法 排序 个 元 素 的 表 用 到 的 比较 次 数 小 于 M(n)， 其 中 
函数 M(n) 满 足 分 治 递 推 关 系 

M(n)=2M(n/2)+n S| 

例 4 整数 的 快速 乘法 令 人 惊讶 的 是 ， 存 在 许多 比 传统 的 整数 乘法 算法 (在 4.2 节 描 述 
过 ) 更 有 效 的 算法 。 这 里 描述 的 一 个 有 效 的 算法 就 用 到 了 分 治 技术 。 这 个 快速 的 乘法 算法 把 每 
个 2n 位 的 二 进 制 整 数 分 成 两 块 ， 每 块 n 位 。 然后， 原来 2 位 的 二 进 制 整数 的 乘法 被 分 解 成 3 
个 nn 位 二 进 制 数 的 乘法 ， 还 要 加 上 移 位 和 加 法 。 

假设 a 和 9 是 两 个 整数 的 2n 位 的 二 进 制 表 达 式 (为 了 使 它们 等 长 ， 如 果 需 要 ， 可 以 在 这 些 
表达 式 前 面 加 上 多 个 0) 。 令 


a= (Qsn1Q2r-2 QiaQo)2， b= (bo,-1b2,-2"**b1 bo ), 


| 
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今 
a=2"Al 二 A， 5=2"Bi 十 B。 
其 中 
A 一 (as li…QnhiQn)s， Au (Qa,1°"*a1a0)2 
也 一 (02。1 bh) 9 了 B = (b,_1°°*b1bo), 
快速 整数 乘法 算法 是 基于 恒等式 


ag 一 (2 十 2")A, Bi 十 2"(4 一 AD)(CB, 一 B 十 (2" 十 1)A。B， 
关于 这 个 恒等式 的 一 个 重要 的 事实 就 是 ， 它 证 明了 两 个 2n 位 整数 的 乘法 可 以 用 3 个 位 整数 
的 乘法 加 上 加 法 、 减 法 以 及 移 位 来 实现 。 这 证 明了 如 果 jz) 是 两 个 半 位 整数 相 乘 所 需要 的 按 
位 运算 的 总 数 ， 那 么 
f 2n) 三 3 十 人 

这 个 等 式 成 立 的 理由 是 : 3 次 n 位 整数 的 乘法 可 以 使 用 3f(n) 次 按 位 运算 实现 。 每 次 加 法 、 减 法 和 
移 位 使 用 的 运算 次 数 是 位 运算 的 常数 倍 ， 而 C, 表示 由 这 些 运算 用 到 的 总 的 按 位 运算 数 。 4 

例 5 快速 矩阵 乘法 在 3.3 节 例 7 中， 我 们 证 明了 使 用 和 矩阵 乘法 的 定义 进行 两 个 nXn 算 
阵 相 乘 需要 次 乘法 和 ww (n 一 1) 次 加 法 。 因 此 ， 按 照 这 种 方法 计算 两 个 nXn 和 矩阵 之 积 需 要 


ws 项] O(G2 ) 次 运算 (乘法 和 加 法 ) 。 令 人 惊讶 的 是 ， 对 于 两 个 2zXz 和 矩阵 相 乘 存 在 更 有 效 的 分 治 算法 。 


这 个 由 沃 尔 克 “。 斯 特 拉 森 于 1969 年 提出 的 算法 当 n 是 偶数 时 将 两 个 nXn 和 矩阵 的 相 乘 归 约 为 两 
个 (n/2) X(n/2) 和 矩阵 的 7 次 相 乘 和 (xz2) X(n/2) 和 矩阵 的 15 次 相 加 。( 要 了 解 这 个 算法 的 细节 见 
[CoLeRiSt01]。) 于 是 ， 如 果 fl 是 用 到 的 运算 (乘法 和 加 法 ) 次 数 ， 那 么 当 n 是 偶数 时 有 
fn)=7f(n/2)+15n /4 | 
如 例 1 一 5 所 示 ， 在 许多 不 同 的 情况 中 都 出 现 了 形 如 f(n) 二 af(n/6) 十 gln) 的 递 推 关 系 。 
可 以 对 满足 这 种 递 推 关系 的 函数 的 阶 做 出 估计 。 假 设 f 满足 这 个 递 推 关系 ， 其 中 可 被 5 整 
除 。 令 nn 二， 其 中 是 一 个 正 整 数 。 那 么 
fn)= af (n/b) + gn) 
= a fn/b’) tagn/b) + gn) 
as fn/b’) a gn/b) tagn/b) + gn) 


a:f n/b) 十 Daign/d) 


j™0 


由 于 n/5= 二 1， 所 以 


fn = af (1) + 2) wgn/b) 
我 们 可 以 使 用 这 个 关于 f(n) 的 等 式 估计 满足 分 治 关系 的 函数 的 阶 。 
设 了 是 满足 递 推 关系 
f=af(n/b) 十 c 
的 增 函 数 ， 其 中 即 被 整除 ，a 志 1， 5b 是 大 于 1 的 整数 ，c 是 一 个 正 实数 。 那 么 
Ol(n"%a) a>1 
Tom RR elogidy ra 
而 且 ， 当 7 一 名 (其 中 有 是 正 整 数 ) ，a 天 1 时 
7 = Gm CG 
其 中 CG 二 =f(1) 二 c/(a 一 站 且 C= 一 c/(a 一 1)。 
证 首先 令 ”一 欠 。 由 定理 前 面 的 讨论 中 得 到 的 关于 f(n) 的 表达 式 和 g(n) 二 c， 我们 有 


Fa 一 atfGl) 十 >)arc 一 ae) 十 c>y dl 
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fm =7()+eh 
由 于 ”一 多 ， 所 以 有 & 一 logim 。 于 是 
fn)=f(1)e logn 
当 n 不 是 5 的 竹 时 ， 对 某 个 正 整 数 有 及 二 n 二 5V''。 由 于 f 是 递增 的 ， 所 以 FoD 委 7 ) 一 
1) 十 cCR 二 1) 一 (CFG) 十 c) 十 cR 委 (CFG1) 十 c) 十 clogz。 因 此 ， 在 两 种 情况 下 当 a= 二 1 时 f(n) 都 
是 O(log >) 。 
现在 假设 a 二 1。 首 先 假定 n= 二, & 是正 整数 。 由 几何 级 数 的 求 和 公式 (2. 4 节 定 理 1) 得 到 
fn =atf(1)+c(a:—1)/(a— 1) 
=at[f(1)+c/(a—1)]—c/(a—1) 
二 Cn 十 CC, 
因为 a 二 a*” 二 nr*w*( 见 附录 .B 的 练习 4), 其 中 二 f(1) 二 c/(a 一 由 有 生 Gs 二 一 c/ (a 一 1)。 
现在 假设 不 是 5 的 瞪 。“ 那么 太 二 n<w'*， 其 中 是 一 个 非 负 整 数 。 由 于 f 是 递增 的 ， 所 以 
ff) 二) 一 Go 十 C 
二 (Ca)asosg" 十 C。 
二 (Ca)moge 十 C， 
因为 过 logsn 二 k 十 1。 
于 是 ，f(n) 是 O(n*%4 ) 。 | 
例 6 一 9 说 明 怎 样 使 用 定理 1。 
例 6 设 f(n)==5f(n/2) 十 3 且 f(1)==7, 求 f(2*)， 其 中 是 一 个 正 整 数 。 如 果 了 是 一 个 
增 函 数 ， 请 估计 f(n)。 
解 ” 根 据 定理 1 的 证 明 ， 当 a==5， 6 二 2，c 二 3 时 ， 我们 看 到 如 果 n 二 2 ， 那 么 
fan) =a [f(D +e/ a 1+ [=e/(a— 1)] 
二 5*[7 十 (3/4)] 一 3/4 
=5*(31/4) — 3/4 
而 且 ， 如 果 f(n) 是 递增 的 ， 那么 定理 1 证 明 Fa 是 O(n"%4) 二 OCn®ss)。 4 
我 们 可 以 使 用 定理 1 估计 二 分 搜索 算法 和 例 2 查找 序列 的 最 小 和 最 大 元 素 的 算法 的 计算 复杂 度 。 
例 7 估计 二 分 搜索 使 用 的 比较 次 数 。 
解 ” 在 例 1 中 证 明了 当 是 偶数 时 了 (nn) 二 fl(n/2) 十 2， 其 中 f(n) 是 在 规模 为 的 序列 中 实 
现 二 分 搜索 需要 的 比较 次 数 。 因 此 得 出 f(n) 是 O(log nn)。 | 
例 8 估计 用 例 2 给 定 的 算法 查找 序列 的 最 大 和 最 小 元 素 所 使 用 的 比较 次 数 。 
解 ”在 例 2 中 我 们 证 明了 当 n 是 偶数 时 f(n) 二 2f(n/2) 十 2， 其 中 f 是 算法 需要 的 比较 次 
数 。 于 是 ， 由 定理 1 得 到 f() 是 O(n™**) 二 O(n)。 4 
我 们 现在 叙述 一 个 更 一 般 的 、 更 复杂 的 定理 ， 定 理 1 是 它 的 特例 。 这 个 定理 (或 者 更 强 的 
版 本 ,包括 大 @ 估计 ) 有 时 称 为 主 定理 (Master Theorem) ， 因 为 它 在 分 析 许 多 重要 的 分 治 算法 
的 复杂 度 中 很 有 用 。 
时 主 定理 设 f 是 满足 递 推 关 系 
fm=af(n/b) 十 cz 
的 增 函数 ， 其 中 1 一 外 ,有 是 一 个 正 整 数 ，a 二 1，D 是 大 于 1 的 整数 ，c 和 d 是 实数 ， 满 足 c 是 
正 的 且 b 是 非 负 的 。 那 么 





O(Cz22 ) a<b" 
fm) soos n) a=b 
O(n"%a ) a 
定理 2 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 29 一 33。 
例 9 归并 排序 的 复杂 度 ”在 例 3 中 我 们 解释 了 用 归并 排序 来 对 nn 个 元 素 的 表 进 行 排序 所 
使 用 的 比较 次 数 少 于 M(n)， 其 中 M(n) 二 2M(n/2) 十 n。 根 据 主 定理 (定理 2)， 我 们 发 现 M(n) 


Ee [| 
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是 O(n log n)， 这 与 在 5.4 节 得 到 的 估计 一 致 。 « 

例 10 估计 使 用 例 4 描述 的 快速 乘法 算法 进行 两 个 ”位 整数 相 乘 所 需要 的 按 位 运算 的 次 数 。 

解 ” 例 4 证 明了 当 是 偶数 时 f(n)= 二 3f(n/2) 十 Cn， 其 中 Fo 是 使 用 快速 乘法 算法 进行 两 
个 nn 位 整数 相 乘 所 需 的 按 位 运算 的 次 数 。 于 是 ， 由 定理 2 得 到 f(n) 是 O(n”)。 注 意 log 3 一 

6。 因 为 传统 的 乘法 算法 使 用 OC ) 次 按 位 运算 ， 所 以 对 于 足够 大 的 整数 ,包括 实际 应 用 中 
出 现 的 大 整数 ,快速 乘法 算法 在 时 间 复 杂 度 方面 比 传统 的 算法 有 了 本 质 的 改进 。 q 

例 11 估计 使 用 例 5 的 矩阵 乘法 算法 进行 两 个 nXn 矩阵 相 乘 所 需要 的 乘法 和 加 法 的 次 数 。 

解 ” 令 /表示 使 用 例 5 提 到 的 算法 进行 两 个 zXz 矩阵 相 乘 所 需 的 加 法 和 乘法 的 次 数 。 当 >” 
是 偶数 时 ， 我 们 有 f(D 二 7f(n/2) 十 15xw*Y/4。 于 是 由 定理 2 得 到 jz) 是 O(n”w 7 )。 注 意 log 7 一 2.8。 
由 于 传统 的 两 个 nXn 和 矩阵 相 乘 的 算法 要 用 OG ) 次 加 法 和 乘法 ， 显 然 ， 对 足够 大 的 整数 2， 包括 出 
现在 许多 实际 应 用 中 的 大 整数 ， 这 个 算法 比 传统 的 算法 在 时 间 复 杂 度 方面 更 加 有 效 。 本 

最 近 点 对 问题 ”我们 在 结束 这 一 节 之 前 引入 一 个 来 自 计 算 几 何 的 分 治 算法 ， 计 算 几 何 是 离 
散 数 学 的 一 部 分 ， 是 专注 于 求解 几何 问题 的 算法 。 

例 12 最 近 点 对 问题 考虑 确定 平面 上 7 个 点 (zi， 1), Ta, 2), "(Tis y,) 集 合 上 
的 最 近 点 对 的 问题 ， 其 中 两 点 (zx;，y;) 和 (x;，y) 之 间 的 距离 是 通常 的 欧 几 里 得 距离 
V (Zi 一 Zz) 十 (yi 一 y)”。 这 个 问题 出 现在 许多 应 用 中 ， 例 如 确定 某 航 空 控制 中 心 管理 的 特 
定 高 度 的 空间 内 最 近 的 一 对 飞机 。 怎 样 以 一 种 有 效 的 方式 找到 这 个 最 近 的 点 对 ? 

解 ” 为 解决 这 个 问题 ， 可 以 首先 确定 每 对 点 的 距离 ， 然 后 找到 这 些 距 离 的 最 小 值 。 但 是 ， 
这 种 方法 需要 OGz ) 次 的 距离 计算 和 比较 ， 因 为 存在 Cl(n，2) 二 n(n 一 1)/2 个 点 对 。 不 过 存在 
一 个 精致 的 分 治 算法 ， 对 于 7 个 点 可 以 用 Olnlog nn) 次 的 距离 计算 和 比较 求解 这 个 最 近 的 点 对 
问题 。 这 里 我 们 描述 的 算法 归功 于 米 凯 尔 。 萨 莫 斯 ( 见 LPrSa85]) 。 

为 了 简单 起 见 ， 假 设 "一 ， 其 中 有 & 是正 整 数 。( 我 们 避免 某 些 当 ?不 是 2 的 寡 时 必需 要 考虑 的 
技术 )。 当 n==2 时 ， 只 有 一 对 点 。 在 这 两 个 点 之 间 的 距离 就 是 最 小 距离 。 在 算法 的 开始 时 候 我 们 使 
用 归并 排序 两 次 ， 一 次 用 于 依据 z 轴 坐 标 对 节点 进行 升序 排序 ， 一 次 用 于 依据 y 轴 坐 标 对 节点 进行 
升序 排序 。 每 一 排序 操作 需要 OCnlogn) 次 运算 。 我 们 将 在 每 一 次 递归 步骤 中 使 用 这 些 排 序 表 。 

算法 的 递归 部 分 将 问题 划分 成 两 个 子 问 题 ， 每 个 涉及 一 半 的 点 。 使 用 按 z 轴 上 坐标 对 节点 进 
行 排序 的 列表 ， 画 一 条 垂 线 将 n 个 点 分 成 两 部 分 ， 左 半 部 分 和 右 半 部 分 大 小 相等 ， 每 部 分 包含 
n/2 个 点 ， 如 图 1 所 示 。( 如 果 有 任何 点 落 到 划分 线 上 ， 必 要 时 ， 我 们 把 它们 分 在 这 两 部 分 里 .) 
在 后 面 的 递归 步骤 我 们 不 再 需要 根据 zx 坐标 排序 ， 因 为 我 们 可 以 从 所 有 的 点 中 选择 对 应 的 排序 
子 集 。 这 个 选择 是 可 以 用 O(n) 次 比较 完成 的 任务 。 
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| 在 这 个 图 示 中 ， 在 16 个 点 的 集合 中 寻找 
' 区 最 近 点 对 的 问题 归 约 成 两 个 在 8 个 点 的 集 
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。 i 合 中 寻找 最 近 点 对 的 问题 和 确定 中 心 在 
对 宽 为 24 的 间隙 中 是 否 存在 比 d=min(di, dj) 
6 更 近 的 点 的 问题 
ba 
法 R 
| 
d 


1 求解 最 近 点 对 问题 的 算法 的 递归 步 又 


高 级 计数 技术 449 





最 近 的 点 对 的 位 置 有 三 种 可 能 : 1) 它们 两 点 都 在 左 部 区 域 L; 2) 它 们 两 点 都 在 右 部 区 域 
Ri; 3) 一 点 在 左 部 区 域 且 男 一 点 在 右 部 区 域 。 递 归 地 使 用 这 个 算法 计算 di 和 adr， 其 中 di 是 在 
左 部 区 域 的 点 之 间 的 最 小 距离 ，ax 是 在 右 部 区 域 的 点 之 间 的 最 小 距离 ， 令 4d 二 min(di，dg)。 
为 了 成 功 地 将 在 原始 集合 找 最 近 点 对 的 问题 划分 成 在 两 个 区 域 分 别 找 最 短 距离 的 问题 ,我 们 必 
须 处 理 算法 的 分 割 之 后 的 治理 部 分 ， 这 要 求 我 们 考虑 最 近 的 点 处 在 不 同 的 区 域 的 情况 ， 即 一 点 
在 工 中 ， 另 一 点 在 尺 中 。 因 为 存在 一 对 距离 为 & 的 点 ， 所 以 或 者 它们 都 在 R 中 ,或 者 它们 都 
在 工 中 。 对 于 分 在 不 同 区 域 的 最 近 的 点 ， 要 求 其 距离 一 定 小 于 d。 

如 果 一 点 在 左边 区 域 ， 一 点 在 右边 区 域 且 处 在 小 于 4 的 距离 内 ， 那 么 这 些 点 一 定位 于 宽度 
24 的 以 线 Z 作为 其 中 心 的 垂直 带 状 区 域 中 。 (和 否则 ， 这 些 点 的 距离 一 定 大 于 它们 的 工 坐标 之 差 ， 
而 这 个 距离 将 超过 4d。) 为 了 检查 在 这 个 带 状 区 域 中 的 点 ， 我们 对 它们 进行 排序 并 按照 y 坐标 递 
增 的 顺序 把 它们 列 出 来 。 这 可 以 使 用 归并 排序 用 O(n log nn) 次 运算 完成 并且 只 需 在 算法 开始 
时 做 一 次 ， 而 不 是 在 每 个 递归 步 做 。 在 每 个 递归 步 ， 我 们 从 已 经 按照 其 y 坐标 排序 好 的 所 有 点 
的 集合 ， 构 造 在 这 个 区 域内 的 根据 其 y 坐标 排序 的 点 的 子 集 ， 这 可 以 用 O(n) 次 比较 完成 。 

从 带 状 区 域 中 具有 最 小 y 坐标 的 一 个 点 开始 ， 我 们 连续 地 检查 带 状 区 域 中 的 每 个 点 ， 计 算 
这 个 点 与 带 状 区 域 中 所 有 其 他 具有 和 较 大 y 坐标 且 与 这 个 点 的 距离 小 于 4 的 点 之 间 的 距离 。 注 意 
为 检查 点 p， 我 们 只 需要 考虑 在 p 和 下 述 矩 形 中 的 一 组 点 之 间 的 距离 。 这 个 和 矩形 的 高 为 4， 宽 
为 24，p 在 它 的 底 边 上 ， 并且 它 的 垂直 边 与 4 的 距离 为 d。 

我 们 可 以 证 明 在 这 个 点 集中 至 多 存在 8 个 点 ， 其 中 包含 娟 在 内 (或 者 在 这 个 24X4d 的 矩形 
的 边 上 ) 。 为 了 看 到 这 一 点 ， 注 意 在 图 2 所 示 的 8 个 4/2Xd/2 的 正方 形 中 ， 每 个 正方 形 内 部 至 
多 可 能 存在 一 个 点 。 这 是 由 于 在 一 个 正方 形 的 边 上 或 者 内 部 最 远 距离 的 点 是 对 角 线 的 长 度 d/ 
V2( 使 用 勾 股 定理 可 以 得 到 )， 这 个 距离 小 于 4d， 并 且 每 个 这 样 的 正方 形 是 完全 处 在 左 区 域内 或 
者 右 区 域内 。 这 意味 着 在 这 一 步 我 们 至 多 只 需要 与 4 比较 7 个 距离 ， 这 些 距 离 是 在 p 和 和 矩形 内 
部 或 者 边 上 7 个 或 者 更 少 的 其 他 的 点 之 间 。 


£ 


包含 p 在 内 ， 至 多 8 个 点 可 能 
处 在 中 心 在 ! 的 24xd 的 矩形 内 
或 者 边 上 ， 因为 在 8 个 (4/2)x 
(4d/2) 的 正方 形 中 ， 每 个 内 部 或 
边 上 至 多 可 能 存在 一 个 点 





图 2 说 明 对 带 状 区 域 中 的 每 个 点 至 多 需要 考虑 另外 7 个 点 


由 于 在 宽 为 24 的 带 状 区 域 中 的 总 点 数 不 超过 ?2 (集合 中 的 总 点 数 )， 所 以 至 多 需要 与 & 比 
较 7” 个 距离 以 找到 点 之 间 的 最 小 距离 。 即 只 存在 7 个 距离 可 能 小 于 dQ。 因此 ,一 旦 用 归并 排 
序 按照 这 些 点 的 工 坐 标 和 y 坐标 对 它们 进行 排序 后 ， 我 们 发 现 求 解 最 接近 点 对 问题 需要 的 比较 
次 数 不 超过 满足 递 推 关 系 
fn)=2f(n/2)+7n 
的 增 函 数 f(n)， 其 中 f(2) = 二 1。 根 据 定理 2， 得 到 f(n) 是 O(n log n)。 用 归并 排序 算法 根据 点 
的 工 坐 标 和 yy 坐标 对 点 做 两 次 排序 ， 每 次 排序 用 OC(n log nn) 次 比较 ， 在 算法 的 O(log 个 步 中 
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的 每 一 步 ， 这 些 坐标 的 排序 子 集 每 次 可 以 用 O(nw) 次 比较 得 到 。 因 此 ， 这 个 最 近 点 对 问题 可 以 


用 OCnlog 加 次 比较 求解 。 4 

练习 

1. 在 64 个 元 素 的 集合 中 ， 做 二 分 检索 需要 多 少 次 比较 ? 

2. 在 128 个 元 素 的 序列 中 ， 使 用 例 2 中 的 算法 查找 最 大 和 最 小 的 元 素 需 要 多 少 次 比较 ? 

3, 使 用 快速 乘法 算法 将 (1110), 与 (1010); 相 乘 。 

4. 用 伪 码 表示 快速 乘法 算法 。 

5. 确定 在 例 4 中 的 常数 C 的 值 ， 并 且 使 用 它 估 计 用 快速 乘法 算法 做 两 个 64 位 二 进 制 整数 相 乘 所 需要 的 
按 位 运算 的 次 数 。 

6. 用 例 4 引入 的 算法 做 两 个 32X 32 矩阵 相 乘 需要 多 少 次 运算 ? 

7. 假设 当 ” 被 3 整除 时 有 Fa) = Faz3) 十 1 和 1) 王 1， 求 
a) f(3) b) f(27) c) f(729) 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


. 假设 当 n 是 偶数 时 有 fln) 二 2f(n/2) 十 3 和 了 (1) 二 5, 求 


a) f(2) b) f(8) c) f(64) d) f(1024) 


. 假设 当 n 被 5 整除 时 有 fC) 二 fln/5) 十 3mwx 和 f(1) 二 4， 求 


a) f(5) b) f(125) c€)f(3125) 


. 当 ”一 2 时 求 f(n)， 其 中 满足 递 推 关 系 f(n) 二 fCn/2) 十 1，f(1)=1。 

. 如果 f 是 一 个 增 函 数 ， 给 出 练习 10 中 f 的 大 O 估计 。 

. 当 n 二 3 时 求 f(n)， 其 中 f 满足 递 推 关系 f(n)= 二 2f(n/3) 十 4，f(1)==1。 

. 如果 f 是 一 个 增 函 数 ， 给 出 练习 12 中 的 了 的 大 O 估计 。 

. 假设 在 一 个 淘汰 锦标 赛 中 有 n= 二 2: 个 队 ， 其 中 在 第 一 轮 有 n/2 场 比赛 ，z/2=2 生 :个 赢 的 队 进入 第 二 


轮 比赛 ， 以 此 进行 。 建 立 一 个 关于 锦标 赛 的 轮 数 的 递 推 关系 。 


. 在 练习 14 的 淘汰 锦标 赛 中 如 果 有 32 个 队 ， 需 要 进行 多 少 轮 比 赛 ? 
. 求解 练习 14 所 描述 的 关于 锦标 赛 轮 数 的 递 推 关 系 。 
. 假设 个 投票 人 为 不 同 的 候选 人 (可 能 存在 多 于 2 个 候选 人 ) 进 入 某 个 办 公 室 投票 ， 选 票 作为 一 个 序 


列 的 元 素 。 如 果 一 个 人 得 到 的 选票 超过 半数 他 就 赢得 竞选 。 

a) 设 计 一 个 分 治 算法 确定 是 否 一 个 候选 人 得 到 半数 选票 ， 如 果 是 ， 则 确定 这 个 候选 人 是 谁 。[ 提 示 : 
设 n 为 偶数 ， 并 且 将 选票 序列 划分 成 两 个 序列 ， 每 个 序列 具有 n/2 个 元 素 。 注 意 如 果 对 于 两 个 半 长 
序列 的 每 一 个 都 没有 得 到 一 半 以 上 的 选票 ， 那 么 一 个 人 就 不 可 能 得 到 所 有 选票 的 一 半 以 上 。] 

b) 使 用 主 定理 给 出 在 a) 中 设计 的 算法 所 需要 的 比较 次 数 的 大 O 估计 。 

假设 在 一 组 对 个 人 中 ， 每 个 人 从 候选 人 的 提名 中 恰好 选 两 个 人 担任 一 个 委员 会 的 两 个 职务 。 只 要 每 

人 得 到 超过 n/2 的 选票 ， 这 前 两 个 人 将 赢得 这 两 个 席位 。 

a) 设 计 一 个 分 治 算法 ， 确 定 两 个 得 到 最 多 选票 的 候选 人 是 否 每 个 人 至 少 得 到 了 n/2 的 选票 。 如 果 是 ， 
确定 这 两 个 候选 人 是 谁 。 

b) 使 用 主 定 理 给 出 在 a) 中 设计 的 算法 所 需要 的 比较 次 数 的 大 O 估计 。 

a) 使 用 5.4 节 中 的 练习 26 的 递归 算法 为 计算 z 所 需要 的 乘法 次 数 建立 一 个 分 治 递 推 关 系 ， 其 中 了 工 为 
实数 ，n 是 正 整 数 。 

b) 使 用 在 a) 中 找到 的 递 推 关系 构造 使 用 递归 算法 计算 xz" 所 用 乘法 的 次 数 的 大 O 估计 。 

a) 使 用 5.4 节 中 的 例 4 的 递归 算法 为 计算 a"mod m 所 需要 的 模 乘 法 的 次 数 建立 一 个 分 治 递 推 关系 ， 其 
中 a、m、nn 为 正 整 数 。 

b) 使 用 在 a) 中 找到 的 递 推 关系 构造 使 用 递归 算法 计算 omod m 所 用 模 乘法 的 次 数 的 大 OO 估计 。 

设 函 数 了 满足 递 推 关 系 F(m 一 27 十 1， 其 中 半 是 大 于 1 的 完全 平方 数 且 f(2)=1。 

a) 求 F(16) 。 

b) 求 关于 f(n) 的 大 O 〇 估计 。[ 提 示 : 做 替换 mm 一 log n。] 

设 函 数 f 满足 递 推 关系 f(n) = 二 2f(Vn) 十 log n， 其 中 是 大 于 1 的 完全 平方 数 且 7(2) 一 1。 

a) 求 f(16)。 

b) 求 关于 f(n) 的 大 O 〇 估计 。[ 提 示 : 做 替换 m 二 log n。j] 


# 拓 23， 


24. 


25. 


* 26. 


27 


* 28. 
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这 个 练习 涉及 求 n 个 实数 序列 的 连续 项 的 最 大 和 问题 。 当 所 有 的 项 都 是 正 数 时 ， 所 有 项 之 和 就 给 出 
了 答案 ,但 是 当 某 些 项 是 负数 时 情况 就 比较 复杂 了 。 例 如 ， 序 列 一 2，3， 一 1，6， 一 7，4 的 连续 项 
的 最 大 和 是 3 十 (一 1) 十 6 二 8。( 这 个 练习 基于 [Be86])。 

a) 使 用 伪 码 描述 一 个 求解 该 问题 的 算法 ， 这 个 算法 依次 寻找 从 第 一 项 开始 的 连续 项 之 和 ， 从 第 二 项 
开始 的 连续 项 之 和 ， 等 等 ， 并 在 算法 执行 时 记录 当前 找到 的 最 大 和 。 

b) 依 照 所 做 的 计算 和 的 次 数 与 比较 次 数 确定 在 a) 中 算法 的 计算 复杂 度 。 

c) 设 计 一 个 分 治 算法 求解 这 个 问题 。[ 提 示 : 假设 序列 中 有 偶数 个 项 ， 把 这 个 序列 分 成 两 半 。 解 释 当 
连续 项 的 最 大 和 包含 了 在 两 个 半 序 列 的 项 时 怎样 处 理 这 种 情况 。] 

d) 使 用 c) 中 的 算法 求 下面 每 个 序列 的 连续 项 的 最 大 和 : 一 2，4， 一 1，3，5， 一 6，1，2; 4，1， 
一 3，7， 一 1， 一 5，3， 一 2; 一 1，6，3， 一 4， 一 5，8， 一 1，7。 

e) 通 过 c) 中 的 分 治 算法 使 用 的 求 和 次 数 和 比较 次 数 寻找 一 个 递 推 关 系 。 

人) 使 用 主 定理 估计 这 个 分 治 算法 的 计算 复杂 度 。 依 照 计 算 复 杂 度 把 这 个 算法 与 a) 中 的 算法 做 比较 ， 
结果 如 何 ? 

应 用 例 12 描述 的 求 最 近 点 对 的 算法 ,使 用 点 之 间 的 欧 几 里 得 距离 ， 求 下 述 点 (1，3)、(1,，7)、(2， 

4)s (32,9)、(3 1)、(3，5)% (4 3、(4:-7) 的 最 近 点 对 。 

应 用 例 12 描述 的 求 最 近 点 对 的 算法 ,使 用 点 之 间 的 欧 几 里 得 距离 ， 求 下 述 点 (1，2)、(1，6)、(2， 

a) Ca: Bj tas WW Cs Oly, 10%. ay 3 Cs DD Cs DB Cs Ws os Wy HM, DD, Ws 

4)、(7，9)、(8，6) 的 最 近 点 对 。 

使 用 人 擅 码 描述 例 12 中 所 叙述 的 解 最 近 点 对 问题 的 递归 算法 。 

如 果 两 点 间 的 距离 定义 为 d(Czi，y;)，(zj， yj)) 二 max( |zi 一 zj |，|y; 一 yj |)， 使 用 例 12 描述 的 

算法 中 应 用 的 那些 合理 的 步骤 并 加 以 改变 ， 构 造 一 个 求 两 点 之 间 最 小 距离 的 算法 。 

设 一 个 人 从 ?个 数 的 集合 中 取 一 个 数 z， 第 二 个 人 通过 连续 选取 n 个 数 的 子 集 猜测 这 个 数 。 他 问 第 一 

个 人 是 否 z 在 每 个 集合 里 。 第 一 个 人 回答 “是 ?或 者 “不 是 ”。 当 第 一 个 人 每 次 回答 都 是 真 话 时 ， 通 过 

连续 地 在 每 次 询问 时 将 这 个 集合 对 半 划 分 ， 我们 可 以 使 用 log n 次 询问 找到 z。1976 年 由 斯 坦 尼 斯 

劳 ， 乌 拉 姆 (Stanislaw Ulam) 提 出 的 乌拉 姆 问题 是 : 假设 允许 第 一 个 人 恰好 说 谎 一 次 ， 找 到 z 需 要 多 

少 次 询问 ? 

a) 给 定数 z 和 nn 个 元 素 的 集合 ， 证 明 每 个 问题 问 2 次 并 且 当 发 现 说 谎 时 可 以 多 问 一 个 问题 ， 那 么 乌 
拉 姆 问题 可 以 用 2 log ”十 1 次 询问 求解 。 

b) 把 初始 的 n 元 素 集 合 划 分 成 4 部 分 ， 每 部 分 具有 n/4 个 元 素 ， 证 明 使 用 2 次 询问 就 可 以 排除 1/4 的 
元 素 。[ 提 示 : 使 用 2 次 询问 ， 其 中 每 次 询问 都 问 是 否 这 个 元 素 在 两 个 n/4 个 元 素 的 子 集 的 并 集中 ， 
并 且 其 中 一 个 n/4 个 元 素 的 子 集 出 现在 两 次 询问 中 。] 

ce) 利用 b) 证 明 如 果 f(n) 等 于 用 b) 中 的 方法 求解 乌拉 姆 问题 所 用 到 的 询问 次 数 ， 且 nn 被 4 整除 ， 那么 
fn)=f(3n/4)+2, 

dd) 求解 c) 中 关于 f(n) 的 递 推 关系 。 

e) 每 个 这 种 问题 问 两 次 来 求解 乌拉 姆 问题 的 天 真 方法 与 基于 b) 的 分 治 方法 相 比 ， 哪 种 具有 更 高 的 效 
率 ? 求解 乌拉 姆 问题 的 最 有 效 的 方法 已 经 由 A. 派 尔 克 (A. Pelc) 确 定 LPe87] 。 

在 练习 29~33 中 ,假设 了 是 一 个 满足 递 推 关 系 (nw) 二 af(n/5) 十 cn? 的 增 函 数 ，a 宇 1,，5b 是 大 于 1 的 


整数 ，c 和 4d 是 正 实数 。 这 些 练习 提供 一 个 关于 定理 2 的 证 明 。 


* 29. 
30. 
* 31. 


证 明 : 如 果 a= 如 且 n 是 5b 的 竹 ， 那么 f(n)==f(1)n’ 十 cn’logsn。 
使 用 练习 29 证 明 : 如 果 a 二 如 ， 那 么 f(n) 是 O(n’log 7n)。 
证 明 : 如 果 天 如 且 n 是 5 的 军 ， 那么 f(n) 一 Cin* 十 Con*%4 ， 其 中 
Ci 一 pc/( 妈 一 a) 且 C=f(1)+6ec/ Ca—b’) 


。 使 用 练习 31 证 明 : 如 果 a 二 ww， 那么 Fa) 是 O(Cz) 。 

. 使 用 练习 31 证 明 : 如 果 a 之 只 ， 那 么 f() 是 O(n*%a ) 。 

. 当 z 一 皮 时 ， 求 f(n)， 其 中 满足 递 推 关系 了 (nn) 二 5f(n/4) 十 6n，f(1) 二 1。 
. 如果 f 是 增 函 数 ， 给 出 练习 34 中 了 的 大 O 估计 。 


当 n 二 2* 时 ， 求 f(n)， 其 中 f 满足 递 推 关系 f(n) 二 8f(n/2) 十 n?，f(1)==1。 


二 
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37. 如 果 了 是 增 函 数 ， 给 出 练习 36 中 了 的 大 O 估计 。 


8.4 生成 函数 


8.4.1 引言 
表示 序列 的 一 种 有 效 方法 就 是 生成 函数 ， 它 把 序列 的 项 作为 一 个 形式 震级 数 中 变量 xz 的 寡 
us 人 的 系数 。 可 以 用 生成 函数 求解 许多 类 型 的 计数 问题 ， 例 如 在 各 种 限制 下 选取 或 分 配 不 同 种 类 物 
体 的 方式 数 ， 使 用 不 同 面额 的 硬币 换 一 美元 的 方式 数 等 。 也 可 以 用 生成 函数 求解 递 推 关系 。 它 
先 把 关于 序列 的 项 的 递 推 关系 转换 成 涉及 生成 函数 的 方程 ， 然 后 求解 这 个 方程 并 找 出 关于 这 个 
生成 函数 的 直接 表达 形式 。 从 这 个 直接 表达 形式 可 以 找到 生成 函数 的 震级 数 的 系数 ， 从 而 求解 
原来 的 递 推 关 系 。 生 成 函数 也 可 以 利用 函数 之 间 相 对 简单 的 关系 来 证 明 组 合 恒等式 ， 因 为 这 些 
关系 可 以 转换 成 涉及 序列 的 项 的 恒等式 。 生 成 函数 是 有 用 的 工具 ， 除 了 本 节 描 述 的 内 容 以 外 ， 
还 可 以 用 它 来 研究 序列 的 许多 性 质 ， 例 如 建立 关于 序列 的 项 的 渐进 公式 。 








我 们 从 序列 的 生成 函数 的 定义 开始 。 
实数 序列 Co Ul» """» Up "… 的 生成 函数 是 无 穷 级 数 
G(X) 一 ao 十 az 十 十 az 十 … 一 全 


评注 定义 1 给 出 的 {ai) 的 生成 函数 有 时 叫做 {as} 的 普通 生成 函数 ， 以 便 和 这 个 序列 


的 其 他 类 型 的 生成 函数 相 区 别 。 
例 1 序列 {a,} (a 一 3，ai 一 k 十 1 和 a 一 2') 的 生成 函数 分 别 是 

wa 5 sx, Dk De, 部 二 4 
我 们 通过 设置 a.11 一 0，a,s 一 0 等 ， 把 一 个 有 限 序列 a。，al，…，a 扩充 成 一 个 无 限 序 


列 ， 就 可 以 定义 一 个 实数 的 有 限 序 列 的 生成 函数 。 这 个 无 限 序 列 {a,) 的 生成 函数 G(z) 是 一 个 n 
次 多 项 式 ， 因 为 当 ;二 n 时 没有 形 如 ajz’ 的 项 出 现 ， 即 
GGCz) 一 ao 十 aiZ 十 十 Go 
例 2 序列 1，1，1，1，1，1 的 生成 函数 是 什么 ? 
解 1，1，1，1，1，1 的 生成 函数 是 
Twtw i 
由 2.4 节 的 定理 1 有 
(2 —1)/(z—1)=1 二 zz 二 Tz 二 x 二 zx zl1 

因此 ，G(zx)= 二 (x' 一 1)/(zx 一 1) 是 序列 1, 1, 1, 1, 1， 1 的 生成 函数 。 因 为 z 的 窒 只 在 生成 函 


数 的 序列 项 中 使 用 ， 我 们 不 用 担心 G(1) 没 有 被 定义 。 4 
例 3 设 mm 是正 整 数 。 令 qi 二 Cm,， k), k=0, 1, 2, **, ms 那么 序列 Co9 Ulis "yy Qn 
的 生成 函数 是 什么 ? 


解 ” 这 个 序列 的 生成 函数 是 
G(xz)=CCm, 0)+CCm, 1)x+Clm, 2)7z 二 "TCCm, m)z” 


二 项 式 定 理 证 明 G(Cz) 王 (1 十 Zz)”。 Ba 


8. 4.2 ”关于 宪 级 数 的 有 用 事实 

当 用 生成 函数 求解 计数 问题 时 ， 通 常 将 它们 考虑 成 形式 军 级 数 。 这 里 忽略 了 这 些 级 数 的 收 
敛 问题 。 但 是 为 了 应 用 某 些微 积分 的 结果 ， 考 虑 宕 级 数 对 哪些 z 收敛 有 时 是 很 重要 的 。 一 个 函 
数 具 有 一 个 唯一 的 靠近 z=0 的 震级 数 序列 这 一 事实 也 是 非常 重要 的 。 然 而 ， 在 我 们 的 讨论 中 
将 不 涉及 收敛 性 问题 。 熟 悉 微 积分 的 读者 如 果 想 了 解 所 涉及 适 级 数 的 收敛 性 的 细节 ， 可 以 参阅 
有 关 这 方面 内 容 的 教科 书 。 
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现在 我 们 将 叙述 某 些 与 无 穷 级 数 有 关 的 重要 事实 ， 这 些 将 在 研究 生成 函数 时 用 到 。 有 关 这 
些 的 讨论 和 相关 的 结果 都 可 以 在 微 积 分 教科 书 中 找到 。 
例 4 函数 f(z)= 二 1/(1 一 z) 是 序列 1，1，1，1，… 的 生成 函数 ， 因 为 对 |zx| 二 1 有 
1/(1 一 z)==1 十 x 二 十“ 可 
例 5 函数 f(x) 二 1/(1 一 az) 是 序列 1，a，a*，a*，… 的 生成 函数 ， 因 为 当 |azx| 二 1 或 等 
价 于 |z| 过 1/|a|, a 关 0， 有 
1/(1—az)=1+Taz+ta’zr’ 二 本 
我 们 也 需要 了 解 两 个 生成 函数 是 怎样 相 加 和 相 乘 的 。 这 些 结果 的 证 明 也 可 以 在 微 积 分 教科 
书 中 找到 。 


令 f(z) = 二 >yaiztg(Cz) 一 >)pze ， 那 么 
f(D 十 gCz) = Yatb dr 和 far) 一 > (Dab )r 
k=0 k=0 j=0 


评注 ”正如 本 节 所 考虑 的 所 有 级 数 一 样 ， 定 理 1 只 有 当 宕 级 数 在 一 个 区 间 内 收敛 时 才 有 
效 。 但 是 ， 生 成 函数 的 定理 并 不 仅 局 限于 这 种 级 数 。 在 级 数 不 收 化 的 情况 下 ， 定 理 1 中 的 
命题 可 以 看 成 是 生成 函数 和 与 积 的 定义 。 
我 们 将 在 例 6 中 说 明 怎 样 使 用 定理 1。 
例 6 设 f(z)=1/(1 一 z)*。 用 例 4 求 出 表达 式 f(x) = > az 中 的 系数 m，a ，a ，… 
解 由 例 4 看 出 
1/(1 一 z) 二 1 十 zx 十 十 有 十 *… 
因此 ， 由 定理 1 有 


yas = DPD) = Dt 4 
评注 这 一 结果 也 可 以 通过 微分 从 例 4 中 导出 。 从 已 知 生成 函数 的 恒等式 产生 新 的 恒等式 的 一 
种 有 用 的 技术 就 是 求 导 。 


为 了 用 生成 函数 求解 许多 重要 的 计数 问题 ， 我 们 需要 在 指数 不 是 正 整 数 的 情况 下 应 用 二 项 式 定 
理 。 在 人 氢 述 广义 二 项 式 定理 之 前 ， 我 们 需要 定义 广义 二 项 式 系数 。 

BE 设 ， 是 实数 旦 是 非 抽 整数 。 那 么 广义 二 项 式 系数 ( 5) 定义 为 
(= ee & 之 0 
li -和 下 三 0 
例 7 求 广义 二 项 式 系数 ( 一] 和 (2 
解 在 定义 2 中 取 u= 一 2 和 k=3 得 

3 
3 31 


) 的 值 。 


类 似 地 ， 取 x 二 1/2 和 二 3 得 
(= D0 2 
3 3! 

=(1/2)(—1/2)(— 3/2)/6 

=1/16 4 

当 上 边 的 参数 是 负 整 数 时 ， 例 8 对 广义 二 项 式 系数 提供 了 一 个 有 用 的 公式 。 我 们 后 面 的 讨论 中 
会 用 到 它 。 

例 8 当 上 面 的 参数 是 负 整 数 时 ， 广 义 二 项 式 系数 可 以 用 通常 的 二 项 式 系数 的 项 表示 。 为 此 只 
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需要 注意 
(= 由 广义 二 项 系数 定义 
二 CDnnt Dntr— 1 从 分 子 的 每 一 项 中 提取 因子 一 1 





r! 


r= Dtr— 22" 由 乘法 的 交换 律 


r! 


= 分 子 和 分 母 同 时 乘 以 Cn 一)1 
十 > 一 1 

= 一 Dr 人 ) r 由 二 项 系数 的 定义 

一 人] 而 使 用 另外 一 种 二 项 系数 符号 表示 二 


我 们 现在 叙述 广义 二 项 式 定理 。 
EEEE 罗 广义 二 项 式 定理 设 过 是 实数 ，| zx| <1,， zx 是 实数 ， 那 么 
Qt = {i)s 
可 以 使 用 麦克 劳 林 级 数 的 理论 证 明定 理 2， 我 们 将 这 个 证 明 留 给 熟悉 这 部 分 微 积分 的 读者 
完成 。 
评注 当 x 是 正 整数 时 ， 广 义 二 项 式 定 理 就 归 约 到 6.4 节 提出 的 二 项 式 定理 ， 因 为 如 
匡 直 sw 那么 在 这 种 情况 下 人“ ) 一 0。 


例 9 说 明了 当 指 数 是 负 整 数 时 定理 2 的 应 用 。 
例 9 当 n 是 正 整 数 时 ,使 用 广义 二 项 式 定理 求 (1 十 z)“ 和 (1 一 zx)“ 的 生成 函数 。 
解 由 广义 二 项 式 定 理 得 


oo 


a Sl je 


k=0 


使 用 例 8 所 提供 的 关于 ( ，”) 的 简单 公式 得 到 


(tw) = DC— DC++ 1, 
用 一 z+ 代替 zz 得 到 
(1—zx)™" = CClnt+k—1,k)z 4 


表 1 归纳 了 一 些 经 常 出 现 的 有 用 的 生成 函数 。 


表 1 有 用 的 生成 函数 








(1+z)" = 2)C(nsh)zt 


k=0 


一 1T 十 CCxz1) 工 十 C(zy2)z2 十 … 十 2 








(1+ar)" = 2)CCn,batzt 


k=0 


二 1 十 C(nyl)azr 二 Cl(n,2)a?z? 十 … 十 a"z" 





(1 DD) CUES 


大 一 0 


如 果 |&, 则 CCn,&/7) ;否则 为 0 
一 1 十 Ca 1)zr 十 Ca 2)Z2r 十 … 十 2 
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( 续 ) 
G(x) ak 
1 一 za+i 要 
人 如 果 丰 过 n, 则 为 1; 否 则 为 0 
二 0 
= D1ltzrte t+ 1 
TT 0 
1 二 让 
= atzk 二 1 十 az 十 a?x? 十 … . 
1 一 az 之 ” 
= De lt tt 如 果 |&, 则 为 1; 否则 为 0 
k=0 
lL z= 二 >)(R 十 1)z 一 1 十 2z 十 3z2 十 … k 十 1 
(1 = 3) 2 
= DCn+k—1,k) zt 
(I—z) 之 四 CCnt+k—1,k) = CO 十 & 一 1 一 1) 
二 1 十 CC(n,1)z 二 Cln 二 1,2)z? 十 …: 
可 一 Clnt km1,k)(— 1)tzrt (— DC ko 1,k) 一 (一 DC 十 大 一 
2) = 
1,n— 1) 
=1— Cn,Dzrt+ Cnt1,2)z — 
= PCOnt+k— 1,k)atzrt 
(I—ar)” 之 " “人 Cn 十 有 一 1 和 at = Cnt+k—1,n— 1)at 
一 1 十 CCz,l)az 十 CGz 十 1,2)a2z2 十 … 
二 二 
e -tt 1/k! 
> (一 1 )k+i 3 4 
ind1 十 贡 一 了 和 =z 一 于 十 导 一 于 十 … (一 DeHA 


注 : 当 讨 论 轩 级 数 时 ， 在 大 多 数 微 积分 的 书 中 可 以 找到 关于 最 后 两 个 生成 函数 的 级 数 。 


评注 ”注意 表 中 第 2 个 公式 和 第 3 个 公式 可 以 由 第 1 公式 将 工分 别 用 ar 和 -替换 推 
导出 来 。 同 样 ， 第 6 个 公式 和 第 7 个 公式 可 由 第 5 公式 做 同样 替换 推导 出 来 。 第 10 
个 公式 和 第 11 个 公式 可 以 由 第 9 个 公式 将 工分 别 用 一 二 、az 替换 推导 出 来 。 表 中 有 
些 公式 也 可 以 使 用 微 积 分 (如 求 导 和 积分 ) 由 其 他 公式 推出 。 鼓 励 学 生 了 解 表 中 的 核心 
公式 (如 能 推导 出 其 他 公式 的 公式 ， 可 能 是 第 1、4、5、8、9、12、13 个 公式 )， 并 且 
理解 如 何 由 这 些 核 心 公式 推导 出 其 他 公式 。 


8. 4.3 计数 问题 与 生成 函数 
生成 函数 可 以 用 于 求解 各 种 计数 问题 。 特 别 地 ， 它 们 可 以 用 于 计数 各 种 类 型 的 组 合 数 。 在 
第 6 章 ， 当 允许 重复 和 可 能 存在 某 些 附加 约束 时 ， 我 们 开发 了 一 些 计数 nn 元素 集 合 的 + 组 合 的 
技术 。 这 种 问题 与 计数 形 如 
ea 十 ez 十 … 十 e, 王 C 
方程 的 解 是 等 价 的 ， 其 中 C 是 常数 ， 每 个 e; 是 可 能 具有 某 些 约束 的 非 负 整数 。 也 可 以 用 生成 
函数 求解 这 种 类 型 的 计数 问题 ， 如 例 10 一 12 所 示 。 
例 10 求 
el 十 ee 十 es 一 17 
的 解 的 个 数 ， 其 中 e，e; ，es 是 非 负 整数 ， 满 足 2<el 三 5，3 过 es 二 6，4<e; 过 7。 
解 具有 上 述 限 制 的 解 的 个 数 是 
(EW 
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本 
的 展开 式 中 x” 的 系数 。 这 是 因为 我 们 在 乘积 中 得 到 等 于 x” 的 项 是 通过 在 第 一 个 和 中 取 项 ze ， 
在 第 二 个 和 中 取 项 x* ， 在 第 三 个 和 中 取 项 xz* ， 其 中 寡 指 数 ea 、 ez 和 e 满足 方程 e 十 e 十 e 二 
17 和 给 定 的 限制 。 

不 难看 出 在 这 个 乘积 中 的 x” 的 系数 是 3。 因 此， 存在 3 个 解 。( 注 意 ， 计 算 这 个 系数 与 枚 举 方 
程 的 具有 给 定 束 的 所 有 解 几 乎 要 做 同样 多 的 工作 。 但 是 ， 正 如 我 们 将 看 到 的 ， 这 里 说 明 的 方法 常常 
可 以 用 于 求解 各 种 具有 特殊 规则 的 计数 问题 。 此 外 ， 可 以 用 计算 机 代数 系统 做 这 种 计算 。) 4 

例 11 把 8 块 相同 的 饼干 分 给 3 个 不 同 的 孩子 ， 如 果 每 个 孩子 至 少 接受 2 块 饼干 并 且 不 超 
过 4 块 饼 干 ， 那么 有 多 少 种 不 同 的 分 配方 式 ? 

解 ”因为 每 个 孩子 至 少 接受 2 块 饼干 且 不 超过 4 块 饼干 ， 所 以 在 关于 序列 {C,} 的 生成 函数 
中 对 每 个 孩子 存在 一 个 等 于 

Ca Fm 
的 因子 ， 其 中 c 是 分 配 块 饼干 的 方式 数 。 因 为 有 3 个 孩子 ， 所 以 生成 函数 是 

i 
我 们 需要 求 这 个 乘积 中 的 x 的 系数 。 理 由 就 是 在 展开 式 中 x 的 项 对 应 于 选 3 项 的 方式 数 ， 其 
中 每 个 因子 选 1 项 且 指 数 加 起 来 等 于 8。 此 外 ,来 自 第 一 、 第 二 和 第 三 个 因子 的 项 的 指数 分 别 
是 第 一 、 第 二 和 第 三 个 孩子 接受 的 饼干 数 。 通 过 计算 说 明 这 个 系数 等 于 6。 于 是 存在 6 种 方式 
分 配 饼干 使 得 每 个 孩子 至 少 接受 2 块 ， 但 是 不 超过 4 块 饼 干 。 4 

例 12 把 价值 1 美元 、2 美元 和 5 美元 的 代 币 插入 售 货 机 为 价值 7 美元 的 某 种 物品 付款 ， 
使 用 生成 函数 确定 在 代 币 插入 是 有 序 的 和 无 序 的 两 种 情况 下 付款 的 方式 数 。( 例 如 为 一 种 价值 
3 美元 的 物品 付款 ， 当 不 考虑 代 币 插入 的 次 序 时 存在 2 种 方式 : 插入 3 个 1 美元 的 代 币 或 1 个 1 
美元 和 1 个 2 美元 的 代 币 。 当 考虑 代 币 插入 的 次 序 时 有 3 种 方式 : 插入 3 个 1 美元 的 代 币 ; 插 
人 1 个 1 美元 代 币 ， 然后 1 个 2 美元 的 代 币 ; 插入 1 个 2 美元 代 币 ,然后 1 个 1 美元 代 币 。) 

解 ” 在 不 考虑 代 币 插入 次 序 的 情况 下 ， 我 们 所 关心 的 就 是 为 产生 7 美元 的 总 数 所 使 用 的 每 
种 代 币 的 数目 。 因 为 可 以 使 用 任意 多 个 1 美元 的 代 币 、 任 意 多 个 2 美元 的 代 币 和 任意 多 个 5 美 
元 的 代 币 ， 所 以 答案 就 是 在 生成 函数 

(十 Zz 十 石 十 十 (1 十 十 x 十 区 十)(1 十 十 z" 十 zx， 十 …:) 
中 的 z 的 系数 。( 这 个 乘积 中 的 第 一 个 因子 表示 所 使 用 的 1 美元 代 币 ， 第 二 个 表示 所 使 用 的 2 
美元 代 币 ， 第 三 个 表示 所 使 用 的 5 美元 代 币 .) 例 如 ， 用 1 美元 、2 美元 和 5 美元 为 一 个 价值 7 
美元 的 物品 付款 的 方式 数 由 展开 式 中 zx” 的 系数 给 出 ， 结 果 等 于 6。 
当 考 虑 代 币 插入 的 次 序 时 ， 插 入 恰好 个 代 币 产生 美元 的 方式 数 是 在 
(et 

中 的 x 的 系数 ， 因 为 这 个 代 币 中 的 每 一 个 可 能 是 上 美元 代 币 、2 美元 代 币 或 5 美元 代 币 。 又 
由 于 可 以 插入 的 代 币 不 限 数 量 ， 所 以 当 考 虑 代 币 插入 的 次 序 时 ,使 用 1 美元 、2 美元 或 5 美元 
代 币 产生 美元 的 方式 数 是 在 


入 5 2 5\2 = 1 
ye fs sr i ey es le i Se et 
人 
1—z—zx— x 
中 的 系数 。 这 里 我 们 把 插入 0 个 代 币 、1 个 代 币 、2 个 代 币 、3 个 代 币 等 方式 数 相 加 ， 同 时 我 们 
使 用 恒等式 1/(1 一 z) 二 1 十 x 十 必 十 …， 且 用 xz 十 十 zx 代替 zx。 例如 ， 用 1 美元 、2 美元 和 5 美元 的 
代 币 为 一 个 价值 7 美元 的 物品 付款 ， 当 考虑 使 用 代 币 的 次 序 时 ,方式 数 是 这 个 展开 式 中 x 的 系数 ， 
等 于 26。[ 提 示 : 为 看 到 这 个 系数 等 于 26， 要 把 (z 十 zx? 十 z')* 的 展开 式 中 x 的 系数 相 加 ， 其 中 
2<<k 人 7。 这 项 工作 可 以 用 大 量 的 手工 计算 完成 ， 也 可 以 使 用 计算 机 代数 系统 来 完成 。] 4 
例 13 说 明了 当 求 解 带 不 同 假设 问题 时 生成 函数 具有 的 多 功能 性 。 
例 13 假设 已 经 建立 了 二 项 式 定理 ， 使 用 生成 函数 找 出 n 元素 集合 的 & 组 合 数 。 
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解 ”集合 中 个 元 素 的 每 一 个 元 素 都 对 生成 函数 f(x) 一 》) wz: 贡献 了 项 (1 十 z)。 因 此 
7Fz) 是 关于 {a} 的 生成 函数 ， 其 中 w 表示 元 素 集合 的 组 合 数 。 于 是 ， 
大 CzZ) 一 (1 十 过) 
但 是 由 二 项 式 定理 ， 我 们 有 
和 
f(D = > ()z 


k=0 


其 中 


-me 
k kl(n— Ek)! 


nl 
1 a 


评注 在 6.4 节 ， 我 们 使 用 了 关于 nn 元 素 集合 的 + 组 合 数 的 公式 证 明了 二 项 式 定 理 。 
这 些 例子 说 明 也 可 以 用 数学 归纳 法 证 明 二 项 式 定理 ， 再 用 二 项 式 定理 推导 关于 刀 元 素 
集合 的 7 组 合 数 的 公式 。 


例 14 使 用 生成 函数 找 出 当 元 素 允 许 重 复 时 n 元素 集合 的 r 组 合 数 公式 。 
解 ” 设 G(x) 是 关于 序列 {a,} 的 生成 函数 ， 其 中 a, 等 于 ”元 素 集合 的 允许 重复 的 ~ 组 合 数 。 


即 G(z) 二 》) wz* 。 因 为 当 我 们 构成 允许 重复 的 + 组合 时 ， 对 nn 元 素 集合 的 元 素 选 择 不 受 限 


制 ， 所 以 这 个 元 素 中 的 每 一 个 元 素 都 对 G(xz) 的 乘积 展开 式 贡 献 了 因子 (1 十 x 十 十 zx 十 …*)。 
这 是 由 于 当 构 成 一 个 > 组合 时 (要 选择 ~ 个 元 素 ) ， 每 个 元 素 都 可 以 被 选择 0 次 、1 次 、2 次 、3 
次 等 。 因 为 集合 中 存在 个 元 素 ， 且 每 一 个 都 对 G(x) 贡 献 了 相同 的 因子 ， 所 以 有 
G(z)=(1 十 z 十 十 …)” 
只 要 |z| 二 1,， 就 有 1 十 z 十 且 十 … 二 1/(1 一 x)， 所 以 
G2)=1/(1—z)"=(1—z)™" 
使 用 广义 二 项 式 定 理 ( 定 理 2)， 得 到 
dD"=+CD7"= D(C 


r=0 


当 r 是正 整数 时 ，n 元 素 集合 的 允许 重复 的 ”~ 组 合 数 就 是 这 个 和 式 中 的 zx" 的 系数 。 因 此 ,使 用 
例 8 我 们 求 出 a, 等 于 





(~ Je-D = — 1 


=C(nitr1;,r) 本 

注意 ， 例 14 的 结果 与 我 们 在 6. 5 节 定 理 2 所 叙述 的 结果 一 样 。 

例 15 使 用 生成 函数 求 出 从 类 不 同 的 物体 中 选择 7 个 物体 并 上 且 每 类 物体 至 少 选 1 个 的 方式 数 。 

解 ” 因 为 我 们 需要 每 类 物体 至 少 选 1 个 ， 所 以 这 个 类 中 的 每 类 物体 都 对 序列 {a,} 的 生成 
函数 G(xz) 贡 献 了 因子 (z 十 zx 十 xz 十 …)， 其 中 a, 是 从 nn 类 不 同 的 物体 中 选择 7 个 物体 并 且 每 类 
物体 至 少 选 1 个 的 方式 数 。 因 此 ， 

G(Xz)= 二 (zx 十 二 十 如 十 司 )" 二 xX"(1 十 zx 十 恕 十)" 二 XT / (1 一 Zz)” 
使 用 广义 二 项 式 定理 和 例 8， 有 
GCCZz) =z"/(1— zx)" 
=w (l= 


-* > (~ je z)” 
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一 好 > (一 1)7CGC2 二 7 一 1 六 (一 177zr 
r=0 
= Catrm 1 re" 
r=0 
= C(t—1t— nz 


EN 
在 倒数 第 二 个 等 式 中 ， 我们 令 二 2 十 ”> 这样 当 > 王 0 时 三 7 且 2 十 > 一 1 一 上 一 1， 从 而 对 求 和 
进行 移 位 ， 然 后 在 最 后 的 等 式 中 用 ~ 替换 上 作为 和 的 下 标 回 到 了 初始 的 记号 。 因 此 ， 如 果 每 类 
物体 必须 至 少 选 1 个 时 ， 从 nn 类 不 同 的 物体 中 选择 7 个 物体 存在 CC(r 一 1，r 一 nw) 种 方式 。 a 


8. 4.4 ”使 用 生成 函数 求解 递 推 关系 

我 们 可 以 通过 寻找 相关 生成 函数 的 显 式 公 式 来 求解 关于 递 推 关 系 和 初始 条 件 的 解 。 这 可 以 
用 例 16 和 例 17 来 说 明 。 

例 16 求解 递 推 关系 a 二 3ai-1， kk 二 1，2，3，… 且 初始 条 件 a 二 2。 


we 解 ” 设 G(z) 是 序列 (a) 的 生成 函数 ， 即 G(z) 二 > az+ 。 首先 注意 


ZG(Cz) = 7 = > pe 
使 用 递 推 关系 有 
GCz) 一 3zGCZz) = 人 一 3 了 


三 Cu 十 >) (a — 3a1_1) 7x. 
k=1 


一 2 
因为 wm 王 2 且 内 王 3a-:， 所 以 
GGCz) 一 3zGCZ) 一 (1 一 3z)CGCZ) 一 2 


求解 G(x)， 得 G(x) 二 2/(1 一 3z)。 使 用 表 1 的 恒等式 1/(1 一 az) 王 5 矶 2 有 


Ga) 一 总 3184 = 六 2 Ir! 

于 是 ,a 二 2，3"。 4 

例 17 设 一 个 有 效 的 码 字 是 一 个 包含 偶数 个 0 的 十 进 制 数字 串 。 令 wa 表示 位 有 效 码 字 
的 个 数 。 在 7.1 节 的 例 7 中 我 们 证 明了 序列 {a,} 满 足 递 推 关 系 

w= Qa i110 

且 初 始 条 件 a 二 9。. 使 用 生成 函数 找 出 关于 a, 的 显 式 公 式 。 

解 为 了 简化 关于 生成 函数 的 推导 ， 我 们 通过 设置 wm 一 1 将 序列 扩充 ， 当 把 这 个 值 赋 给 a。 
并 使 用 递 推 关 系 ， 就 得 到 四 一 8a 十 10" 王 8 十 1 一 9， 这 与 初始 条 件 一 致 。( 由 于 存在 一 个 长 为 0 
的 码 字 一 一 空 串 ， 所 以 这 也 是 有 意义 的 。) 

用 x" 乘 以 递 推 关系 的 两 边 得 





az"=8a,_17x" 二 10"! xz" 


设 Glz)= 二 》) wz" 是 序列 w ，a ，w，… 的 生成 函数 。 从 n 二 1 开始 对 上 面 的 等 式 两 边 求 和 ， 得 到 


G(z)—1= Doz" 三 >») (8a x" 二 10"! zx") 
n=1 


n=1] 
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BSA = 5 10 
n=] n=1 
0 x” 十 a l10" ily" 
n=1 n=1 


gr Ya + xD 10 
=8zG(z) 二 zx/ (1 — 10zx) 
其 中 我 们 已 经 使 用 了 例 5 对 第 二 个 和 进行 求 值 。 因 此 有 
G(X)—1=8zG(z)+z/(1—10zx) 
求解 G(xz) 得 


Ld 二 一 9 过 
G(T = 1 


把 等 式 的 右边 展开 成 部 分 分 式 ( 正 如 在 微 积分 中 研究 有 理沙 数 的 积分 时 所 做 的 ) 得 到 
| 1 
GY pe 
两 次 使 用 例 5( 一 次 设 a 二 8， 一 次 设 a 二 10) 得 


G(z) = 却 ( S18'z" + 10"z") 


= 地 (8" 十 10")z" 





于 是 ， 证 明了 
BW 二 二 (8" 十 10") 4 


8. 4.5 使 用 生成 函数 证 明 恒 等 式 

在 第 6 章 我 们 已 经 看 到 怎样 使 用 组 合 证 明 方 法 来 建立 组 合 恒等式 。 这 里 将 说 明 这 种 恒 等 
式 ， 以 及 关于 广义 二 项 式 系数 的 恒等式 ， 都 可 以 使 用 生成 函数 来 证 明 。 有 时 候 生成 函数 的 方法 
比 其 他 方法 更 简单 ， 特 别 是 用 生成 函数 的 封闭 形式 比 使 用 序列 本 身 更 能 简化 证 明 过 程 。 我 们 用 
例 18 说 明 怎 样 用 生成 函数 证 明 恒 等 式 。 

例 18 使 用 生成 函数 证 明 


Dy Cn,k)’ = CC2n,n) 


k=0 


其 中 是 正 整 数 。 
解 ” 首先 注意 根据 二 项 式 定理 C(2n, nn) 是 (1 十 zx)”* 中 zz" 的 系数 。 然 而 ， 我 们 也 有 
(1 十 z)2 一 [GEL 十 站 | 
二 [CCn,0) 十 Clny1)z 二 Clns2)z 十 十 Cln,n)zx"]? 
在 这 个 展开 式 中 x” 的 系数 是 
CnsoO)Cnsn) + Cns1)Clnysn—1)+ Cn,2)ClnynO—2) 二 二 Cln,n) Cln,o0) 


因为 C(x, n 一 和 二 Cln，k)， 所 以 它 等 于 3》1Cln,k)* 。 由 于 Cl2n,， 7) 和 2) C ln,k)* 都 表示 
k=0 


k=0 


(1 十 zx)” 中 zx" 的 系数 ， 所 以 它们 一 定 是 相等 的 。 4 
本 节 练 习 42 和 练习 43 要 求 用 生成 函数 来 证 明 帕 斯 卡 恒等式 和 范 德 蒙 德 恒等式 。 


练习 
1. 求 关 于 有 穷 序 列 2，2，2，2，2，2 的 生成 函数 。 
2. 求 关于 有 穷 序列 1，4，16，64，256 的 生成 函数 。 
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练习 3 一 8 中 直接 表达 式 是 指 不 涉及 一 组 值 求 和 或 者 省 略 号 的 代数 表达 式 。 
3. 求 关 于 下 面 每 个 序列 生成 函数 的 直接 表达 式 。( 用 最 明显 的 选择 设 定 每 个 序列 初始 项 的 形式 。) 


a)0, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 0, 0, 0, 0, 0, 
co0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 1, «°° 


ato) (0) 人 


g)1, 1, 0, 1, 1,1,1,1,1,1,.» 


， (»), 0, 0, 0, 0, 0, ， 


b)0， 0，0，1， Ts Vs 1, 1, 1l, “* 
d)2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, »* 





2, —2, 2, —2, 2， 


h)0, 0, 0, 1, 2, 3, 4,，… 


4. 求 关 于 下 面 每 个 序列 生成 函数 的 直接 表达 式 。( 用 最 明显 的 选择 设 定 每 个 序列 的 通 项 形式 。) 
一] 0，0y 0 0, 


b)1，3，9，27，81，243，729，… 
d)1，2，1，1，1，1，1，1，1，。 


如 一 3 一 3 
h)1, 0, 1; 0, 1, .0, 1, 0 
5. 求 关 于 序列 {a,} 的 生成 函数 的 直接 表达 式 ， 其 中 
a)a, 二 5， 对 所 有 的 n= 二 0，1，2… 
Ca,=2， 对 n=3, 4,，5,，*… 且 46 二 ai 二 as 二 0 


Oa; = ( ) 对 所 有 的 一 0， 1，2… 


6. 求 关于 序列 {a,} 的 生成 函数 的 直接 表达 式 ， 其 中 
Ba = = ly 对 所 有 的 1 一 0， ls 2…， 
Oa =n—1, 对 nn 二 0， 1 交 。 es 


oo 一 (2)， 对 zz 一 0，1，2… 





c)0，0，3， 3，3， Bs Ss Sy 5 


©»(), 2())， z( 2)， ee z(7)， RC 


g)0， 1， 一 2， 4， 一 8， 16， 一 32，64， 光 


b)a, 一 3"， 对 所 有 的 7 一 0， Ls 2… 
da 一 22 十 3 对 所 有 的 2 一 0，1，2，… 


Da, 一 (”“) 对 所 有 的 n=0， 1, ge 


b)a, =2"， 对 ”一 1， 2，3，4， … 且 ao 一 0 
d)a, 一 1/(z 十 1)1， 对 nn 二 0， 1，2， 光 


a 对 z 一 0，1，2… 


的 za =1 Ly 


7. 对 于 下 面 每 一 个 生成 函数 给 出 关于 它 所 确定 序列 的 直接 表达 式 。 


a (30—4) 有 的 (庆生 六 1/ —52) 
d)zs/(1I 十 3z) 本 下 十 37 二 7 十 《17 人 一 好 7 D2 —1 
办 到 CCL 一 到 ) h) 2e2= 


8. 对 于 下 面 每 一 个 生成 函数 给 出 关于 它 所 确定 序列 的 直接 表达 式 。 


3a)(z2 十 1)3 b)(3z= DD 
Dz /(1—2) e)z 一 1 十 (1/(GL 一 3z)) 
x g)/(1 十 z 十 zx) h)es= 一 1 


9. 求 出 下 面 每 个 函数 的 震级 数 中 xz” 的 系数 。 
(1 十 站 十 "十 二 秆 司 3 


el/(1—22) 
DI /C+ 


b)(z 十 十 和 十 十 ZT 十 v3 


Or 二 zi 十 (zw 十 zt 十 十 Xi 十 T7)(1 十 z 十 十 十 x 十 …) 
gd) (zt 十 Xt 十 Zz 十 TT 十) (十 十 十)《(xt 十 ZX 十 zx 十) 
e)(1 十 z2 十 z4 十 z6 十 zs 十 …)(1 十 z4 十 z8 十 z2 十 …)(1 十 zs 十 z2 十 zz 十) 


10. 求 出 下 面 每 个 函数 的 震级 数 中 zx 的 系数 。 
a)(1 十 zs 十 zs 十 Z8 十)3 


ce)(z3 十 z5 十 Z6)(CZ3 十 z4)(CZz 十 2Z2 十 Z2 十 好 十 ) 
OO) (Cz 十 x 十 zx? 十 x 十 …)(z? 十 zt 十 z 十 十 呈 ) 


el 二 +z 二 zr) 

11. 求 出 下 面 每 个 函数 的 震级 数 中 z 的 系数 。 
全 这/ CE 一 22) b)1/(1 十 式 )? 
d)1/(I 十 2z) CT 一 3 

12. 求 出 下 面 每 个 函数 的 适 级 数 中 zx” 的 系数 。 
a)1/(1 二 3z) b)1/(1 一 2z)? 
d)1/(1 一 4z)3 e)zs/(1 十 4z)? 


b)(z 十 Zz 十 x 十 十 Zi 十:)3 


/CL 


L/L 


13. 把 10 个 相同 的 球 分 给 4 个 孩子 ， 如 果 每 个 孩子 至 少 得 到 2 个 球 ， 使 用 生成 函数 确定 不 同 的 分 配方 法 数 。 
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14. 
15, 


16. 


17. 
18. 


19. 
20. 
21., 
22. 
23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


来 


29. 


30. 








把 12 张 相同 的 剧情 图 片 分 给 5 个 孩子 使 得 每 个 孩子 至 多 得 到 3 张 ， 使 用 生成 函数 确定 不 同 的 分 配方 法 数 。 

把 15 个 相同 的 动物 玩具 分 给 6 个 孩子 使 得 每 个 孩子 至 少 得 到 1 个 但 不 超过 3 个 ， 使 用 生成 函数 确定 

不 同 的 分 配方 法 数 。 

从 3 类 百 吉 饼 (鸡蛋 的 、 椒 盐 的 和 普通 的 ) 选 12 个 ， 如 果 每 类 至 少 选 择 2 个 但 椒盐 的 不 超过 3 个 ， 使 

用 生成 函数 确定 选择 方法 数 。 

把 25 个 相同 的 多 纳 圈 分 给 4 个 警官 使 得 每 个 警官 至 少 得 到 3 个 但 不 超过 7 个 ， 有 多 少 种 方式 ? 

从 包含 100 个 红 球 、100 个 蓝 球 和 100 个 绿 球 的 饶 子 中 选 14 个 球 ， 使 得 蓝 球 不 少 于 3 个 且 不 多 于 10 

个 。 假 定 不 考虑 选 球 的 次 序 ， 使 用 生成 函数 求 出 选择 方法 数 。 

求 序列 {cx } 的 生成 函数 ， 其 中 c% 是 使 用 1 美元 、2 美元 、5 美元 和 10 美元 纸币 换 & 美 元 的 方法 数 。 

求 序列 {ci) 的 生成 函数 ， 其 中 cx 是 使 用 10 比 案 、20 比索 、50 比索 和 100 比索 换 & 比索 的 方法 数 。 

对 (1 十 z 十 好 十 袜 十 …)” 展开 式 中 x! 的 系数 给 出 组 合 解释 。 使 用 这 个 解释 求 出 这 个 数 。 

对 届 十 xz 十 x? 十 x 十 …)"” 展开 式 中 zz" 的 系数 给 出 组 合 解释 。 使 用 这 个 解释 求 出 这 个 数 。 

a) 什 么 是 关于 {a } 的 生成 函数 ? 这 里 w 是 zi 十 zz 十 x 二 的 解 的 个 数 ， 其 中 zi1、z。 和 zx， 是 满足 
ZX1 之 2， 0 委 z 委 3， 2 委 z 魏 5 的 整数 。 

b) 使 用 a) 的 答案 求 as 。 

a) 什 么 是 关于 {ax} 的 生成 函数 ? 这 里 w 是 zi 十 zz 十 zs 十 x 二 的 解 的 个 数 ， 其 中 zi1、xz2、zs3 和 zx 
是 满足 Zl 之 3， 1 委 zz 委 5， 0 和 zs 魏 4， 亏 汪 1 的 整数 。 

b) 使 用 a) 的 答案 求 Q7。 

解释 怎样 使 用 生成 函数 找到 用 3 分 、4 分 和 20 分 的 邮票 在 信封 上 贴 满分 邮费 的 方式 数 。 

a) 假 设 不 考虑 贴 邮票 的 次 序 。 

b) 假 设 邮 票 贴 成 一 行 并 且 考 虑 贴 的 次 序 。 

ce) 当 不 考虑 贴 邮票 的 次 序 时 ， 使 用 a) 的 答案 确定 用 3 分 、4 分 和 20 分 的 邮票 在 信封 上 贴 满 46 分 邮费 
的 方式 数 。( 建 议 使 用 计算 机 代数 程序 。) 

d) 当 考虑 贴 邮 票 的 次 序 时 ， 使 用 b) 的 答案 确定 用 3 分 、4 分 和 20 分 的 邮票 在 信封 上 贴 满 一 行 46 分 邮 
费 的 方式 数 。( 建 议 使 用 计算 机 代数 程序 。) 

a) 重 复 搓 一 个 仍 子 ， 考 虑 掷 的 次 序 并 且 使 得 掷 出 的 点 数 之 和 为 2， 证 明 关 于 这 种 方式 数 的 生成 函数 是 
二 一 一 

b) 使 用 a) 求 出 重复 掷 一 个 鹏 子 ， 考 虑 掷 的 次 序 并 且 使 得 掷 出 的 总 点 数 为 8 的 方式 数 。( 建 议 使 用 计算 
机 代数 程序 。) 

使 用 生成 函数 (如 果 需 要 ， 使 用 计算 机 代数 程序 ) 求 出 换 1 美元 的 方式 数 。 

a) 用 10 美 分 和 25 美 分 。 

b) 用 5 美 分 、10 美 分 和 25 美 分 。 

c) 用 1 美 分 、10 美 分 和 25 美 分 。 

d) 用 1 美 分 、5 美 分 、10 美 分 和 25 美 分 。 

使 用 生成 函数 (如 果 需 要 ， 使 用 计算 机 代数 程序 ) 求 出 用 1 美 分 、5 美 分 、10 美 分 和 25 美 分 换 1 美元 

的 方式 数 ， 使 得 

a)1 美 分 不 超过 10 个 。 

b)1 美 分 不 超过 10 个 且 5 美 分 不 超过 10 个 。 

c) 硬 币 不 超过 10 个 。 

使 用 生成 函数 求 出 换 100 美元 的 方式 数 。 

a) 用 10 美元 、20 美元 和 50 美元 纸币 。 

b) 用 5 美元 、10 美元 、20 美元 和 50 美元 纸币 。 

ec) 用 5 美元 、10 美元 、20 美元 和 50 美元 纸币 ， 并 且 每 种 纸币 至 少 使 用 1 张 。 

d) 用 5 美元 、10 美元 和 20 美元 纸币 ， 并 且 每 种 纸币 至 少 使 用 1 张 但 不 超过 4 张 。 

如 果 G(z) 是 关于 序列 {a) 的 生成 函数 ， 那 么 关于 下 述 每 个 序列 的 生成 函数 是 什么 ? 

Aa)2a5, 2ai,3435 2ass 

b)0，ao。，a1，as，as，…( 假 定 除 了 第 一 项 以 外 各 项 服从 此 模式 ) 

c)0，0，0，0，a ，as ，… (假定 除了 前 四 项 以 外 各 项 服从 此 模式 ) 


d)azs, as, a4, *** 
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31.. 


32. 
33. 
34. 
35, 
36. 
37; 
38. 
39., 
* 40. 


* 41. 


jk 


42. 


43， 


44. 


eal, 2as, 3a3, 4as, …[ 提 示 : 这 里 需要 微 积 分 。] 

faig，2aoal，ai 十 2aoas ，2aoas 十 2aiaz ，2aoa 十 2aias 十 o，… 

如 果 GCz) 是 关于 序列 {ax)} 的 生成 函数 ， 那 么 关于 下 述 每 个 序列 的 生成 函数 是 什么 ? 
a)0, 0, 0, as, as, as, …( 假 定 除了 前 三 项 以 外 各 项 服从 此 模式 ) 
bao，0，al，0，az，0，… 

c)0，0，0，0，ao，a，az， … (假定 除了 前 四 项 以 外 各 项 服从 此 模式 ) 

d)ao, 2a1, 4as, 8as, l6as, *** 

e@)0，ao，ai1/2，az/3，as/4，…[ 提 示 : 这 里 需要 微 积分 。] 

Dao, aotar, aotaitas, aotal 二 Tatas, 

使 用 生成 函数 求解 递 推 关 系 a 二 74a:-1， 初 始 条 件 wo 一 5。 

使 用 生成 函数 求解 递 推 关 系 a 二 3ai-_1 十 2， 初 始 条 件 ao 二 1。 

使 用 生成 函数 求解 递 推 关 系 a4 二 3a4-1 十 全，， 初 始 条 件 ao 二 1。 

使 用 生成 函数 求解 递 推 关系 a4 二 5a4-1 一 6a:-,， 初 始 条 件 ao 二 6 和 ai 王 30。 

使 用 生成 函数 求解 递 推 关系 Qk 二 Qy-1 十 2a4-s 十 2 ， 初 始 条 件 ao 二 4 和 ww 王 12。 

使 用 生成 函数 求解 递 推 关系 a4 二 44i-1 一 4a4-: 十 及 ， 初 始 条 件 ao 二 2 和 a 二 5。 

使 用 生成 函数 求解 递 推 关系 a 二 2a4-i 十 3a4-: 十 侍 二 6， 初始 条 件 ao 二 20 和 a1 二 60。 
使 用 生成 函数 找 出 关于 斐 波 那 契 数 的 显 式 公式 。 

a) 证 明 : 如 果 n 是 正 整 数 ， 那 么 


1/2 
( n = (一 4)” 
b) 使 用 广义 二 项 式 定理 和 a) 证 明 对 于 一 切 非 负 整数 n， 在 (1 一 4z) ”的 展开 式 中 xz 的 系数 是 (“ ) 。 


(需要 微 积 分 ) 设 {C,} 是 卡特 朗 数 的 序列 ， 即 具有 初 值 Co 二 Ci 二 1 的 递 推 关系 C, = 5 CC 的 解 
( 见 8.1 节 例 5) 。 
a) 证 明 : 如 果 G(z) 是 关于 卡特 朗 数 的 序列 的 生成 函数 ,那么 zxG(zx)* 一 G(xz) 十 1 二 0。( 使 用 初始 条 


件 ) 推 断 G(xz)= 二 (1 一 V1 一 47z)/(2z)。 
b) 使 用 练习 40 推断 





从 而 





当 n 和 7 是 正 整数 (r 二 n) 时 ， 使 用 生成 函数 证 明 帕 斯 卡 恒 等 式 : Cl(n, 7) 二 Cl(n 一 1, 7 二 Cl(n 一 1l,，r 
一 1) 。[ 提 示 : 使 用 恒等式 (1 十 z)" 一 (1 十 z)” :十 z(1 十 z)” 1 。] 


使 用 生成 函数 证 明 范 德 蒙 恒等式 : CC(m 十 n,7) 一 PCr AC ， 其 中 mw、n 和 rv 是 非 负 整数 ， 


且 7 不 超过 m 或 n。[ 提 示 : 查看 在 (1 十 z)”” 2)" (1 十 x)" 两 边 的 x" 的 系数 。] 
这 个 练习 说 明了 怎样 使 用 生成 函数 推导 前 ”个 平方 数 之 和 的 公式 。 

a) 证 明 (zx?: 十 Xz)/(1 一 x) pg ee 其 中 二 1 十 2 十 十 nn? 。 

b) 使 用 a) 找 出 关于 二 十 2 十 … 十 nw? 的 显 式 公 式 。 

关于 序列 {a, } 的 指数 生成 函数 是 级 数 


oo 


>》 全 和 
nl 


n=0 


例如 ， 关 于 序列 1，1，1，… 的 指数 生成 函数 是 六 x"/n!l= er, 《你 将 发 现 这 个 级 数 在 下 面 的 练习 中 很 


n=0 


有 有用.) 注意 ， ee 是 关于 序列 1， 1 lx2ts 17313 二 15 … 的 (普通 ) 生 成 函数 。 


45. 


求 一 个 关于 序列 {a,) 的 指数 生成 函数 的 封闭 形式 ， 其 中 


46. 


47. 


48. 


49., 


* 50, 
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a)a, 一 2 b)a, 王 (一 1)” C)a, = 3” 

d)a, 一 2 十 1 e)a, 一 1/(z 十 1) 

求 一 个 关于 序列 {a,} 的 指数 生成 函数 的 封闭 形式 ， 其 中 

a)a, =(—2)" b)a, 王 一 1 c)a 一 7 

d)a, =n(n—1) e)a 王 1/((Cz 十 1)(C2z 十 2)) 

求 以 下 述 函 数 为 指数 生成 函数 的 序列 。 

a) kzj 一 e * b) FCz) 王 3z2= 

c) f(z)=e— 3e d) f(z)=(1—z)+e 于 
e) f(r)=e 2 一 (1/(G1 一 z)) f) f(r)=e 2 一 (1 十 z) 十 (1/(GIL 一 2z)) 
g) f(z)=e” 

求 以 下 述 函 数 为 指数 生成 函数 的 序列 。 

a) f(x)=e” b) f(z)=2e + 

©) jz) 一 et 十 er 和 d) F(z) 一 (1 十 2z) 十 es 
e) jz) 王 时 一 (1/I 十 Z)) f) f(zx)= ze” 

g) FCz) 一 er 


一 个 编码 系统 用 八进制 数字 串 对 信息 编码 。 一 个 码 字 是 有 效 的 ， 当 且 仅 当 它 包含 偶数 个 7。 

a) 求 一 个 关于 位 长 有 效 码 字 个 数 的 线性 非 齐 次 递 推 关 系 。 初 始 条 件 是 什么 ? 

b) 使 用 8. 2 节 的 定理 6 解 这 个 递 推 关 系 。 

c) 用 生成 函数 解 这 个 递 推 关系 。 

一 个 编码 系统 用 四 进 制 数字 串 ( 即 数字 来 自 集合 {0，1，2，3)) 对 信息 编码 。 一 个 码 字 是 有 效 的 当 且 

仅 当 它 包含 偶数 个 0 和 偶数 个 1。 设 a, 等 于 长 为 的 有 效 码 字 个 数 。 此 外 令 5b, 为 具有 偶数 个 0 和 奇 
数 个 1 的 交 位 四 进 制 数字 串 个 数 ，c, 为 具有 奇数 个 0 和 偶数 个 1 的 位 四 进 制 数字 串 个 数 ，d, 为 具 
有 奇数 个 0 和 奇数 个 1 的 nn 位 四 进 制 数字 串 个 数 。 | 

a) 证 明 d= 二 和 4? 一 a, 一 一 c,。。 使 用 这 个 式 子 证 明 w+ 二 24 十 b 十 G4， Bi 二 by 一 1 十 和 和 G61 二 6 一 十 作 。 
bal， 1 ， cl 和 di 是 什么 ? 

©) 使 用 a) 和 b) 求 出 as3，bs，c3 和 ds。 

d) 使 用 a) 的 递 推 关 系 和 b) 的 初始 条 件 分 别 建立 与 序列 {a,)}、{6b,} 和 {c,}) 的 生成 聘 数 ACz)、B(Cz) 和 
cCz) 相 关 的 三 个 方程 。 

e) 求 解 d) 的 方程 得 到 关于 A(z)、B(Cz) 和 CCz) 的 显 式 公式 ， 并 且 利 用 这 些 公式 得 到 关于 a,、b,、c， 
和 dz, 的 显 式 公式 。 

在 研究 整数 ”分 折 的 不 同类 型 的 个 数 时 生成 函数 是 很 有 用 的 。 一 个 正 整 数 的 分 折 是 把 这 个 整数 写成 正 


整数 之 和 ， 和 中 的 整数 允许 重复 并 且 不 考虑 次 序 。 例 如 ，5 的 分 折 ( 不 加 限制 ) 是 1 十 1 十 1 十 1 十 1、1 十 1 十 
1 十 2、1 十 1 十 3、1 十 2 十 2、1 十 4、2 十 3 和 5。 练 习 51 一 56 说 明了 这 种 应 用 。 


51. 
52. 


S53. 


54. 


SS。 


X#X S56, 


证 明 : 在 1/(G 一 z)(1 一 z)(G1 一 2)…) 的 形式 震级 数 展开 式 中 zx" 的 系数 p(n) 等 于 nn 的 分 折 数 。 
证 明 ; 在 1/(G 一 z)(G1 一 z)(1 一 上 )…) 的 形式 寡 级 数 展开 式 中 z 的 系数 p。(n) 等 于 将 分 折 成 奇 整 
数 ( 即 把 ”写成 正 奇 数 之 和 ) 的 方式 数 ， 其 中 不 管 这 些 奇数 的 次 序 并 且 人 允许 重复 。 

证 明 : 在 (1 十 z)(1 十 zz)(1 十 zs)… 的 形式 寡 级 数 展 开 式 中 zx" 的 系数 ps (z) 等 于 将 工分 折 成 不 相等 的 
整数 ( 即 把 n 写成 正 整 数 之 和 ) 的 方式 数 ， 其 中 不 管 这 些 整数 的 次 序 但 不 允许 重复 。 

对 于 1 和 xz 生 8， 通过 对 每 个 整数 写 出 每 一 个 不 同类 型 的 分 折 求 p,(n) 和 pa(n)， 其 中 p。 (nn) 是 将 nn 分 折 
成 允许 重复 的 奇 整数 的 方式 数 ，pa(n) 是 将 n 分 折 成 不 相等 的 整数 的 方式 数 。 

证 明 : 如 果 刀 是 正 整 数 ， 那 么 将 nn 分 折 成 不 相等 的 整数 的 方式 数 等 于 将 n 分 折 成 允许 重复 的 奇 整数 
的 方式 数 ， 即 p(n) 二 pa(n)。[ 提 示 : 证 明 关于 p。(n) 和 pau(n) 的 生成 函数 相等 。] 
(需要 微 积 分 ) 使 用 关于 p(n) 的 生成 函数 证 明 对 某 个 常数 C，p (Cn) 过 eM。[Hardy 和 Ramanujan 证 明 
了 p(n 一 e734/(4V3n)， 这 意味 着 当 n 达 到 无 限时 p(n) 与 右边 的 比 达到 1.。] 

假定 X 是 样本 空间 S 上 的 随机 变量 ， 使 得 X(s) 对 于 所 有 的 sE S 是 非 负 整数 。 关 于 X 的 概率 生成 函数 是 


Gx (Xx) = DP pOXCs) = kk) 


k=0 
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57. 需要 微 积 分 ) 证 明 如 果 Gx 是 随机 变量 X 的 概率 生成 函数 ， 使 得 X(s) 对 于 所 有 的 sE S 是 非 负 整数 ， 那 么 
a)Gx (1)=1 b)E(X)=Gx(1) 
OV(X)=G% (1)+G% 1) —G% (1)? 

58. 做 独立 的 伯 努 利 实验 ， 每 次 实验 成 功 的 概率 为 p。 设 X 是 随机 变量 ， 如 果 第 ”次 实验 出 现 首次 成 功 ， 
X 的 值 就 是 n。 
a) 求 关于 概率 生成 函数 Gx 的 闭 公 式 。 
b) 使 用 练习 57 和 a) 中 得 到 的 关于 概率 生成 函数 的 闭 公式 求 X 的 期 望 值 和 方差 。 

59. 设 m 是正 整 数 ， 当 做 独立 的 伯 努 利 实验 时 每 次 实验 成 功 的 概率 为 p。 设 X, 是 随机 变量 ， 如 果 第 
n 十 m 次 实验 出 现 第 m 次 成 功 ， 则 X 的 值 就 是 n。 
a) 使 用 第 6 章 的 补充 练习 28 证 明 概 率 生成 函数 Gx 由 Gx, (z) 王 加 /(1 一 az)” 给 出 ， 其 中 gq==1 一 p。 
b) 使 用 练习 57 和 a) 中 得 到 的 关于 概率 生成 函数 的 闭 公 式 求 X。 的 期 望 值 和 方差 。 

60. 证 明 : 如 果 和 和 了 是 样本 空间 S 上 的 独立 随机 变量 ,使 得 X(s) 和 Y(s) 对 于 所 有 sES 为 非 负 整 数 ， 
那么 Gx+y (zx) 二 Gx (Xz)Gy (x)。 


8.5 容 斥 


8:5.1 引 宵 

一 个 离散 数学 班 包含 30 个 女生 和 50 个 二 年 级 学 生 。 在 这 个 班 里 有 多 少 个 女生 或 二 年 级 学 
生 ? 如 果 没 有 更 多 的 信息 ， 这 个 问题 是 没 法 求解 的 。 把 女生 数 和 二 年 级 学 生 数 加 起 来 不 一 定 能 
得 出 正确 的 结果 ， 因 为 二 年 级 的 女生 可 能 被 计数 了 两 次 。 这 个 事实 说 明 在 班 里 的 女生 或 二 年 级 
学 生 数 是 班 里 的 女生 数 与 二 年 级 学 生 数 之 和 减 去 二 年 级 的 女生 数 。 在 6.1 节 曾经 介绍 过 求解 这 
种 计数 问题 的 技术 。 这 里 我 们 将 把 在 那 一 节 引 入 的 思想 加 以 推广 ， 以 求解 更 为 广泛 的 计数 
问题 。 


8.5.2 容 斥 原理 

两 个 有 穷 集 的 并 集中 存在 多 少 个 元 素 ? 在 2. 2 节 中 证 明了 两 个 集合 A 和 B 的 并 集中 的 元 

素数 是 这 些 集合 的 元 素数 之 和 减 去 其 交集 中 的 元 素数 ， 即 

14AUBI=|14|I+|18| 一 |4nBI| 
正如 我 们 在 6. 1 节 证 明 的 ， 这 个 关于 两 个 集合 并 集中 元 素数 的 公式 在 计数 问题 中 是 很 有 用 的 。 
例 1 一 3 进一步 说 明了 这 个 公式 的 用 处 。 

例 1 一 个 离散 数学 班 包含 25 个 计算 机 科学 专业 的 学 生 、13 个 数学 专业 的 学 生 和 8 个 同 
时 主 修 数学 和 计算 机 科学 两 个 专业 的 学 生 。 如 果 每 个 学 生 或 者 主 修 数学 专业 、 或 者 计算 机 科学 
专业 ， 或 者 同时 主 修 这 两 个 专业 ， 那 么 班 里 有 多 少 个 学 生 ? 

解 设 A 是 这 个 班 里 计算 机 科学 专业 的 学 生 的 集合 ，B 是 这 个 班 里 数学 专业 的 学 生 的 集 
合 ， 那么 A 门 B 是 班 里 同时 主 修 数 学 和 计算 机 科学 两 个 专业 的 学 生 的 集合 。 因 为 这 个 班 的 每 个 
学 生 或 者 主 修 计算 机 科学 ,或 者 主 修 数 学 (或 者 同时 主 修 两 个 专业 )， 所 以 得 到 这 个 班 里 的 学 生 
数 是 |AUB|。 于 是 

I4AUBI=14I+18B8I 一 4AnB| 
三 25 十 13 一 8 
一 30 
因此 ， 这 个 班 有 30 个 学 生 。 如 图 1 所 示 。 4 

例 2 有 多 少 个 不 超过 1000 的 正 整 数 可 以 被 7 或 11 整除 ? 

解 设 A 是 不 超过 1000 且 可 被 7 整除 的 正 整数 的 集合 ，B 是 不 超过 1000 且 可 被 11 整除 
的 正 整数 的 集合 ， 那 么 AUB 是 不 超过 1000 且 可 被 7 或 11 整除 的 正 整 数 的 集合 ，A 门 B 是 不 
超过 1000 且 可 被 7 和 11 同时 整除 的 正 整数 的 集合 。 由 4.1 节 的 例 2， 我 们 知道 在 不 超过 1000 
的 正 整数 中 有 L 1000/7 个 整数 可 被 7 整除 ， 并 且 有 L 1000/11 | 个 整数 可 被 11 整除 。 由 于 7 和 11 
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是 互 素 的 ， 所 以 被 7 和 11 同时 整除 的 整数 就 是 被 7， 11 整除 的 整数 。 因 此 ， 有 | 1000/(11.7)] 
个 不 超过 1000 的 正 整数 可 被 7 和 11 同时 整除 。 于 是 有 
IAAUBI=|14|I+18|I 一 AmnB 


-+ | | 
7 | 7。11 





一 142 十 90 一 12 
=220 | 
个 正 整 数 不 超 过 1000 且 可 被 7 或 11 整除 。 如 图 2 所 示 。 4 


[auB|=|Al+|B|-|AnB|=25+13-8=30 |auB|=|Aa|+|B|-|ANnB|=142+90-12=220 





|4|=25 14n8l=8 |B|=13 |4|=142 |[4nB|=12 |B|=90 
图 1 离散 数学 班 的 学 生 的 集合 图 2 不 超过 1000 的 可 被 7 或 11 整除 的 正 整数 的 集合 


例 3 说 明 怎 样 求 有 穷 全 集中 在 两 个 集合 的 并 集 之 外 的 元 素数 。 

例 3 假设 你 们 学 校 有 1807 个 新 生 。 其 中 453 人 选 了 一 门 计算 机 科学 课 ，567 人 选 了 一 门 
数学 课 ，299 人 同时 选 了 计算 机 科学 课 和 数学 课 。 有 多 少 学 生 既 没有 选 计算 机 科学 课 也 没有 选 
数学 课 ? 

解 ”为 找 出 既 没 有 选 数学 课 也 没有 选 计算 机 科学 课 的 新 生 数 ， 就 要 从 新 生 总 数 中 减 去 选 了 
其 中 一 门 课 的 学 生 数 。 设 A 是 选 了 一 门 计算 机 课 的 所 有 新 生 的 集合 ，B 是 选 了 一 门 数学 课 的 所 
有 新 生 的 集合 。 于 是 |4|=453，|B|=567， 且 |AnB|=299。 选 了 一 门 计算 机 科学 课 或 数学 
课 的 学 生 数 是 

IAUB|I=14I+13B8I 一 |4AnBI 
一 站 53 十 567 一 299 三 721 
因此 ， 有 1807 一 721 王 1086 个 新 生 既 没 选 计算 机 科学 课 也 没 选 数学 课 。 本 

在 本 节 的 后 面 将 说 明 怎 样 求 有 限 个 集合 的 并 集中 的 元 素数 。 这 个 结果 叫做 容 斥 原理 。 设 n 
是 任意 正 整数 ， 在 考虑 n 个 集合 的 并 集 之 前 ， 先 推导 与 3 个 集合 A、B 和 C 的 并 集中 的 元 素数 
有 关 的 公式 。 为 了 推导 这 个 公式 ， 首 先 注意 以 下 事实 : |A| 十 |B| 十 |1C| 对 3 个 集合 中 那些 恰 
好 在 其 中 1 个 集合 的 元 素 只 计数 了 1 次 ,恰好 在 其 中 2 个 集合 的 元 素 计 数 了 2 次 ， 恰 好 在 其 中 
3 个 集合 的 元 素 计 数 了 3 次 。 这 个 结果 如 图 3a 所 示 。 

为 了 去 掉 在 多 个 集合 中 元 素 的 重复 计数 ， 减 去 这 3 个 集合 中 的 每 2 个 集合 的 交集 中 的 元 素 
数 ， 得 到 

lIBI 二 +|c| 一 |ANB|I—IANcI—=1BNCI 
这 个 表达 式 对 恰好 出 现在 其 中 1 个 集合 的 元 素 仍 旧 计 数 1 次 。 对 恰好 出 现在 其 中 2 个 集合 的 元 
素 也 计数 1 次 ， 因 为 2 个 集合 的 交集 有 3 个 ， 而 这 种 元 素 只 出 现在 其 中 之 一 。 但是， 那些 出 现 
在 3 个 集合 的 元 素 将 被 这 个 表达 式 计数 0 次 ， 因 为 它们 将 会 出 现在 所 有 的 两 两 相交 的 3 个 交集 
中 。 这 个 结果 如 图 3b 所 示 。 , 

为 了 纠正 这 个 漏 计 ， 还 要 加 上 3 个 集合 交集 中 的 元 素数 。 最 后 的 表达 式 对 每 个 元 素 计数 了 
1 次 ,不管 它 是 在 1 个、2 个 还 是 3 个 集合 中 。 于 是 

|IAUBUC|=|A|+|B|+|c|l-|ANBI—|ANC|I—|BNCI+|ANBNCI 
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这 个 公式 显示 在 图 3c 中 。 





a) 由 |4|+|B|+jc| 计 数 的 元 素 b) 由 |Al+|al+lcl-laNnsl-lANc|l- oo 由 |al+lal+lcl-laNnal-|laNncl- 
18mcl 计 数 的 元 素 Ismcl+lanBmncl 计数 的 元 素 
图 3 求 关于 3 个 集合 的 并 集中 元 素数 的 公式 
例 4 说 明了 怎样 使 用 这 个 公式 。 


例 4 1232 个 学 生 选 了 西班牙 语 课 ，879 个 学 生 选 了 法 语 课 ，114 个 学 生 选 了 俄语 课 。103 
个 学 生 选 了 西班牙 语 和 法 语 课 ，23 个 学 生 选 了 西班牙 语 和 俄语 课 ，14 个 学 生 选 了 法 语 和 俄语 
课 。 如 果 2092 个 学 生 至 少 在 西班牙 语 、 法 语 和 俄语 课 中 选 1 门 ， 有 多 少 个 学 生 选 了 所 有 这 3 
门 语言 课 ? 

解 设 S 是 选 西班牙 语 课 的 学 生 集 合 , FF 是 选 法 语 课 的 学 生 集合 ，R 是 选 俄 语 课 的 学 生 集 
合 。 那 全 


1S|= 1232, |F|= 879， [IR|= 114 
LIST FI= 108 |ST RI= 23 |FNMERI= 1 
且 
|SUFUR|=2092 
把 这 些 等 式 代入 下 面 的 等 式 
|ISUFUR|=|S|+|F|+|R|I—|SNF|—|SNR|I—|FNR|+|SNFNR| 
得 到 


2092 二 1232 十 879 十 114 一 103 一 23 一 14 十 | SNFNR | 
求解 上 式 得 到 |SmFEmRI=7。 因 此 有 ?7 个 学 生 同 时 选 了 西班牙 语 、 法 语 和 俄语 课 。 这 个 结果 


如 图 4 所 示 。 4 

我 们 现在 将 叙述 和 证 明 容 斥 原 理 ， 它 将 告诉 我 们 在 有 限 个 有 穷 集 的 并 集中 有 多 少 个 元 素 。 

容 斥 原理 设 Al， A,， wit. A, 是 有 穷 集 。 那么 

[IAUAU…UA|I= > 14 一 > 4nAi| 
1&i<n lSi<ij<n 
+ BD) IANANA—… 二 DTIANAN .NA,| 
l1<i<j<k<n 

证 ”我们 将 通过 证 明 并 集中 的 每 个 元 素 在 等 式 右 边 恰好 被 计数 1 次 来 证 明 这 个 公式 。 假 设 

a 恰好 是 A， A,, Wy A, 中 > 个 集合 的 成 员 ， 其 中 lr<n。 这 个 元 素 被 学 |A, | 计数 了 Clr, 


DD 次 ,被 学 |Ai 门 A; | 计数 了 CLr，2) 次 。 一 般 说 来 ， 它 涉及 mx 个 A; 集合 的 求 和 被 计数 了 Clr， 
mm) 次 。 于 是 ， 这 个 元 素 恰好 被 等 式 右边 的 表达 式 计数 了 

C6 DCG DFC 3 PI Cr, 7) 
次 。 我 们 的 目标 是 求 出 这 个 值 。 由 6. 4 节 的 推论 2， 我们 有 

Ch ORS WOO DTIC 的 =0 


于 是 
1=C(r, 0)=C(r, 1)—Clr, 2)+*…+(—1)"™ Cr, 7) 
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ISNFNR|=? lsNF|=103 





|R|=114 
[SUFUR|=2092 


图 4 选 了 西班牙 语 、 法 语 和 俄语 课程 的 学 生 集合 


因此 ， 并 集中 的 每 个 元 素 在 等 式 右边 的 表达 式 中 恰好 被 计数 1 次 。 这 就 证 明了 容 斥 原理 。 4 


对 于 每 个 正 整数 >”， 容 斥 原理 对 于 个 集合 并 集 的 元 素数 给 出 了 一 个 公式 。 对 于 ”个 集合 


的 集合 族 的 每 一 个 非 空子 集 的 交 ， 在 这 个 公式 中 都 存在 一 项 计数 了 它 的 元 素 。 因 此 在 这 个 公式 
中 有 2" 一 1 项 。 


例 5 对 于 4 个 集合 的 并 集中 的 元 素数 给 出 一 个 公式 。 
解 ” 容 斥 原 理 显示 
[AUA,UAUA| 
三 |Ai| 十 14s| 十 |A;| 十 14, | 
一 |A， MA (= |Ai 人 i | 尘 | A， 件 珍 性 |A， (T= |A, N Al|= | A， Nn A | 
+|Ai NA NAl+tIANANAI+IAN A NA I+ lA NA NA,| 
一 |4A NN A: A Na | 


注意 ， 这 个 公式 包含 15 个 不 同 的 项 ， 对 于 {A, ，A,，A，，A,} 的 每 个 非 空子 集 有 一 项 。 本 
练习 


1. 


在 A, UA: 中 有 多 少 个 元 素 ? 如 果 A, 中 有 12 个 元 素 ，As 中 有 18 个 元 素 ， 并 且 
a)Ai 门 4 一 弛 b) | AmA; | =1 ec) | A 门 A, | =6 d)A:;SA， 


. 一 个 学 院 有 345 个 学 生 选 了 微 积 分 课 ，212 个 学 生 选 了 离散 数学 课 ，188 个 学 生 同 时 选 了 微 积分 和 离 


散 数 学 课 。 有 多 少 学 生 选 了 微 积分 课 或 离散 数学 课 ? 


. 一 项 调查 显示 在 美国 96% 的 家 庭 至 少 有 1 台电 视 机 ，98% 的 家 庭 有 电话 ，95% 的 家 庭 有 电话 且 至 少 有 


1 台电 视 机 。 在 美国 有 百 分 之 几 的 家 庭 既 没有 电话 也 没有 电视 机 ? 


. 一 份 关于 个 人 计算 机 的 市 场 报告 说 ，650 000 个 拥有 计算 机 的 人 将 在 下 一 年 为 自己 的 机 器 购买 调制 解 


调 器 并 且 1 250 000 人 将 至 少 买 1 个 软件 包 。 如 果 这 份 报告 说 1 450 000 人 将 买 调制 解 调 器 或 至 少 买 1 
个 软件 包 ， 那 么 有 多 少 人 将 买 调制 解 调 器 并 且 至 少 买 1 个 软件 包 ? 


. 求 A1UAsUas 中 的 元 素数 ， 如 果 每 个 集合 有 100 个 元 素 并 且 


a) 这 些 集合 是 两 两 不 交 的 。 

b) 每 对 集合 中 存在 50 个 公共 元 素 并 且 没 有 元 素 在 所 有 这 3 个 集合 中 。 

中 每 对 集合 中 存在 50 个 公共 元 素 并 且 有 25 个 元 素 在 所 有 这 3 个 集合 中 。 
由 这 些 集合 是 相等 的 。 


. 求 Ai1U Az UA 中 的 元 素数 ， 如 果 Ai 中 有 100 个 元 素 、As 中 有 1000 个 元 素 、As 中 有 10 000 个 元 素 ， 


站 bd 


8. 
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并 且 
a)4, SA， 且 A:S4: 。 b) 这 些 集合 是 两 两 不 交 的 。 
c) 在 每 对 集合 中 存在 2 个 公共 元 素 并 且 没 有 元 素 在 所 有 这 3 个 集合 中 。 


. 一 个 学 校 有 2504 个 计算 机 科学 专业 的 学 生 ， 其 中 1876 人 选修 了 Pascal、999 人 选修 了 Fortran、345 


人 选修 了 C、876 人 选修 了 Pascal 和 Fortran、231 人 选修 了 Fortran 和 C、290 人 选修 了 Pascal 和 C。 
如 果 189 个 学 生 选 了 Fortran、Pascal 和 C， 那 么 2504 个 学 生 中 有 多 少 学 生 没 选 这 3 门 程序 设计 语言 课 
的 任何 一 门 ? 


,一 项 关于 270 个 大 学 生 的 调查 显示 : 64 人 喜欢 芽 甘 蓝 、94 人 喜欢 椰 菜 、58 人 喜欢 花椰菜 、26 人 喜欢 


芽 甘 蓝 和 椰 菜 、28 人 喜欢 芽 甘 蓝 和 花椰菜 、22 人 喜欢 椰 菜 和 花椰菜 、14 人 喜欢 这 3 种 蔬菜 。270 个 
学 生 中 有 多少 人 对 这 3 种 菜 都 不 喜欢 ? 


一 个 学 校 有 507、292、312 和 344 个 学 生 分 别 选 了 微 积 分 、 离 散 数学 、 数 据 结 构 或 程序 设计 语言 课 ， 


且 有 14 人选 了 微 积 分 和 数据 结构 课 、213 人 选 了 微 积 分 和 程序 设计 语言 课 、211 人 选 了 离散 数学 和 数 
据 结构 课 、43 人 选 了 离散 数学 和 程序 设计 语言 课 、 没 有 学 生 同 时 选 微 积分 和 离散 数学 课 ， 也 没有 学 生 
同时 选 数据 结构 和 程序 设计 语言 课 。 问 有 多 少 学 生 选 择 微 积分 、 离 散 数 学 、 数 据 结构 或 程序 设计 语 
言 课 ? 


. 求 不 超过 100 且 不 被 5 或 7 整除 的 正 整数 的 个 数 。 

. 求 不 超过 100 且 是 奇数 或 平方 数 的 正 整数 的 个 数 。 

. 求 不 超过 1000 且 是 平方 数 或 立方 数 的 正 整数 的 个 数 。 

. 有 多 少 8 位 二 进位 串 不 包含 6 个 连续 的 0? 

. 26 个 英文 字母 的 排列 中 有 多 少 个 不 包含 串 fish、rat 或 bird? 

. 在 10 个 十 进 制 数字 的 排列 中 有 多 少 个 以 3 个 数字 987 开始 ， 在 第 5 和 第 6 位 包含 数字 45， 且 最 后 3 


位 是 123? 


. 有 4 个 集合 ， 每 个 集合 有 100 个 元 素 ， 每 一 对 集合 有 50 个 公共 元 素 ， 每 3 个 集合 有 25 个 公共 元 素 ， 


并 且 有 5 个 元 素 在 所 有 的 4 个 集合 中 。 问 在 这 4 个 集合 的 并 集中 有 多 少 个 元 素 ? 


. 有 4 个 集合 ， 如 果 这 些 集合 分 别 有 50、60、70 和 80 个 元 素 ， 每 一 对 集合 有 5 个 公共 元 素 ， 每 3 个 集 


合 有 1 个 公共 元 素 ， 并 且 没 有 元 素 在 所 有 的 4 个 集合 里 。 问 在 这 4 个 集合 的 并 集中 有 多 少 个 元 素 ? 


. 在 容 斥 原理 所 给 出 的 有 关 10 个 集合 并 集 元 素数 的 公式 中 有 多 少 项 ? 
. 根据 容 斥 原理 写 出 关于 5 个 集合 并 集 元 素数 的 显 式 公 式 。 
. 有 5 个 集合 ， 如 果 每 个 集合 包含 10 000 个 元 素 ， 每 对 集合 包含 1000 个 公共 元 素 ， 每 3 个 集合 包含 


100 个 公共 元 素 ， 每 4 个 集合 包含 10 个 公共 元 素 ， 且 这 5 个 集合 有 1 个 公共 元 素 。 问 在 这 5 个 集合 
的 并 集中 有 多 少 个 元 素 ? 


. 有 6 个 集合 ， 如 果 知 道 其 中 任意 3 个 集合 都 是 不 相交 的 ， 根 据 容 斥 原理 写 出 关于 这 6 个 集合 并 集 元 素 


数 的 显 式 公 式 。 


. 使 用 数学 归纳 法 证 明 容 斥 原理 。 
. 设 El 、E。 和 E， 是 样本 空间 S 的 3 个 事件 。 求 关于 El UE UE 概率 的 公式 。 
. 当 一 个 硬币 搓 5 次 时 求 头 像 向 下 恰好 3 次 、 第 一 次 和 最 后 一 次 头像 向 下 或 第 二 次 和 第 四 次 头像 向 上 


的 概率 。 


. 从 1 到 100( 含 1 和 100) 不 允许 重复 地 随机 取 4 个 数 ， 求 所 有 的 都 是 奇数 、 所 有 的 都 被 3 整除 或 所 有 


的 都 被 5 整除 的 概率 。 


. 一 个 样本 空间 有 4 个 事件 ， 如 果 其 中 没有 3 个 事件 同时 出 现 ， 求 关于 这 4 个 事件 的 并 的 概率 公式 。 
. 一 个 样本 空间 有 5 个 事件 ， 如 果 其 中 没有 4 个 事件 同时 出 现 ， 求 关于 这 5 个 事件 的 并 的 概率 公式 。 
. 一 个 样本 空间 及 个 事件 ， 如 果 其 中 没有 2 个 事件 同时 出 现 ， 求 关于 这 ?个 事件 的 并 的 概率 公式 。 
. 求 一 个 样本 空间 中 ”个 事件 的 并 的 概率 公式 。 


6 容 斥 原理 的 应 用 


8.6.1 引言 


可 以 使 用 容 斥 原理 求解 许多 计数 问题 。 例 如 ， 我 们 可 以 使 用 这 个 原理 找 出 小 于 某 个 正 整数 
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的 素数 的 个 数 。 通 过 计数 从 一 个 有 穷 集 到 另 一 个 有 穷 集 的 映 上 函数 的 个 数 ， 能 够 求解 许多 问 
题 。 而 容 斥 原理 就 可 以 用 来 求 出 这 种 函数 的 个 数 。 也 可 以 使 用 容 斥 原理 求解 著名 的 帽子 认领 问 
题 。 帽 子 认 领 问 题 是 : 一 个 招待 随机 地 将 帽子 发 还 给 存放 帽子 的 人 ， 求 没有 人 取 回 自己 帽子 的 
概率 。 


8.6.2 容 斥 原理 的 另 一 种 形式 
容 斥 原理 有 另 一 种 表述 形式 ， 它 在 计数 问题 中 很 有 和 用。 特别 是 ， 这 种 形式 可 以 用 于 求解 在 
一 个 集合 中 的 元 素数 ， 使 得 这 些 元 素 不 具有 nn 个 性 质 P;，P;，…，P， 中 的 任何 一 条 性 质 。 
设 A, 是 具有 性 质 P; 的 元 素 的 子 集 。 具 有 所 有 这 些 性 质 P; ，P; ，…，P; 的 元 素数 将 记 为 
N(P; P; …P; )。 用 集合 的 术语 写 这 些 等 式 ， 有 
|A; NA; N-…NA, |=N(P, P; -…P.,) 
如 果 不 具 有 nn 个 性 质 Piy Pys “em Bs 中 的 任何 一 个 的 元 素数 记 为 N(P! Paap ), 集合 中 
的 元 素数 记 为 N， 那 么 有 
NCPP:…P, 一 N 一 |AU4AU…UA，,| 
由 容 斥 原理 ， 有 
NOPIP!%P') =N— DIN(P)+ 5 NC(PP)— WD NCPP,P,) 


lSi<n l<i<j<n l<i<j<hen 
十 … 十 (一 1)"N (PP,*…P,) 
例 1 说 明 怎 样 使 用 容 斥 原理 确定 具有 约束 条 件 的 方程 的 整数 解 的 个 数 。 
例 1 zi 十 zs 十 zx; 二 11 有 多 少 个 整数 解 ? 其 中 xz,、zs 和 xz 是 非 负 整数 ， 且 x1 三 3，zso 二 4， 
x6。 
解 为 了 使 用 容 斥 原理 , 令 解 的 性 质 P, 为 己 之 3， 人 性质 P, 为 心 这 4， 性质 P, 为 zx 二 6。 
满足 不 等 式 zi 三 3、zs 二 4 以 及 xz; 三 6 的 解 的 个 数 是 
N(P'P'P') =N— N(P)— N(P;,) — N(P;) + N(P,P,) 
+ N(P,P;) 十 NCP,P,) 一 NCP,P,P,) 
使 用 与 6. 5 节 例 5 相同 的 技术 ， 得 到 
N == 解 的 总 数 二 C(3 十 11 一 1,11) 一 78 
N(P1) = (具有 zz 宇 4 的 解数 ) = C(3 十 7 一 1,7) = C(9,7) 一 36 
N(P,) = (具有 xs 宇 5 的 解数 ) 二 C(3 十 6 一 1,6) 二 C(8,6) 一 28 
N(P;) = 二 (具有 zs 宇 7 的 解数 ) 二 C(3 十 4 一 1,4) 一 CC(6,4) 一 15 
NCP,P,) 一 (具有 辫 4 且 立 过 5 的 解数 ) = 二 C(3 十 2 一 1,2) 二 C(4,2) 二 6 
NCP,P,) 王 ( 具 有 zz 过 4 且 疙 志 7 的 解数 ) 一 C(3 十 0 一 1,0) 三 1 
N(P,P,) = (具有 zz > 5.7 的 解数 ) 二 0 
NCP,P,P,) = (具有 Zz 宇 4,zs 宇 5 且 x 宇 7 的 解数 ) 二 0 
把 这 些 等 式 代 人 关于 N(P!P;P') 的 公式 ,说 明 满 足 z 声 3、zs 二 4 以 及 六 委 6 的 解 的 个 数 等 于 
N(P'P'P')=78—36 一 28 一 15 十 6 十 1 十 0 一 0 二 6 本 


8.6.3 ” 埃 拉 托 色 尼 得 

可 以 用 容 斥 原理 找 出 不 超过 一 个 给 定 正 整数 的 素数 的 个 数 。 一 个 合 数 可 以 被 一 个 不 超过 它 
的 平方 根 的 素数 整除 。 因 此 ， 为 找 出 不 超过 100 的 素数 的 个 数 ， 首 先 注意 不 超过 100 的 合 数 一 
定 有 一 个 不 超过 10 的 素 因 子 。 由 于 小 于 10 的 素数 只 有 2、3、5 和 7， 因此 不 超过 100 的 素数 
就 是 这 4 个 素数 以 及 那些 大 于 工 和 不 超过 100 且 不 被 2、3、5 或 7 整除 的 正 整 数 。 为 了 应 用 容 
斥 原 理 ， 令 P, 是 一 个 整数 被 2 整除 的 性 质 ，P, 是 一 个 整数 被 3 整除 的 性 质 ，P, 是 一 个 整数 被 
5 整除 的 性 质 ，P, 是 一 个 整数 被 7 整除 的 性 质 。 于 是 ， 不 超过 100 的 素数 的 个 数 是 

4 二 +N(P'P;,P'P') 
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由 于 存在 99 个 比 工大 且 不 超过 100 的 正 整数 ， 所 以 容 斥 原理 说 明 
NCPP; PP4) =99— N(P,) 一 NIP:) 一 NCP:) 一 NCP,) 
+ NCP,Ps) + NCPPs)+ NCPP,) + N(P,sP,) + NCP,P,) + NCOP,P,) 
— NCP; Ps Ps)— NCP,P;P,) — NC(P.Ps Pi)— NC(P;PsP,) 
+ NCP,P, PsP,) 
不 超过 100( 且 大 于 1) 并 被 {(2，3，5，7} 的 子 集 中 的 所 有 素数 整除 的 正 整数 个 数 是 | 100/N ]， 其 
中 NN 是 这 个 子 集中 的 素数 之 积 。( 这 是 因为 任意 两 个 素数 都 没有 公 因 子 。) 因 此 ， 


,opp oo |100| |100| |100| |100| ,| 100|,| 100|, | 100 
NCP' PP'P') =99 | 2 | | 9 | | 2 | | 9 + + 
100| | 100|, | 100 100 100 100 
+ ||+ a + bre mre er 
100 100 
一 | 下 + | 
一 99 一 5 二 33 二 20 一 项 二 基于 10 寺 7 于 6 于 4 于 多 3 二 2 二 工 一 0 二 0 


一 21 
因此 ， 存 在 4 十 21 一 25 个 不 超过 100 的 素数 。 


8.6.4 映 上 函数 的 个 数 

也 可 以 应 用 容 斥 原理 确定 从 m 元 素 集合 到 元素 集合 的 映 上 函数 的 个 数 。 首 先 考虑 例 2。 

例 2 从 6 元 素 集 合 到 3 元素 集合 有 多 少 个 映 上 函数 ? 

解 ” 假 定 在 陪 域 中 的 元 素 是 6，b,，b;。 设 P;，P。，P; 分 别 是 b，b,，5bs 不 在 函数 值 域 
中 的 性 质 。 注 意 一 个 函数 是 映 上 的 当 且 仅 当 它 没有 性 质 Pl 、P, 和 P:, 。 根 据 容 斥 原理 得 到 6 元 
素 集 合 到 3 元 素 集合 的 映 上 函数 的 个 数 是 

NCP;P'P,) 一 入 一 [LNCP) 十 NCP:) 十 NCP;:)] 
十 LNCP,P:,) 十 NCP,P:,) 十 NIP:P:,)] 一 NCPP:P:) 

其 中 N 是 从 6 元 素 集合 到 3 元 素 集 合 的 函数 总 数 。 我 们 将 对 等 式 右边 的 每 一 项 求 值 。 

由 6.1 节 的 例 6 得 出 N= 二 3*。 注 意 N(P;) 是 值 域 中 不 含 6b; 的 函数 的 个 数 。 所 以 ， 对 于 定义 
域 中 的 每 个 元 素 的 函数 值 有 2 种 选择 ， 从 而 得 到 NGCP,)= 王 2 。 此 外 ， 这 种 项 有 C(3，1) 个 。 注 
意 N(P,P,) 是 值 域 中 不 含 5, 和 6b; 的 函数 个 数 。 所 以 ， 对 于 定义 域 中 的 每 个 元 素 的 函数 值 只 有 1 
种 选择 。 从 而 得 到 NCP,P,)=1 王 1。 此 外 ， 这 种 项 有 C(3，2) 个 。 还 有 ， 注 意 NN(P, P,P;) 王 
0， 因 为 这 个 项 是 值 域 中 不 含 轴 、b, 和 6 的 函数 的 个 数 。 显 然 ， 没 有 这 样 的 函数 。 于 是 ， 从 6 
元 素 集 合 到 3 元 素 集合 的 映 上 函数 的 个 数 是 

35 一 C(3，1)25 十 C(3，2)1" 一 729 一 192 十 3 一 540 本 

现在 说 明 从 m 元 素 集合 到 nn 元 素 集合 的 映 上 函数 的 个 数 的 一 般 性 结果 。 这 个 结果 的 证 明 留 
给 读者 作为 练习 。 

设 m 和 n 是 正 整 数 ， 满 足 m 宇 n。 那 么 存在 

ji 一 CC ，1)(02 一 1) 十 CGOa，2)(2 一 2)7 一 … 十 (一 1 后 CGO，7 一 1)。1” 

个 从 鸭 元 素 集 合 到 元 元 素 集合 的 映 上 函数 。 

从 区 元素 集合 到 刀 元 素 集 合 的 映 上 函数 是 这 样 一 种 对 应 方式 : 它 把 定义 域 中 的 m 个 元 素 
分 配 到 个 不 可 辨别 的 盒子 中 ， 使 得 每 个 盒子 都 不 是 空 的 ， 然 后 将 陪 域 中 的 个 元 素 中 的 每 一 
个 元 素 都 与 一 个 盒子 相对 应 。 这 意味 着 从 具有 m 个 元 素 的 集合 到 具有 nn 个 元 素 的 集合 的 映 上 函 
数 的 个 数 ， 等 于 把 m 个 可 辨别 的 物体 分 配 到 个 不 可 辨别 的 盒子 中 ， 使 得 每 个 盒子 都 不 空 时 的 
方法 数 乘 以 具有 个 元 素 的 集合 的 排列 数 。 因 此 ， 从 mm 个 元 素 的 集合 到 个 元 素 的 集合 的 映 上 
函数 的 个 数 为 n! SC(m，s)， 其 中 SC(m，n) 是 6.5 节 中 定义 的 第 二 类 斯 特 林 数 。 这 意味 着 我 们 
可 以 用 定理 1 来 推导 6. 5 节 所 给 的 关于 SCm， 马 的 公式 。( 关 于 第 二 类 斯 特 林 数 更 详细 的 信息 ， 
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可 参见 LMiRo91] 中 的 第 6 章 .) 
下 面 给 出 定理 1 的 另 一 个 应 用 的 实例 。 
例 3 把 5 项 工作 分 给 4 个 不 同 的 雇员 ， 如 果 每 个 雇员 至 少 分 配 1 项 工作 ， 问 有 多 少 种 
方式 ? 
解 ” 把 工作 分 配 看 做 是 从 5 个 工作 集合 到 4 个 雇员 集合 的 函数 。 每 个 雇员 至 少 得 到 1 项 工 
作 的 分 配对 应 于 从 工作 集合 到 雇员 集合 的 映 上 函数 。 因 此 ， 由 定理 1， 存 在 
一 C(4，1)3 十 CC(4，2)25 一 C(4，3)1 一 1024 一 972 十 192 一 4 一 240 


种 方式 来 分 配 工作 并 使 得 每 个 雇员 至 少 得 到 1 项 工作 。 本 
8.6.5 错位 排列 

下 面 将 用 容 斥 原理 计数 排列 个 物体 并 使 得 没有 一 个 物体 在 它 的 初始 位 置 上 的 方式 数 。 考 
虑 下 面 的 例子 。 


例 4 帽子 认领 问题 “在 一 个 餐厅 里 ,一 个 新 的 雇员 寄存 % 个 人 的 帽子 时 忘记 把 寄存 号 放 
在 帽子 上 。 当 顾客 取 回 他 们 的 帽子 时 ， 这 个 雇员 从 剩 下 的 帽子 中 随机 选择 发 给 他 们 。 问 没有 一 
个 人 收 到 自己 帽子 的 概率 是 多 少 ? 本 


评注 ”答案 就 是 重新 排列 帽子 使 得 没有 帽子 在 它 的 初始 位 置 上 的 方式 数 除 以 于 个 帽子 
的 排列 数 n!。 在 我 们 找 出 排列 nn 个 物体 并 使 得 没有 一 个 物体 在 它 的 初始 位 置 上 的 方式 
数 以 后 再 考虑 这 个 例子 。 


错位 排列 是 使 得 没有 一 个 物体 在 它 的 初始 位 置 上 的 排列 。 为 求解 例 4 中 的 问题 我 们 需要 确 
定 n 个 物体 的 错位 排列 数 。 

例 5 排列 21453 是 12345 的 一 个 错位 排列 ， 因 为 没有 数 在 它 的 初始 位 置 上 。 但 是 ，21543 
不 是 12345 的 错位 排列 ， 因 为 4 留 在 它 的 初始 位 置 上 。 q 

设 D, 表示 nn 个 物体 的 错位 排列 数 。 例 如 ，D; 二 2， 因 为 123 的 错位 排列 是 231 和 312。 我 
们 将 使 用 容 斥 原理 对 所 有 的 正 整 数 n 求 D,。 

nn 元素 集合 的 错位 排列 数 是 


Du=al [1 二 六 1 语 | 


证 如果 排列 保持 元 素 i 不 变 ， 就 设 排列 有 性 质 P,。 错 位 排列 的 个 数 就 是 对 i 二 1，2，…， 
n， 没 有 性 质 P, 的 排列 数 ， 或 
D,=N(P!P;*…P') 
使 用 容 斥 原理 得 到 
D, = 六 一 SNCP) + ONCPP) — SINCPP,P, ) 十 … 十 (一 D"NCP,P…P,) 


其 中 六 是 个 元 素 的 排列 数 。 这 个 等 式 说 明 所 有 元 素 都 发 生变 化 的 排列 数 ， 等 于 排列 的 总 数 
减 去 至 少 保持 1 个 元 素 不 变 的 排列 数 ， 加 上 至 少 保持 2 元 素 不 变 的 排列 数 ， 减 去 至 少 保持 3 个 
元 素 不 变 的 排列 数 ， 等 等 。 现 在 找 出 在 等 式 右 边 出 现 的 所 有 的 量 。 

首先 注意 N= 二 n!， 因 为 N 只 是 个 元 素 排列 的 总 数 。 而 且 ，N(P;) 二 (nn 一 1)!。 这 是 由 乘 
积 法 则 得 到 的 ， 因 为 N(P;) 是 保持 元 素 i 不 变 的 排列 数 ， 所 以 第 i 个 位 置 是 确定 的 ,但 是 其 余 
的 每 个 位 置 可 以 放任 意 元 素 。 类 似 地 ， 

N(P,P),)=(n—2)! 
因为 这 是 保持 元 素 i 和 j 不 变 的 排列 数 ， 但 是 其 余 (n 一 2) 个 元 素 的 位 置 可 以 任意 地 安排 。 一 般 
来 说 ， 有 
N(P; P,…P, )=(n—m)! 

因为 这 是 保持 元 素 元 ，i,。，…，i 不 变 的 排列 数 ， 但 是 其 他 (n 一 mm) 个 元 素 的 位 置 可 以 任意 安 


Lmks Re 
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排 。 由 于 存在 Cl(n，m) 种 方式 从 个 元 素 中 选择 m 个 ， 所 以 有 
>)NCP) = Cn,1)(n—1)! 


lSi<n 


>， NCPP)) = Clns2) Cn— 2)1 


li<j<n 


一 般 地 ， 有 
NGOP; J be Cln,m) nO— m)! 


1<i <i<"<i en 


所 以 ， 把 这 些 等 式 代入 关于 D, 的 公式 得 到 





D, =n!— Cns1)(n—1)!+ Cny2) (nO—2)1 十 (一 1)"C(n,n) (nm—n)! 
1 1 1 
一 | 一 一 一 一 sss 一 "2 
he gp he hr i 
简化 这 个 表达 式 得 
= Se vb 
D, =n!|[1 上 证 二 一目 区 1 十 | 4 
表 1 错位 排列 的 概率 
n 2 3 二 [1 6 7 
D,/n! 0. 500 00 0. 333 33 0. 375 00 0. 366 67 0. 368 06 0. 367 86 


现在 对 于 给 定 的 正 整数 ” 求 D, 就 简单 了 。 例 如 ， 使 用 定理 2 得 到 
条 

a kt ee at 

正如 我 们 前 面 所 看 到 的 。 


现在 可 以 给 出 例 4 中 问题 的 解 。 
解 没有 一 个 人 收 到 自己 帽子 的 概率 是 D,/n!。 由 定理 2， 这 个 概率 是 





所 = 1 一 二 + 大 一 … 十 (一 1 页 
对 于 2 入 xz 委 7， 这 个 概率 的 值 在 表 1 中 给 出 。 
使 用 微 积分 的 方法 可 以 证 明 
er = 1 一 二 十 页 一 …… 十 二 1" 训 十 … 全 0.368 
因为 这 是 一 个 项 趋向 于 0 的 交错 级 数 ， 所 以 当 无 限 增长 时 ,没有 一 个 人 取 回 自己 帽子 的 概率 
趋 于 esz0.368。 事 实 上 ， 可 以 证 明 这 个 概率 与 e 的 差 在 1/(n 十 1)! 之 内 。 4 


练习 

1. 假设 1 薄 式 耳 100 个 苹果 中 20 个 有 虫 ，15 个 有 擦 伤 。 只 有 没 虫 也 没 擦 伤 的 苹果 才 可 以 卖 。 如 果 10 个 
探伤 的 苹果 有 虫 ， 那 么 100 个 苹果 中 有 多 少 个 可 以 卖 ? 

2. 1000 个 人 申请 喜马拉雅 登山 旅游 ，450 个 人 有 高 山 病 ，622 个 人 不 是 处 在 很 好 的 状态 、30 个 人 有 过 敏 
症 。 一 个 申请 人 是 合格 的 当 且 仅 当 他 没有 高 山 病 、 状 态 良好 ， 并 且 没 有 过 敏 症 。 如 果 111 个 申请 人 有 
高 山 病 且 不 是 在 良好 状态 ，14 人 有 高 山 病 和 过 敏 症 ，18 人 不 是 在 良好 的 状态 并 且 有 过 敏 症 ，9 个 人 有 
高 山 病 并 且 不 是 在 良好 状态 和 有 过 敏 症 ， 那 么 有 多少 申 请 人 合格 ? 

3. 方程 Zz 十 zs 十 zx 二 13 有 多 少 个 解 ? 其 中 x! 、z 、zas 是 小 于 6 的 非 负 整数 。 

us 

历史 注解 ”在 一 个 古老 的 法 国 纸牌 相遇 (匹配 ) 游 戏 中 ， 一 套 52 张 牌 摆 成 一 行 。 摆 放 第 二 套 牌 使 其 中 每 张 

牌 放 在 第 一 套 牌 的 某 一 张 的 顶部 。 通 过 统计 在 两 套 牌 中 匹配 的 牌 数 来 确定 得 分 。1708 年 ， 皮 埃 尔 。 雷 蒙 德 、 蒙 

特 莫 特 (1678 一 1719) 提 出 了 “相遇 ”问题 : 在 相遇 游戏 中 没有 匹配 发 生 的 概率 是 多 少 ? 蒙特 莫 特 问题 的 解 是 随机 

选择 52 个 物体 的 排列 恰 为 错位 排列 的 概率 ， 即 Ds;/52!， 正 如 我 们 将 看 到 的 ， 这 个 概率 近似 为 1/e。 





4. 


5. 
6. 


7。 
8. 
9. 


10. 
11. 


12. 
13. 
14. 
15. 


16. 


* 17. 
x* 18。 


* 19. 


20. 
21. 
22. 
* 23。 


* 24. 


25. 
26. 
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求 方程 zz 十 zs 十 zs 十 zs 二 17 的 解 的 个 数 ， 其 中 zi (i 二 1，2，3，4) 是 非 负 整数 ,满足 条 件 zi 三 3、 
Xs4、 za5 且 zd 

使 用 容 斥 原理 求 小 于 200 的 素数 的 个 数 。 

一 个 整数 叫做 无 平方 因子 ， 如 果 它 不 被 一 个 大 于 1 的 正 整 数 的 平方 整除 。 求 小 于 100 的 无 平方 的 正 整 
数 个 数 。 

有 多 少 小 于 10 000 的 正 整 数 不 是 一 个 整数 的 2 次 或 更 高 次 宕 ? 

从 7 元 素 集 合 到 5 元 素 集合 有 多 少 个 映 上 函数 ? 

有 多 少 种 方式 把 6 个 不 同 的 玩具 分 给 3 个 不 同 的 孩子 并 使 得 每 个 孩子 至 少 得 到 1 个 玩具 ? 

8 个 不 同 的 球 放 和 3 个 不 同 的 铅 子 中 ， 如 果 每 个 罐子 至 少 有 1 个 球 ， 那 么 有 多 少 种 放 法 ? 

有 多 少 种 方式 把 7 项 不 同 的 工作 分 给 4 个 不 同 的 雇员 ， 使 得 每 个 雇员 至 少 得 到 1 项 工作 ,并且 把 最 困 
难 的 工作 分 给 最 好 的 雇员 ? 

列 出 {L，2，3，4} 的 所 有 的 错位 排列 。 

一 个 了 7 元 素 集合 有 多 少 个 错位 排列 ? 

如 果 寄 存 帽子 的 人 随机 发 回 帽 子 ，10 个 人 中 没有 一 个 人 得 到 他 自己 帽子 的 概率 是 多 少 ? 

一 个 把 信 放 入 信和 袋 的 机 器 发 生 了 故障 并 且 随 机 把 信 放 入 信和 袋 中 。 在 一 组 100 封 信 中 发 生 下 面 事 件 的 
概率 是 多 少 ? 


a) 没 有 信 放 对 了 信 禾 。 b) 恰 好 1 封 信 放 对 了 信和 绕 。 
c) 恰 好 98 封 信 放 对 了 信和 袋 。 d) 恰 好 99 封 信 放 对 了 信 袋 。 
e@) 所 有 的 信 都 放 对 了 信 袋 。 


一 组 有 ?个 学 生 。 在 同一 间 教 室内 给 他 们 分 派 座位 。 一 共 上 两 次 课 。 如 果 没 有 学 生 在 这 两 次 课时 分 
派 在 同一 个 座位 上 ， 有 多 少 种 方式 ? 
有 多 少 种 方式 安排 数字 0，1，2，3，4，5，6，7，8，9 使 得 没有 偶数 在 它 的 初始 位 置 上 ? 
设 D, 表示 nn 个 物体 的 错位 排列 数 ， 用 组 合 论 证 证 明 序列 {D,} 满 足 递 推 关系 

D,=(n—1)(D,-iD,-:) n>2 
[提示 : 对 于 错位 排列 中 的 第 1 个 元 素 & 有 nn 一 1 种 选择 。 单 独 考虑 以 开始 的 错位 排列 ， 它 的 第 位 
可 以 是 1 也 可 以 不 是 1。] 
使 用 练习 18 证 明 

D,=nD,_ i 二 (—1)” 7 之 1 
使 用 练习 19 求 关 于 D, 的 显 式 公式 。 
对 哪些 正 整数 z， 错 位 排列 数 D, 是 偶数 ? 
假设 p 和 g 是 不 同 的 素数 。 使 用 容 斥 原理 求 $8(pg)， 即 不 超过 pg 且 与 pq 互 素 的 整数 的 个 数 。 
当 n 的 素 因 子 分 解 式 是 
n= pii p22 "par 
时 ， 使 用 容 斥 原理 推导 一 个 关于 $(n) 的 公式 。 
证 明 : 如果) 是正 整 数 ， 那 么 
zl 一 C(Oz，0)D, 十 C(0a，1)D，; 十 … 十 C(z，7 一 1) D 十 COz，z)D。 

其 中 D; 是 个 物体 的 错位 排列 数 。 
以 整数 1，2，3 开始 的 (1，2，3，4，5，6} 的 错位 排列 数 有 多 少 个 ? 
以 整数 1，2，3 结束 的 {L，2，3，4，5，6} 的 错位 排列 数 有 多 少 个 ? 
证 明定 理 1。 


关键 术语 和 结论 


术语 
递 推 关 系 (recurrence relation) : 一 个 公式 ， 它 把 序列 中 除了 某 些 初始 项 以 外 的 项 表示 成 这 个 序 


列 前 面 的 一 个 或 若干 个 项 的 函数 ， 


递 推 关 系 的 初始 条 件 (initial conditions for a recurrence relation) : 满足 递 推 关 系 的 序列 在 该 关系 


起 作用 之 前 的 某 些 项 的 值 。 
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动态 规划 (dynamic programming) : 一 种 求解 优化 问题 的 算法 范式 ,通过 递归 将 问题 分 裂 为 重 
合子 问题 ， 并 通过 递 推 关系 合并 子 问题 方案 。 

常 系数 线性 齐 次 递 推 关系 (linear homogeneous recurrence relation with constant coefficient) ， 一 
个 递 推 关系 ， 除 了 初始 项 之 外 ， 它 把 序列 的 项 表示 成 前 面 项 的 线性 组 合 。 

常 系数 线性 齐 次 递 推 关系 的 特征 根 (characteristic roots of a linear homogeneous recurrence 
relation with constant coefficients) : 与 常 系数 线性 齐 次 递 推 关系 相关 的 多 项 式 的 根 。 

常 系数 线性 非 齐 次 递 推 关系 (linear nonhomogeneous recurrence relation with constant 
coefficients) : 一 个 递 推 关 系 ， 除 了 初始 项 之 外 ， 它 把 序列 的 项 表示 成 前 面 项 的 线性 组 合 加 
上 一 个 仅仅 依赖 于 序 标的 不 恒 为 0 的 函数 。 

分 治 算 法 (divide-and-conquer algorithm) ; 求解 问题 的 一 种 算法 ， 求 解 中 递归 地 把 问题 划分 成 固 
定数 目的 较 小 的 同 种 类 型 的 问题 。 

序列 的 生成 函数 (generating function of a sequence): 用 序列 的 第 二 项 作为 之 的 系数 的 形式 震 
级 数 。 

埃 拉 托 色 尼 筛 (sieve of Eratosthenes) : 找 出 小 于 一 个 给 定 正 整 数 的 素数 的 过 程 。 

错位 排列 (derangement) : 使 得 没有 物体 在 它 的 初始 位 置 上 的 排列 。 


结论 

两 个 有 穷 集合 并 集 的 元 素 个 数 公 式 (the formula for the number of elements in the union of three 
finite sets) : 

IAUBI=14|+|1BI 一 |4AnBI| 

三 个 有 穷 集合 并 集 的 元 素 个 数 公 式 (the formula for the number of elements in the union of two 
finite sets) : 

|IAUBUC|=|A|+|B|I+|C|—|1ANBI—|ANC|I—|1BNCI+|ANBNCI 
容 斥 原理 (the principle of inclusion-exclusion): 


[IAUAU-…UA,|I= >) 14 一 >) |A.NA,| 
1<i<n 


1<iZj<n 


+ >, |A:NANA,| 


1<i<j<t<n 
es |A， NN 人 们 A., | 
从 了 元 素 集合 到 妹 元 素 集 合 的 映 上 函数 的 个 数 (the number of onto functions from a set with m 
elements to a set with n elements) : : 
7 一 C(a1)(2 一 1) 十 Ca 2)(2 一 2)7 一 …… 十 (一 1 全 CC 一 1)。1” 
nn 个 物体 的 错位 排列 数 (the number of derangements of n objects: ) : 


1 a 
友和 | 


复习 题 
1. a) 什 么 是 递 推 关 系 ? 
b) 如 果 在 一 个 获 利 9% 的 账户 上 储蓄 1 000 000 美元 ， 求 与 4 年 后 账户 上 钱 数 有 关 的 递 推 关系 。 
2. 解释 怎样 用 斐 波 那 契 数 求解 关于 兔子 的 斐 波 那 契 问 题 。 
3. a) 找 出 与 求解 汉 诺 塔 难题 所 需 步 数 有 关 的 递 推 关系 。 
b) 显 示 怎 样 使 用 迭代 来 求解 这 个 递 推 关 系 。 
4. a) 解 释 怎 样 找 一 个 与 不 包含 两 个 连续 的 1 的 nn 位 二 进位 串 个 数 有 关 的 递 推 关系 。 
b) 描 述 另 一 个 计数 问题 使 得 它 的 解 满足 同一 个 递 推 关 系 。 
5. a) 什 么 是 动态 规划 ， 动 态 规划 怎样 在 算法 中 使 用 递 推 关 系 ? 
b) 解 释 动态 规划 如 何 用 于 解决 讲座 规划 问题 ， 即 对 于 一 组 可 能 的 讲座 针对 一 个 讲座 大 厅 如 何 使 得 参加 


9. 


10. 


11. 


12. 


13. 
14. 


15. 
16. 
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总 人 数 最 大 化 。 


. 定义 一 个 & 阶 的 线性 齐 次 递 推 关 系 。 
. 8a) 解 释 怎 样 求解 二 阶 线性 齐 次 递 推 关 系 。 


b) 如 果 ao 王 3，ai 王 15， 对 于 n 宇 2， 求解 递 推 关 系 a, 二 13a,_1 一 22a,-。。 
c) 如 果 ao 一 3， al 一 35， 对 于 1 之 2， 求解 递 推 关 系 an 一 14a， 1 一 49a，，。 


. a) 如 果 f(n) 满 足 分 治 递 推 关系 f(n) 二 af(n/5) 十 g(n)， 这 里 5 整除 正 整数 nx， 解 释 怎 样 求 1/(5*)， 其 中 


& 是正 整 数 。 
b) 如 果 fl(n)==3f(n/4) 十 5n/4 且 f(1)==7， 求 (256)。 
a) 为 了 用 二 分 搜索 在 表 中 查找 一 个 数 所 用 的 比较 次 数 ， 推 导 一 个 分 治 的 弟 推 关系 。 
b) 从 a) 给 出 的 分 治 递 推 关 系 使 用 8. 3 节 中 的 定理 1， 为 二 分 搜索 所 用 的 比较 次 数 给 出 一 个 大 O 估计 。 
a) 给 出 一 个 关于 3 个 集合 并 集 元 素 个 数 的 公式 。 
b) 解 释 为 什么 这 个 公式 是 有 效 的 。 
c) 解 释 怎 样 使 用 a) 的 公式 求 不 超过 1000 且 能 被 6、10 或 15 整除 的 正 整数 的 个 数 。 
d) 解 释 怎 样 使 用 a) 的 公式 求 方程 zi 十 xz; 十 zs 十 zs 二 22 的 非 负 整 数 解 的 个 数 ， 其 中 zi 二 8，z; 一 
6， zs。 
a) 给 出 一 个 关于 4 个 集合 的 并 集 的 元 素 个 数 的 公式 。 解 释 为 什么 它 是 有 效 的 。 
b) 假 设 A 、A; 、As 和 4 每 个 集合 包含 25 个 元 素 ， 其 中 任意 2 个 集合 的 交 包 含 5 个 元 素 ， 任 意 3 个 集 
合 的 交 包 含 2 个 元 素 ， 所 有 4 个 集合 包含 1 个 公共 元 素 。 问 在 这 4 个 集合 的 并 集中 有 多 少 个 元 素 ? 
a) 叙 述 容 斥 原理 。 
b) 概 述 这 个 原理 的 证 明 。 
解释 怎样 使 用 容 斥 原理 计数 从 m 元 素 集合 到 ” 元素 集合 的 映 上 函数 的 个 数 。 
a) 怎 样 计数 把 m 项 工作 分 给 个 雇员 并 使 得 每 个 雇员 至 少 得 到 一 项 工作 的 方案 数 ? 
b) 把 7 项 工作 分 给 3 个 雇员 并 使 得 每 个 雇员 至 少 得 到 一 项 工作 ， 有 和 多少 种 方案 ? 
解释 怎样 使 用 容 斥 原理 计数 不 超过 正 整 数 n 的 素数 的 个 数 。 
a) 定 义 一 个 错位 排列 。 
b) 一 个 寄存 帽子 的 人 给 nn 个 人 发 还 帽子 ， 使 得 没有 人 得 到 自己 帽子 的 方式 的 计数 为 什么 与 个 物体 
的 错位 排列 数 一 样 ? 
©) 解 释 怎样 计数 n 个 物体 的 错位 排列 数 。 


补充 练习 


li 


一 个 10 人 小 组 开始 一 系列 的 通信 活动 ， 每 个 人 把 一 封 信和 寄 给 另外 4 个人。 每 个 收 到 信 的 人 再 把 这 封 
信和 寄 给 另外 的 4 个 人 。 

a) 如 果 没 有 人 收 到 的 信和 多 于 1 封 ， 求 与 这 个 通信 活动 的 第 nn 步 寄 出 信 数 有 关 的 递 推 关系 。 

b) 在 a) 中 的 递 推 关系 的 初始 条 件 是 什么 ? 

©) 在 通信 活动 的 第 nn 步 寄 出 了 多 少 封 信 ? 


. 一 个 核反应 堆 产生 18 克 放 射 性 同位 素 。 每 小 时 放射 性 同位 素 训 变 1%。 


a) 对 nn 小 时 后 留 下 的 同位 素 的 量 建立 一 个 递 推 关系 。b) 对 于 a) 的 递 推 关 系 ， 初 始 条 件 是 什么 ? 
c) 求 解 这 个 递 推 关系 。 


. 美国 政府 每 小 时 印 1 美元 纸币 超过 10 000 张 ，5 美元 纸币 超过 4000 张 ，10 美元 纸币 超过 3000 张 ，20 


美元 纸币 超过 2500 张 ，50 美元 纸币 超过 1000 张 ，100 美元 纸币 与 前 一 小 时 的 张 数 一 样 。 在 初始 时 刻 ， 


每 种 钱币 有 1000 张 。 
a) 建 立 一 个 关于 第 nn 小 时 总 钱 数 的 递 推 关 系 。 b)a) 中 递 推 关系 的 初始 条 件 是 什么 ? 
©) 求 解 第 nn 小 时 总 钱 数 的 递 推 关 系 。 dd) 建立 一 个 前 nn 小 时 总 钱 数 的 递 推 关 系 。 


e) 求 解 前 小 时 总 钱 数 的 递 推 关系 。 


. 每 个 前 一 小 时 已 经 存在 的 细菌 在 每 小 时 都 分 裂 出 2 个 新 的 细菌 ， 并 且 所 有 的 细菌 只 有 2 小 时 的 寿命 。 


假设 这 群 细菌 开始 时 有 100 个 新 细菌 。 
a) 建 立 关 于 nn 小 时 后 存在 细菌 数目 的 递 推 关系 。 b) 这 个 递 推 关 系 的 解 是 什么 ? 


9. 
* 10. 

11, 

12. 
* 了 3。 


关 14. 


b1, 
15. 


16. 


17, 


18. 


19, 


20. 
21. 
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c) 什 么 时 候 这 群 细菌 的 个 数 将 超过 100 万 个 ? 


. 使 用 两 个 不 同 的 信号 在 通信 信道 发 送信 息 。 传 送 一 个 信号 需要 2 微 秒 ， 传 送 另 一 个 信号 要 3 微 秒 。 一 


条 信息 的 每 个 信号 后 紧 跟着 下 一 个 信号 。 
a) 求 与 在 n 微 秒 中 可 以 发 送 的 不 同 信号 数 有 关 的 递 推 关 系 。 
b) 对 于 a) 的 递 推 关系 ,初始 条 件 是 什么 ? 中 在 12 微 秒 内 可 以 发 送 多 少 个 不 同 的 信息 ? 


. 一 个 小 邮局 只 有 4 分 、6 分 和 10 分 邮票 。 如 果 考 虑 邮票 使 用 的 次 序 ， 求 与 这 些 邮票 构成 分 邮资 的 方 


式 数 有 关 的 递 推 关 系 。 这 个 递 推 关系 的 初始 条 件 是 什么 ? 


. 使 用 补充 练习 6 描述 的 规则 ， 构 成 下 述 邮 资 有 多 少 种 方式 ? 
a)12 分 b)14 分 
c)18 分 d)22 分 
. 求 联 立 方程 组 
an 一 Qnr-1 十 加 -1 
| 


的 解 ， 其 中 a 二 1 和 b= 二 2。 

如 果 ao 二 1、a 二 2， 求 解 递 推 关系 a, 二 a?-_1/a,-;。[ 提 示 : 两 边 取 对 数 得 到 关于 序列 log a, 的 递 推 关 

系 ， n= 二 0，1，2，…。] 

如 果 ao 二 2 和 ai 二 2， 求 解 递 推 关 系 a, 二 a3-1a?-,。( 见 补充 练习 9 的 提示 。) 

如 果 ao 二 2、al 二 4 和 az 二 8， 求 解 递 推 关 系 a 二 3a,-1 一 34a_s 十 as-s 十 1。 

如 果 ao 二 2、ai 二 2 和 as 二 4， 求解 递 推 关 系 a 二 3a,_1 一 3a,-s 十 4a,-3。 

假设 在 8. 1 节 的 例 1 中， 一 对 兔子 在 繁殖 2 次 以 后 就 离开 这 个 岛 。 求 与 第 个 月 中 的 岛 上 兔子 对 数 有 

关 的 递 推 关 系 。 

我 们 设计 一 个 动态 规划 算法 用 于 解决 找到 从 一 个 有 个 对 象 的 集合 中 选择 一 个 的 子 集 S 的 问题 ， 每 一 个 对 

象 i 都 有 一 个 正 整 数 权重 w， 要 求 子 集 S 中 的 对 象 权 重 之 和 为 最 大 但 不 会 超过 一 个 固定 的 权重 限度 ww。 设 

MG ， 世 表示 不 会 超过 权重 限度 ww 的 前 j 个 对 象 的 子 集合 的 最 大 权重 之 和 。 这 个 问题 称 为 背包 问题 。 

3a) 证 明 : 如 果 内 二 记 ， 则 MGCj,， ww)= 二 MO 一 1，w)。 

b) 证 明 : 如 果 ww 三 w， 则 MG ， 芭 ) 一 max(CM(G 一 1， 世 ) ， 砂 十 MG 一 1， 芭 一 如) ) 。 

中 使 用 a) 和 b) 设 计 一 个 动态 规划 算法 ， 该 算法 用 于 确定 不 超过 W 的 对 象 子 集 的 最 大 权重 之 和 。 在 算 
法 中 保存 计算 得 到 的 M(j，w) 值 。 

d) 解 释 如 何 使 用 c) 中 计算 的 M(j，w) 值 找到 不 超过 W 的 具有 最 大 权重 之 和 的 对 象 的 子 集合 。 

在 补充 练习 15 一 18 中 ， 我 们 设计 一 个 动态 规划 算法 ， 该 算法 用 于 找到 两 个 序列 al ，az ，…，aw 和 

b;，…，b, 的 最 长 相同 子 序列 ， 这 是 不 同 生 物体 DNA 比较 中 非常 重要 的 一 个 问题 。 

设 cis cay， Cp 是 两 个 序列 ci， az，…，an 和 bi， 证 ，…，p 的 最 长 相同 子 序列 。 

a) 证 明 如 果 a 二 56,， 则 当 加 >>1 时 ，cs 王 an 一 名 并 且 cl，c ，…，cp-1 是 两 个 序列 aa ，az ，…，an-1 
和 ，6;，*…，b,-1 的 最 长 相同 子 序列 。 

b) 设 a 关 b,。 证 明 如 果 cs 关 as， 则 ct，cz，…，cp 是 两 个 序列 mw ，as，…，am_1 和 如，b>，…，b 的 最 长 相 
同 子 序列 ， 同时 证 明 如 果 cp Fb,» 则 Cl» C2»9 ”9 Cp 是 两 个 序列 Ql», d2» ***» lam 和 中， Wi 3 -1 的 最 
长 相同 子 序列 。 

设 工 (， 7 表示 两 个 序列 QI，Q2，， ”Qi 和 6b1，b:，…*， b; 的 最 长 相同 子 序 列 ， 其 中 0<i<m, 0< 

j 二 n。 使 用 补充 练习 15 中 a) 和 b) 证 明 工 (it， 力 满足 递 推 关系 工 (t， 力 一 工 (一 1，7 一 1) 十 1， 如 果 守 和 

j 都 不 为 0 且 a;==6:; 工人 (i， 力 一 max(LG， j 一 1),，L(i 一 1,， 站)， 如 果 i 和 j 都 不 为 0 且 au 天 六 ， 初 始 

条 件 如 果 i 二 0 或 者 j= 二 0， 则 L(i, 站 =0。 

使 用 补充 练习 16 中 设计 的 动态 规划 算法 计算 两 个 序列 wm ，az ，…，aw 和 6b;，b: ，…，b, 的 最 长 相同 

子 序列 ， 保 存 得 到 的 工 (i， 力 值 。 

使 用 在 补充 练习 17 中 算法 的 L(i, 7) 的 值 ， 设 计 一 个 算法 寻找 两 个 序列 ma ，az ，…，aw 和 bi1， 

5b,，…，b, 的 最 长 相同 子 序列 。 

求解 递 推 关 系 f(n) 二 fl(n/2) 十 ww ， 其 中 4 二 2*，k 是 正 整数 ，f(1) 二 1。 

当 nn 可 被 5 整除 时 ， 求 解 递 推 关系 f(n) 二 3f(n/5) 十 2n*， 其 中 n= 二 5*, 是 正 整数 ，f(1) 二 1。 

如 果 f 是 增 函 数 ， 给 出 补充 练习 20 中 f 的 大 O 估计 。 
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找 出 与 下 述 算法 所 使 用 的 比较 次 数 有 关 的 递 推 关 系 : 通过 把 个 数 的 序列 递归 地 划分 成 两 个 子 序列 
来 找 出 最 大 和 第 二 大 的 元 素 ， 在 每 一 步 划分 时 要 求 这 两 个 子 序列 的 项 数 相等 或 一 个 子 序列 比 另 一 个 
子 序列 多 一 项 。 当 子 序 列 达到 2 项 时 停止 划分 。 

估计 补充 练习 22 描述 的 算法 所 使 用 的 比较 次 数 。 

一 个 序列 C1，， CQ2， "9 Cn 是 单 峰 的 当 目 仅 当 且 有 一 个 指数 m(l1 二 m 寺 nn) y 使 得 ai< ai+l 党 1 过 i 二 m 和 
ai 之 aini 当 mi<n。 即 该 序列 在 第 m 项 前 是 严格 递增 的 ， 之 后 是 严格 递减 的 ，a 是 序列 的 最 大 项 。 
在 本 补充 练习 中 ，a 表示 单 峰 序列 a;，a,，…，a, 的 最 大 项 。 

a) 证 明 a 是 序列 中 唯一 的 大 于 此 项 前 面 的 元 素 和 此 项 后 面 的 元 素 的 元 素 项 。 

b) 证 明 如 果 ai 过 aiii (1 声 i 二 7)， 则 i 十 1 寺 m 过 nn。 

c) 证 明 如 果 a; 这 aiii1 (1 声 i 过 n)， 则 1 才 m 志 i。 

qd) 开发 一 个 分 治 算法 确定 单 峰 序列 的 mx 值 。 [提示 : 设 i<m<j, 使 用 a)、b) 和 c) 确 定 或 者 [(i 十 站/ 
2 十 1 志 m 志 nn，1 声 m 志 [Gi 十 站 /2 一 1 或 者 m=[ (i 十 站 /2 ]。] 

证 明 补充 练习 24 的 算法 的 比较 次 数 有 最 坏 情况 时 间 复 杂 度 O(log n)。 

设 {a,} 是 实数 序列 。 这 个 序列 的 前 向 差分 递归 地 定义 为 : 第 一 个 前 向 差分 是 Aa, 二 ani 一 an; 第 Kk 十 1 
个 前 向 差分 A*''a 是 通过 A 生 :oa 一 Atari 一 Ata, 由 Ata。 得 到 的 。 


求 Aka,， 其 中 

a)a, 一 3 ba, 一 42 十 7 a; 一 12 十 2 十 1 
设 a,= 二 3n 十 n 十 2， 求 Ata,， 其 中 有 & 等 于 

a)2 b)3 c)4 


假设 a, 二 PC(n)， 其 中 了 是 d 次 多 项 式 。 证明 : 对 于 所 有 的 非 负 整 数 n，A“*'a, 二 0 
令 {a,} 和 {6,}) 是 实数 序列 。 证 明 

Alanb) =anti(Ab,)+b, (Aa,) 
证 明 : 如 果 F(z) 和 G(x) 分别 是 序列 {a4} 和 {64) 的 生成 聘 数 ， 且 c 和 4 是 实数 ， 那么 (cF 十 4G)(z) 是 
{cax 十 dB) 的 生成 函数 。 
(需要 微 积 分 ) 这 个 练习 说 明了 怎样 使 用 生成 函数 求解 递 推 关 系 (n 十 1)as+i 二 a, 十 (1/n!1)，n 宇 0， 初始 
条 件 ao 一 1。 
a) 设 G(z) 是 关于 {a。} 的 生成 函数 。 证 明 G'(z) 王 GCz) 十 e 且 G(0)=1。 
b) 由 a) 证 明 (e-=*GCz)) 天 1， 且 断定 GCCz) 一 ze* 十 er。 
c) 使 用 b) 找 出 关于 a 的 封闭 公式 。 
假设 在 离散 数学 班 的 第 一 次 考试 中 14 个 学 生得 A， 第 二 次 考试 中 18 个 得 A。 如 果 22 个 学 生 在 第 一 
或 第 二 次 考试 中 得 A， 有 多 少 学 生 两 次 考试 都 得 A? 
在 蒙 默 思 都 "英国 威尔士 郡 原 郡 名 )323 个 农场 中 至 少 有 马 、 牛 或 羊 其 中 的 1 种。 如 果 224 个 农场 有 马 、 
85 个 有 牛 、57 个 有 羊 、18 个 农场 3 种 家 畜 全 有 ， 那 么 有 和 多少 个 农场 恰好 有 这 3 种 家 畜 中 的 2 种 ? 
查询 某 学 院 关 于 学 生 记 录 的 数据 库 得 到 下 述 数 据 : 学 院 有 2175 个 学 生 ， 其 中 1675 个 不 是 一 年 级 学 
生 、1074 个 学 生 选 了 微 积 分 、444 个 学 生 选 了 离散 数学 、607 个 不 是 一 年 级 学 生 且 选 了 微 积 分 、350 
个 学 生 选 了 微 积分 和 离散 数学 、201 个 不 是 一 年 级 学 生 且 选 了 离散 数学 、143 个 不 是 一 年 级 学 生 并 且 
选 了 微 积分 和 离散 数学 。 所 有 这 些 对 查询 的 回答 都 是 正确 的 吗 ? 
某 大 学 数学 学 院 的 学 生 可 以 选择 下 述 一 个 或 多 个 方向 作为 主 修 方向 ; 应 用 数学 (AM) 、 纯 粹 数学 
(PM)、 运 筹 学 (OR) 和 计算 机 科学 (CS)。 如 果 ( 包 括 同 时 主 修 ) 主 修 AM 的 有 23 个 学 生 ; 主 修 PM 的 
有 17 个 学 生 ; 主 修 OR 的 44 个 ; 主 修 CS 的 63 个 ; 主 修 AM 与 PM 的 5 个 ; 主 修 AM 和 CS 的 8 
个 ; 主 修 AM 和 OR 的 4 个 ; 主 修 PM 和 CS 的 6 个 ; 主 修 PM 和 OR 的 5 个 ; 主 修 OR 和 CS 的 14 
个 ; 主 修 PM、OR 和 CS 的 2 个 ; 主 修 AM、OR 和 CS 的 2 个 : 主 修 PM、AM 和 OR 的 1 个 ; 主 修 
PM、AM 和 CS 的 1 个 ; 还 有 1 个 主 修 所 有 4 个 方向 。 问 这 个 学 院 有 多 少 学 生 ? 
当 使 用 容 斥 原理 表示 7 个 集合 的 并 集中 的 元 素 个 数 时 ， 如 果 其 中 没有 6 个 或 更 多 的 集合 含有 公共 元 
素 ， 那 么 需要 多 少 项 ? 
方程 zi 十 zz 十 x3 二 20，2 过 zi 二 6，6 过 zs 二 10， 0 过 zs 二 5， 有 多 少 个 正 整 数 解 ? 
有 和 多少 小 于 1 000 000 的 正 整 数 ， 
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a) 能 够 被 2、3 或 5 整除 ? b) 不 能 被 7、11 或 13 整除 ? 

c) 能 够 被 3 整除 但 不 能 被 7 整除 ? 

有 多 少 小 于 200 的 正 整 数 是 

a) 整 数 的 2 次 或 更 高 次 寡 ? b) 整 数 的 2 次 或 更 高 次 宕 ， 或 者 素数 ? 
c) 不 能 被 一 个 大 于 1 的 整数 的 平方 整除 ? 中 ) 不 能 被 一 个 大 于 1 的 整数 的 立方 整除 ? 
e) 不 能 被 3 个 或 更 多 的 素数 整除 ? 

把 6 个 不 同 的 工作 分 给 3 个 不 同 的 和 雇员， 如果 最 难 的 工作 分 给 最 有 经 验 的 雇员 并 且 最 容易 的 工作 分 
给 最 缺乏 经 验 的 雇员 ， 那么 有 多 少 种 分 法 ? 

由 寄存 帽子 的 人 随机 发 还 给 个 人 帽子 ， 那 么 恰好 一 个 人 拿 到 自己 帽子 的 概率 是 多 少 ? 
有 和 多少 个 6 位 二 进位 串 不 包含 4 个 连续 的 1? 

一 个 6 位 二 进位 串 包 含 至 少 4 个 1 的 概率 是 多 少 ? 


计算 机 课题 
按 给 定 的 输入 和 输出 写 程序 。 


1. 
2. 


10. 


给 定 正 整 数 xn， 依照 游戏 规则 列 出 汉 诺 塔 难 题 从 一 根 柱 子 到 另 一 根 柱子 移动 个 盘子 需要 的 所 有 移动 。 
给 定 正 整 数 n 和 整数 &k，1<k<n， 依照 游 戏 规则 列 出 富 雷 姆 斯 图 尔 特 算法 ( 见 8. 1 节 练 习 38 前 面 的 说 
明 ) 用 4 根 柱子 从 一 根 柱子 到 另 一 根 柱子 移动 2 个 盘子 需要 的 所 有 移动 。 


. 给 定 正 整数 >， 列 出 不 包含 连续 2 个 0 的 所 有 位 二 进 制 序列 。 
,. 给 定 正 整数 z(z>1)， 写 出 在 "十 1 个 变量 的 乘积 中 加 括号 的 所 有 方式 。 
. 给 定 一 组 个 数 为 n 的 讲座 ， 包 括 讲座 的 起 始 和 结束 时 间 ， 以 及 每 个 讲座 的 参加 人 数 ， 使 用 动态 规划 针 


对 一 个 讲座 厅 规 划一 个 讲座 子 集 使 得 参加 讲座 的 总 人 数 最 大 。 


* 已 知 矩 阵 4; ， 42…， 4,， 维度 分 别 为 mm Xm m2 Xm Mn X Mri 每 一 项 都 为 整数 。 使 用 动态 


规划 ， 如 8. 1 的 练习 57， 找 到 计算 4:4:…4, 的 最 小 整数 乘法 次 数 。 


， 给 定 递 推 关系 an 一 Cla-1 十 cza-2，cl 和 cs 都 是 实数 ， 初始 条 件 ao 一 Co、@ 一 CT、 为 正 整 数 ， 使 用 


和 迭代 计算 Qk 


. 给 定 递 推 关 系 w 王 ca 十 cza-z 和 初始 条 件 ww 王 Ce、aw 王 Cl， 确定 唯一 的 解 。 
.给 定形 如 za) 一 aFGz/b) 十 c 的 递 推 关系 ， 其 中 a 是 实数 、2 是 正 整 数 、c 是 实数 、& 是 正 整数 ， 使 用 


迭代 求 (5)。 
给 定 3 个 集合 的 交集 中 的 元 素 个 数 、 每 两 个 集合 的 交集 中 的 元 素 个 数 和 每 个 集合 中 的 元 素 个 数 ， 求 
其 并 集中 的 元 素 个 数 。 


,给 定 正 整数 nx， 找 出 求 个 集合 的 并 集中 的 元 素 个 数 的 公式 。 
. 给 定 正 整数 mx 和 nn， 求 从 m 元素 集 合 到 n 元 素 集合 的 映 上 函数 的 个 数 。 
. 给 定 正 整 数 n， 列 出 集合 全，2，3，…，7} 的 所 有 错位 排列 。 


计算 和 探索 
使 用 一 个 计算 程序 或 你 自己 编写 的 程序 做 下 面 的 练习 。 


9 求 fo fso 和 fiow 的 精确 值 ， 其 中 fi 是 斐 波 那 契 数 。 

. 求 比 1000 000 大 、 比 1000 000 000 大 和 比 1000 000 000 000 大 的 最 小 的 斐 波 那 契 数 。 

. 求 尽 可 能 多 的 同 为 素数 的 斐 波 那 契 数 ， 目 前 还 不 知道 是 否 存在 无 限 多 个 这 样 的 数 。 

. 写 出 求解 10 个 盘子 的 汉 诺 塔 难题 所 需要 的 所 有 移动 。 

. 按照 雷 夫 难题 的 规则 ， 用 4 根 柱子 从 一 根 柱 到 另 一 根 柱 移动 20 个 盘子 ， 写 出 使 用 弗 雷 姆 -斯 图 尔 特 算 


法 需要 的 所 有 移动 。 


. 通过 下 面 的 方法 验证 求解 n 个 盘子 的 雷 夫 难题 的 弗 雷 姆 猜想 : 对 于 尽 可 能 多 的 整数 x， 证 明 这 个 难题 


不 可 能 使 用 比 具 有 最 优选 择 的 弗 雷 姆 斯 图 尔 特 算法 还 要 少 的 移动 来 求解 。 


. 计算 对 于 各 种 整数 x， 包括 16、64、256 和 1024， 使 用 8. 3 节 描 述 的 快速 乘法 和 整数 相 乘 的 标准 算法 


(4. 2 节 算 法 3) 做 两 个 ”位 整数 相 乘 所 需要 的 运算 次 数 。 


. 计算 对 于 各 种 整数 >， 包括 4、16、64 和 128， 使 用 8. 3 节 描 述 的 快速 矩阵 乘法 和 和 撼 阵 相 乘 的 标准 算法 
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(3. 3 节 算法 1) 做 两 个 nXn 矩阵 相 乘 所 需要 的 运算 次 数 。 

使 用 8. 6 节 描 述 的 求 不 超过 100 的 素数 个 数 的 方法 求 不 超过 10 000 的 素数 个 数 。 

列 出 {1，2，3，4，5，6，7，8} 的 所 有 错位 排列 。 

对 所 有 不 超过 20 的 正 整数 nn 计算 n 个 物体 的 一 个 排列 是 错位 排列 的 概率 ， 并 确定 这 些 概率 逼近 1/e 
的 速度 。 


写作 课题 
用 本 教材 以 外 的 资料 ， 按 下 列 要 求 写 成 论文 。 


到 


找 出 斐 波 那 契 发 表 的 关于 兔子 数 模型 难题 的 原始 材料 。 讨 论 斐 波 那 契 提出 的 这 个 问题 和 其 他 问题 ， 并 
且 给 出 关于 斐 波 那 契 本 人 的 某 些 信息 。 


. 解释 斐 波 那 契 数 怎样 在 其 他 应 用 中 出 现 ， 如 叶 序 、 植 物 叶 片 排列 的 研究 、 镜 子 反 射 的 研究 等 。 


3. 描述 汉 诺 塔 难题 的 多 种 不 同 的 变形 问题 ， 包 括 多 于 3 个 柱子 的 (包括 课本 和 练习 中 讨论 的 雷 夫 难 题 在 


内 )、 盘 子 移动 受 限制 的 以 及 允许 有 同样 大 小 盘子 的 。 关 于 求解 每 种 变形 问题 所 要 求 的 移动 次 数 有 什 
么 已 知 的 结论 ? 


. 尽 可 能 多 地 讨论 出 现 卡 塔 兰 数 的 不 同 问题 。 

. 讨论 理 查 德 * 贝尔 曼 首先 使 用 动态 规划 的 一 些 问题 。 

. 说 明 动 态 规划 算法 在 生物 信息 学 中 的 作用 ， 如 DNA 序列 比较 、 基 因 比 较 和 RNA 结构 预测 。 

. 说 明 动态 规划 在 经 济 学 中 的 应 用 ， 包 括 优 化 消费 与 存款 的 研究 。 

. 解释 动态 规划 如 何 用 于 解决 鸡蛋 掉 落 问题 ， 即 确定 从 多 层 建筑 物 的 哪 一 层 鸡蛋 能 安全 掉 下 而 不 摔 坏 。 
. 描述 派 尔 克 发 现 的 与 一 次 谎话 搜索 相关 的 乌拉 姆 问题 ( 见 8. 3 节 练 习 28) 的 解 。 

. 讨论 派 尔 克 发 现 的 与 多 次 谎话 搜索 相关 的 乌拉 姆 问题 的 变种 ( 见 8. 3 节 练 习 28)， 关 于 这 个 问题 你 还 


知道 什么 ? 


. 定义 平面 上 一 组 点 集 的 凸 包 并 描述 三 个 不 同 的 发 现 平面 上 一 组 点 集 的 凸 包 算法 ， 包 括 分 治 算法 。 
- 描述 在 数论 中 使 用 的 筛 法 。 使 用 这 种 方法 已 经 得 到 了 哪些 结果 ? 
. 查询 古代 法 国 纸牌 相遇 游戏 的 规则 。 描 述 这 些 规 则 并 描述 皮 埃 尔 。 雷 蒙 德 “蒙特 莫 特 关于 “相遇 问 


题 ” 的 论文 。 


. 描述 怎样 使 用 指数 生成 函数 求解 各 种 计数 问题 。 
- 描述 计数 的 Poly 理论 和 可 使 用 这 个 理论 求解 的 计数 问题 的 种 类 。 
. 管家 问题 是 求解 安排 对 夫妇 围 圆桌 就 座 的 方法 数 ， 使 得 就 座 时 男女 相间 并 且 没 有 丈夫 和 妻子 相 邻 。 


解释 怎样 用 卢 卡 斯 (E. Lucas) 方 法 求解 这 个 问题 。 


. 解释 怎样 使 用 棋盘 多 项 式 (rook polynomial) 求 解 计 数 问题 。 


un 加 
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关 系 


在 许多 情况 下 集合 的 元 素 之 间 都 存在 某 种 关系 。 每 天 我 们 都 要 涉及 各 种 关系 ， 例 如 一 个 企 
业 和 它 的 电话 号 码 之 间 的 关系 、 雇 员 与 其 工资 之 间 的 关系 、 一 个 人 与 其 亲属 之 间 的 关系 等 。 在 
数学 中 我 们 研究 的 关系 ， 如 一 个 正 整 数 与 被 它 除 的 一 个 正 整数 、 一 个 整数 与 和 它 模 5 同 余 的 一 
个 整数 、 一 个 实数 与 一 个 比 它 大 的 实数 ， 以 及 一 个 实数 z+ 和 它 的 函数 值 {{z) 等 。 在 计算 机 科学 
中 常常 出 现 如 下 关系 ， 如 一 个 程序 与 它 所 使 用 的 一 个 变量 、 一 种 计算 机 语言 与 这 个 语言 的 一 个 
有 效 语句 之 间 的 关系 等 。 

合 元 素 之 间 的 关系 可 以 表示 成 一 种 结构 ， 这 种 结构 叫做 关系 。 它 其 实 是 集合 间 的 笛 卡 儿 
积 的 一 个 子 集 。 可 以 用 关系 来 求解 问题 ， 例 如， 确定 在 一 个 网 络 中 的 哪 两 个 城市 之 间 开 通航 
线 ， 为 一 个 复杂 课题 的 不 同 阶段 的 工作 寻找 一 种 可 行 的 执行 次 序 ， 或 者 产生 一 种 有 用 的 方式 以 
便 在 计算 机 数据 库 中 存储 信息 。 * 

在 某 些 计算 机 语言 中 ， 一 个 变量 名 仅 它 的 前 31 个 字母 是 有 效 的 。 由 第 一 个 字符 串 和 第 二 个 
字符 串 的 前 31 个 字母 相同 的 字符 串 的 有 序 对 组 成 的 关系 ， 就 是 一 种 被 称 为 等 价 关系 的 特殊 关系 。 
等 价 关 系 在 数学 和 计算 机 科学 中 均 有 体现 。 本 章 将 要 学 习 等 价 关 系 和 其 他 几 种 特殊 关系 。 


9.1 关系 及 其 性 质 


9.1.1 引 盲 

可 以 用 两 个 相关 元 素 构成 的 有 序 对 来 表达 两 个 集合 元 素 之 间 的 关系 ， 这 是 一 种 最 直接 的 方 
式 。 为 此 ， 由 有 序 对 组 成 的 集合 就 叫做 二 元 关系 。 在 这 一 节 中 ， 我 们 引入 描述 二 元 关系 的 基本 
术语 。 在 这 一 章 的 后 面 ， 我 们 将 使 用 关系 来 求解 涉及 通信 和 网络、 项 目 调度 以 及 识别 集合 中 具有 
共 间 性 质 的 元 素 等 问题 。 

设 A 和 B 是 集合 ,一 个 从 A 到 B 的 二 元 关系 是 AXB 的 子 集 。 

换 句 话说 ,一 个 从 A 到 B 的 二 元 关系 是 集合 R， 其 中 每 个 有 序 对 的 第 一 个 元 素 取 自 A 而 
第 二 个 元 素 取 自 B。 我 们 使 用 记号 aR6 表示 (a，6b) ER，aRb 表示 (a，0) 人 《| R。 当 (a, 5b) 属 于 R 
时 ， 称 a 与 2 有 关系 及 。 

二 元 关系 表示 两 个 集合 元 素 之 间 的 关系 。 在 本 章 的 后 面 我 们 将 引入 nn 元 关系 ， 它 表示 在 三 
个 以 上 集合 中 元 素 之 间 的 关系 。 当 不 发 生 混淆 时 我 们 将 省 去 二 元 这 个 词 。 

例 1 一 3 说 明了 关系 的 概念 。 

例 1 设 A 是 学 校 学 生 的 集合 ，B 是 课程 的 集合 。 令 尺 是 由 (a，5b) 对 构成 的 关系 ， 其 中 
是 选修 课程 5 的 学 生 。 例 如 ， 如 果 Jason Goodfriend 和 Deborah Sherman 选修 CS518， 有 序 对 
(Jason Goodfriend，CS518) 和 (Deborah Sherman，CS518) 属 于 RR。 如 果 Jason Goodfriend 也 选修 
CS510， 那 么 有 序 对 (Jason Goodfriend，CS510) 也 属于 R。 但 是 ， 如 果 Deborah Sherman 没有 选 
修 CS510， 那 么 有 序 对 (Deborah Sherman，CS510) 不 在 R 中 。 

注意 如 果 一 个 学 生 目 前 没有 选修 任何 课程 ， 那 么 在 R 中 没有 以 这 个 学 生 为 第 一 个 元 素 的 有 
序 对 。 类 似 地 ， 如 果 一 门 课程 目前 没有 开设 ， 那么 在 R 中 也 没有 以 这 门 课程 作为 第 二 个 元 素 的 
有 序 对 。 4 

例 2 设 A 是 所 有 城市 的 集合 ，B 是 美国 50 个 州 的 集合 。 按 如 下 方式 定义 关系 RR 如 果 城 
市 a 在 州 5 中 ， 则 (a,，5) 属 于 R。 例 如，(Boulder， 科 罗拉 多 州 )、(Bangor， 缅 因 州 )、(Ann 
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Arbor， 密 歇 根 州 )、(Middletown， 新 泽 西 州 )、(Middletown， 纽 约 州 )、(Cupertino， 加 利 福 

尼 亚 州 ) 和 (Red Bank， 新 泽 西 州 ) 是 在 R 中 。 本 
例 3 设 A={0, 1,，2},，B 一 {a, 5},， 那么 {(0, a),， (0, 6)，(1, a),，(2, 5)} 是 从 A 到 

B 的 关系 。 这 意味 着 ， 有 0Ra， 但 ] 有 0。 关系 可 0e 

以 用 图 来 表示 ， 如 图 1 所 示 ， 用 箭头 表示 有 序 NAN 





对 。 另 一 种 表示 关系 的 方式 就 是 用 表 ， 这 也 在 Via 
图 1 中 给 出 。 在 9. 3 节 我 们 将 更 详细 地 讨论 关系 
J 1 @ 
的 表示 。 
9. 1.2 函数 作为 关系 A 


一 个 从 集合 A 到 集合 B 的 函数 7( 如 2.3 节 ,一 
的 定义 ) 对 A 中 的 每 不 元 素 都 指定 B 中 的 一 个 唯 “ 
一 的 元 素 。 太 的 图 示 是 满足 5= Fo) 的 所 有 有 序 图 1 例 3 中 关系 尺 的 有 序 对 
对 Ca， 已 的 集合 。 由 于 f 的 图 示 是 AXB 的 子 集 ， 所 以 它 就 是 一 个 从 A 到 也 的 关系 。 此 外 ， 函 
数 的 图 示 有 下 述 性 质 : A 的 每 个 元 素 恰好 是 图 中 一 个 有 序 对 的 第 一 元 素 。 

相反 ， 如 果 尺 是 从 A 到 B 的 关系 使 得 A 中 的 每 个 元 素 恰好 是 R 中 一 个 有 序 对 的 第 一 元 素 ， 
那么 尽 就 可 以 定义 一 个 函数 的 图 示 。 只 要 对 A 的 每 个 元 素 指定 唯一 的 元 素 5E B 使 得 (a,b) € 
R 即 可 (注意 , 例 2 中 的 关系 不 是 函数 的 图 示 ， 因 为 Middletown 作为 有 序 对 的 第 一 个 元 素 出 现 
了 多 次 ) 。 

可 以 用 关系 表达 在 集合 A 和 集合 B 的 元 素 之 间 的 一 对 多 的 关系 (如 例 2)， 其 中 A 的 一 个 元 
素 可 以 与 也 中 的 多 个 元 素 相 关 。 函 数 表示 了 这 样 一 种 关系 ， 对 于 A 中 的 每 个 元 素 恰 好 只 有 一 
个 B 中 的 元 素 与 之 相关 。 

关系 是 函数 的 一 般 表示 ， 可 以 用 关系 表示 集合 之 间 更 为 广泛 的 联系 (从 A 到 B 的 函数 了 的 
图 示 是 有 序 对 (a，f(a))，aE€ A 的 集合 )。 


9. 1.3 集合 的 关系 
集合 A 到 它 自身 的 关系 更 令 人 感 兴趣 。 
集合 A 上 的 关系 是 从 A 到 A 的 关系 。 
换 句 话说 ,集合 A 上 的 关系 是 AXA 的 子 集 。 
例 4 设 A 是 集合 {1，2，3，4}，A 上 的 关系 RR 二 {(a，5) |a 整除 6} 中 有 哪些 有 序 对 ? 
解 ”因为 (a,，5) 在 R 中 当 且 仪 当 a 和 6 是 不 1e 一 一 一 。l 
超过 4 的 正 整数 且 a 整除 b， 所 以 可 以 得 到 R 一 WS 
lA ds. Lhd Cl SD. Cl WD Chay Os ,gs 02 
(2，4)，(3，3)，(4，4)}。 图 2 中 给 出 了 这 个 关 





系 中 有 序 对 的 图 和 表 的 表示 。 4 ;。 
下 面 ， 在 例 5 中 给 出 了 某 些 整数 集合 上 的 关 

系 的 实例 。 际 
例 5 考虑 下 面 这 些 整数 集合 上 的 关系 : 的 后 0 


及 ={(a,b) |e 委 分 
R, ={(a,b) |a > 0} 
R; 一 {(ay 0) |a = 二 5 或 a 一 一 分 
Ri 二 {t(D la 0} 
R; ={(aib)|a = 5 二 1} 
R, ={(asb) |a 十 0 二 3) 
其 中 ， 哪 些 关 系 包 含 了 有 序 对 (1，1) 、(1，2) 、(2，1) 、(1， 一 1) 以 及 (2，22? 
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评注 “与 例 1 一 4 的 关系 不 同 ， 这 些 是 无 穷 集合 上 的 关系 。 


解 ” 有 序 对 (1，1) 在 RI、R;、R, 和 R。 中; 有 序 对 (1 ，2) 在 R 和 Rs 中 ; 有 序 对 (2，1) 在 
R,、R:; 和 R。 中 ; (， 一 1) 在 R,、R; 和 R。 中 ; 最 后 ， 有 序 对 (2，2) 在 R、R; 和 R, 中 。 

不 难 确定 有 穷 集 上 的 关系 个 数 ， 因 为 集合 A 上 的 关系 仅仅 是 A XA 的 子 集 。 

例 6 nn 元 素 集合 上 有 多 少 个 不 同 的 关系 ? 

解 集合 A 上 的 关系 是 A XA 的 子 集 。 因 为 当 A 是 元 素 集合 时 AXA 有 mn’ 个 元 素 ,， 并 
且 产 个 元 素 的 集合 有 2" 个 子 集 ， 所 以 AXA 的 子 集 有 2” 个。 于 是 nn 元素 集合 有 2” 个 关系 。 
例如 ， 在 集合 {a，25，c} 上 存在 2 一 2 一 512 个 关系 。 本 


9.1.4 关系 的 性 质 

有 若干 个 把 集合 上 的 关系 分 类 的 性 质 。 这 里 我 们 只 介绍 其 中 最 重要 的 性 质 。 

在 某 些 关 系 中 ， 某 元 素 总 是 与 自身 相关 。 例 如 ， 设 尺 是 所 有 人 的 集合 上 的 关系 ,车 和 y 
有 相同 的 母亲 和 相同 的 父亲 ， 那么 (zx，y) 属 于 尺 。 于 是 ， 对 于 每 个 人 xz， 有 zRz。 

EE 若 对 每 个 元 素 cEA 有 (a，a)ER， 那 么 定义 在 集合 A 上 的 关系 尺 称 为 自 反 的 。 


评注 可 以 使 用 量词 进行 定义 ， 车 Val(a， a) ER), 则 尺 是 集合 A 上 的 自 反 关系 ， 
这 里 的 论 域 是 A 中 所 有 元 素 的 集合 。 


由 此 可 知 ， 若 集合 A 中 的 每 个 元 素 都 与 自身 有 关系 ， 则 A 上 的 关系 就 是 自 反 的 。 例 7 一 9 
说 明了 自 反 关 系 的 概念 。 

例 7 考虑 下 面 定 义 在 {1，2，3，4) 上 的 关系 : 

R, =/( Choad) (1, 2 CR) CDN CA sds ly sd) 
Ry lal Cd 2 1) 
RR =I 2 Cs to 1 COD 353 ths Ds tdsdy} 
ed .eb SO 二 3 站 ) 
R, = 1 RL 2 Ca (Ls) Co 27 (2 CAs CH x3 
R, ={(3,4)} 
其 中 哪些 是 自 反 的 ? 

解 关系 R, 和 R; 是 自 反 的 ， 因 为 它们 都 包含 了 所 有 形 如 (a，a) 的 有 序 对 ， 即 (1，1)、 
(2，2)、(3，3) 和 (4，4)。 其 他 的 关系 不 是 自 反 的 ， 因 为 它们 不 包含 所 有 这 些 有 序 对 。 具 体 地 
说 ，Ri 、R,、R, 和 Rs 不 是 自 反 的 ， 因 为 (3，3) 都 不 在 这 些 关 系 里 。 a 

例 8 例 5 中 哪些 关系 是 自 反 的 ? 

解 ” 这 个 例子 中 的 自 反 关系 是 Ri( 因 为 对 每 个 整数 a 有 aa)、R, 和 R,。 对 于 这 个 例子 中 的 
其 他 关系 ， 都 容易 找到 一 个 形 如 Ce，a) 的 不 在 这 个 关系 中 的 有 序 对 。( 留 给 读者 作为 练习 。) 4 

例 9 正 整 数 集合 上 的 “整除 ”关系 是 自 反 的 吗 ? 

解 ” 因 为 只 要 a 是正 整 数 ， 就 有 a|a， 所 以 “整除 ”关系 是 自 反 的 。( 注 意 ， 如 果 我 们 将 正 
整数 集 替换 为 所 有 整数 集 , . 则 “整除 ”关系 不 是 自 反 的 ， 因 为 0 不 能 整除 0。) 4 

在 某 些 关系 中 ， 第 一 个 元 素 与 第 二 个 元 素 有 关系 当 且 仅 当 第 二 个 元 素 也 与 第 一 个 元 素 有 关 
系 。 比 如 一 个 关系 由 形 如 (zx，y) 的 有 序 对 构成 ， 其 中 zz 和 y 是 你 们 学 校 的 学 生 并 且 他 们 至 少 学 
一 门 公共 课程 。 这 个 关系 就 有 这 种 性 质 。 而 某 些 关系 有 男 一 种 性 质 ， 即 如 果 第 一 个 元 素 与 第 二 
个 元 素 有 关系 ， 那 么 第 二 个 元 素 就 不 与 第 一 个 元 素 有 关系 。 比 如 一 个 关系 由 形 如 (x，y) 的 有 序 
对 构成 ， 其 中 工 和 y 是 你 们 学 校 的 学 生 ， 且 xz 比 y 的 平均 成 绩 高 。 这 个 关系 就 有 后 一 种 性 质 。 

对 于 任意 4a， bEA， 若 只 要 l(a， 5)ER 就 有 (5, 4a)ER， 则 称 定义 在 集合 A 上 的 
关系 RR 为 对 称 的 。 对 于 任意 4a，bEA， 车 (a, 5)ER 且 (6b, a)ER, 一 定 有 a 一 b6， 则 称 定义 在 
集合 A 上 的 关系 民 为 反对 称 的 。 
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评注 使 用 量词 进行 定义 ， 可 得 若 VYaYVb(l(a,， 6b)ER 一 (6b,，a)ER)， 则 定义 在 A 上 
的 关系 尺 是 对 称 的 。 类 似 地 ， 若 VaVvb(l((a, b)ERA(b，a)ER) 一 (a 二 6))， 则 定义 
在 A 上 的 关系 尺 是 反对 称 的 。 


这 意味 着 ,关系 尺 是 对 称 的 当 且 仅 当 若 a 与 9。 有 关系 则 5 与 a 也 有 关系 。 关系 尺 是 反对 称 的 当 
且 仅 当 不 存在 由 不 同 元 素 a 和 5 构成 的 有 序 对 ,使 得 a 与 5 有 关系 并 且 5 与 a 也 有 关系 。 也 就 是 说 ， 
唯一 一 种 使 4 与 5 有 关系 并 且 65 与 a 也 有 关系 的 情况 是 a 和 5 是 相同 的 元 素 。 对 称 与 反对 称 的 概念 
不 是 对 立 的 ， 因 为 一 个 关系 可 以 同时 有 这 两 种 性 质 或 者 两 种 性 质 都 没有 ( 见 练习 10) 。 一 个 关系 如 果 
包含 了 某 些 形 如 Ca， 已 的 有 序 对 ， 其 中 a 关 5，， 则 这 个 关系 就 不 可 能 同时 是 对 称 的 和 反对 称 的 。 


评注 ”尽管 从 统计 数据 可 以 得 出 ， 定 义 在 nn 个 元 素 的 集合 上 的 2” 个 关系 中 ， 对 称 的 或 
反对 称 的 关系 相对 较 少 ， 但 许多 重要 的 关系 都 具有 这 两 种 性 质 之 一 ( 见 练习 47) 。 


例 10 例 7 中 的 哪些 关系 是 对 称 的 ? 哪些 是 反对 称 的 ? 

解 关系 R 和 Rs 是 对 称 的 ， 因 为 在 这 些 关系 中 ， 只 要 (a，5b) 属 于 这 个 关系 就 有 (5，a) 也 
属于 这 个 关系 。 如 R, ， 唯 一 需要 检查 的 就 是 (1，2) 和 (2，1) 都 属于 这 个 关系 。 对 于 R;， 需 要 
检查 (1，2) 和 (2，1) 属 于 这 个 关系 ， 还 有 (1，4) 和 (4，1) 也 属于 这 个 关系 。 读 者 可 以 验证 其 他 
的 关系 中 没有 一 个 是 对 称 的 。 这 只 需 找到 一 个 有 序 对 (a，b)， 使 得 它 在 关系 中 但 (56，4a) 不 在 关 
系 中 即 可 。 

R, 、R; 和 R。 都 是 反对 称 的 。 其 中 ,每 一 个 关系 都 不 存在 这 样 的 有 序 对 ， 即 它 由 元 素 c 和 
2 构成 ， 且 a 关 5b， 但 (a， 5) 和 (5，a) 都 属于 这 个 关系 。 读 者 可 以 验证 其 他 关系 中 没有 一 个 是 反 
对 称 的 。 这 只 需 找到 有 序 对 (a， 忠 满足 a 关 b， 但 (a，) 和 (65，a) 都 属于 这 个 关系 即 可 。 « 

例 11 例 5 中 的 哪些 关系 是 对 称 的 ? 哪些 是 反对 称 的 ? 

解 ”关系 R、R, 和 Rs 是 对 称 的 。R:, 是 对 称 的 ， 因 为 如 果 a 二 6 或 4 二 一 6b,， 就 有 5 二 a 或 
b= 二 一 a。R, 是 对 称 的 ， 因 为 车 a 二 65 则 6 二 a。R。 是 对 称 的 ， 因 为 若 a 十 6b3 则 2 十 < 委 3。 读 者 
可 以 验证 其 他 关系 没有 一 个 是 对 称 的 。 

关系 RI 、R; 、R 和 R; 是 反对 称 的 。R, 是 反对 称 的 ， 因 为 若 有 不 等 式 c< 委 2 和 2 委 a， 则 有 
4a 一 5。R, 是 反对 称 的 ， 因 为 c>>2 和 6 之 a 不 可 能 同时 存在 。R, 是 反对 称 的 ， 因 为 车 两 个 元 素 
具有 R, 关系 当 且 仅 当 它们 是 相等 的 。R; 是 反对 称 的 ， 因 为 一 2 十 1 和 6 二 a 十 1 不 可 能 同时 存 
在 。 读 者 可 以 验证 其 他 关系 没有 一 个 是 反对 称 的 。 S| 

例 12 正 整 数 集合 上 的 整除 关系 是 对 称 的 吗 ? 是 反对 称 的 吗 ? 

解 ” 这 个 关系 不 是 对 称 的， 因为 1|2, 但 2/1。 它 是 反对 称 的 ， 因 为 如 果 a 和 6 是 正 整 
数 ，alb 且 51a， 那么 a= 二 5。( 这 个 验证 留 给 读者 作为 练习 。) | 

设 R 是 有 序 对 (zx，») 构 成 的 关系 ， 其 中 工 与 y 是 你 们 学 校 的 学 生 ， 且 xz 比 y 修 的 学 分 多 。 假设 
工 与 y 有 尺 关 系 并 且 y 与 > 有 尺 关 系 。 这 意味 着 工 比 y 修 的 学 分 多 并 且 > 比 = 修 的 学 分 多 。 我 们 可 
以 断言 工 比 = 修 的 学 分 多 ， 因 此 工 与 > 有 尺 关 系 。 我 们 证 明了 尺 有 传递 性 ， 这 个 性 质 定义 如 下 。 

ER 若 对 于 任意 a, 6,，cEA，(a, 5)ER 并 且 (b,，c)ER 则 (a,，c)ER， 那么 定义 在 
集合 A 上 的 关系 及 称 为 传递 的 。 





评注 “使 用 量词 进行 定义 可 得 : 若 VaVbVYcl((a, 6b，)ERAN(b, cER)>(a, OE 
R)， 则 定义 在 集合 A 上 的 关系 称 为 传递 的 。 


例 13 例 7 中 的 关系 哪些 是 传递 的 ? 

解 ” R,、R; 和 Rs 是 传递 的 。 对 于 这 些 关 系 ， 我 们 可 以 通过 验证 若 (a,，6b) 和 (5，c) 属 于 这 
个 关系 ， 则 (a，c) 也 属于 这 个 关系 来 证 明 每 个 关系 都 是 传递 的 。 例 如 ，R, 是 传递 的 ， 因 为 只 
有 (3，2) 和 (2，1) 、(4， 2) 和 (2，1)、(4，3) 和 (3，1) ， 以 及 (4，3) 和 (3，2) 是 这 种 有 序 对 ， 
而 (3，1) 、(4，1) 和 (4，2) 都 属于 R,。 读 者 可 以 验证 R; 和 Rs 也 是 传递 的 。 


Eos 


ea 


Err 
Cosies 


Ee. 
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R, 不 是 传递 的 ， 因 为 (3，4) 和 (4，1) 属 于 R;, 但 (3，1) 不 属于 R, 。R; 不 是 传递 的 ， 因 为 
(2，1) 和 (1，2) 属 于 R;,， 但 (2，2) 不 属于 R;。R; 不 是 传递 的 ， 因 为 (4，1) 和 (1，2) 属 于 R;， 
但 (4，2) 不 属于 R,。 4 

例 14 例 5 中 的 哪些 关系 是 传递 的 ? 

解 关系 Rl 、 R,、 R; 和 R, 是 传递 的 。 及， 是 传递 的 ， 因为 若 a<b Hb<e 则 a 过 ec。 R; 是 
传递 的 ， 因 为 若 a 二 b 且 6 之 c 则 a 二 c。R; 是 传递 的 ， 因 为 车 4a 二 士 b 且 6 二 土 < 则 a 二 士 c。 显 然 
R, 也 是 传递 的 ， 读 者 可 以 自行 验证 。R; 不 是 传递 的 ， 因 为 (2，1) 和 (1，0) 属 于 Rs， 但 (2，0) 
不 属于 R; 。R。 不 是 传递 的 ， 因 为 (2，1) 和 (1，2) 属 于 R。， 但 (2，2) 不 属于 R。。 4 

例 15 正 整 数 集合 上 的 “整除 ”关系 是 传递 的 吗 ? 

解 ” 假设 a 整除 b 且 2 整除 c， 那么 存在 正 整数 有 和 1 使 得 6 二 ak 和 c= 二 bl， 因 此 c==a(&/)， 
即 < 整除 <。 从 而 证 明了 这 个 关系 是 传递 的 。 4 

可 以 使 用 计数 技术 确定 具有 特殊 性 质 的 关系 的 个 数 。 由 此 可 以 得 知 : 这 个 性 质 在 定义 在 > 
元 素 集 合 上 的 所 有 关系 的 集合 中 有 多 普遍 。 

例 16 并 元 素 集合 上 有 多 少 个 自 反 的 关系 ? 

解 A 上 的 关系 R 是 AXA 的 子 集 。 因 此 ， 要 通过 指定 AXA 中 nn 个 有 序 对 中 的 每 一 个 是 
否 在 RR 中 来 确定 关系 。 然 而 ， 如 果 R 是 自 反 的 ， 对 于 任意 aE€ A， nn 个 有 序 对 (a，a) 中 的 每 一 
个 都 必须 在 R 中。 其 他 nln 一 1) 个 形 如 (a，5) 的 有 序 对 ，a 关 bp， 可 能 在 也 可 能 不 在 R 中 。 因 
此 ， 由 计数 的 乘积 法 则 可 知 ， 存 在 2 "个 自 反 的 关系 。[ 这 就 是 选择 具有 天 4 的 每 个 元 素 (a， 
b 是 否 属于 尺 的 方式 数 。] 

n 元素 集合 上 的 对 称 关 系 和 反对 称 关 系数 可 以 用 与 例 16 类 似 的 推理 得 出 ( 见 练习 47)。 但 
是 ， 还 没有 通用 的 公式 用 于 计算 ”元 素 集合 上 的 传递 关系 数 。 目 前 ， 仅 知道 当 ms17 时 ,7 元 
素 集合 上 的 传递 关系 数 T(z) 。 如 T(4) 王 3994、T(5)=154 303， 以 及 T(6) 一 9 415 189 。 


9.1.5 关系 的 组 合 

因为 从 A 到 B 的 关系 是 AXB 的 子 集 ， 所 以 可 以 按照 两 个 集合 组 合 的 任何 方式 来 组 合 两 个 
从 A 到 B 的 关系 。 参见 例 17 一 19。 

例 人 和 7 ' 设 惟一 人 了 3 对 和 加 = 位 ,好 4)。 组 合 关 系 R= 二 (C1 1); (2; 2)， 035.3)) 
和 并 三 CT，C13y :27， (1 3); 《1 4 可 以 得 到 

RUB=(I DD; Cs WB Us DY 3 的 

RiNR,={(1, 1))} 

Ri—R;={(2, 2), (3, 3)} 4 

R—BR={(l;, Bs (1s Ws Utd 

例 18 设 A 和 B 分 别 是 学 校 的 所 有 学 生 和 所 有 课程 的 集合 。 假设 R, 由 所 有 有 序 对 (a，5) 
组 成 ， 其 中 a 是 选修 课程 6 的 学 生 。R: 由 所 有 的 有 序 对 (a，5) 构 成 ， 其 中 课程 6 是 a 的 必修 
课 。 那么 上 有 门下 时 R, © R;、 Ri—R, 和 R; 一 Ri 表示 什么 关系 ? 

解 关系 Ri UR 由 所 有 的 有 序 对 (a，5) 组 成 ， 其 中 a 是 一 个 学 生 ， 课程 5 是 他 的 选修 课 
或 者 是 他 的 必修 课 。R 门 R, 是 有 序 对 (a，5) 的 集合 ， 其 中 a 是 一 个 学 生 ， 他 选修 了 课程 6 并 且 
课程 上 也 是 他 的 必修 课 。 尽 ,四 R, 由 所 有 的 有 序 对 (a， 组成， 其 中 学 生 a 已 经 选修 了 课程 5 但 
课程 上 不 是 a 的 必修 课 , 或 者 课程 5 是 a 的 必修 课 , 但 是 a 没有 选修 它 。R, 一 R, 是 所 有 有 序 对 
(a，5) 的 集合 ， 其 中 a 已 经 选修 了 课程 9», 但 5 不 是 a 的 必修 课 ， 即 是 a 的 选修 课 。R, 一 R， 
是 所 有 有 序 对 (a，5) 的 集合 ， 其 中 5 是 a 的 必修 课 , 但 a 没有 选修 它 。 4 

例 19 设 R 是 实数 集合 上 的 “小 于 ”关系 ，R, 是 实数 集合 上 的 “大 于 ”关系 ， 即 R, 二 ((zx，y) 
| z<y} 和 R={(z, 翅 |z。 R, UR; 、 RA BR BRB—Ris R DR, 表示 什么 关系 ? 

解 ” 由 于 (zx，y)ER,UR: 当 且 仅 当 (z，y) ER 或 (xY，y)ER,， 所 以 (zx，y) ERUR, 当 
且 仅 当 z<y 或 z>y。 又 由 于 条 件 zx 二 y 或 x 之 y 与 条 件 z 关 y 一样 ， 所 以 RUR,=={(z，y)| 
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Z 天 y}。 换 名 话说,“ 小 于 ”关系 与 “大 于 ?关系 的 并 集 是 “不 相等 ?关系 。 

另外 ， 一 个 有 序 对 (z，y) 不 可 能 同时 属于 R, 和 R,。， 因 为 zx<y 且 zx>y 是 不 可 能 的 。 从 而 得 到 

R, NR.=%,。 同时 可 得 ， R—R=R, RB—BR 三 Bs RDR=R, UR,—R |R,={(z, » |zAy}。 
4 
关系 还 有 另 一 种 组 合 方式 ， 这 种 方式 与 函数 的 合成 运算 相似 。 

设 尺 是 从 集合 A 到 集合 已 的 关系 ，S 是 从 集合 B 到 集合 C 的 关系 。 尺 与 S 的 合 
成 是 由 有 了 序 对 (a，c) 的 集合 构成 的 关系 ， 其 中 aEA，cEC， 并 且 存 在 一 个 bE B 的 元 素 ， 使 得 
(a，b)ER 且 (b，c)ES。 我 们 用 S oR 表示 尺 与 S 的 合成 。 

计算 两 个 关系 的 合成 ， 需 要 找 出 这 些 元 素 ， 它 们 既是 第 一 个 关系 中 的 有 序 对 的 第 二 个 元 
素 ， 也 是 第 二 个 关系 中 的 有 序 对 的 第 一 个 元 素 。 如 例 20 和 例 21 所 示 。 

例 20 KR 是 从 {1，2，3}) 到 {1，2，3，4}) 的 关系 且 R={(1, 1), (1, 4), (2,3), (3， 
1)，(3，4)}，S 是 从 {1，2，3，4} 到 {0，1，2} 的 关系 且 S={(1, 0),， (2, 0}, (3, 1),，(3， 
2)，(4，1)},， RR 与 S 的 合成 是 什么 ? 

解 SoR 是 由 所 有 的 R 中 有 序 对 的 第 二 元 素 与 S 中 有 序 对 的 第 一 元 素 相同 的 有 序 对 构成 
的 。 例 如 ，R 中 的 有 序 对 (2，3) 和 S 中 的 有 序 对 (3，1) 产 生 了 So。R 中 的 有 序 对 (2，1)。 计 算 
所 有 在 SoR 中 的 有 序 对 ， 我 们 得 到 

SoeR=(C li (0 1 S| 

例 21 双亲 关系 与 自身 的 合成 ” 设 尺 是 所 有 人 集合 上 的 双亲 关系 ， 即 若 x 是 65 的 父母 ， 则 
(a,， b)ER。(a， +)ER oR， 当 且 仅 当 存 在 一 个 人 5b， 使 得 a 是 6 的 父母 且 b 是 c 的 父母 。 换 句 
话说 ，(a，c) ER oR 当 且 仅 当 a 是 c 的 祖父 母 或 外 祖父 母 。 

由 两 个 关系 合成 的 定义 可 以 递归 地 定义 关系 R 的 短 。 

设 尺 是 集合 A 上 的 关系 。 尺 的 n 次 畸 R"(n 二 1，2，3，…) 递 归 地 定义 为 

= 站 R= oR 

由 定义 7 可 得 ， 尺 :一 R oR、 必 一 R oR 二 (R oR)oR， 等 等 。 

例如 投 跑 三 (人 1 tos I (35 5 Ch Ds 求 本 7 下 区 而 

解 ” 因 为 尺 二 RoR; 可 得 让 二 {(1，1)，(2, 1)，(3，1),，(4，2)}。 又 因为 R=R oR， 
所 以 寿 ={(1，1)，(2，1)，(3，1)，(4，1)}。 其 他 的 计算 可 显示 ， 尺 和 R 相同 ， 所 以 R= 
{tls Ts CZ Ts C3 1 XM, 1N}s 由 此 可 得 R= 二 R’， n=5% dy Ty es 读者 可 以 自行 验证 。 

S| 

下 面 的 定理 证 明 一 个 传递 关系 的 宕 是 该 关系 的 子 集 。9.4 节 将 要 用 到 这 一 结果 。 

集合 人 上 的 关系 尺 是 传递 的 ， 当 且 仅 当 对 "一 1，2，3，… 有 下 "SR。 

证 首先 证 明定 理 的 充分 条 件 。 假 设 对 n= 二 1]，2，3，… 有 R”"CR。 特 别 地 ， 有 尽 三 R。 这 
隐 含 了 民 是 传递 的 。 注 意 ， 若 (a,， 5)ER 且 (56，c) ER, 根据 合成 的 定义 就 有 (a，c) ER*。 因 
为 R* 己 R， 这 就 意味 着 (a，c) ER。 因 此 尺 是 传递 的 。 

我 们 将 使 用 数学 归纳 法 证 明定 理 的 必要 条 件 。 当 n=1 时 ， 定 理 的 这 个 结果 显然 成 立 。 人 

假设 RER， 其 中 郊 是 一 个 正 整数 。 为 完成 归纳 步 又 ， 必 须 证 明 R" 也 是 R 的 子 集 。 为 证 
明 这 一 点 ,假设 (a,，6b) ERs:， 那 么 因为 Ri 一 R" oR， 所 以 存在 元 素 zxEA 使 得 (ae，z)ER 
且 (x，6)ER"。 由 归纳 假设 可 知 ，R" 己 R， 所 以 (zx，b) ER。 又 因为 R 是 传递 的 ，(a，x)ER 


且 (zx，6)ER， 所 以 (a，b) ER。 这 就 证 明了 RER， 从 而 完成 了 证 明 。 4 
练习 
1. 列 出 从 A={0，1，2，3，4} 到 B= 二 {0，1，2，3} 的 关系 R 中 的 有 序 对 ， 其 中 (a,，65) ER 当 且 仅 当 
a)a=b b)a 十 5 一 4 
ca>b Dalb 


e)gcd(a, 5b)=1 lem(a, 6)=2 


8. 
9 
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. a) 列 出 集合 全 ，2，3，4，5，6) 上 的 关系 R= 二 {(a,， 65) |a 整除 5} 中 所 有 的 有 序 对 。 


b) 仿 照例 4 用 图 表示 这 个 关系 。 
中 仿照 例 4 用 表 表 示 这 个 关系 。 


. 对 集合 {1，2，3，4} 上 的 每 一 个 关系 ， 确 定 它 是 否 是 自 反 的 、 是 否 是 对 称 的 、 是 否 是 反对 称 的 、 是 否 


是 传递 的 。 

ak25 2 C233 C2 DH, (95 WP 
W(t Th. (lr Ds (Zs Tas N25 Ws as Ws, Css} 
©){(2, 4), (4, 2)} 

DHT, 2 CD By Cd Wy} 

Ot{tls WW C2 2), (35 Ba Ces WW} 

Vitls Ws Uy Da Bh Dr Lo Bs Ce Ts DD} 


,确定 定义 在 所 有 人 的 集合 上 的 关系 民 是 否 是 自 反 的 、 对 称 的 、 反 对 称 的 和 传递 的 ， 其 中 (a，5) ER 当 且 


仅 当 

a)a 比 5 高 。 

b)a 和 2 生 在 同一 天 。 

c)a 和 46 同名 。 

d)a 和 2 有 共同 的 祖父 母 。 


. 确定 定义 在 所 有 Web 页 上 的 关系 R 是 否 为 自 反 的 、 对 称 的 、 反 对 称 的 和 传递 的 ， 其 中 (a，5) ER 当 上 且 


仅 当 

2) 每 个 访问 Web 页 a 的 人 也 访问 了 Web 页 5。 

b) 在 Web 页 a 和 65 上 没有 公共 链接 。 

ce) 在 Web 页 c 和 2 上 至 少 有 一 条 公共 链接 。 

d) 存 在 一 个 Web 页 ， 其 中 包含 了 到 Web 页 a 和 4 的 链接 。 


. 确定 所 有 实数 集合 上 的 关系 尺 是 否 是 自 反 的 、 对 称 的 、 反 对 称 的 和 传递 的 ， 其 中 (z+，y) ER 当 且 仅 当 


3 元 十 7 一 0 b)z 王 士 y 
c)z 一 y 是 有理数 dz 一 2y 
e)Zy 二 0 fxy 王 0 
外) 工 一 1 h)z 一 1 或 y 一 1 
. 确定 所 有 整数 集合 上 的 关系 RR 是 否 是 自 反 的 、 对 称 的 、 反 对 称 的 和 传递 的 ， 其 中 (t+，y) ER 当 且 仅 当 
a)Z 天 y b)zy 之 1 
c)z 一 y 十 1 或 z 一 y 一 1 d)z 三 y(mod 7) 
e) 工 是 > 的 倍数 fD)z 与 > 都 是 负数 或 都 是 非 负 数 
多 ) 工 一 六 h)z 之 六 


证 明定 义 在 非 空 集合 S$ 上 的 关系 尺 二 儿 是 对 称 的 和 传递 的 ， 但 不 是 自 反 的 。 
证 明定 义 在 空 集 S== 多 上 的 关系 R= 人 B 是 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 。 


10. 给 出 一 个 集合 上 的 关系 的 例子 ， 要 求 它 是 


a) 对称 的 和 反对 称 的 。 
b) 既 不 是 对 称 的 也 不 是 反对 称 的 。 
如 果 对 于 每 个 aEA， 有 (a，a) FR， 那 么 集合 A 上 的 关系 R 是 反 自 反 的 ， 即 如 果 A 中 没有 元 素 与 自 


身 有 关系 ， 则 关系 R 就 是 反 自 反 的 。 


11. 
12. 
. 练习 5 中 ， 哪 些 关 系 是 反 自 反 的 ? 

. 练习 6 中 ， 哪 些 关 系 是 反 自 反 的 ? 

. 集合 上 的 关系 可 能 既 不 是 自 反 的 也 不 是 反 自 反 的 吗 ? 
. 使 用 量词 表示 一 个 关系 是 反 自 反 的 。 

. 给 出 在 所 有 人 的 集合 上 的 一 个 反 自 反 关 系 的 例子 。 


练习 3 中 ， 哪 些 关 系 是 反 自 反 的 ? 
练习 4 中， 哪些 关系 是 反 自 反 的 ? 
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一 个 关系 RR 称 为 非 对 称 的 ， 若 (a,，6)ER 则 (56，a) R。 练习 18 一 24 考察 非 对 称 关系 的 概念 。 其 中 ， 
练习 22 侧重 非 对 称 关 系 和 反对 称 关 系 的 区 别 。 
18. 练习 3 中 的 哪些 关系 是 非 对 称 的 ? 
19. 练习 4 中 的 哪些 关系 是 非 对 称 的 ? 
20. 练习 5 中 的 哪些 关系 是 非 对 称 的 ? 
21. 练习 6 中 的 哪些 关系 是 非 对称 的 ? 
22. 非 对 称 的 关系 一 定 是 反对 称 的 吗 ? 反对 称 的 关系 一 定 是 非 对 称 的 吗 ? 对 你 的 答案 说 明理 由 。 
23. 使 用 量词 表示 一 个 关系 是 非 对 称 的 。 
24. 给 出 在 所 有 人 的 集合 上 一 个 非 对 称 关系 的 例子 。 
25. 从 m 元 素 集合 到 元素 集合 上 有 多 少 个 不 同 的 关系 ? 
[5 设 R 是 从 集合 A 到 集合 B 的 关系 。 从 集合 B 到 集合 A 的 逆 关 系 ， 记 作 R !， 是 有 序 对 {(5，a) | 
(a，b) ER} 的 集合 ， 补 关系 尺 是 有 序 对 {(a，5) | (a，65) 4 R} 的 集合 。 
26. 设 R 是 整数 集合 上 的 关系 ，R 二 {(a，6) |a<b}, 求 


a) 尺 -1 b)R 
27. 设 RR 是正 整数 集合 上 的 关系 ，R=={(a，5) | a 整除 5}， 求 
3a) 尺 b)R 
28. 设 R 是 美国 所 有 州 的 集合 上 的 关系 ，R 由 有 序 对 (a，5) 构 成 ， 其 中 a 州 与 州 相 邻 接 ， 求 
a)R ! DR 
29. 设 从 A 到 B 的 函数 f 是 一 一 对 应 的 。 令 R 是 和 /的 图 相等 的 关系 ,， 即 R={(a，f(a)) |aEA}。 逆 关 
系 R !' 是 什么 ? 


3 专攻 主 11 各 (3 (3 45 B=0 Ds 的 人 
(3，2)，(3，3)，(3，4)} 是 从 {1，2，3}) 到 {1，2，3，4}) 的 关系 ， 求 


a) Ri UR, b) Ri NR; 
c)Ri CO—R; d)R;— Ri 

31. 设 A 是 你 们 学 校 学 生 的 集合 ，B 是 学 校 图 书馆 中 书 的 集合 。 设 Rl 和 R; 都 是 有 序 对 (a，5) 构 成 的 关 
系 ， 在 R! 中 ， 学 生 a 修一 门 课程 需要 读书 6， 在 R: 中 ， 学 生 a 已 经 读 过 书 2。 描 述 在 下 面 每 个 关系 
中 的 有 序 对 。 a 
a) Ri UR, b)R' NR; 
RODR;, DR —R; 
e)R: 一 下 

32. 设 尺 是 关系 {(1，2)。(1，3)，(2,3)，(2，4)，(3，1)},，S 姑 关系 {(2, 1),， (3, 1), (3, 2), (4, 
2)})» 求 S oR 


33. 设 关系 RR 是 由 人 的 集合 上 的 有 序 对 (a，5) 组 成 的 集合 ， 其 中 a 是 5 的 父母 。 设 关系 S 是 由 人 的 集合 
上 的 有 序 对 (a，5) 组 成 的 集合 ， 其 中 a 是 5 的 兄弟 姐妹 。S oR 和 R oS 是 什么 关系 ? 
练习 34 一 37 涉及 的 都 是 实数 集合 上 的 关系 : 

Ri 二 {(a, 5b)ER’ |a>6b}),“ 大 于 ”关系 

Rs 二 {(a，b) ER? |a 宇 6},，“ 大 于 或 等 于 ”关系 

R;= 二 {(a，5) ER |a<=<b},“ 小 于 ”关系 

R= 二 {(a，6) ER? |a<<6b},“ 小 于 或 等 于 ”关系 

Rs 二 {(a，b) ER |a 一 分 ,“ 等 于 "关系 

Rs 二 {(a，b) ER |a 关 5b}, “不 等 ”关系 


34. 求 
a) Ri UR: b) Ri UR; OR; NR, 
d)R; NR; e) Ri 一 只 DDR,=R 


g) R1 DR; h)R; OR, 


35, 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 
43. 
44. 


45. 


46. 


# 47. 


* 48. 


49. 
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求 

a) R, UR, b)R; URs c)R3 站 Rs 
DR, NR; e)R;— Rs DR — Rs 
2) R, DR h) Rs DOR: 

求 

a) Ri oR b)R! oFR; c)R oR; 
d)RI oR, e) RI oR;: f) RI oR 
2) R, oR; h) R; oR;, 

求 

a) R; oRi b)R, oR, Rs oR;s 
d)R, oR e) Rs oR; 人 Rs .oR 
2g)R, oRs h) Re oR 


设 RR 是 所 有 人 的 集合 上 的 双亲 关系 ( 见 例 21) 。 什 么 情况 下 ， 一 个 有 序 对 在 关系 Rs 中 ? 

设 尺 是 定义 在 具有 博士 学 位 的 人 的 集合 上 的 关系 ，(a，6b) ER 当 上 且 仅 当 a 是 5 的 论文 导师 。 什 么 情况 
下 一 个 有 序 对 (a, 5) 在 R* 中 ? 什么 情况 下 一 个 有 序 对 (a， 引 在 R" 中 ?这 里 nn 是 正 整 数 。( 注 意 每 个 
具有 博士 学 位 的 人 都 有 一 个 论文 导师 。) 

设 R 和 Rs 分 别 是 所 有 正 整 数 集合 上 的 “整除 "和 “倍数 关系 ， 即 Ri 二 {(4a，6) |a 整除 上 和 尽 王 ((o， 
5) | a 是 5 的 倍数 }。 求 


a) Ri UR; bD)R'i NR; 
©) Ri—R; d)R;— Ri 
e)R DR， 


设 R 和 Rs 分 别 是 整数 集合 上 的 “ 模 3 同 余 ” 和 “ 模 4 同 余 ”关系 ， 即 Ri 一 {(a，0) | 4 三 b(mod 3)) 和 
R= 二 {(a,，b) | a 三 bC(mod 4)) 。 求 

a) Ri UR; b) Ri NR; 在 c)R; 一 下: 

d)R: 一 R e) Ri1 中 R， 

列 出 集合 {0，1} 上 的 16 个 不 同 的 关系 。 

集合 {0，1} 上 的 16 个 不 同 的 关系 中 有 和 多少 个 包含 了 有 序 对 (0，1)? 

在 练习 42 列 出 的 {0，1}) 集 合 上 的 16 个 关系 中 ， 哪 些 是 

a) 自 反 的 ? b) 反 自 反 的 ? c) 对 称 的 ? 

d) 反 对 称 的 ? e) 非 对 称 的 ? 全 传递 的 ? 

a) 在 集合 {a,，b，c，d} 上 有 多 少 个 不 同 的 关系 ? 

b) 在 集合 {a,，6，c，d} 上 有 和 多少 个 关系 包含 有 序 对 (a，a)? 

设 S 是 含有 7 个 元 素 的 集合 , a 和 bb 是 S 中 的 不 同 元 素 。S 上 有 和 多少 个 关系 RR， 满 足下 列 条 件 
a)(a, DER? b)(a, 6) ¢ R? 

c) 在 关系 RR 中 ， 没有 有 序 对 以 a 作为 它们 的 第 一 元 素 ? 

qd) 在 关系 RR 中 ， 至 少 有 一 个 有 序 对 以 a 作为 第 一 元 素 ? 

e) 在 关系 尽 中 ， 没 有 有 序 对 以 a 作为 它们 的 第 一 元 素 ， 或 也 没有 有 序 对 以 5 作为 它们 的 第 二 元 素 ? 
f) 在 关系 RR 中 ， 至 少 有 一 个 有 序 对 以 a 作为 它 的 第 一 元 素 或 者 以 5 作为 它 的 第 二 元 素 ? 


nn 元素 集 合 上 有 和 多少 个 关系 是 

a) 对 称 的 ? b) 反 对 称 的 ? 

c) 非 对 称 的 ? d) 反 自 反 的 ? 

e) 自 反 的 和 对 称 的 ? 

f) 既 不 是 自 反 的 也 不 是 反 自 反 的 ? 

nn 元 素 集 合 上 有 多 少 个 传递 的 关系 ? 如 果 

3a)7 一 ] b)n=2 c)7 一 3 
找 出 在 下 面 定理 证 明 中 的 错误 。 


“定理 ”: 设 尺 是 集合 A 上 的 对 称 的 和 传递 的 关系 ， 则 尺 是 自 有 反 的 。 


.ET 


“证 明 ”: 设 a€ A。 取 元 素 bE A 使 得 (a,，6) ER。 由 于 尺 是 对 称 的 ， 所 以 有 (5，a) ER。 现 在 使 用 传 
递 性 ， 由 (a， 5)ER 和 (5，a) ER 可 以 得 出 (a, a) ER。 

50. 假设 R 和 S 是 集合 A 上 的 自 反 关系 。 证 明 或 反驳 下 面 的 每 个 论断 。 
a)RUS 是 自 反 的 
b)RNS 是 自 反 的 
c)R 引 S 是 反 自 反 的 
d)R 一 S 是 反 自 反 的 
e)S oR 是 自 反 的 

51. 证 明 : 集合 A 上 的 关系 RR 是 对 称 的 当 且 仅 当 R= 二 R '， 其 中 R-! 是 R 的 逆 关 系 。 

52. 证 明 : 集合 A 上 的 关系 R 是 反对 称 的 当 且 仅 当 RN 站 R :是 恒 等 关 系 A 二 {(4a，a) |aEA)} 的 子 集 。 

53. 证 明 : 集合 A 上 的 关系 R 是 自 反 的 当 且 仅 当 其 逆 关 系 R-! 是 自 反 的 。 

54. 证 明 : 集合 A 上 的 关系 RR 是 自 反 的 当 且 仅 当 其 补 关 系 R 是 反 自 反 的 。 

55. 设 尺 是 自 反 的 和 传递 的 关系 。 证 明 对 所 有 的 正 整 数 2，R" 一 人 。 

56. 设 R 是 集合 {1，2，3，4，5} 上 的 关系 ，R 中 包含 有 序 对 (1, 1), (1, 2), (1, 3), (2，3)， 
C23 Ms C3 Dy Ca A C83 5 C4 DH, CE 5), (0 17, (5,2) 和 (5， 杂 , 来 
a)R’ b) Rs OR d)Rs 

57. 设 尺 是 集合 A 上 的 自 反 关系 ,证明 对 所 有 的 正 整 数 n，R" 也 是 自 反 的 。 

* 58. 设 尺 是 对 称 关系 ,证明 对 所 有 的 正 整数 z，R" 也 是 对 称 的 。 
59. 假设 关系 尺 是 反 自 反 的 ，R: 一 定 是 反 自 反 的 吗 ? 对 你 的 答案 给 出 理由 。 


9.2 元 关系 及 其 应 用 


9.2.1 引言 

在 两 个 以 上 集合 的 元 素 中 常常 会 产生 某 种 关系 。 例 如 ， 学 生 的 姓名 、 学 生 的 专业 以 及 学 生 
的 平均 学 分 绩 点 之 间 的 关系 。 类 似 地 ， 一 个 航班 的 航空 公司 、 航 班 号 、 出 发 地 、 目 的 地 、 超 飞 
时 间 和 到 达 时 间 等 也 有 一 种 关系 。 在 数学 中 也 有 这 种 关系 。 例 如 ， 有 3 个 整数 ， 其 中 第 一 个 整 
数 比 第 二 个 整数 大 ， 而 第 二 个 整数 比 第 三 个 整数 大 。 另 一 个 例子 是 直线 上 的 点 之 间 的 关系 ， 即 
当 第 二 个 点 在 第 一 和 第 三 个 点 之 间 时 ， 这 三 个 点 有 关系 。 

本 节 我 们 将 研究 两 个 以 上 集合 的 元 素 之 间 的 关系 。 这 种 关系 叫做 n 元 关系 。 可 以 用 这 种 关 
系 表示 计算 机 数据 库 。 这 种 表示 有 助 于 回答 对 数据 库 中 所 存 信 息 的 查询 ， 例 如 ， 哪 个 航班 在 午 
夜 3 点 到 4 点 之 间 降 落 在 O'Hare 机场? 你们 学 校 的 二 年 级 学 生 哪 些 是 主 修 数 学 或 计算 机 科学 
的 ， 并 且 平 均 学 分 绩 点 大 于 3.0? 公司 的 哪些 雇员 为 这 个 公司 工作 不 到 5 年 但 所 赚 的 钱 已 经 超 
过 50 000 美元 ? 


9.2.2 元 关系 

我 们 从 建立 关系 数据 库 理论 所 依据 的 基本 定义 开始 。 

设 Al，A,，…，A, 是 集合 。 定 义 在 这 些 集合 上 的 n 元 关系 是 Ai XAsX…XA， 
的 子 集 。 这 些 集 合 A1 ，A, ，…，A, 称 为 关系 的 域 ，n 称 为 关系 的 阶 。 

例 1 R 是 NXNXN 上 的 三 元 组 (a，b，c) 构 成 的 关系 ， 其 中 4a，b，c 是 满足 a<b<c 
的 整数 。 那 么 (1，2，3)ER, 但 (2，4，3) 儿 R。 这 个 关系 的 阶 是 3。 它 所 有 的 域 都 等 于 自 
然 数 集 。 S| 

例 2 设 R 是 ZXZXZ 上 的 三 元 组 (a,，6b5，c) 构 成 的 关系 ， 其 中 的 a，6b5，c 构成 等 差 数 列 ， 
即 (a,，5，c) ER 当 且 仅 当 存在 一 个 整数 kk， 使 得 5 二 a 十 &，c= 二 a 十 2k， 或 者 6b 一 a 二 &，c 一 b= 二 上 。 
注意 (1 ，3，5) ER， 因 为 3==1 十 2 和 5 二 1 十 2。2, 但 是 (2，5，9) 针 FR， 因 为 5 一 2 二 3， 而 9 一 
5 一 4。 这 个 关系 的 阶 为 3， 且 它 的 所 有 域 均 等 于 整数 集 。 S| 

例 3 设 R 是 ZXZXZ* 上 的 三 元 组 (a，6，m) 构 成 的 关系 ， 其 中 的 a，6b5，m 都 是 整数 ， 
且 满 足 m 宇 1 和 a 硅 b(mod m)。 则 (8，2，3)、( 一 1]，9，5) 和 (14，0，7) 都 属于 R, 但 (7，2， 
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3) 、( 一 2， 一 8，5) 和 (11，0，6) 都 不 属于 R， 因 为 8 圭 2(mod 3)、 一 1 圭 9(mod 5) 和 14 寺 0 
(mod 7)， 而 7 关 2(mod 3)、 一 2 关 一 8(mod 5) 和 11 关 0(mod 6)。 这 个 关系 的 阶 为 3， 且 它 的 前 
两 个 域 是 全 体 整 数 的 集合 而 第 三 个 域 为 正 整数 集 。 S| 

例 4 设 RR 是 由 5 元 组 (A，N，S,，D,， 了) 构成 的 表示 飞机 航班 的 关系 ， 其 中 A 是 航空 公 
司 的 集合 、NN 是 航班 号 的 集合 、S 是 出 发 地 的 集合 、D 是 目的 地 的 集合 、 工 是 起 飞 时 间 的 集 
合 。 例 如 ， 如 果 Nadir 航空 公司 的 963 航班 15 : 00 从 Newark 到 Bangor， 那么 (Nadir，963， 
Newark，Bangor，15 : 00) 属 于 尺 。 这 个 关系 的 阶 为 5， 并 且 它 的 域 是 所 有 航空 公司 的 集合 、 
航班 号 的 集合 、 城 市 的 集合 、 城 市 的 集合 以 及 时 间 的 集合 。 4 


9.2.3 数据库 和 关系 

操作 数据 库 中 信息 所 需要 的 时 间 依 赖 于 这 些 信息 是 怎样 存储 的 。 在 大 型 数据 库 中 ， 每 天 要 
执行 几 百 万 次 插入 和 删除 记录 、 更 新 记录 、 检 索 记 录 以 及 从 一 个 重 普 的 数据 库 中 组 合 记录 的 操 
作 。 由 于 这 些 操作 的 重要 性 ， 所 以 已 经 开发 了 多 种 数据 库 的 表示 方法 。 我 们 将 讨论 其 中 的 一 种 
基于 关系 概念 的 方法 ， 称 为 关系 数据 模型 。 

数据 库 由 记录 组 成 ， 这 些 记录 是 由 域 构成 的 nn 元 组 。 这些 域 是 nn 元 组 的 数据 项 。 例如， 学 
生 记 录 的 数据 库 可 以 由 包含 学 生 的 姓名 、 学 号 、 专 业 、 平 均 学 分 绩 点 (GPA) 的 域 构成 。 关 系数 
据 模型 把 记录 构成 的 数据 库 表 示 成 一 个 n 元 关系 。 于 是 ,学 生 记 录 可 以 表示 成 形 如 (学 生 姓名 ， 
学 号 ， 专业 ，GPA) 的 4 元 组 .包含 6 条 记录 的 一 个 数据 库 样 本 是 : 

(Ackermann，231455， 计 算 机 科学 ，3. 88) 

(Adams，888323， 物 理学 ，3. 45) 

(Chou，102147， 计 算 机 科学 ，3. 49) 

(Goodfriend，453876， 数 学 ，3. 45) 

(Rao，678543， 数 学 ，3. 90) 

(Stevens，786576 ， 心 理学 ，2. 99) 

用 于 表示 数据 库 的 关系 也 称 为 表 ， 因 为 这 些 关 系 常常 用 表 来 表示 。 表 中 的 每 个 列 对 应 于 数 
据 库 的 一 个 属性 。 例 如 ， 表 1 显示 了 同样 的 学 生 数 据 库 。 这 个 数据 库 的 属性 是 学 生 姓 名 、 学 
号 、 专 业 和 平均 学 分 绩 点 (GPA)。 


表 1 学 生 









计算 机 科学 3. 88 














Ackermann 231 455 

Adams 888 323 物理 学 3. 45 
Chou 102 147 计算 机 科学 3. 49 
Goodfriend 453 876 数学 3. 45 










678 543 数学 3. 90 


786 576 


Rao 











Stevens 


当 元 组 的 某 个 域 的 值 能 够 确定 这 个 n 元 组 时 ，n 元 关系 的 这 个 域 就 叫做 主键 。 这 就 是 说 ， 
当 关 系 中 没有 两 个 元 组 在 这 个 域 有 相同 的 值 时 ， 这 个 域 就 是 主键 。 

常常 要 从 数据 库 中 增加 或 删除 记录 。 由 于 这 一 点 ， 一 个 域 是 主键 的 性 质 是 随时 间 而 改变 
的 。 所以， 应 该 选择 那 种 无 论 数 据 库 怎样 改变 都 能 继续 存在 的 域 作为 主键 。 一 个 关系 当前 含有 
的 所 有 元 组 称 为 该 关系 的 外 延 。 数 据 库 更 持久 的 内 容 ， 包 括 它 的 名 字 和 属性 ， 则 称 为 数据 库 
的 内 涵 。 选 择 主键 的 时 候 ， 应 当选 择 那 种 能 够 为 本 数据 库 所 有 可 能 的 外 延 充当 主键 的 域 。 要 做 
到 这 一 点 ， 就 必须 认真 考察 数据 库 的 内 涵 ， 以 便 理解 可 能 在 外 延 中 出 现 的 nn 元 组 集 。 

例 5 假设 将 来 不 再 增加 nn 元 组 ， 对 于 表 1 所 示 的 nn 元 关系 ， 哪 些 域 可 作为 主键 ? 





解 ”因为 在 这 个 表 中 ， 对 应 每 个 学 生 的 姓名 只 有 一 个 4 元 组 ， 学 生 姓 名 的 域 可 作为 主键 。 
类 似 地 ， 在 这 个 表 中 ， 学 号 是 唯一 的 ， 学 号 的 域 也 可 作为 主键 。 但 是 ， 所 学 专业 的 域 不 是 主 
键 ， 因 为 有 多 个 包含 同样 专业 的 4 元 组 。 平 均 学 分 绩 点 的 域 也 不 是 主键 ， 因 为 有 2 个 4 元 组 包 
含 了 同样 的 GPA。 看 

在 一 个 元 关系 中 ， 域 的 组 合 也 可 以 唯一 地 标识 n 元 组 。 当 一 组 域 的 值 确定 一 个 关系 中 的 
n 元 组 时 ， 这些 域 的 笛 卡 儿 积 就 叫做 复合 主键 。 

例 6 对 于 表 1 中 的 nn 元 关系 ,假设 不 再 增加 nn 元 组 ， 专业 域 与 平均 学 分 绩 点 域 的 笛 卡 儿 


积 是 复合 主键 吗 ? 
解 ”这 个 表 中 没有 两 个 4 元 组 有 同样 的 专业 和 同样 的 GPA， 因 此 这 个 笛 卡 儿 积 是 一 个 复 
合 主键 。 4 


因为 主键 和 复合 主键 用 于 唯一 地 标识 数据 库 中 的 记录 ， 当 新 的 记录 加 入 这 个 数据 库 时 ， 保 
持 主键 的 有 效 性 是 非常 重要 的 。 因 此 ， 应 该 对 每 个 新 记录 做 检查 ， 以 保证 在 这 个 或 这 些 相 应 的 
域 中 每 个 新 记录 与 表 中 所 有 其 他 的 记录 不 同 。 例 如 ， 若 没有 两 个 学 生 有 同样 的 学 号 ， 使 用 学 号 
作为 学 生 记 录 的 主键 是 有 意义 的 。 一 个 大 学 不 应 该 使 用 姓名 域 作为 主键 ， 因 为 有 可 能 两 个 学 生 
有 同样 的 姓名 (如 John Smith) 。 


9.2.4 元 关系 的 运算 

存在 多 种 作用 于 nn 元 关系 上 的 运算 ， 以 构成 新 的 nn 元 关系 。 综 合 应 用 这 些 运 算 ， 能 够 回答 
对 数据 库 中 满足 特定 条 件 的 所 有 nn 元 组 的 查询 。 

n 元 关系 上 一 个 最 基本 的 运算 是 在 这 个 n 元 关系 中 确定 满足 特定 条 件 的 所 有 元 组 。 例如， 
我 们 想 在 学 生 记 录 的 数据 库 中 找 出 计算 机 科学 专业 的 所 有 学 生 的 记录 ;， 找 出 所 有 平均 学 分 绩 点 
在 3.5 以 上 的 学 生 ; 找 出 所 有 计算 机 科学 专业 的 平均 学 分 绩 点 在 3.5 以 上 的 学 生 。 为 完成 这 些 
任务 ,我 们 使 用 选择 运算 符 。 

设 尺 是 一 个 nn 元 关系 ，C 是 尺 中 元 素 可 能 满足 的 一 个 条 件 。 那 么 选择 运算 符 sc 
将 元 元 关系 尺 映射 到 尺 中 满足 条 件 C 的 所 有 nn 元 组 构成 的 nn 元 关系 。 

例 7 为 了 找 出 表 1 所 示 的 nn 元 关系 R 中 计算 机 科学 专业 的 学 生 记 录 ， 我 们 使 用 运算 符 
sc， 其 中 C 是 条 件 专 业 ==“ 计 算 机 科学 ”。 结 果 是 两 个 4 元 组 (Ackermann，231455， 计算 机 科 
学 ，3. 88) 和 (Chou，102147， 计算 机 科学 ，3. 49)。 类 似 地 ， 为 了 在 这 个 数据 库 中 找 出 平均 学 
分 绩 点 在 3.5 以 上 的 学 生 记 录 ， 我 们 使 用 运算 符 sc。 ， 其 中 C 是 条 件 GPA 二 3. 5。 结 果 是 两 个 4 
元 组 (Ackermann，231455， 计 算 机 科学 ，3. 88) 和 (Rao，678543， 数 学 ，3.90)。 最 后 ， 为 找 出 
计算 机 科学 专业 的 GPA 在 3.5 以 上 的 学 生 记 录 ， 我 们 使 用 运算 符 sc。 ， 其 中 C 是 条 件 ( 专 业 ==“ 计 
算 机 科学 ”A 人 GPA 放 3. 5) 。 结 果 由 一 个 4 元 组 (Ackermann，231455， 计 算 机 科学 ，3. 88) 构 成 。 区 

使 用 投影 ， 可 以 删 去 关系 中 每 条 记录 的 相同 的 域 ， 从 而 得 到 一 个 新 的 nn 元 关系 。 


投影 Pe 其 中 入 过 训 过 司 过 i， 将 nn 元 组 (ai， Gd2» 9 a,) 映 射 到 Mm 元 组 
《ai 9 Qi, .et Qi )， 其 中 mn。 E 
换 句 话说 ， 投影 P; .…i 删除 了 xn 元 组 的 n 一 m 个 分 量 ， 保留 了 第 人 个 分 基 。 


例 8 当 对 4 元 组 (2，3，0，4)、(Jane Doe，234111001， 地 理学 ，3.14) 以 及 (al，a;， 
as3，a4) 使 用 投影 Pi,; 时 ， 结 果 是 什么 ? 

解 ”P,,; 把 这 些 4 元 组 分 别 映射 到 (2，0)、(Jane Doe， 地 理学 ) 和 (Ca ，as ) 。 本 

例 9 说 明了 怎样 使 用 投影 来 产生 新 的 关系 。 

例 9 当 对 表 1 中 的 关系 使 用 投影 Pi,, 时 ， 结果 是 什么 ? 

解 ” 当 使 用 投影 Pi,, 时 ， 表 的 第 二 列 和 第 三 列 被 删除 ， 得 到 了 表示 学 生 姓 名 和 平均 学 分 绩 
点 的 有 序 对 。 表 2 给 出 了 这 个 投影 的 结果 。 4 

当 对 一 个 关系 的 表 使 用 投影 时 ， 有 可 能 使 行 变 少 。 当 关系 中 的 某 些 nn 元 组 在 投影 的 m 个 列 
中 每 个 分 量 的 值 都 相同 ， 只 在 被 删除 的 列 有 不 同 的 值 时 ， 才 会 出 现 这 种 情况 。 如 例 10 所 示 。 
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例 10 当 对 表 3 中 的 关系 使 用 投影 Pi,; 时 ， 可 得 到 什么 表 ? 


解 表 4 给 出 了 当 对 表 3 使 用 投影 P,, 时 得 到 的 关系 。 注 意 在 使 用 了 这 个 投影 后 ， 行 数 
减少 。 4 


表 2 GPAs 表 3 注册 











Glauser 
Glauser 









Ackermann 


Adams 3. 45 Glauser PY 410 
Chou 3. 49 Marcus MS 511 
Goodfriend 3. 45 Marcus MS 603 
Marcus CS 322 

R 
a6 B90 Miller MS 575 


Stevens 





Miller 










当 两 个 表 中 具有 某 些 相同 的 域 时 ， 连 接 运算 可 将 这 
两 个 表 合 成 一 个 表 。 例 如 ， 一 个 表 中 的 域 包 含 航空 公 
司 、 航 班 号 和 登 机 口 ， 另 一 个 表 中 的 域 包含 航班 号 、 登 
机 口 和 起 飞 时 间 。 可 以 将 这 两 个 表 合 成 一 个 包含 航空 公 
司 、 航 班 号 、 登 机 口 和 起 飞 时 间 域 的 表 。 

设 尺 是 Mm 元 关系，S 是 元 元 关系 。 连 接 运 算 (RR，S) 是 m 十 n 一 元 关系 ， 其 中 
Pm 和 pn， 它 包含 了 所 有 的 (m 十 n 一 户 ) 元 组 (Qj, ads, an ps Cs Cs ,Cos bb， bs, 
0 其 中 这 元 组 (ay Qs Oo GH Czy 9 Cp) 属于 尺 且 4 元 组 (cj Cis i Cp， 
b1, b;, **， BO 属于 号 

换 名 话说， 连接 运算 符 J 将 m 元 组 的 后 p 个 分 量 与 元 组 的 前 p 个 分 量 相同 的 第 一 个 关 
系 中 的 所 有 m 元 组 和 第 二 个 关系 的 所 有 元 组 组 合 起 来 产生 了 一 个 新 的 关系 。 

例 11 当 用 连接 运算 符 J, 组 合 表 5 和 表 6 中 的 关系 时 ， 所 得 到 的 关系 是 什么 ? 

解 ”连接 运算 符 J, 产生 的 关系 如 表 7 所 示 。 4 

表 5 教学 课程 表 6 教室 安排 






Glauser 
Marcus 
Miller 



















时 间 
2 : 00P. M. 
3 : 00P. M. 








Cruz 


Cruz 

Farber 4 : 00P. M. 
Farber 4 : 00P. M. 
Grammer 3 : 00P. M. 
Grammer 11 : 00A. M. 
Rosen 9 : 00A. M. 


8 : 00A. M. 








Rosen 

















Cruz 9 : 00A. M. 
Cruz 动物 学 8 : 00A. ML. 
Farber 心理 学 3 : 00P. M. 
Farber 心理 学 11 : 00A. M. 
Grammer 物理 学 4 : 00P. M. 
Rosen 计算 机 科学 2 : 00P. M. 
Rosen 3 : 00P. M. 





从 已 知 关系 产生 新 关系 的 运算 除了 投影 和 连接 运算 以 外 还 有 其 他 运算 。 对 这 些 运算 的 描述 
可 以 在 讨论 数据 库 理 论 的 书 中 找到 。 








9. 2.5 SQL 

数据 库 查 询 语言 SQL(Structured Query Language， 结 构 化 查询 语言 ) ， 可 以 用 来 实现 本 节 ,加 
所 描述 的 运算 。 例 12 说 明了 SQL 命令 与 nn 元 关系 上 的 运算 的 关系 。 

例 12 通过 使 用 SQL 对 表 8 做 一 次 关于 航班 的 查询 来 说 明 怎 样 用 SQL 来 表达 查询 。SQL 
语句 如 下 : 


SELECT Departure time 
FROM Flights 
WHERE Destination=’Detroit’ 


是 用 于 在 航班 数据 库 中 找 出 满足 条 件 : Destination 王 “Detroit 的 5 元 组 ， 并 求 投 影 P; (在 起 飞 
时 间 属 性 上 )。 输 出 是 一 个 以 底特律 为 目的 地 ， 包 含 航班 时 间 的 列表 ， 即 08 : 10 葡 08 : 47 和 
09 : 44。SQL 语句 使 用 FROM 子 句 标识 查询 语句 作用 到 的 nn 元 关系 ，WHERE 子 句 说 明 选 择 
运算 的 条 件 ， 而 SELECT 子 句 说 明 将 被 使 用 的 投影 运算 。( 注 意 ， SQL 使 用 SELECT 表示 一 个 
投影 ， 而 不 是 一 个 选择 运算 。 这 是 一 个 令 人 遗憾 的 术语 不 一 致 的 例子 。) 4 


表 8 航班 





例 13 说 明 SQL 怎样 做 涉及 多 个 表 的 查询 。 
例 13 SQL 语句 
SELECT Professor, Time 


FROM Teaching_assignments, Class_schedule 
WHERE Department=’Mathematics’ 


用 于 找 出 在 数据 库 ( 如 表 7 所 示 ) 中 满足 Department 一 “Mathematics” 条 件 的 5 元 组 的 投影 

Pi,s， 这 个 数据 库 是 由 表 5 中 的 教学 课程 和 表 6 中 的 教室 安排 进行 连接 运算 J, 得 到 的 。 输 

出 仅 包 含 一 个 2 元 组 (Rosen，3 : 00P. M. ) 。 这 里 的 SQL FROM 子 句 用 于 求 出 两 个 不 同 数 

据 库 的 连接 。 4« 
本 节 我 们 仅仅 接触 到 关系 数据 库 的 基本 概念 。 更 多 的 信息 可 以 在 LAhUl95] 中 找到 。 


练习 
1. 列 出 关系 {(e，5，c) |a，5 和 c 是 整数 且 0 和 ca<2<c<5} 中 的 三 元 组 。 
. 在 关系 {(a, b,c， d) |a， b，c，d 是 正 整数 且 apcd 王 6} 中 有 哪些 4 元 组 ? 
. 列 出 表 8 所 示 关 系 中 的 5 元 组 。 
. 假设 不 增加 新 的 元 组 ， 为 下 面 表 中 的 关系 找 出 所 有 的 主键 。 
a) 表 3 b) 表 5 c) 表 6 d) 表 8 
5. 假设 不 增加 新 的 元 组， 对 于 表 8 中 的 数据 库 找 出 一 个 由 两 个 域 构成 的 复合 主键 ， 其 中 一 个 域 是 航空 
公司 。 
6. 假设 不 增加 新 的 元 组 ， 对 于 表 7 中 的 数据 库 找 出 一 个 由 两 个 域 构成 的 复合 主键 ， 其 中 一 个 域 是 教授 。 
7. 3 元 关系 中 的 3 元 组 表示 了 一 个 学 生 数据 库 中 的 下 述 属 性 : 学 号 、 姓 名 、 电 话 号 码 。 
a) 学 号 可 能 是 主键 吗 ? 
b) 姓 名 可 能 是 主键 吗 ? 
c) 电 话 号 码 可 能 是 主键 吗 ? 


和 





20. 
21. 
22. 
23. 
24. 
25. 
26. 


27., 


28. 


29. 
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. 4 元 关系 中 的 4 元 组 表示 了 出 版 图 书 的 下 述 属 性 : 书 名 、 书 号 、 出 版 日 期 、 页 数 。 


a) 什 么 可 能 是 这 个 关系 的 主键 ? 
b) 在 什么 条 件 下 ( 书 名 、 出 版 日 期 ) 是 复合 主键 ? 
c) 在 什么 条 件 下 ( 书 名 、 页 数 ) 是 复合 主键 ? 


.5 元 关系 中 的 5 元 组 表示 了 美国 所 有 人 的 下 述 属性 : 姓名 、 社 会 保险 号 、 住 址 、 城 市 、 州 。 


a) 对 这 个 关系 确定 一 个 主键 。 
b) 在 什么 条 件 下 (姓名 、 住 址 ) 是 复合 主键 ? 
c) 在 什么 条 件 下 (姓名 、 住 址 、 城 市 ) 是 复合 主键 ? 


. 设 C 是 条 件 : 教室 二 A100。 当 使 用 选择 运算 符 sc 到 表 7 的 数据 库 时 ， 可 以 得 到 什么 ? 

. 设 C 是 条 件 : 目的 地 一 底特律 。 当 使 用 选择 运算 符 sc 到 表 8 的 数据 库 时 ， 可 以 得 到 什么 ? 

. 设 C 是 条 件 : (项 目 二 2) 人 (数量 宇 50)。 当 使 用 选择 运算 符 sc 到 表 10 的 数据 库 时 ， 可 以 得 到 什么 ? 

. 设 C 是 条 件 : (航空 公司 二 Nadir)V (目的 地 = 丹佛 )。 当 使 用 选择 运算 符 sc 到 表 8 的 数据 库 时 ， 可 以 


得 到 什么 ? 


。 当 使 用 投影 P;,3,; 到 5 元 组 (a,， 5，c，d，e) 时 ， 能 得 到 什么 ? 

.哪个 投影 映射 用 于 删除 一 个 6 元 组 的 第 一 、 第 二 和 第 四 个 分 量 ? 

.给 出 使 用 投影 Pi,2,4 到 表 8 以 后 得 到 的 表 。 

, 给 出 使 用 投影 Pi,, 到 表 8 以 后 得 到 的 表 。 

. 把 连接 运算 符 Js 应 用 到 5 元 组 的 表 和 8 元 组 的 表 后 所 得 到 的 表 中 的 nn 元 组 里 有 多 少 个 分 量 ? 
.构造 把 连接 运算 符 J 应 用 到 表 9 和 表 10 的 关系 中 所 得 到 的 表 。 


表 9 零件 需求 表 10 零件 库存 
零件 号 HL EN 天 本 池 有 颜色 代码 











[i 





PDNADNOPAOPP 


证 明 : 如 果 Cl 和 Cs 是 nn 元 关系 R 的 元 素 可 能 满足 的 条 件 ， 那 么 sc Ac, (R)= sc, (sc, (R)), 

证 明 : 如 果 C 和 Cs 是 nn 元 关系 RR 的 元 素 可 能 满足 的 条 件 ， 那 么 sc (sc, (R)) 一 scy (sc (R))。 

证 明 : 如 果 C 是 nn 元 关系 尺 和 S 的 元 素 可 能 满足 的 条 件 ， 那 么 sc (RUS)=sc(R) Usc(S)。 

证 明 : 如 果 C 是 n 元 关系 R 和 S 的 元 素 可 能 满足 的 条 件 ， 那 么 sc (RN S)==sc(R) 门 sc(S)。 

证 明 : 如 果 C 是 n 元 关系 R 和 S 的 元 素 可 能 满足 的 条 件 ， 那 么 sc (R 一 S) 二 sc (R) 一 sc(S)。 

证 明 : 如 果 RR 和 5S 是 nn 元 关系 ， 那 么 Bs: i (RUS)=P; rp (R) UP， i (8), 

给 出 一 个 例子 证 明 : 如 果 RR 和 S 是 两 个 元 关系 ,那么 P,,.…。 (RN S) 可 能 与 Pa. (R) 中 
Pi CS) 不 同 。 

给 出 一 个 例子 证 明 ， 如 果 尺 和 S 是 两 个 元 关系 ,那么 Pi (R 一 S) 可 能 与 Ps CR) 一 
Po 《CS) 不 同 。 


1 "2 


a) 与 下 述 用 SQL 语句 表示 的 查询 相对 应 的 运算 是 什么 ? 


SELECT Supplier 

FROM Part_needs 

WHERE 1000 < Part_number < 5000 

b) 假 设 以 表 9 的 数据 库 作 为 输入 ， 这 个 查询 的 输出 是 什么 ? 
a) 与 下 述 用 SQL 语句 表示 的 查询 相对 应 的 运算 是 什么 ? 
SELECT Supplier, Project 

FROM Part_ needs, Parts_inventory 

WHERE Quantity < 10 


b) 假 设 以 表 9 和 表 10 的 数据 库 作为 输入 ， 这 个 查询 的 输出 是 什么 ? 
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30. 试 确定 例 2 中 的 关系 是 否 有 一 个 主键 。 
31. 试 确定 例 3 中 的 关系 是 否 有 一 个 主键 。 
32. 证 明 具 有 一 个 主键 的 关系 可 以 看 做 是 某 一 函数 的 图 ， 该 函数 将 各 个 主键 的 值 映 射 为 由 其 他 域 构 成 的 


nn 一 1 元 组 。 
9.3 关系 的 表示 
9.3.1 引言 


在 本 节 及 本 章 的 剩余 部 分 ， 研 究 的 所 有 关系 均 为 二 元 关系 。 因 此 ， 在 这 些 内 容 中 出 现 的 
“关系 ”一 词 都 表示 二 元 关系 。 有 多 种 方式 表示 有 穷 集 之 间 的 关系 。 如 在 9. 1 节 中 看 到 的 ， 一 种 
方式 是 列 出 它 的 有 序 对 ; 男 一 种 方式 是 使 用 表 ， 如 9. 1 节 中 例 3 所 示 。 本 节 将 讨论 另外 两 种 表 
示 关 系 的 方式 : 一 种 方式 是 使 用 0-1 和 矩阵; 另 一 种 方式 是 使 用 称 为 有 向 图 的 图 形 表达 方式 ， 这 
种 方法 将 在 本 节 后 面 进行 讨论 。 

一 般 说 来 ， 和 矩阵 适用 于 计算 机 程序 中 关系 的 表示 。 男 一 方面 ， 人 们 常常 发 现 使 用 有 向 图 来 
表示 关系 对 理解 这 些 关 系 的 性 质 很 有 用 。 


9. 3.2 ”用 和 矩阵 表示 关系 

可 以 用 0-1 矩阵 表示 一 个 有 穷 集 之 间 的 关系 。 假 设 RR 是 从 A={a ,az，…，an} 到 B={b，b， 
…， 久 } 的 关系 。( 这 里 集合 A 和 集合 B 的 元 素 已 经 按照 某 一 特定 的 次 序列 出 ， 该 次 序 是 任意 的 。 此 
外 ， 当 A=B 时 我 们 对 A 和 B 使 用 同样 的 次 序 ,) 关 系 尺 可 以 用 矩阵 Mx 二 [ms ] 来 表示 ， 其 中 
《区 下 
0 (ci por) FR 
换 句 话说 ， 当 a; 和 6b; 有 关系 时 表示 尺 的 0-1 矩阵 的 (it，7) 项 是 1， 当 ww 和 b; 没关系 时 ， 该 项 是 
0( 这 种 表示 依赖 于 A 和 B 中 元 素 的 次 序 ) 。 

下 面 通过 例 1~6,， 说 明 如 何 用 和 矩阵 来 表示 关系 。 

例 1 假设 A={1,， 2,，3)},， B= 二 {1,， 2}。 邻 R 是 从 A 到 B 的 关系 ,如果 a€A, bEB 且 
a 宝 6， 则 尺 包 含 (a,，5)。 若 二 1,， as 一 2, as 二 3, 二 1， bs 一 2， 表示 R 的 矩阵 是 什么 ? 

解 ”因为 R= 二 {(2， 1),，(3,， 1)，(3，2)}， 所 以 表示 R 的 矩阵 是 


0 0 
本 | 
| et 


Mx 中 的 1 说 明了 有 序 对 (2，1)、(3，1) 和 (3，2) 属 于 R，0 说 明了 没有 其 他 的 有 序 对 属于 R。 4 
例 2 设 A= {ai， C2，y B= {bi， bs bys bs,, bs }。 哪些 有 序 对 在 下 面 的 矩阵 所 表示 的 


my 一 


关系 尺 中 ? 
0 1 0 0 0 
mw | 0 1 1 1 
入 击 了 多 
解 ” 因为 RR 是 由 m; 二 1 的 有 序 对 (a;，5;) 构 成 的 ， 所 以 


R= {by aD I ns Bb a sb as bs as sb Cas sbs2t 本 

表示 定义 在 一 个 集合 上 的 关系 的 矩阵 是 一 个 方 阵 ， 可 以 用 这 个 矩阵 确定 关系 是 否 有 某 种 性 质 。 

若 对 于 每 个 4a€ A 有 (a，a) ER， 则 定义 在 集合 A 上 的 关系 尺 是 自 反 的 。 所 以 ，R 是 自 反 的 当 且 仪 

当 对 i 二 1，2，…，n，(a;，a;) ER。 因 此 ,RR 是 自 反 的 当 且 仅 当 对 i 二 1，2，…，n，ri 一 1。 换 名 

话说 ， 如 果 Ms 的 主 对 角 线 上 的 所 有 元 素 都 等 于 1， 那么 R 是 自 反 的 ， 如 图 1 所 示 。 注 意 主 对 角 线 
外 的 元 素 或 者 为 1 或 者 为 0。 

若 (a，5) ER 则 (5，a) ER， 那 么 关系 R 是 对 称 的 。 因 此 集合 A 二 {a ，a ，…，a} 上 的 关 

系 尺 是 对 称 的 ， 当 上 且 仅 当 只 要 (a;，a;)ER 就 有 (a;，a;) ER。 用 和 矩阵 Me 来 说 ，R 是 对 称 的 当 

且 仅 当 只 要 m= 二 1 就 有 mi 二 1。 这 也 意味 着 只 要 m; 二 0 就 有 mi 二 0。 因 此 R 是 对 称 的 ， 当 上 且 
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仅 当 对 所 有 的 整数 对 i， 7( 其 中 i= ly Dy sy Ws B= ly 3% wy n) 都 有 ms 一 Mii 5 回顾 2:6 节 
中 和 矩阵 转 置 的 定义 ， 可 以 得 到 R 是 对 称 的 当 且 仅 当 

Ms: = CMR) 
即 Mx 是 对 称 和 矩阵 。 对 称 关系 的 矩阵 形式 如 图 2a 所 示 。 





1 
1 a) 对 称 的 b) 反对 称 的 
图 1 自 反 关 系 的 0-1 和 矩阵 ( 非 主 对 角 线 图 2 对 称 和 反对 称 关系 的 0-1 矩阵 
的 其 他 元 素 ， 可 为 0 或 1) 
关系 RR 是 反对 称 的 ， 当 和 且 仪 当 若 (a,，65)ER 且 (5，a)ER 则 a 二 65。 因此， 反对 称 关系 的 矩 
阵 有 下 述 性 质 : 如 果 mi 二 1，i 隆 j， 则 mj; 二 0。 或 者 ， 换 句 话 说 ， 当 1 了 j 时， 二 0 或 mi 二 0。 
反对 称 关 系 的 矩阵 形式 如 图 2b 所 示 。 
例 3 假设 集合 上 的 关系 R 由 和 矩阵 


YO 
Me = | 业 :| 
9 王 可 
表示 ，R 是 自 反 的 、 对 称 的 和 反对 称 的 吗 ? 
解 ” 因 为 这 个 和 矩阵 中 所 有 的 对 角 线 元 素 都 等 于 1， 所 以 尺 是 自 反 的 。 又 由 于 Mx 是 对 称 的 ， 
所 以 尺 是 对 称 的 。 也 容易 看 出 R 不 是 反对 称 的 。 4 
布尔 运算 并 和 交 可 以 用 来 (在 2.6 节 讨论 的 ) 求 两 个 关系 的 并 和 交 的 矩阵 表示 。 假 设 集合 A 
上 的 关系 RR 和 R, 分 别 由 矩阵 Ms 和 Ma 来 表示 。Ma 或 Ma 在 某 个 位 置 为 1， 则 表示 关系 的 并 
的 矩阵 的 相应 位 置 为 1。Me, 和 Ma, 在 某 个 位 置 同时 为 1， 则 表示 关系 的 交 的 和 矩阵 的 相应 位 置 为 
1。 于 是 ， 关 系 的 并 和 交 的 矩阵 表示 是 
Mn UR, - Me, V Mn 9 Me ng, Me, 人 Me, 
例 4 假设 集合 A 上 的 关系 R! 和 R, 由 下 述 和 矩阵 表示 ，R, U R, 和 R, 站 Rs 的 矩阵 表示 


是 什么 ? 
1 办 1 0 1 
wm | 0 中 Mx.= 。 1 
0 1 0 1 0 0 
解 这 两 个 关系 的 矩阵 是 


Me ur, = MeV Mx, 至 | 


1 
Me na, 3 MEN\ Me 。 


O OOP~ ~ oO 
CT) 


| 本 
0 0 


现在 我 们 来 考虑 怎样 确定 关系 合成 的 矩阵 。 这 个 矩阵 可 以 通过 关系 矩阵 的 布尔 积 ( 见 2.6 
节 ) 得 到 。 特 别 地 ， 假 设 R 是 从 集合 A 到 集合 B 的 关系 且 S 是 从 集合 B 到 集合 C 的 关系 。 又 假 
设 A、B 和 C 分别 有 m、n 和 方 个 元 素 。 令 SoR、R 和 3S 的 0-1 撼 阵 分 别 为 Msor 二 [i;]、 
Mx 二 [rs]、Ms 二 [sy]( 这 些 和 矩阵 的 大 小 分 别 为 mXp、mXn 和 nXp)。 有 序 对 (a;，cj) 属 于 So 
R 当 且 仅 当 存在 元 素 b; 使 得 (a;，6b) 属 于 尺 并 且 (6b;，c;) 属 于 S。 由 此 得 出 考 二 1， 当 且 仅 当 存 
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在 某 个 上 满足 r= 二 5 二 1。 根 据 布尔 积 的 定义 ， 可 得 
Msor = Mr©OM;s 
例 5 找 出 关系 SoR 的 矩阵 ， 其 中 表示 R 和 S 的 矩阵 分 别 是 


去 内 于 QO 1 0 
0 OO 0 } 0@ 1 


解 ”表示 S oR 的 和 矩阵 是 : 


二 于 也 
Msor = Mr©OMs = 。 1 1 | 
0 0 0 
表示 两 个 关系 合成 的 矩阵 可 以 用 来 求 Me 的 矩阵 ， 特 别 地 ， 由 布尔 寡 的 定义 有 
Mer = Ma" 


本 节 练 习 35 要 求证 明 这 个 公式 。 
例 6 求 关系 尽 的 矩阵 表示 ， 其 中 尺 的 矩阵 表示 是 


1 ‘0 
MR 一 |0 1 1 
0 0 


al 
mh i | 4 
0 1 0 
9.3.3 用 图 表示 关系 


前 面 已 经 提 到 ， 关 系 可 以 通过 列 出 它 所 有 的 有 序 对 或 使 用 0-1 矩阵 来 表示 。 还 有 一 种 重要 
的 表示 关系 的 方法 就 是 图 。 把 集合 中 的 每 个 元 素 表 示 成 一 个 点 ， 每 个 有 序 对 表示 成 一 条 带 有 箭 
头 的 弧 ， 弧 上 的 箭头 标明 了 弧 的 方向 。 当 我 们 把 一 个 有 穷 集 上 的 关系 看 做 一 个 有 向 图 时 ， 就 可 
以 使 用 这 种 图 形 表示 。 

一 个 有 向 图 由 顶点 (或 结 点 ) 集 V 和 边 (或 弧 ) 集 已 组 成 ， 其 中 边 集 是 V 中 元 素 的 
有 了 序 对 的 集合 。 顶 点 4 叫做 边 (a,， 5b) 的 始点 ， 而 顶点 8 叫做 这 条 边 的 终点 。 

形 如 (a，a) 的 边 用 一 条 从 顶点 a 到 自身 的 弧 表 示 。 这 种 边 叫做 环 。 
例 7 具有 顶点 a、b、c 和 d， 边 (a, 56)、(a, d)、(b, 6)、(b,，d)、(c,， a)、(c,， 65) 和 
(d，5) 的 有 向 图 如 图 3 所 示 。 a 
集合 A 上 的 关系 RR 表示 成 一 个 有 向 图 ， 这 个 图 以 A 的 元 素 作 为 项 。 Bb 
点 ， 以 有 序 对 (a，5) 作 为 边 ， 其 中 (a，6b) ER。 这 就 在 集合 A 上 的 关系 
和 以 A 作为 顶点 集 的 有 向 图 之 间 构 成 了 一 一 对 应 。 于 是 ， 每 一 个 关于 关 
系 的 论述 对 应 着 一 个 关于 有 向 图 的 论述 ， 反 之 亦 然 。 有 向 图 将 关系 中 包 
含 的 信息 进行 了 图 形 化 表示 。 因 此 ， 也 常常 用 图 研究 关系 及 其 性 质 。 
(注意 ， 从 集合 A 到 集合 B 的 关系 可 以 用 一 个 有 向 图 表示 ， 其 中 集合 A 
中 的 每 个 元 素 和 集合 B 中 的 每 个 元 素 都 用 顶点 表示 ， 如 9.1 节 所 示 。 然 4 人 
而 ， 当 A==B 时 ， 这 种 表示 方法 对 关系 中 包含 的 信息 的 表示 比 本 节 描 述 ”图 3 一 个 有 向 图 
的 有 向 图 表示 法 要 少 得 多 。) 例 8 一 10 说 明了 怎样 用 有 向 图 来 表示 定义 在 
一 个 集合 上 的 关系 。 

例 8 定义 在 集合 {1，2，3，4} 上 的 关系 

R= {Cl (1 8 (0 Dy (2 30502 4). C019 (032) CE 1 

的 有 向 图 表示 如 图 4 所 示 。 本 


解 R 的 矩阵 表示 是 
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例 9 图 5 中 的 有 向 图 所 表示 的 关系 R 中 的 有 序 对 是 什么 ? 
1 2 





4 3 
图 4 关系 RR 的 有 向 图 图 5 关系 尺 的 有 向 图 
解 关系 中 的 有 序 对 (zx，y) 是 
I 2 Cy 
每 个 有 序 对 都 对 应 了 有 向 图 的 一 条 边 ， 其 中 (2，2) 和 (3，3) 对 应 了 环 。 ;| 
表示 关系 的 有 向 图 可 以 用 来 确定 关系 是 否 具有 各 种 性 质 。 例 如 ， 一 个 关系 是 自 反 的 ， 当 且 
仅 当 有 向 图 的 每 个 顶点 都 有 环 。 因 此 ， 每 个 形 如 Cz，z) 的 有 序 对 都 出 现在 关系 中 。 一 个 关系 是 
对 称 的 ， 当 且 仅 当 对 有 向 图 不 同 顶 点 之 间 的 每 一 条 边 都 存在 一 条 方向 相反 的 边 ， 因 此 ， 只 要 
(Cz，y) 在 关系 中 就 有 (>，z) 在 关系 中 。 类 似 地 ， 一 个 关系 是 反对 称 的 ， 当 且 仅 当 在 两 个 不 同 
的 顶点 之 间 不 存在 两 条 方向 相反 的 边 。 最 后 ， 一 个 关系 是 传递 的 ， 当 且 仅 当 只 要 存在 一 条 从 项 
点 工 到 顶点 y 的 边 和 一 条 从 顶点 y 到 顶点 z 的 边 ， 就 有 一 条 从 顶点 工 到 顶点 z 的 边 ( 完 成 一 个 
三 角形 ， 其 中 每 条 边 都 是 具有 正确 方向 的 有 向 边 ) 。 
评注 ”对称 关 系 可 以 用 无 向 图 表示 ， 这 个 图 中 的 边 没有 方向 。 我 们 将 在 第 10 章 研究 
无 向 图 。 


例 10 判断 图 6 中 的 有 向 图 表示 的 关系 ， 是 否 为 自 反 的 、 对 称 的 、 反 对 称 的 和 传递 的 。 


a b 


b c C d 
a) R 的 有 向 图 b) S 的 有 向 图 
图 6 关系 RR 和 S 的 有 向 图 


解 ” 因 为 关系 尺 的 有 向 图 的 每 个 顶点 都 有 环 ， 所 以 它 是 自 反 的 。R 既 不 是 对 称 的 也 不 是 反 
对 称 的 ， 因 为 存在 一 条 从 a 到 6 的 边 , 但 没有 从 5 到 a 的 边 ， 并 且 5 和 < 两 个 方向 都 有 边 。 最 
后 ,RR 不 是 传递 的 ， 因 为 从 a 到 5 有 边 ， 从 5 到 c 有 边 , 但 是 从 a 到 c 没有 边 。 

因为 在 有 向 图 S 中， 不 是 所 有 的 顶点 都 有 环 ， 所 以 关系 S 不 是 自 反 的 。 关 系 S 是 对 称 的 ， 
不 是 反对 称 的 ， 因 为 在 不 同 顶 点 之 间 的 每 条 边 都 伴随 着 一 条 方向 相反 的 边 。 从 有 向 图 中 不 难看 
出 ，S 不 是 传递 的 ， 因 为 (c，a) 和 (a, 中 属于 S, 但 (c， 5b) 不 属于 5S。 | 


练习 

1. 用 矩阵 表示 下 面 每 个 定义 在 {1，2，3} 上 的 关系 ( 按 增 序列 出 集合 中 的 元 素 ) 。 
a){(1，1)，(1，2)，(1，3)) 
b) {C1 2), (2 Do (2,°2), C3, .3)) 

{1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 2), (2, 3), (3, 3)) 








d){((1，3)，(3，1)} 

. 用 矩阵 表示 下 面 每 个 定义 在 {1，2，3，4} 上 的 关系 ( 按 增 序列 出 集合 中 的 元 素 ) 。 

ai 人 (CT Cs (CL 3 Als WO Cos 和， 人 2 4 (3, OD} 

DL, 1 CI Ws C2 Dr C3 ,4 1 

Os By Us Ws Ls Ws Cs Tr Cy Ws 2s Bi Ws Ds 
2 7 (4 B93 

d){(2, 4), (3, 1), (3, 2), (3, 4)} 


(3, 2)， 


整数 ) 。 


是 衣 . 玫 
a)|0. 1 0 
Ti 


Fe 下 了 
c)|1 0 1 
四 并 





0 也 
b)|0 1 
0 1 


0 
0 
王 


4. 列 出 和 下 面 矩 阵 对 应 的 定义 在 {1，2，3，4)} 上 的 关系 中 的 有 序 对 (其 中 行 和 列 对 应 于 按 增 序列 出 的 整 
数 )。 
二 灶 只 半 1 1 1 0 0 
0 1 愉 QQ 1 0 TO 10 
a) b) c) 
人 下 于 这 人 | G 出 6. 1 
QQ ITIL 六 让 入 0 1 上 让 得 


. 怎样 用 表示 集合 A 上 的 关系 R 的 有 向 图 确定 这 个 关系 是 否 是 反 自 反 的 ? 
. 怎样 用 表示 集合 A 上 的 关系 R 的 有 向 图 确定 这 个 关系 是 否 是 非 对称 的 ? 
. 确定 练习 3 中 的 矩阵 所 表示 的 关系 是 否 为 自 反 的 、 反 自 反 的 、 对 称 的、 反对 称 的 和 传递 的 。 
. 确定 练习 4 中 的 矩阵 所 表示 的 关系 是 否 为 自 反 的 、 反 自 反 的 、 对 称 的 、 反 对 称 的 和 传递 的 。 


(3，4)，(4，1)，(4， 


. 列 出 和 下 面 矩 阵 对 应 的 定义 在 {1，2，3} 上 的 关系 中 的 有 序 对 (其 中 行 和 列 对 应 于 按 增 序 列 出 的 


© ma uh 


. 及 是 包含 了 前 100 个 正 整 数 的 集合 A 一 (1，2，… 


，100} 上 的 关系 ， 如 果 尺 满足 下 述 条 件 ， 那么 表示 R 


的 矩阵 中 有 多 少 个 非 0 的 元 素 ? 

a){(a, b) |a>6}) b){(a, 6b) |a#6} 

d){(a, b) |a=1} e){(a, b) | ap 一 1} 
10. R 是 包含 了 前 1000 个 正 整数 的 集合 A 王 (1，2， 

示 尺 的 矩阵 中 有 多 少 个 非 0 的 元 素 ? 

a){(a, b) |a<b} 


d){(a, 5) |at+b<1001} e){(a, 5) | a 天 0) 


b){(a, 6b) | a 一 0 士 1) 


{la, b) | a 一 0 十 1) 


…，1000} 上 的 关系 ， 如 果 R 满足 下 述 条 件 ， 那 么 表 


©) {Ca, b) | a 十 0 一 1000) 


11. 当 尺 是 有 穷 集 A 上 的 关系 时 ， 怎 样 从 表示 R 的 关系 矩阵 得 到 表示 这 个 关系 的 补 RR 的 矩阵 ? 
12. 当 R 是 有 穷 集 A 上 的 关系 时 ， 怎 样 从 表示 R 的 关系 矩阵 得 到 表示 这 个 关系 的 逆 R“ 的 矩阵 ? 
13. 设 尺 是 矩阵 
站 1 | 
Ms: = | 1 | 
1 0 1 
所 表示 的 关系 ， 求 表示 下 述 关系 的 矩阵 。 
a)R”! DR OR’ 
14. 设 R 和 Rs 是 集合 A 上 的 关系 ， 由 以 下 矩阵 表示 。 
0 1 0 vo" ‘1" 
Mr, = . 1 | Mx, = 。 1 | 
es ‘i 
求 表 示 下 述 关 系 的 矩阵 。 
a) Ri UR; b)R， NR CR, oR 
d)Ri oR e)R ODOR; 
15. 设 尺 是 矩阵 
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表示 的 关系 ， 求 表示 下 述 关系 的 矩阵 
a)R? b) Rs OR 

16. 设 尺 是 nn 元 素 集 合 A 上 的 关系 。 如 果 在 表示 R 的 矩阵 Me 中 存在 & 个 非 0 的 元 素 ， 那么 在 表示 R 的 
逆 R 的 矩阵 Ma- 中 存在 多 少 个 非 0 元 素 ? 

17, 设 尺 是 n 元 素 集 合 A 上 的 关系 。 如 果 在 表示 R 的 矩阵 Ma 中 存在 & 个 非 0 的 元 素 ， 那 么 在 表示 R 的 
补 尺 的 矩阵 ME 中 存在 多 少 个 非 0 元素? 

18. 画 出 表示 练习 1 中 每 个 关系 的 有 向 图 。 

19. 画 出 表示 练习 2 中 每 个 关系 的 有 向 图 。 

20. 画 出 表示 练习 3 中 每 个 关系 的 有 向 图 。 

21. 画 出 表示 练习 4 中 每 个 关系 的 有 向 图 。 

22. 画 出 表示 关系 {(a，a)，(a, 5)，(6b,， Cc)，(c，65)，(c，d)，(d, a)，(d，65)} 的 有 向 图 。 
在 纹 汪 吕 一 8 出 ， OT 


26. 28. q< 一 >p 


29, 怎样 用 定义 在 有 穷 条 A 上 的 关系 玉 的 有 向 图 确定 一 一 个 关系 是 否 是 非 对 称 的 ? 

30. 怎样 用 定义 在 有 穷 集 A 上 的 关系 尺 的 有 向 图 确定 一 个 关系 是 否 是 反 自 反 的 ? 

31. 确定 练习 23 一 25 所 示 的 有 向 图 表示 的 关系 是 否 为 自 反 的 、 反 自 反 的 、 对 称 的 、 反 对 称 的 和 传递 的 。 
32. 确定 练习 26 一 28 所 示 的 有 向 图 表示 的 关系 是 否 为 自 反 的 、 反 自 反 的 、 对 称 的 、 反 对 称 的 和 传递 的 。 
33. 设 R 是 定义 在 集合 A 上 的 关系 ,解释 如 何 用 表示 R 的 有 向 图 得 到 表示 关系 的 逆 R 的 有 向 图 ? 
34. 设 RR 是 定义 在 集合 A 上 的 关系 ， 解 释 如 何 用 表示 R 的 有 向 图 得 到 表示 关系 的 补 RR 的 有 向 图 ? 
35. 证 明 : 如 果 Max 是 表示 关系 R 的 矩阵 ， 那 么 MK" 是 表示 关系 R” 的 矩阵 。 

36. 给 定 表示 两 个 关系 的 有 向 图 ， 如 何 得 到 表示 这 些 关 系 的 并 、 交 、 对 称 差 、 差 以 及 合成 的 有 向 图 ? 


9.4 关系 的 闭 包 


9.4.1 引言 

一 个 计算 机 网 络 在 波士顿 、 芝 加 哥 、 丹 佛 、 底 特 律 、 纽 约 和 圣迭戈 设 有 数据 中 心 。 从 波 士 
顿 到 芝加哥 、 波 士 顿 到 底特律 、 芝 加 哥 到 底特律 、 底 特 律 到 丹佛 和 纽约 到 圣迭戈 都 有 单 向 的 电 
话 线 。 如 果 存 在 一 条 从 数据 中 心 a 到 5 的 电话 线 ，(a，5) 就 属于 关系 尺 。 我 们 如 何 确 定 从 一 个 
中 心 到 另 一 个 中 心 是 否 存在 一 条 或 多 条 电话 线路 (可 能 不 直接 ) 相 连 ? 由 于 所 有 的 链接 不 一 定 是 
直接 的 ,例如 从 波士顿 可 通过 底特律 到 丹佛 ， 所 以 不 能 直接 使 用 关系 RR 来 回答 这 个 问题 。 用 关 
系 的 语言 说 ，R 不 是 传递 的 ， 因 此 它 不 包含 所 有 能 被 链接 的 有 序 对 。 在 本 节 ， 我 们 可 以 通过 构 
造 包含 关系 RR 的 传递 关系 S， 且 S 是 所 有 包含 关系 RR 的 传递 关系 的 子 集 ， 来 找 出 所 有 有 线路 相 
连 的 数据 中 心 对 。 这 里 ，S 是 包含 关系 尺 的 最 小 的 传递 关系 。 这 个 关系 称 为 R 的 传递 闭 包 。 

一 般 说 来 ， 设 尺 是 集合 A 上 的 关系 。 尺 可 能 具有 或 者 不 具有 某 些 性 质 P， 例 如 自 反 性 、 对 
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称 性 或 传递 性 。 如 果 存 在 包含 R 的 具有 性 质 P 的 关系 S， 并 且 S 是 所 有 包含 R 且 具 有 性 质 了 的 
关系 的 子 集 ， 那 么 S 叫做 R 的 关于 性 质 了 的 闭 包 。( 注 意 一 个 关系 的 具有 某 种 性 质 的 闭 包 不 一 
定 存在 ， 见 本 节 练 习 15 和 35。) 我 们 将 说 明 怎 样 寻找 关系 的 自 反 闭 包 、 对 称 闭 包 和 传递 闭 包 。 


9.4.2 闭 包 

集合 4 一 (1，2，3} 上 的 关系 民 ={(1L，1)，(1，27，(2，17， (3，2))} 不 是 自 反 的 。 我 们 怎 
样 才能 得 到 一 个 包含 关系 尺 的 尽 可 能 小 的 自 反 关 系 呢 ?这 可 以 通过 把 (2，2) 和 (3，3) 加 到 R 
中 来 做 到 ， 因 为 只 有 它们 是 不 在 R 中 的 形 如 (a，a) 的 有 序 对 。 很 明显 ， 这 个 新 关系 包含 了 关系 
R。 此 外 ， 任 何 包含 关系 尺 的 自 反 关系 一 定 包 含 (2，2) 和 (3，3)。 因 为 这 个 关系 包含 了 RR， 所 
以 是 自 反 的 ， 并 且 包 含 于 每 一 个 包含 关系 尺 的 自 反 关系 中 ， 因 此 它 就 是 关系 RR 的 自 反 闭 包 。 

正如 这 个 例子 所 示 ， 给 定 集合 A 上 的 关系 R， 对 于 a€ R， 可 以 通过 把 不 在 R 中 的 所 有 形 如 
(a，Q) 的 有 序 对 ， 加 到 关系 R 中， 得 到 关系 尺 的 自 反 闭 包 。 加 入 这 些 有 序 对 后 ， 产 生 了 一 个 新 的 自 
反 的、 包含 关系 R 的 关系 ， 并 且 该 关系 包含 于 任何 一 个 包含 关系 RR 的 自 反 关 系 中 。 由 此 可 得 ， 关 系 
RR 的 自 反 闭 包 等 于 RUA， 其 中 A=={(a, a)|a€EA} 是 A 上 的 对 角 关 系 。( 读 者 应 能 验证 这 个 结果 .) 

例 1 整数 集 上 的 关系 尺 ={(a，5) |a 玫 好 的 自 反 闭 包 是 什么 ? 

解 RR 的 自 反 闭 包 是 

RUA= {(a,tD)|la<b U {laa) |a€ 2Z}= {(a,b) |a<ob} 4 

{1，2，3) 上 的 美 系 {(1，1)，(1，2)，(2，2),，(2，3),，(3，1)，(3,，2)} 不 是 对 称 的 。 
如 何 产 生 一 个 包含 关系 尺 的 尽 可 能 小 的 对 称 关 系 呢 ?” 只 需 增 加 (2，1) 和 (1，3)， 因 为 只 有 它们 
是 具有 (a,，5)ER 而 (56，a) 不 在 R 中 的 (6，a) 对 。 这 个 新 关系 是 对 称 的 ， 且 包含 了 关系 R。 此 
外 ， 任 何 包含 了 关系 R 的 对 称 关系 一 定 包含 这 个 新 关系 ， 因 为 任何 一 个 包含 关系 R 的 对 称 关 
系 一 定 包 含 (2，1) 和 (1，3)。 因 此 ， 这 个 新 关系 叫做 关系 R 的 对 称 闭 包 。 

正如 这 个 例子 所 示 ， 关 系 R 的 对 称 闭 包 可 以 通过 增加 所 有 形 如 (5，a) 的 有 序 对 构成 ， 其 中 
(a，5) 在 关系 尺 中 而 (6，a) 不 在 关系 R 中 。 增 加 这 些 有 序 对 后 产生 了 一 个 新 的 关系 ， 它 是 对 称 
的 ， 包含 了 R， 并 且 它 包含 于 任何 一 个 包含 关系 R 的 对 称 关系 中 。 关 系 R 的 对 称 闭 包 可 以 通过 
求 关 系 与 它 的 逆 ( 在 9. 1 节 练 习 26 中 定义 ) 的 并 来 构造 ， 即 RUR”' 是 关系 R 的 对 称 闭 包 ， 其 中 
R71! 二 {(65，a) | (a，5) ER}。 这 个 结果 由 读者 自行 验证 。 

例 2 正 整 数 集合 上 的 关系 R=={(a，6b) |a> 引 的 对 称 闭 包 是 什么 ? 

解 RR 的 对 称 闭 包 是 关系 

RUR’T= {aD|a>0) U {0) |a> 6 = {a,b) 1a 0)} 

最 后 一 个 等 式 成 立 ， 因 为 R 包含 了 所 有 正 整 数 构成 的 有 序 对 ， 其 中 第 一 元 素 大 于 第 二 元 素 ， 
R-! 包 含 了 所 有 正 整 数 构成 的 有 序 对 ， 其 中 第 一 元 素 小 于 第 二 元 素 。 4 

假设 关系 RR 不 是 传递 的 ， 我 们 如 何 得 到 一 个 包含 关系 R 的 传递 关系 并 使 得 这 个 新 的 关系 包 
含 于 任何 一 个 包含 关系 R 的 传递 关系 中 ? 关系 R 的 传递 闭 包 能 否 通 过 已 经 在 关系 尺 中 的 (a,， 0) 
和 (8，c) ， 增 加 所 有 形 如 (Ce，c) 的 有 序 对 构成 ? 考虑 集合 {1，2，3，4} 上 的 关系 R= 二 {(1，3)， 
(1，4)，(2，1) ，(3，2)) 。 这 个 关系 不 是 传递 的 ， 因 为 对 于 在 尽 中 的 (a， 包 和 (2，c) ， 它 不 包含 
所 有 形 如 Ca，c) 的 有 序 对 。 这 种 不 在 尺 中 的 有 序 对 是 (1，2) 、(2，3) 、(2，4) 和 (3，1)。 把 这 些 
有 序 对 加 到 R 中 并 不 能 产生 一 个 传递 关系 ， 因 为 所 得 的 结果 关系 包含 (3，1) 和 (1，4)， 但 不 包含 
(3，4) 。 这 说 明 构 造 关 系 的 传递 闭 包 比 构造 它们 的 自 反 闭 包 或 对 称 闭 包 更 复杂 。 下 面 将 介绍 一 个 
构造 关系 的 传递 闭 包 的 算法 。 正 如 本 节 后 面部 分 将 要 提 的 ， 关 系 的 传递 闭 包 可 以 通过 增加 那些 
一 定 会 出 现 的 有 序 对 来 得 到 ， 不 断 重 复 这 个 过 程 ， 直 到 没有 新 增加 的 有 序 对 为 止 。 


9.4.3 有 向 图 中 的 路 径 
我 们 将 看 到 用 有 向 图 表示 关系 有 助 于 构造 关系 的 传递 闭 包 。 为 此 ， 先 引入 某 些 将 要 用 到 的 术语 。 
通过 沿 着 有 向 图 中 的 边 (按照 边 的 箭头 指示 的 相同 方向 ?移动 ， 就 可 以 得 到 一 条 有 向 图 中 的 路 径 。 


Er 
hd 他 5 
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ER 在 有 向 图 G 中 ， 从 au 到 0 的 一 条 路 径 是 图 G 中 一 条 或 多 条 边 的 序列 (mm，z)， 
(zi，z)，(z，2)，…，(Zi，zn)， 其 中 元 是 一 个 非 负 整数 ，z 二 a，Zx, 二 5。 即 一 个 边 的 
序列 ， 其 中 一 条 边 的 终点 和 路 径 中 下 一 条 边 的 始点 相同 。 这 条 路 径 记 为 Xo， Xi，*…，ZXi， 
Zs， 长 度 为 n。 我 们 把 一 个 为 空 的 边 的 集合 看 做 是 从 a 到 a 的 长 度 为 0 的 路 径 。 在 同一 顶点 开 
始 和 结束 的 长 度 nn 三 1 的 路 径 ， 称 为 回路 或 圈 。 

有 向 图 的 一 条 路 径 可 以 多 次 通过 一 个 顶点 。 此 外 ， 有 向 图 的 一 条 边 也 可 以 多 次 出 现在 一 条 
路 径 中 。 

例 3 下 面 哪些 是 图 1 中 的 有 向 图 中 的 路 径 : a, 6b, e, d; a, e, c, d, b; 0，a，c，D， 
aa pi d，ci c，0，ai e，b，a,， b， a,，b，e? 这 些 路 径 的 长 度 是 多 少 ? 这 个 列表 中 的 哪些 
路 径 是 回路 ? 

解 ” 因 为 (a,，6)、(b5，e) 和 (e，4d) 都 是 边 ， 所 以 a，b，e， 
qd 是 长 为 3 的 路 径 。 因 为 (c，4) 不 是 边 ， 所 以 a, e, c,d, 5b 
不 是 路 径 。 因 为 (6, a)、(a, 0)、(c, 6)、(6,，a)、(a， 4a) 和 
(a，pb) 都 是 边 ， 所 以 2，a，c，D，a，a，8 是 长 为 6 的 路 径 。 
同 理 ， 因为 (aq， c) 是 边 ， 所 以 d, c 是 长 为 1 的 路 径 。 《cy 2) 和 
(5，Q) 是 边 ， 所 以 c，5，4a 是 长 为 2 的 路 径 。(e, 65)、(b，a)、 
(a,， b)、(b5,，a)、(a，65)、(b5，e) 都 是 边 ， 因 此 e，2，a，p0， 
a, b, e 是 长 为 6 的 路 径 。 





4 图 1 一 个 有 向 图 
两 条 路 径 8，a，c，p，a，a，0 和 e，05，a，D，a，p，e 是 
回路 ， 因 为 它们 开始 和 结束 于 同一 顶点 。 路 径 a,， 56,，e，d; c，b，a 和 qd，c 不 是 回路 。 4 
术语 路 径 也 用 于 关系 。 把 有 向 图 中 的 定义 推广 到 关系 可 知 ， 如 果 存 在 一 个 元 素 的 序列 a， 
i a Mis i Bs < TI ER (Cie 2Z2z ER, Ws Cs b) ER, 那么 在 RR 中 存在 一 


条 从 a 到 5b 的 路 径 。 从 关系 中 的 路 径 定义 可 以 得 到 定理 1。 

EEE 琢 设 R 是 集合 A 上 的 关系 。 从 4 到 b 存在 一 条 长 为 n(n 为 正 整 数 ) 的 路 径 ， 当 上 且 仅 
当 (a, 6) ER'., 

证 使 用 数学 归纳 法 。 根 据 定义 ， 从 a 到 5 存在 一 条 长 为 1 的 路 径 ， 当 上 且 仅 当 (a，65) ER。 
因此 当 n=1 时 ， 定 理 为 真 。 

归纳 假设 ， 假 定 对 于 正 整数 nx， 定理 为 真 。 从 a 到 5b 存在 一 条 长 为 n 十 1 的 路 径 ， 当 且 仅 当 
存在 元 素 cE A 使 得 从 a 到 < 存在 一 条 长 为 1 的 路 径 ， 即 (a，c) ER， 以 及 一 条 从 c 到 b 的 长 为 n 
的 路 径 ， 即 (c，5) € R"。 因 此 ， 由 归纳 假设 ， 从 a 到 6 存在 一 条 长 为 x 十 1 的 路 径 ， 当 上 且 仅 当 存 
在 一 个 元 素 c， 使 得 (a，c) ER 且 (c，6b) € R"。 但 是 车 存在 这 样 一 个 元 素 ， 当 上 且 仅 当 (a, 5) € 
R"r!1。 因 此 ， 从 a 到 6 存在 一 条 长 为 n 十 1 的 路 径 ， 当 且 仅 当 (a，b) ER"*! 。 定 理 得 证 。 4 


9. 4.4 传递 闭 包 

下 面 证 明 寻 找 一 个 关系 的 传递 闭 包 等 价 于 在 相关 的 有 向 图 确定 哪些 顶点 对 之 间 存 在 路 径 。 
由 此 ， 要 定义 一 个 新 的 关系 。 

设 尺 是 集合 A 上 的 关系 。 连 通 性 关系 R* 由 形 如 (Ca，b) 的 有 序 对 构成 ， 使 得 在 关 
系 尺 中 ， 从 a 到 5 之 间 存 在 一 条 长 度 至 少 为 1 的 路 径 。 

因为 R* 由 有 序 对 (a，5) 构 成 ， 使 得 存在 一 条 从 a 到 4 的 长 为 n 的 路 径 ， 所 以 R' 是 所 有 R” 
的 并 集 。 换 句 话说 ， 


Re 器 
许多 模型 中 都 用 到 连通 性 关系 。 
例 4 设 尺 是 定义 在 世界 上 所 有 人 的 集合 上 的 关系 ， 如 果 a 认识 5， 那么 尺 包 含 (o，b。 
R" 是 什么 ? 其 中 放 是 大 于 1 的 正 整 数 。R" 是 什么 ? 
解 ” 如 果 存 在 < 使 得 (a,c)ER 且 (c，b)ER， 即 存在 使 得 a 认识 ce，c 认 识 5， 那么 关系 


从 和 0 


及 包含 (a，65)。 类 似 地 ， 如 存在 Xi»s X22, ”9 Xs-1 使 得 a 认识 工 !， Zi 认识 zs， ，z,-i 认 识 
b， 那 么 R" 包含 所 有 这 样 的 有 序 对 (a，5)。 

如 果 存 在 从 a 开始 至 5 终止 的 序列 ， 使 得 序列 中 的 每 个 人 都 认识 序列 中 的 下 一 个 人 ， 那 么 
R" 包含 (a，5b) 有 序 对 。( 关 于 R" 存在 许多 有 趣 的 猜想 。 你 认为 这 个 连通 关系 包含 以 你 作为 第 一 
元 素 ， 蒙 古 的 总 统 作 为 第 二 元 素 的 一 对 元 素 吗 ? 在 第 10 章 中 我 们 将 用 图 建立 这 个 应 用 模型 .) 4 

例 5 设 R 是 定义 在 纽约 市 所 有 地 铁 站 集合 上 的 关系 。 如 果 可 以 从 a 站 不 换 车 就 能 到 达 6 
站 ， 那 么 RR 包含 有 序 对 (a，6b)。 当 是 正 整 数 时 ，R" 是 什么 ? R* 是 什么 ? 

解 ” 如 果 换 n 一 1 次 车 就 可 以 从 a 站 到 达 5 站 ， 关 系 R" 就 包含 这 样 的 有 序 对 (a，65)。 如 果 
需要 可 以 换 车 任意 多 次 ， 能 够 从 a 站 到 5b 站 ， 关系 R* 就 由 这 种 有 序 对 (a，5) 组 成 。( 读 者 可 以 自行 
验证 这 些 论断 .) 4 

例 6 设 R 是 定义 在 美国 所 有 州 的 集合 上 的 关系 ， 如 果 a 州 和 6 州 有 公共 的 边界 ， 那 么 R 
包含 (a，6b)。R" 是 什么 ? 其 中 是 正 整 数 。R" 又 是 什么 ? 

解 关系 R" 由 可 以 从 a 州 恰好 跨越 n 次 州 界 到 达 5 州 的 有 序 对 (a，5) 构 成 。R" 由 可 以 从 a 
州 跨越 任意 多 次 边界 到 达 5 州 的 有 序 对 (a，5) 构 成 (读者 可 自行 验证 这 些 论断 .) 只 有 那些 包含 
与 美国 大 陆 不 相连 的 州 ( 即 ， 含 有 阿拉 斯 加 或 夏威夷 ) 的 有 序 对 是 不 在 R* 中 的 。 4 

定理 2 将 证 明 一 个 关系 的 传递 闭 包 和 相关 的 连通 性 关系 是 等 同 的 。 

关系 民 的 传递 闭 包 等 于 连通 性 关系 尺 *。 

证 注意 由 定义 可 知 ，R" 包含 RR。 为 证 明 R" 是 R 的 传递 闭 包 ， 我们 必须 证 明 R" 是 传递 
的 且 对 一 切 包含 尺 的 传递 关系 S， 有 R'* 忆 5S。 

首先 ， 我们 证 明 R* 是 传递 的 。 如 果 (a，65) ER"* 且 (5，c) ER*， 那 么 在 R 中 存在 从 a 到 6。 
和 从 6。 到 c 的 路 径 。 我 们 从 a 到 5 的 路 径 开 始 ， 并 且 沿 着 从 5 到 c 的 路 径 就 得 到 一 条 从 a 到 c 的 

路 径 。 因 此 ，(a，c) ER" 。 这 就 得 出 R* 是 传递 的 。 
, 现在 假设 S 是 包含 R 的 传递 关系 。 因 为 S 是 传递 的 ， 所 以 S" 也 是 传递 的 (读者 可 自行 验证 
这 一 点 )， 并 且 S"CS( 由 9. 1 节 定 理 1)。 此 外 ， 因为 


S = 一 US 
和 SCS,， 所 以 S$ ES。 注意， 如 果 RES,， 那么 民生 SS” ， 因 为 任何 在 尺 中 的 路 径 也 是 S 中 的 路 径 。 
因此 ，R" SS" CS。 于 是 ,任何 包含 R 的 传递 关系 也 一 定 包 含 R" 。 因 此 ，R" 是 尺 的 传递 闭 包 。 4 

既然 我 们 知道 传递 闭 包 等 于 连通 性 关系 ， 我 们 考虑 这 个 关系 的 计算 问题 。 在 一 个 有 限 的 有 
向 图 中 ， 确 定 两 个 顶点 之 间 是 否 存 在 一 条 路 径 ， 不 需要 检测 任意 长 的 路 径 。 正 如 下 面 的 引 理 1 
所 示 ， 检 测 不 超过 nn 条 边 的 路 径 就 足够 了 ， 这 里 nn 是 集合 中 的 元 素 个 数 。 

上 本 显 设 A 是 含有 7” 个 元 素 的 集合 ， 尺 是 集合 A 上 的 关系 。 如 果 尺 中 存在 一 条 从 @ 到 已 的 
长 度 至 少 为 1 的 路 径 ， 那 么 这 两 点 间 存 在 一 条 长 度 不 超过 寻 的 路 径 。 此 外 ， 当 a 关 b 时 ， 如 果 在 
尺 中 存在 一 条 从 a 到 5 的 长 度 至 少 为 1 的 路 径 ， 那 么 这 两 点 间 存 在 一 条 长 度 不 超过 7 一 1 的 路 径 。 

证 假设 在 R 中 存在 从 a 到 2 的 路 径 。 令 m 是 其 中 最 短路 径 的 长 度 。 假 设 xz。，z1，z;， 
…，ZXn-1，Zm 是 一 条 这 样 的 路 径 ， 其 中 zo 二 a，z, 王 6b。 

假设 a=5 且 mn， 可 得 m 宇 n 十 1。 由 名 巢 原理 ， 因 为 A 中 有 个 顶点 ， 所 以 在 zo， x1， 
Zs，…，Zm-1 这 m 个 顶点 中 ， 至 少 有 两 个 是 相同 的 ( 见 图 2) 。 


Xir2 





Q=X0 Xl X2 Nil X= Xl xm=b 


图 2 产生 一 条 长 度 不 超过 的 路 径 


Mg | 
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假设 zx; 二 zx;， 其 中 0 二 i=<j 二 m 一 1。 那 么 这 条 路 径 包 含 一 条 从 zx; 到 x; 自身 的 回路 。 可 以 


把 这 条 回路 从 由 a 到 5b 的 路 径 中 删除 ， 剩 下 的 路 径 为 Tos TI sy Try Totiy sy ni Tm 
是 从 “到 2 的 一 条 更 短 的 路 径 。 因 此 ， 具 有 最 短 长 度 的 路 径 的 长 度 一 定 小 于 等 于 n。 
4 天 8 的 情况 留 给 读者 作为 练习 。 4 
由 引 理 1， 可 以 得 到 R 的 传递 闭 包 是 尺 ，R*: ，Rs ,，…，R" 的 并 集 。 这 是 由 于 在 R* 中 的 两 


个 顶点 之 间 存在 一 条 路 径 ， 当 且 仅 当 对 某 个 正 整 数 i(i 过 n)， 在 R' 中 的 这 些 顶点 之 间 也 存在 一 
条 路 径 。 因 为 
R” =RURUR UUR’ 

并 且 表 示 关 系 的 并 集 的 0-1 矩阵 是 表示 这 些 关系 的 0-1 和 矩阵 的 并 ， 所 以 表示 传递 闭 包 的 0-1 矩 
阵 是 的 前 n 次 短 的 0-1 矩阵 的 并 。 

5 竹下 玉 设 Mk 是 定义 在 nn 个 元 素 集合 上 的 关系 尺 的 0-1 矩阵 。 那 么 传递 闭 包 民 * 的 0-1 和 矩阵 是 

Me 一 MeV Me VMe VV Me 
例 7 求 关系 尺 的 传递 闭 包 的 0-1 矩阵 ， 其 中 


0 -可 
-| 1 , 
1 "6 
解 ” 由 定理 3，R* 的 0-1 和 矩阵 是 


Ma =MeV Me VM 
因为 


所 以 


1 6 4 hd | 1 1 
mo 1 sv 1 sv 1 "| -| 1 | 4 
下 了 中 下 和 人 汪 1 1 1 
定理 3 可 以 作为 计算 关系 R* 的 矩阵 的 算法 基础 。 为 求 出 这 个 矩阵 ， 要 连续 计算 Ma 的 布 


尔 寡 ， 直 到 第 对 次 客 为 止 。 当 计算 每 次 宕 时 ， 就 求 出 这 个 过 与 所 有 较 小 的 寡 的 并 。 当 进行 到 第 
于 次 宕 时 ， 就 得 到 关于 R" 的 矩阵 。 这 个 过 程 见 算法 1 。 





算法 1 计算 传递 闭 包 的 过 程 
procedure transitive closure(Mr : 2X 允 的 0-1 和 扼 阵 ) 
A :一 MMR 
B:=A 
fori :=2 ton 
A:=AQ©Mk 
B:=BVA 
return B{B 是 关于 R* 的 0-1 短 阵 } 














我 们 可 以 容易 地 求 出 用 算法 1 求 关系 的 传递 闭 包 所 使 用 的 位 运算 的 次 数 。 计 算 布 尔 寡 Me， 
MRI ，…，M 需要 求 出 n 一 1 个 2X7 的 0-1 抢 阵 的 布尔 积 。 计 算 每 个 布尔 积 使 用 妈 (2z 一 1) 次 
位 运算 。 因 此 ， 计 算 这 些 乘 积 使 用 ne (2n 一 1) (n 一 1) 次 位 运算 。 

为 从 nn 个 Me 的 布尔 需求 Mr* ， 需 要 求 n 一 1 个 0-1 矩阵 的 并 。 计 算 每 一 个 并 运算 使 用 ww 次 
位 运算 。 因 此 ， 在 这 部 分 计算 中 使 用 (n 一 1)m 次 位 运算 。 所 以 ， 当 使 用 算法 1 计算 定义 在 nn 个 元 
素 的 集合 上 的 关系 的 传递 闭 包 的 和 矩阵 时 ， 需 要 用 驴 (2n 一 1) 《xn 一 1) 十 (x 一 r= 二 2 (n 一 1) 次 位 运 
算 ， 即 该 算法 复杂 度 为 O(n')。 本 节 后 面部 分 将 要 描述 一 个 更 有 效 的 求 传 递 闭 包 的 算法 。 
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9.4.5 ” 沃 会 尔 算法 

沃 舍 尔 算法 得 名 于 史 带 芬 。 沃 舍 尔 ， 他 在 1960 年 给 出 该 算法 。 这 个 算法 能 够 高 效 地 计算 内 病 
关系 的 传递 闭 包 。 算 法 1 求 出 定义 在 nn 元 素 集合 上 的 关系 的 传递 闭 包 需要 使 用 2n (n 一 1) 次 位 
运算 。 而 沃 舍 尔 算法 只 需要 使 用 2 次 位 运算 就 可 以 求 出 这 个 传递 闭 包 。 


评注 ” 沃 合 尔 算法 有 时 也 叫做 罗 伊 沃 合 尔 算法 ， 因 为 伯 纳 德 。 罗 伊 (B。 Roy) 在 1959 

年 描述 了 这 个 算法 。 

假设 RR 是 定义 在 n 个 元 素 集合 上 的 关系 。 设 vw，v,，…，wv 是 这 个 元 素 的 任意 排列 。 沃 
舍 尔 算法 中 用 到 一 条 路 径 的 内 部 顶点 的 概念 。 如 果 a，zi;，Zz;，…，Z_1，5， 是 一 条 路 径 ， 它 的 
内 部 顶点 是 zi ，xs，…，z,-1， 即 除了 第 一 和 最 后 一 个 顶点 之 外 出 现在 路 径 中 的 所 有 顶点 。 例 
如 ， 有 向 图 中 的 一 条 路 径 9 ‘End fr BI hy bs 7 的 内 部 顶点 是 c， ds fr By hy b, Uy es 
d，a，f，5。b 的 内 部 顶点 是 <，d，a，f。( 注 意 这 条 路 径 的 起 点 不 是 内 部 顶点 ， 除 非 这 条 路 径 再 
次 访问 它 ， 且 不 是 作为 终点 来 访问 的 。 类 似 地 ， 这 条 路 径 的 终点 也 不 是 内 部 顶点 ， 除 非 它 在 这 
之 前 曾 被 这 条 路 径 访 问 过 ， 且 不 是 作为 起 点 来 访问 的 。) 


沃 舍 尔 算法 的 基础 是 构造 一 系列 的 0-1 矩阵 。 这 些 矩 阵 是 W,，W,，…，W,， 其 中 W 一 
Ma 是 这 个 关系 的 0-1 矩阵 ， 且 W =[w ]。 如 果 存 在 一 条 从 v; 到 wv 的 路 径 使 得 这 条 路 径 的 所 
有 内 部 顶点 都 在 集合 {ww ，w，…，w) ( 表 中 的 前 个 顶点 ) 中 ， 那 么 ww 二 1， 否 则 为 0( 这 条 路 
径 的 起 点 和 终点 可 能 在 表 中 的 前 & 个 顶点 的 集合 之 外 )。 注 意 W, 一 Mr" ， 因 为 Ma 的 第 (i,j) 
项 是 1， 当 且 仅 当 存 在 一 条 从 v; 到 的 路 径 ， 且 全 部 内 部 顶点 都 在 集 4 9 
合 {， 区 ，…， 包 } 中 (但 这 些 就 是 有 向 图 中 的 所 有 顶点 )。 例 8 说 明了 


矩阵 W 表示 的 是 什么 。 
例 8 设 尺 是 一 个 关系 ， 它 的 有 向 图 如 图 3 所 示 。 设 a, b, c,d 
是 集合 元 素 的 排列 。 求 矩阵 Wo。，Wi，W，，Ws 和 W。 和 矩阵 W， 是 关系 oN 


R 的 传递 闭 包 。 d c 
解 ” 令 =a, w=b, 二 c， 且 二 d。W, 是 这 个 关系 的 矩阵 ， 于 是 图 3 关系 尺 的 有 向 图 
gO 1 
4 看 地 
W, = 
3 BB 吃 
0 内 


如 果 存 在 一 条 从 v; 到 vw 的 且 只 有 wi 二 a 作为 其 内 部 顶点 的 路 径 ， 则 Wi 的 4z，7 项 为 1。 
注意 因为 所 有 长 为 1 的 路 径 没 有 内 部 顶点 ， 所 以 仍旧 可 以 使 用 这 些 路 径 。 此 外 存在 一 条 从 5 到 
d 的 路 径 ， 即 D， a, d, 因此 


0 
1 
1 


OO OD 


0 
1 
W' = 
0 
Os 0 EY 
如 果 存 在 一 条 从 v; 到 vw 的 且 只 有 vi 一 a 或 v, 二 5 作为 内 部 顶点 的 路 径 ， 则 Wi 的 (i, 站 项 
为 1。 因 为 没有 边 以 5 作为 终点 ， 所 以 当 我 们 允许 5 作为 内 部 顶点 时 不 会 得 到 新 的 路 径 。 因 此 ， 
W; 二 W, 。 若 存在 一 条 从 v; 到 wv 的 只 有 vi 二 a、v 二 5 和 ws 二 < 作为 内 部 顶点 的 路 径 ， 则 Wi 的 
(i， 门 项 为 1。 现 在 有 从 d 到 a 的 路 径 ， 即 4，c，a 和 从 4d 到 4 的 路 径 ， 即 4，c，d。 因 此 
OQ 由 四 > 
1 ,水 7 
W, = 
站 5 泪 . 和 /二 
有 近 册 各 示 
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最 后 ， 如 果 存 在 一 条 从 立 到 六 的 路 径 ， 并且 以 w= 二 a、w 二 65、vw 二 c 及 v= 二 d 作为 内 部 顶 
点 ， 那 么 W, 的 (zi，7) 项 为 1。 因为 这 些 是 图 的 全 部 顶点 ， 所 以 此 项 为 1， 当 且 仅 当 存在 一 条 从 
vi 到 wv) 的 路 径 。 因 此 


W, = 


一 
时 可 全 
一 
一 


这 个 最 后 的 矩阵 W, 就 是 传递 闭 包 的 矩阵 。 4 

沃 舍 尔 算法 通过 有 效 地 计算 W, 二 Mix， Wi，W:，…，W, 二 Mr: 来 计算 Mr 。 不 难看 出 ， 
可 以 直接 从 Wi 计算 W,: 存在 一 条 从 v; 到 Uj 的 只 以 mm 5 We Vk 中 的 顶点 作为 内 部 顶点 的 
路 径 ， 当 和 且 仪 当 要 么 存在 一 条 从 v; 到 vw 的 且 内 部 顶点 是 列表 中 前 一 1 个 顶点 的 路 径 ， 要么 存 
在 从 v; 到 vw 的 路 径 和 从 vi 到 vw 的 路 径 ， 而 这 些 路 径 的 内 部 顶点 仅 在 列表 中 的 前 8 一 1 个 顶点 
中 。 这 就 是 说 ， 要 么 在 wv 被 允许 作为 内 点 之 前 从 vi 到 vw 已 经 存在 一 条 路 径 ， 要么 允许 vi 作为 
内 部 顶点 产生 一 条 从 vw; 到 vw 然后 从 mw 到 ww) 的 路 径 。 这 两 种 情况 如 图 4 所 示 。 

情况 1 


v; 
人 人 


RS 








{0 ww, Vi } 
中 的 全 部 内 点 


vi 


es 


中 的 全 部 内 点 
图 4 把 w% 加 到 允许 使 用 的 内 部 顶点 集中 


史蒂芬 。 沃 舍 尔 (Stephen Warshall，1935 一 2006) ” 沃 舍 尔 生 于 纽约 ， 在 布鲁克 莱 
恩 的 公立 学 校 接受 教育 。 之 后 ， 他 进入 哈佛 大 学 学 习 ， 并 于 1956 年 获得 数学 学 位 。 
但 他 并 没有 选择 继续 深造 ， 因 为 在 那个 年 代 他 所 感 兴趣 的 领域 并 没有 合适 的 培养 计 
划 。 尽 管 如 此 ， 他 在 几 个 不 同 的 大 学 研修 了 研究 生 课程 ， 并 且 对 计算 机 科学 和 软件 工 
程 的 发 展 做 出 了 贡献 。 

从 哈佛 大 学 毕业 以 后 ， 沃 舍 尔 在 ORO( 运 筹 学 办 公 室 ) 工 作 ， 该 办 公 室 是 由 约翰 。 霍 普 
金 斯 建立 为 美国 陆军 做 研究 和 开发 工作 。1958 年 ， 他 离开 了 ORO， 来 到 了 一 个 叫做 技术 操 
作 (Technical Operations) 的 公司 工作 ， 并 帮助 建立 了 一 个 从 事 军事 软件 课题 研究 和 开发 的 实验 室 。1961 年 ， 他 
离开 了 这 家 公司 ,创建 了 马萨诸塞 计算 机 联合 公司 。 后 来 ， 这 家 公司 被 应 用 数据 研究 公司 (ADR) 并 购 。 沃 舍 尔 
进入 了 ADR 的 董事 会 ， 负 责 许多 项 目 和 组 织 的 管理 工作 。1982 年 ， 沃 舍 尔 从 ADR 退休 。 

在 任职 期 间 ， 沃 舍 尔 在 操作 系统 、 编 译 器 设计 、 语 言 设计 和 运筹 学 领域 从 事 研 究 和 开发 工作 。 在 
1971 一 1972 年 学 术 年 会 上 ， 他 应 邀 在 法 国 的 多 所 大 学 做 了 关于 软件 工程 方面 的 报告 。 关 于 这 个 传递 闭 包 
算法 ， 即 目前 所 称 的 沃 舍 尔 算法 的 正确 性 证 明 还 有 一 则 逸闻 趣事 。 一 天 ， 他 和 一 个 技术 操作 公司 的 同事 
打赌 ， 谁 首先 确定 这 个 算法 是 否 永 远 有 效 谁 就 将 赢得 一 瓶 甜 酒 。 仅 花 了 一 个 晚上 的 时 间 ， 沃 舍 尔 就 给 出 
了 证 明 ， 赢 得 了 甜 酒 ， 并 和 这 个 同事 分 享 了 这 瓶 甜 酒 。 因 为 沃 含 尔 并 不 喜欢 坐 在 写字 桌 旁 实 思 苦 想 ， 所 
以 他 的 许多 颇具 创造 性 的 工作 都 是 在 诸如 印度 洋 的 帆船 或 希腊 的 柠檬 园 这 种 不 同 寻常 的 地 方 完成 的 。 
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第 一 es ws 
"一 1。 于 是 ，w 等 于 1 当 且 仅 当 或 者 由 
再 到 

本 了 ” 设 W,=[w] 是 0-1 和 给 阵 ， 它 的 (i， 门 位 置 为 1 当 且 仅 当 存 在 一 条 从 vw 到 的 路 
径 ， 其 内 部 顶 上 志 取 自 集合 {vi， Vs "yy 0 那么 


[A [#—1] [4—1] [4—1] 


wi 二 Ws V (wa Aw: ) 
么 其 中 i，j 和 是 不 超过 nn 的 正 整 数 。 
引 理 2 提供 了 高 效 计算 矩阵 Wi(k 二 1，2，…，n) 的 方法 。 我 们 使 用 引 理 2 把 沃 舍 尔 算法 
的 伪 码 在 算法 2 中 给 出 。 


YY 1] 


一 1， 第 二 种 类 型 的 路 径 存 在 当 且 仅 当 rw 二 1 和 
[一 匡 [一 1] [一 yy 


一 1 或 者 wa 一 1 和 zw 。 由 此 得 到 引 











3 | 
算法 2 沃 舍 尔 算法 
procedure Warshall(Mx : nXn 的 0-1 矩阵 ) 
W:=Me 
fork :=1 ton 
fori:=] ton 
for ; :一 1 ton 
wi :=wij V (wa A wy ) 
return W{W 二 [vw; ] 是 Mr" ) 
I 汪 








舍 尔 算法 的 计算 复杂 度 可 以 很 容易 的 以 位 运算 的 次 数 进行 计算 。 使 用 引 理 2， 从 项 
wh a ww 和 wi 求 出 项 ww 四 需要 2 次 位 运算 。 从 Wi-1 求 出 Wi 的 所 有 n? 个 项 需要 2n* 次 


位 运算 。 因为 沃 舍 尔 算法 从 W, 二 Mk 开始 ， 所 以 计算 nn 个 0-1 和 矩阵 的 序列 Wi， W,， SY Ws 
Ma ， 使 用 的 位 运算 总 次 数 是 n* 2n 二 2 。 
练习 


1. 设 R 是 定义 在 集合 {0，1，2，3} 上 的 关系 ，R 中 包含 有 序 对 (0, 1), (1, 1), (1, 2), (2, 0)， 
(2，2) 和 (3，0)， 求 
a)R 的 自 反 闭 包 b)R 的 对 称 闭 包 

2. 设 尺 是 定义 在 整数 集 上 的 关系 {Ca，5) |a 关 5}，R 的 自 反 闭 包 是 什么 ? 

3. 设 尺 是 定义 在 整数 集 上 的 关系 {(a，5) | a 整除 5}，R 的 对 称 闭 包 是 什么 ? 

4. 如 何 从 定义 在 有 穷 集 上 的 关系 的 有 向 图 构造 表示 它 的 自 反 闭 包 的 有 向 图 ? 
在 练习 5 一 7 中 ， ee a 


8. 从 有 家 集 上 关系 的 有 向 图 怎样 构造 表示 它 的 对 称 闭 甸 的 有 向 四 

9. 对 于 练习 5 一 7 的 有 向 图 表示 的 关系 ， 找 出 关系 的 对 称 闭 包 的 有 向 图 。 

10. 找 出 包含 了 例 2 中 关系 的 最 小 的 自 反 和 对 称 的 关系 。 

11. 对 于 练习 5 一 7 的 每 个 有 向 图 表示 的 关系 ， 求 包含 它 的 最 小 的 自 反对 称 关系 的 有 向 图 。 


12. 假设 有 穷 集 A 上 的 关系 尺 由 矩阵 MR 表示 *， 证 明 表示 R 的 自 反 闭 包 的 矩阵 是 Mx VI。 
13. 假设 有 穷 集 A 上 的 关系 尺 由 矩阵 Ms 表示 ， 证 明 表示 R 的 对 称 闭 包 的 矩阵 是 Me V MR 。 
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14. 
15. 


17. 
18. 


19. 


20. 


21., 


jk 


22. 
23. 
24. 
25. 


26. 


27. 
28. 
29. 


30. 
31. 


ji 


32. 


33. 
34. 
35. 


. 确定 下 面 的 顶点 序列 是 否 为 右面 的 有 向 图 中 的 路 径 。 
a)a, b, c, e b)b, e, c, b, e 
a, a, vb， ey d, e db, Cey dz a, a, b 


证 明 关 系 尺 关于 性 质 P 的 闭 包 ， 如 果 存 在 ， 就 是 所 有 包含 R 的 具有 性 质 P 的 关系 的 交 。 
什么 时 候 可 能 定义 一 个 关系 R 的 反 自 反 闭 包 ， 即 一 个 包含 R 的 关系 是 反 自 反 的 且 包 含 在 每 一 个 包含 
R 的 反 自 反 关系 中 ? 


@)b, c, c, b, e, d, ed a, a, b, pc c, De d 
求 出 练习 16 的 有 向 图 中 所 有 长 为 3 的 路 径 。 

确定 练习 16 的 有 向 图 中 是 否 存在 一 条 以 下 面 给 定 的 第 一 顶点 
作为 起 点 、 以 第 二 顶点 作为 终点 的 路 径 。 





a)a, b b)b, a cb,b 

d)a, e e)b, d De, d 

gd, d h)e, a iDes €¢ 

设 尺 是 集合 (1，2，3，4，5} 上 的 关系 ， 尺 包含 有 序 对 (1，3)，(2，4)，(3，1)，(3，5)，(4，3)， 
517， (55 2) 和 (5; 4)。 求 

a)R’ b) Rs c)R: 

d) Rs e) R® DR* 

设 尺 是 关系 ， 如 果 存 在 一 条 从 a 城 到 6 城 的 直达 航班 ， 则 R 包含 有 序 对 (a，6b)。 什 么 时 候 (a，5) 在 
下 面 的 关系 中 ? 

a)R’ b) Rs OR’ 


设 R 是 所 有 学 生 的 集合 上 的 关系 ， 如 果 a 关 5 且 a 和 至 少 有 一 门 是 公共 课程 ， 则 R 包含 了 有 序 对 
(ae，8) 。 什 么 时 候 (ae， 妃 在 下 面 的 关系 中 ? 

a) 尺 2 by) Rs OR” 

假设 关系 尺 是 自 反 的 ， 证 明 R* 是 自 反 的 。 

假设 关系 R 是 对 称 的， 证 明 R* 是 对 称 的 。 

假设 关系 RR 是 反 自 反 的 ， 关系 R? 一 定 是 反 自 反 的 吗 ? 

使 用 算法 1 找 出 下 面 {1，2，3，4} 上 的 关系 的 传递 闭 包 。 

EL DD 1 

Dyes, 1 C2 Sys LO, Lys By ds CB Ts Ch WD 

IIs WW 而， 区 人 2 人 本， 人 人， ) 

ditl, Ly, Cl 4, @, lys CB Wy Kas LT BB, Bs (3 OD» 4 WW 

使 用 算法 1 找 出 下 面 {a,，5，c，d，e) 上 的 关系 的 传递 闭 包 。 

a)(tas 6 (bs d)» (te, a), (ds De 

b){Cb, c), (Cb, e), (ec, e), (d, a), (e, b), (e, co)} 

加 (az Ws as ts as ey, CB yy (hb, Ts Ce a Ce DYs (dy a)s Cas dd) 

d) {Ca, e), (6, a), Cb, d), (ec, d), (d, a), (d, c¢), (e, a), (e, b), (e, c), (e, e)} 

使 用 沃 舍 尔 算法 找 出 练习 25 中 关系 的 传递 闭 包 。 

使 用 沃 舍 尔 算法 找 出 练习 26 中 关系 的 传递 闭 包 。 

求 出 包含 关系 {(1，2)，(1，4)，(3，3)，(4，1)) 的 最 小 的 关系 ， 使 得 它 是 

a) 自 反 的 和 传递 的 。 b) 对 称 的 和 传递 的 。 c) 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 。 

完成 引 理 1 当 a 关 b 的 情况 下 的 证 明 。 

已 经 设计 出 算法 用 O(n*) 次 位 运算 来 计算 两 个 nXn 的 0-1 和 矩阵 的 布尔 积 。 假 设 可 以 使 用 这 些 算法 ， 
给 出 用 算法 1 和 沃 舍 尔 算法 求 n 元素 集合 上 关系 的 传递 闭 包 所 用 位 运算 次 数 的 大 O 估计 。 

如 果 有 向 图 的 两 个 顶点 间 的 最 短路 径 存在 ,设计 一 个 算法 ,利用 路 径 中 内 点 的 概念 求 这 种 最 短路 径 
的 长 度 。 

修改 算法 1 找 出 元素 集合 上 关系 的 传递 闭 包 的 自 反 闭 包 。 

修改 沃 舍 尔 算法 找 出 元素 集 合 上 关系 的 传递 闭 包 的 自 反 闭 包 。 

证 明 : 集合 {0，1，2} 上 的 关系 R=={(0，0)，(0，1)，(1，1)，(2，2)} 关 于 下 述 性 质 P 的 闭 包 不 存 


在 ,如果 了 的 性 质 是 
a) 不 是 自 反 的 ”。 b)“ 有 奇数 个 元 素 ”。 


9.5 等 价 关 系 


和 3 引言 

在 一 些 程序 设计 语言 中 ， 变 量 的 命名 可 以 包含 无 数字 符 。 然 而 ， 当 编译 器 要 检查 两 个 变量 
是 否 相 同时 ， 对 字符 的 数量 就 有 限制 。 例 如 ， 在 传统 的 C 中 ， 编 译 器 只 检查 变量 名 的 前 8 个 字 
符 ( 这 些 字 符 是 大 写 或 小 写字 母 、 数 字 或 下 划 线 ) 。 所 以 ， 对 于 长 度 大 于 8 的 字符 串 ， 若 它们 的 
前 8 个 字符 一 样 ， 编 译 器 就 认为 它们 是 相同 的 串 。 设 R 是 定义 在 字符 串 集 合 上 的 关系 ，s 和 : 
是 两 个 字符 串 ， 如 果 和 + 至少 有 8 个 字符 长 且 s 和 的 前 8 个 字符 相同 , 或 者 ;二 t， 则 sRt。 
容易 得 出 尺 是 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 。 这 样 ，R 把 所 有 字符 串 的 集合 分 成 多 个 类 ， 传 统 C 的 
编译 器 认为 在 特定 类 中 的 所 有 字符 串 是 相同 的 。 

如 果 4 整 除 a 一 2"， 整 数 a 和 2 有 模 4 同 余 的 关系 。 后 面 我 们 将 证 明 这 个 关系 是 自 反 的 、 对 
称 的 和 传递 的 。 不 难看 出 a 和 2 相关 ， 当 且 仅 当 被 4 整除 时 a 和 2 有 相同 的 余数 。 这 个 关系 将 
整数 集 划 分 成 4 个 不 同 的 类 。 当 我 们 仅 关 心 一 个 整数 被 4 整除 的 余数 时 ， 我 们 只 需要 知道 它 在 
哪个 类 而 不 必 知 道 它 的 特定 值 。 

这 两 个 关系 ，R 和 模 4 同 余 关系 是 等 价 关 系 ， 即 是 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 关系 。 本 节 将 
证 明 这 种 关系 把 集合 划分 成 由 等 价 元 素 构 成 的 不 相交 的 类 。 当 我 们 仅 关 心 集合 的 一 个 元 素 是 否 
在 元 素 的 某 个 类 中 ， 而 不 介意 它 的 具体 值 时 ， 就 出 现 了 等 价 关系 。 


9.5.2 等 价 关 系 

在 这 一 节 ， 我 们 将 研究 具有 一 组 特殊 性 质 的 关系 ， 可 以 用 这 组 性 质 为 在 某 一 方面 类 似 的 相 
关 个 体 之 间 建 立 联 系 。 

定义 在 集合 A 上 的 关系 叫做 等 价 关 系 ， 如 果 它 是 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 。 

等 价 关系 在 数学 和 计算 机 科学 中 都 很 重要 。 原 因 之 一 是 ， 在 等 价 关 系 中 ,， 若 两 个 元 素 有 关 
联 ， 就 可 以 说 它们 是 等 价 的 。 

如 果 两 个 元 素 a 和 6b 由 于 等 价 关系 而 相关 联 ， 则 称 它们 是 等 价 的 。 记 法 a~5 通常 
用 来 表示 对 于 某 个 特定 的 等 价 关 系 来 说 ，& 和 4b 是 等 价 的 元 素 。 

为 了 使 等 价 元 素 的 概念 有 意义 ， 每 个 元 素 都 应 该 等 价 于 它 自身 ， 因 为 对 于 等 价 关 系 来 说 ， 
自 反 性 是 一 定 成 立 的 。 在 等 价 关 系 中 ,说 a 和 2 是 相互 关联 也 是 正确 的 (而 不 仅 是 a 关联 于 2)， 
因为 如 果 a 关联 于 5， 由 对 称 性 ，5 也 关联 于 a。 此 外 ， 因 为 等 价 关 系 是 传递 的 ， 所 以 如 果 a 和 
b 等 价 且 5 和 c 等 价 ， 则 可 得 出 a 和 c 也 是 等 价 的 。 

例 1 一 5 说 明了 等 价 关 系 的 概念 。 

例 1 设 R 是 定义 在 整数 集 上 的 关系 ， 满足 aRb 当 生 仅 当 a= 二 5b 或 4 二 一 6。 在 9.1 节 中 ， 
我 们 证 明了 R 是 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 。 因 此 R 是 等 价 关系 。 4 

例 2 设 R 是 定义 在 实数 集 上 的 关系 ,满足 aRb 当 且 仅 当 a 一 b 是 整数 。R 是 等 价 关 系 吗 ? 

解 ” 因 为 对 所 有 的 实数 a， a 一 a 二 0 是 整数 ， 即 对 所 有 的 实数 a， 有 aRa， 因 此 尺 是 自 反 
的 。 假 设 aR56， 那 么 a 一 5 是 整数 ， 所 以 5 一 a 也 是 整数 。 因 此 有 bRa。 由 此 ，R 是 对 称 的 。 如 
果 aRb 有 目 6Rc， 那 么 4a 一 b 和 6 一 c 是 整数 ， 所 以 a 一 c= 王 (Ca 一 已 十 (8 一 c) 也 是 整数 。 因 此 aRc。 所 
以 ， 尺 是 传递 的 。 综 上 所 述 ，R 是 等 价 关 系 。 4 

最 广泛 使 用 的 等 价 关 系 之 一 是 模 m 同 余 关系 ， 其 中 m 是 大 于 1 的 整数 。 

例 3 模 mmw 同 余 设 m 是 大 于 1 的 整数 。 证 明 以 下 关系 是 定义 在 整数 集 上 的 等 价 关 系 。 

R= {(a,b) |a= b(mod m)} 

解 回顾 4.1 节 ，a=pCmod m)， 当 且 仪 当 m 整除 4a 一 6。 注 意 4 一 a 二 0 能 被 m 整除 ， 因 为 

0 二 0。m。 因 此 a 二 a(mod m)， 从 而 模 m 同 余 关 系 是 自 反 的 。 假 设 a 寺 b(mod xz) ， 那 么 a 一 5b 能 被 


ua 站 
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整除 ， 即 a 一 6 二 &mx， 其 中 是 整数 。 从 而 6 一 a 二 (一 好 m， 即 6 三 a(mod m)， 因 此 模 m 同 余 关 系 是 对 
称 的 。 下 面 假设 4 二 6(mod mw?) 和 6b 二 cL(mod m)， 那 么 mm 整除 a 一 5 和 6 一 c。 因 此 ， 存 在 整数 k 和 1， 使 
得 a 一 6 二 km 和 6 一 c= 二 lm。 把 这 两 个 等 式 加 起 来 得 4a 一 c= 二 (4a 一 外 十 (6 一 c)= 二 km 十 Im 二 (十 jmr。 于 
是 ,a 三 c(mod m)， 从 而 模 m 同 余 关系 是 传递 的 。 综 上 所 述 ， 模 m 同 余 关 系 是 等 价 关 系 。 4 

例 4 设 R 是 定义 在 英文 字母 组 成 的 字符 串 的 集合 上 的 关系 ， 满 足 aRb 当 且 仅 当 Z(a) 王 
上 2)， 其 中 Lz) 是 字符 串 z 的 长 度 。R 是 等 价 关 系 吗 ? 

解 ” 因 为 l(a)= 二 l(a)， 所 以 只 要 a 是 一 个 字符 串 ， 就 有 aRa， 故 RR 是 自 反 的 。 其 次 ,假设 
aRb， 即 1(a) 二 1(56)。 那 么 有 5bRa， 因 为 1(5) 二 1Ca)， 所 以 R 是 对 称 的 。 最后， 假设 aRb 且 
bRc， 那 么 有 La)= 二 6) 和 7465) 二 1(c)。 因 此 1(a)= 二 l(c)， 即 aRc， 从 而 RR 是 传递 的 。 由 于 尺 是 
自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 ， 所 以 R 是 等 价 关 系 。 4 

例 5 设 ” 是 正 整数 ，S 是 字符 串 集合 。 假 定 R, 是 S 上 的 关系 ，sR,t 当 且 仅 当 一 :或 者 
和 上 都 至 少 含有 n 个 字符 ， 且 s 和 上 的 前 n 个 字符 相同 。 就 是 说 ， 少 于 个 字符 的 字符 串 只 与 它 
自身 以 关系 R, 相关 ; 一 个 至 少 含 有 ?7 个 字符 的 字符 串 * 与 字符 串 t 相关 当 且 仅 当 上 也 含有 至 少 
n 个 字符 且 上 以 s 最 前 面 的 ”个 字符 开始 。 例 如 ， 设 "一 3，S 是 所 有 位 串 的 集合 ，sRst 当 s 三 吉 
者 s 和 + 上 均 为 长 度 至 少 为 3 的 位 串 ， 且 前 3 位 相同 。 例 如 ，01 Rs 01、00111 R，00101， 
但 01 RR,， 010、01011R; 01110。 

证 明 : 对 所 有 的 字符 串 集 S 和 所 有 的 正 整 数 x，R, 是 定义 在 S 上 的 等 价 关系 。 

解 设 s 是 S 中 的 一 个 字符 早 ， 由 于 s 二 s， 可 得 sR,s， 所 以 关系 R, 是 自 反 的 。 如 果 sR,t， 
那么 或 者 ;=t 或 者 s 和 + 上 都 至 少 含有 n 个 字符 ， 且 以 相同 的 nn 个 字符 开始 。 这 意味 着 tR,s 成 
立 。 所 以 R, 是 对 称 的 。 

现在 假设 sR,t 且 tR,u。 则 有 s==t 或 者 s 和 zt 都 至 少 含 有 个 字符 且 以 相同 的 n 个 字符 开 
始 ， 还 有 t= 二 或 者 t 和 > 都 至 少 含有 7 个 字符 且 以 相同 的 个 字符 开始 。 由 此 可 以 推出 :一 x 或 
者 s 和 都 至 少 含有 7 个 字符 且 以 相同 的 个 字符 开始 (因为 在 这 种 情形 下 ， 我 们 知道 s、t 和 
都 至 少 有 nn 个 字符 ， 且 s 和 都 与 一样 以 相同 的 n 个 字符 开始 )。 所 以 R, 是 传递 的 。 综 上 所 
述 ，R, 是 一 个 等 价 关 系 。 本 

在 例 6 和 例 7 中 ， 将 看 到 两 个 非 等 价 的 关系 。 

例 6 证 明 : 定义 在 正 整 数 集 合 上 的 “整除 ?关系 不 是 等 价 关系 。 

解 由 9.1 节 中 的 例 9 和 例 15 可 知 ,，“ 整 除 ” 关 系 是 自 反 和 传递 的 。 但是， 由 9.1 节 中 的 
例 12 可 知 ， 此 关系 不 是 对 称 的 (例如 ，2|4 但 4 小 2)。 所 以 得 出 ， 正 整数 上 的 “整除 ”关系 不 是 





等 价 关 系 。 4 
例 7 设 尺 是 定义 在 实数 集 上 的 关系 ，zRy 当 且 仅 当 zx 和»y 是 差 小 于 1 的 实数 ， 即 |z 一 ?| 到 1。 
证 明 尺 不 是 等 价 关 系 。 


解 RR 是 自 反 的 ， 因 为 只 要 xzER， 就 有 |zx 一 z+| 二 0 二 1。R 是 对 称 的 ， 因 为 如 果 xRy,， zz 
和 y 是 实数 ， 那么 有 |z 一 y| 二 1， 由 此 |y 一 +| 二 |z 一 y| 二 1， 因 此 yRzx。 然 而 ,，R 不 是 等 价 关 
系 ， 因 为 它 不 是 传递 的 。 取 z=2.8、y==1.9 和 z=1.1,， 这 样 |zx 一 y| 二 |2.8 一 1.9|==0.9<1、 
|y 一 z| =11.9 一 1.1|=0.8 二 1， 但 是 |z 一 | 一 |2.8 一 1.1|=1.7>>1。 这 就 是 说 ，2. 8R1. 9、 
1.9R1.1， 但 2. 8R1.1。 


9.5.3 等 价 类 

设 A 是 你 们 学 校 所 有 的 高 中 毕业 生 的 集合 。 考 虑 定义 在 集合 A 上 的 关系 尺 ， 尺 由 所 有 的 对 
(zx，) 构 成 ， 其 距 和 y 从 同一 高 中 毕业 。 给 定 学 生 +， 我 们 可 以 形成 与 x 具有 R 等 价 关系 的 
所 有 学 生 的 集合 。 这 个 集合 由 与 z 在 同一 高 中 毕业 的 所 有 学 生 构 成 。A 的 这 个 子 集 叫做 这 个 关 
系 的 一 个 等 价 类 。 

设 尺 是 定义 在 集合 A 上 的 等 价 关 系 。 与 A 中 的 一 个 元 素 a 有 关系 的 所 有 元 素 的 
集合 叫做 a 的 等 价 类 。A 的 关于 民 的 等 价 类 记 作 [aja。 当 只 考虑 一 个 关系 时 ， 我 们 将 省 去 下 标 
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尺 并 把 这 个 等 价 类 写作 [aj。 
换 句 话说 ， 如 果 R 是 定义 在 集合 A 上 的 等 价 关系 ， 则 元 素 a 的 等 价 类 是 
[Lals = {s|(a,s) € R} 
如 果 5E Lajs，5 叫做 这 个 等 价 类 的 代表 元 。 一 个 等 价 类 的 任何 元 素 都 可 以 作为 这 个 类 的 代表 
元 。 也 就 是 说 ， 选 择 特定 元 素 作 为 一 个 类 的 代表 元 没有 特殊 要 求 。 

例 8 对 于 例 1 中 的 等 价 关 系 ， 一 个 整数 的 等 价 类 是 什么 ? 

. 解 ” 在 这 个 等 价 关 系 中 ,一 个 整数 等 价 于 它 自身 和 它 的 相反 数 。 从 而 [aj 二 {一 a，a}。 这 
个 集合 包含 两 个 不 同 的 整数 ， 除 非 a 二 0。 例 如 ,，[7]=={ 一 7, 7}、 [一 5]={ 一 5,，5}、[0j]= 
《jh 4 

例 9 对 于 模 4 同 余 关 系 ，0 和 1 的 等 价 类 是 什么 ? 

解 0 的 等 价 类 包含 使 得 a 志 0(mod 4) 的 所 有 整数 a。 这 个 类 中 的 整数 是 能 被 4 整除 的 那些 
整数 。 因 此 ， 对 于 这 个 关系 ，0 的 等 价 类 是 

[0]={*…, —8, —4, 0, 4, 8, ……} 

1 的 等 价 类 包含 使 得 a 三 1(mod 4) 的 所 有 整数 a。 这 个 类 中 的 整数 是 当 被 4 除 时 余数 为 1 的 

那些 整数 。 因 此 ， 对 于 这 个 关系 ，1 的 等 价 类 是 
[l= ss 7 ls 5 9 me | 

在 例 9 中 找到 了 0 和 1 关于 模 4 同 余 的 等 价 类 。 用 任何 正 整 数 m 代替 4， 很 容易 把 例 9 加 
以 推广 。 模 m 同 余 关 系 的 等 价 类 叫做 模 m 同 余 类 。 整 数 a 模 m 的 同 余 类 记 作 [aj,， 满足 
[aj,= 二 {ya 一 2m，a 一 m，a，a 十 mx，a 十 2m，…}。 例 如 ， 从 例 9 得 出 [0],=={…， 一 8， 一 4， 
0 45 ,1 C7 C3; 1 B, 9, ls 

例 10 对 于 例 5 中 所 有 位 串 集合 上 的 等 价 关系 R, 而 言 ， 串 0111 的 等 价 类 是 什么 ? (回顾 
sR;t 当 且 仅 当 s、t 是 满足 如 下 条 件 的 位 串 : s==t 或 者 s 和 上 都 至 少 含有 3 位 ， 且 和 t 的 前 3 位 
相同 。) 

解 等 价 于 0111 的 是 以 011 开始 ， 至 少 含 有 3 位 的 位 串 。 它 们 是 011，0110，0111， 
01100，01101，01110，01111 等 。 所 以 

[oll]。 一 {o011，0110，0111，01100，01101，01110，01111，…) < 

例 11 C 程序 设计 语言 中 的 标识 符 ”在 C 语 言 中 ， 标 识 符 是 变量 、 函 数 或 者 其 他 类 型 的 实 
体 的 名 字 。 每 个 标识 符 是 一 个 非 空 字符 串 ， 串 中 的 每 个 字符 可 以 是 大 写 或 小 写 的 英文 字母 、 数 
字 或 下 划 线 ， 而 且 第 一 个 字符 必须 为 大 写 或 小 写 的 英文 字母 。 标 识 符 的 长 度 是 任意 的 ， 这 就 使 
得 开发 者 可 以 按照 自己 的 意愿 使 用 一 定数 量 的 字符 来 命名 一 个 实体 ， 比 如 变量 。 然 而 ， 对 于 某 
些 版 本 的 C 编译 器 来 说 ， 当 比较 两 个 名 字 看 它们 是 否 表示 同一 事物 的 时 候 ， 实 际 检查 的 字符 个 
数 是 有 限制 的 。 例 如 ， 当 两 个 标识 符 的 前 31 个 字符 相同 时 ， 标准 C 编译 器 就 认为 它们 是 相同 
的 。 所 以 ， 开 发 者 就 必须 小 心 ， 不 要 使 用 前 31 个 字符 相同 的 标识 符 来 表示 不 同 的 事物 。 我 们 
可 以 看 出 ， 如 果 两 个 标识 符 由 例 5 中 的 关系 Rs 联系 起 来 ， 那 么 它们 将 被 视 做 相同 。 由 例 5 知 
道 ， 在 标准 C 的 标识 符 集 上 ， 关 系 Rs 是 一 个 等 价 关 系 。 

下 列 标 识 符 Number_of_tropical_storms、Number_of_named_tropical_ storms、Number_of_ 
named_tropical_storms_in_the_Atlantic_ in 2005， 它 们 的 等 价 类 各 是 什么 ? 

解 ”注意 当 一 个 标识 符 的 长 度 小 于 31 的 时 候 ， 根 据 Ra 的 定义 ， 它 的 等 价 类 只 包含 它 自 
身 。 因 为 标识 符 Number_of tropical_storms 只 含有 25 个 字符 ， 所 以 它 的 等 价 类 只 含有 一 个 元 
素 ， 即 它 自 己 。 标 识 符 Number_of_named_tropical_storms 的 长 度 刚好 为 31。 以 这 31 个 字符 开 
始 的 标识 符 就 与 它 等 价 。 所 以 ， 每 个 长 度 至 少 为 31， 且 以 Number_of_named_tropical_storms 
开始 的 标识 符 都 与 这 个 标识 符 等 价 。 所 以 得 出 ，Number_of_named_tropical_storms 的 等 价 类 是 
所 有 以 Number_of_named_tropical_storms 这 31 个 字符 开始 的 标识 符 的 集合 。 

一 个 标识 符 与 Number_of_named_tropical_storms_in_the_Atlantic_in_2005 等 价 ， 当 且 仅 当 . 
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它 以 Number_of _ named_tropical_storms_in_the_Atlantic_in_2005 的 前 31 个 字符 开始 。 因 为 这 
31 个 字符 是 Number_of_named_tropical_storms， 所 以 我 们 看 到 一 个 标识 符 与 Number_of_ 
named_tropical_ storms_in_the_ Atlantic_in_2005 等 价 ， 当 且 仅 当 它 与 Number_of_named_ 
tropical_storms 等 价 。 就 是 说 ， 最 后 这 两 个 标识 符 的 等 价 类 是 相同 的 。 q 


9. 5.4 等 价 类 与 划分 . 

设 A 是 你 们 学 校 恰好 主 修一 个 专业 的 学 生 的 集合 ，R 是 定义 在 A 上 的 关系 ， 如 果 工 和 y 
是 主 修 同一 专业 的 学 生 ， 则 (z，y) 属 于 R。 那 么 正如 读者 可 以 验证 的 ，R 是 等 价 关 系 。 我 们 可 
以 看 出 R 将 A 中 的 所 有 学 生 分 成 不 相交 的 子 集 ， 其 中 每 个 子 集 包 含 某 个 特定 专业 的 学 生 。 例 
如 ， 一 个 子 集 包含 所 有 (只 主 修 ) 计 算 机 专业 的 学 生 ， 第 二 个 子 集 包 含 所 有 主 修 历史 专业 的 学 
生 。 而 且 这 些 子 集 是 R 的 等 价 类 。 这 个 例子 说 明 一 个 等 价 关 系 的 等 价 类 怎样 把 一 个 集合 划分 成 
不 相交 的 非 空子 集 。 我 们 将 在 下 面 的 讨论 中 把 这 些 概念 进一步 精确 化 。 

设 尺 是 定义 在 集合 A 上 的 等 价 关 系 。 下 面 的 定理 1 将 证 明 A 中 两 个 元 素 所 在 的 等 价 类 或 
者 是 相等 的 或 者 是 不 相交 的 。 

设 尺 是 定义 在 集合 A 上 的 等 价 关 系 ， 下 面 的 关于 集合 A 中 a、5 两 个 元 素 的 命题 
是 等 价 的 。 

(DaRb (iD [aj]=[6] GiD[alf[6j8 

证 ”首先 证 明 (D 推 出 Ci 。 假 设 aR5， 我 们 将 通过 [ajSLb] 和 [5] 二 Laj 来 证 明 [Laj] 二 [5]。 
假设 cELa]， 那么 aRc。 因 为 aRb 且 R 是 对 称 的 ， 所 以 5Ra。 又 由 于 R 是 传递 的 以 及 5bRa 和 
aRc ， 就 得 到 5bRc， 所 以 cE [65]。 这 就 证 明了 [a]SS[6]。 类 似 地 ， 可 证 明 [65]SSLa], 证 明 留 给 读 
者 作为 练习 。 

其 次 我 们 将 证 明 ( 让 )) 推 出 Gi)。 假 设 [Laj= 二 [5]。 这 就 证 明了 [aj 门 [56j 隆 名， 因为 [La] 是 非 空 
的 (由 尺 的 自 反 性 a ELa])。 

下 面 证 明 (i 让 推出 (i)。 假 设 Laj 门 [8] 关 名 ， 那 么 存在 元 素 c 满足 cELaj] 且 cE Lb]。 换 句 话 
说 ，aRc 且 bRc。 由 对 称 性 ， 有 cR6。 再 根据 传递 性 ， 由 aRc 和 cRb65， 就 有 aRb。 

因为 (iD 推出 (iD 、(CipD 推 出 Ciiy 、(Cii) 推 出 (CD ， 所 以 三 个 命题 CD 、(CiD 和 (ii) 是 等 价 的 。 十 

我 们 现在 将 说 明 一 个 等 价 关系 怎样 划分 一 个 集合 。 设 R 是 定义 在 集合 A 上 的 等 价 关 系 ，R 
的 所 有 等 价 类 的 并 集 就 是 集合 A， 因为 A 的 每 个 元 素 a 都 在 它 自 己 的 等 价 类 ， 即 Lajs 中 。 换 
句 话 说 ， 

U Lajx 一 鸡 
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此 外 ， 由 定理 1， 这 些 等 价 类 或 者 是 相等 的 或 者 是 不 相交 的 ， 因 此 当 Lajr 隆 Lbjr 时 ， 
[cj N [Lojx -本 2 
这 两 个 结论 证 明了 等 价 类 构成 A 的 划分 ， 因 为 它们 将 A 分 成 不 相交 的 子 集 。 更 确切 地 说 ， 


集合 S 的 划分 是 S 的 不 相交 的 非 空子 集 构 成 的 集合 ， 
且 它 们 的 并 集 就 是 S。 换 句 话说 ， 一 族 子 集 A;，iE 了 ， 站 二 
(其 中 工 是 下 标的 集合 ) 构 成 S 的 划分 ， 当 且 仅 当 
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(这 里 符号 UierA, 表示 对 于 所 有 的 i ET， 集 合 A; 的 并 
I 合 
集 。) 图 1 说 明了 集合 划分 的 概念 。 本 
例 12 假设 S=1{1， PF 6)， 一 族 集合 Al = 二 {1， 2， Ss A, 一 (4， 5} 和 A:, 王 {6) 





构成 S 的 一 个 划分 ， 因 为 这 些 集合 是 不 相交 的 ， 且 它们 的 并 集 是 S。 a 

我 们 已 经 看 到 集合 上 等 价 关系 的 等 价 类 构成 这 个 集合 的 划分 。 这 个 划分 中 的 子 集 就 是 这 些 
等 价 类 。 反 过 来 ， 可 以 用 集合 的 每 个 划分 来 构成 等 价 关 系 。 两 个 元 素 关于 这 个 关系 是 等 价 的 ， 
当 且 仅 当 它们 在 这 个 划分 的 同一 个 子 集中 。 

为 得 到 这 一 点 ， 假 设 {A,jiE 刀 是 S 的 划分 。 设 尺 是 S 上 的 由 有 序 对 (z，y) 组 成 的 等 价 关 
系 ， 其 中 工 和 yy 属于 这 个 划分 的 同一 子 集 A,。 为 证 明 尺 是 等 价 关 系 ， 我 们 必须 证 明 尺 是 自 反 
的 、 对 称 的 和 传递 的 。 

对 于 每 个 a€ S 有 (a，a) ER， 因 为 a 和 它 自己 在 同一 子 集中 ， 所 以 R 是 自 反 的 。 如 果 
(a，5b) ER， 那 么 5 和 a 在 这 个 划分 的 同一 子 集 中 ， 因 此 有 (5，a) ER。 从 而 尺 是 对 称 的 。 如 果 
(a,， 5)ER 和 (5b，c)ER， 那 么 a 和 5 在 这 个 划分 的 同一 子 集 X 中 , 5 和 < 也 在 这 个 划分 的 同一 
子 集 Y 中 。 因 为 划分 的 子 集 是 不 相交 的 ， 并 且 5 属于 XX 和 Y， 所 以 必 有 XX 二 Y。 因 此 a 和 c 属 
于 这 个 划分 的 同一 子 集 ， 即 (a，c) ER。 于 是 R 是 传递 的 。 

这 就 证 明了 R 是 一 个 等 价 关 系 。R 的 等 价 类 由 S 的 子 集 构成 ， 这 些 子 集 包含 了 S 中 有 关系 
的 元 素 ， 且 根据 R 的 定义 ,它们 就 是 划分 的 子 集 。 定 理 2 总 结 了 我 们 建立 的 等 价 关 系 和 划分 之 
间 的 这 种 联系 。 

EE 瑟 国 设 R 是 定义 在 集合 S 上 的 等 价 关 系 。 那 么 尺 的 等 价 类 构成 S 的 划分 。 反 过 来 ， 
给 定 集合 S 的 划分 {A;|iET}， 则 存在 一 个 等 价 关系 尺 ， 它 以 集合 A;(i€E 刀 作为 它 的 等 价 类 。 

例 13 说 明了 怎样 从 一 个 划分 构造 一 个 等 价 关 系 。 

例 13 Al={1，2,，3}, A,= 二 {4，5}，A,= 二 {6} 是 例 12 给 出 的 集合 S={1，2,，3, 4,，5， 
6} 的 划分 ， 列 出 这 个 划分 所 产生 的 等 价 关系 R 中 的 有 序 对 。 

解 ” 划 分 中 的 子 集 是 R 的 等 价 类 。 有 序 对 (a，6) ER， 当 上 且 仅 当 a 和 5 在 划分 的 同一 个 子 
集中 。 由 于 Al 二 {1，2，3}) 是 一 个 等 价 类 ， 所 以 有 序 对 (1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1), (2,， 
2)，(2，3)，(3，1),，(3，2)，(3，3) 属 于 R; 由 于 A 二 {4，5} 是 一 个 等 价 类 ， 所 以 有 序 对 
(4，4)，(4，5)，(5,，4),，(5，5) 也 属于 RR; 最 后 ， 由 于 {6} 是 一 个 等 价 类 ， 所 以 有 序 对 (6， 
6) 属 于 R。 此 外 没有 其 他 的 有 序 对 属于 RR。 4 

模 m 同 余 类 对 定理 2 提供 了 一 个 有 用 的 说 明 。 当 一 个 整数 除 以 mr 时， 可 能 得 到 m 个 不 同 
的 余数 ， 因 此 存在 mm 个 不 同 的 模 m 同 余 类 。 这 m 个 同 余 类 记 作 [0j];， [1j,s，…， Lm 一 1],。 
它们 构成 了 整数 集合 的 划分 。 

例 14 模 4 同 余 产 生 的 整数 划分 中 的 集合 是 什么 ? 

解 ”存在 4 个 同 余 类 ， 对 应 于 [0],、[1],、[2], 和 [3],， 它 们 是 集合 


[0],= {*,—8,—4,0,4,8,.) 

[1],= {7,—3,1,5,9,.} 

[2]4= (…，, 一 6, 一 2,2,6,10,…》 

[3],= {… ,一 5, 一 1,3,7,11,…) 
这 些 同 余 类 是 不 相交 的 ， 并 且 每 个 整数 恰好 在 它们 中 的 一 个 。 换 名 话说， 正如 定理 2 所 说 ， 这 
些 同 余 类 构成 了 一 个 划分 。 4 


现在 举 一 个 例子 : 所 有 字符 串 集 合 上 的 等 价 关 系 产生 的 一 个 划分 。 

例 15 设 R 为 例 5 中 的 关系 。 在 所 有 位 串 的 集合 上 ， 由 Rs 产生 的 该 集合 的 划分 中 的 集合 
是 什么 ?(s、t 是 位 串 ，sR;t， 如 果 s=t 或 者 s 和 上 都 至 少 含有 3 位 ， 且 它们 的 前 3 位 相同 。) 

解 : 注意 每 个 长 度 小 于 3 的 位 串 只 和 它 自身 等 价 。 因 此 [AR 二 {4}， [0jx, 王 {0}, [1jx= 
{1}， [Loo0j]a ={00}, [oll] ={01}, [10 = {10}, [11ja ={11}., 注意 每 个 长 度 大 于 或 等 于 3 
的 位 串 必 和 000，001，010，011，100，101，110，111 这 8 个 位 串 之 一 等 价 ， 我 们 有 

[000]s 一 (000，0000，0001，00000，00001，00010，00011，…} 

[ool]as 一 {001，0010，0011，00100,，00101，00110，00111，…》 
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[010] ={010, 0100, 0101, 01000, 01001, 01010, 01011, *…)} 
[ol11Jx, ={011, 0110, 0111, 01100, 01101, 01110, 01111, *…)} 
[100j]Jx, ={100, 1000, 1001, 10000, 10001, 10010, 10011, …} 
. [101]s, ={101, 1010, 1011, 10100, 10101, 10110, 10111, »…)} 
[110jJs ={110, 1100, 1101, 11000, 11001, 11010, 11011, ……)} 
[111]g={111, 1110, 1111, 11100, 11101, 11110, 11111, .“)} 
这 15 个 等 价 类 是 不 相交 的 ， 并 且 每 个 位 串 都 恰好 属于 它们 之 一 。 正 如 定理 2 告诉 我 们 的 ， 


这 些 等 价 类 是 所 有 位 串 构 成 的 集合 的 一 个 划分 。 4 
练习 


1 


Ww A ou 


下 面 是 定义 在 {0，1，2，3} 上 的 关系 ， 其 中 哪些 是 等 价 关系 ? 给 出 其 他 关系 中 所 缺少 的 等 价 关系 应 具 
有 的 性 质 。 

a){(0，0)，(1，1)，(2，2)，(3，3) } 

b){(0，0)，(0，27，(2，0)，(2，2) ，(2，3)，(3，2) ，(3，3)) 

{C0, 0), 1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2), (3, 3)} 

d){C0, 0), C1, 1), (1, 3), (2, 2), (2, 3), (3, 1), (3, 2), (3, 3)} 

et{(0, 0), (0, 1), (0, 2), (1, 0), (1, 1), (1, 2), (2, 0), (2, 2), (3, 3)} 


. 下 面 是 定义 在 所 有 人 的 集合 上 的 关系 ， 其 中 哪些 是 等 价 关 系 ? 给 出 其 他 关系 所 缺少 的 等 价 关系 应 具有 


的 性 质 。 

a){(a, 5b) |a 与 5 有 相同 的 年 龄 } 

b){(a, 5) |a 与 5 有 相同 的 父母 )} 

{la, 5)|a 与 5 有 一 个 相同 的 父亲 或 者 一 个 相同 的 母亲 )} 
d){(a，b|a 与 5 相识 } 

e){(a，D |a 与 9 说 同一 种 语言 } 


. 下 面 是 定义 在 从 乙 到 忆 的 所 有 函数 集合 上 的 关系 ， 其 中 哪些 是 等 价 关系 ? 给 出 其 他 关系 所 缺少 的 等 价 


关系 应 具有 的 性 质 。 

a){((F，g) | f(D)=g(1)} 

b){(f, g)|f(0)==g(0) 或 f(1)=g(1))} 

ec){CF，g) | 对 所 有 的 XEZ,， f(x) 一 g(x)=1) 

d){(f，g) | 对 某 个 CEZ， 对 所 有 的 XEZ， f(x) 一 g(x)==C} 
{Cf, g)|f(0)=g()E 7FG1) 一 g(C0)》 


. 定义 3 个 在 你 们 离散 数学 班 中 学 生 集合 上 的 等 价 关系 ， 要 求 与 书 中 讨论 的 关系 不 同 ， 确 定 关 于 这 些 等 


价 关 系 的 等 价 类 。 


. 在 大 学 校园 里 的 建筑 物 集合 上 定义 3 个 等 价 关系 ， 确 定 关于 这 些 等 价 关 系 的 等 价 类 。 

. 在 你 们 学 校 拥有 的 班级 集合 上 定义 3 个 等 价 关 系 ， 确 定 关于 这 些 等 价 关 系 的 等 价 类 。 

. 证 明 : 定义 在 所 有 复合 命题 集合 上 的 逻辑 等 价 的 关系 是 等 价 关系 。 这 里 了 和 下 的 等 价 类 是 什么 ? 

. 设 尺 是 所 有 的 实数 集合 构成 的 集合 上 的 关系 ，SRT 当 且 仅 当 S 和 T 有 相同 的 基数 。 证 明 尺 是 等 价 关 


系 。 集 合 {0，1，2} 和 也 的 等 价 类 是 什么 ? 


. 假设 A 是 非 空 集合 ，f 是 以 A 作为 定义 域 的 函数 ， 设 R 是 定义 在 A 上 的 关系 ， 若 f(x) 三 f(y)， 则 


(rz，y) 属 于 R。 
a) 证 明 尺 是 A 上 的 等 价 关 系 。 
b)R 的 等 价 类 是 什么 ? 


10. 假设 A 是 非 空 集合 ，R 是 A 上 的 等 价 关 系 ， 证 明 存 在 以 A 作为 定义 域 的 函数 f， 使 得 (+，y) ER 当 


且 仅 当 f(z)= f(y)。 


11. 设 尺 是 长 度 至 少 为 3 的 所 有 位 串 的 集合 上 的 关系 ，R 由 有 序 对 (rz，y) 构 成 ， 其 中 工 和 y 是 长 度 至 少 


为 3 的 位 串 ， 且 它们 的 前 3 位 相同 。 证 明 R 是 等 价 关 系 。 
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12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


设 尺 是 长 度 至 少 为 3 的 所 有 位 串 的 集合 上 的 关系 ，R 由 有 序 对 (rx，y) 构 成 ， 其 中 xz 和 y 是 长 度 至 少 

为 3 的 位 串 ， 且 除了 在 它们 的 前 3 位 有 可 能 不 同 之 外 其 他 位 都 相同 。 证 明 R 是 等 价 关 系 。 

设 R 是 长 度 至 少 为 3 的 所 有 位 串 的 集合 上 的 关系 ，R 由 有 序 对 (zx，y) 构 成 ， 其 中 工 和 y 在 它们 的 第 1 

位 和 第 3 位 相同 。 证 明 R 是 等 价 关系 。 

设 R 是 由 有 序 对 (z，y) 构 成 的 关系 ，z 和 yy 是 大 小 写 的 英文 字母 ， 而 且 对 每 一 个 正 整 数 n，z 和 y 的 

第 个 字符 是 相同 的 大 写 或 小 写字 母 。 证 明 R 是 等 价 关 系 。 

设 R 是 定义 在 正 整 数 的 有 序 对 构成 的 集合 上 的 关系 ，((a,， 5)，(c，d)) ER 当 上 且 仅 当 a 十 4=b 十 c。 

证 明 R 是 等 价 关 系 。 

设 RR 是 定义 在 正 整 数 的 有 序 对 构成 的 集合 上 的 关系 ，((a,，5)，(c，d)) ER 当 且 仅 当 ad = 二 bc。 证明 

R 是 等 价 关系 。 

(需要 微 积 分 知识 ) 

a) 设 RR 是 定义 在 从 R 到 R 的 所 有 可 微分 函数 的 集合 上 的 关系 ，R 由 所 有 的 有 序 对 (f，g) 构 成 ， 其 中 
对 所 有 实数 zx，f'(z)= 二 g'(z)。 证 明 尺 是 等 价 关系 。 

b) 什 么 项 数 与 函数 f(x) 二 zx? 在 同一 个 等 价 类 中 ? 

(需要 微 积 分 知识 ) 

2) 设 nn 是 正 整 数 ，R 是 定义 在 实 系 数 多 项 式 集合 上 的 关系 ，R 由 所 有 的 有 序 对 (f，g) 构 成 ， 其 中 
f(z) 二 gm(z)[ 这 里 的 f(z) 是 f(z) 的 nn 阶 导数 ]， 证明 尺 是 等 价 关 系 。 

b) 什 么 函数 与 函数 f(x) 二 x' 在 同一 个 等 价 类 中 ， 其 中 zx 一 3? 

设 尺 是 定义 在 所 有 URL( 或 Web 地址) 集合 上 的 关系 ，x R y 当 且 仅 当 在 工 的 Web 页 与 在 y 的 Web 

页 相同 ,证 明 R 是 等 价 关 系 。 

设 尺 是 定义 在 已 经 访问 过 某 个 特定 Web 页 的 所 有 人 的 集合 上 的 关系 ，z R y 当 且 仅 当 网 页 浏览 者 工 

和 网 页 浏览 者 y 从 这 个 网 页 开始 按照 同样 的 一 组 链接 进行 访问 (从 一 个 Web 页 跳 转 到 男 一 个 Web 页 

直到 他 们 停止 使 用 Web) 。 证 明 尺 是 等 价 关系 。 


在 练习 21 一 23 中 ， 判 断 有 向 图 中 所 示 的 关系 是 否 为 等 价 关 系 。 





24. 


25. 
26. 
27. 
28. 
29. 
30. 


31. 
32. 
33: 


34. 


22. 





判断 由 下 面 的 0-1 矩阵 表示 的 关系 是 否 为 等 价 关 系 。 
国人 jE 
人 vid ol 
Bi 业 1 
人 下 必 1L 
设 RR 是 定义 在 所 有 位 串 集 合 上 的 关系 ，s Rt 当 且 仅 当 :和 zt 包含 相同 个 数 的 1， 证 明 RR 是 等 价 关 系 。 
练习 1 中 的 等 价 关 系 的 等 价 类 是 什么 ? 
练习 2 中 的 等 价 关 系 的 等 价 类 是 什么 ? 
练习 3 中 的 等 价 关 系 的 等 价 类 是 什么 ? 
对 于 练习 25 中 的 等 价 关 系 ， 位 串 011 的 等 价 类 是 什么 ? 
对 于 练习 11 中 的 等 价 关 系 ， 下 述 位 串 的 等 价 类 是 什么 ? 
a)010 b)1011 c)11111 d)01010101 
对 于 练习 12 中 的 等 价 关 系 ， 练 习 30 中 的 位 串 的 等 价 类 是 什么 。 
对 于 练习 13 中 的 等 价 关 系 ， 练 习 30 中 的 位 串 的 等 价 类 是 什么 ? 
对 于 例 5 中 所 有 位 串 集合 上 的 等 价 关 系 R， 练 习 30 中 的 位 串 的 等 价 类 是 什么 ? (位 串 ;s、t 在 关系 下， 
下 等 价 ， 当 且 仅 当 s=t 或 者 s 和 上 + 都 至 少 含有 4 位 ， 且 它们 的 前 4 位 相同 .) 
对 于 例 5 中 所 有 位 串 集合 上 的 等 价 关 系 Rs ， 练 习 30 中 的 位 串 的 等 价 类 是 什么 ? (位 串 *、 在 关系 下 
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下 等 价 ， 当 且 仅 当 s=t 或 者 s 和 + 都 至 少 含有 5 位 ， 且 它们 的 前 5 位 相同 。) 


当 n 为 下 列 各 数 时 ， 同 余 类 [nj;( 即 nn 关于 模 5 同 余 的 等 价 类 ) 是 什么 ? 
a)2 b)3 c)6 一 3 

当 m 是 下 面 的 整数 时 ，[4j]。 的 同 余 类 是 什么 ? 

a)2 b)3 c)6 d)8 

给 出 每 一 个 模 6 同 余 类 的 描述 。 


对 于 练习 14 中 的 等 价 关系 ， 下 列 字 符 串 的 等 价 类 是 什么 ? 

a)No b) Yes c) Help 

a) 对 于 练习 15 中 的 等 价 关 系 ，(1，2) 的 等 价 类 是 什么 ? 

b) 对 于 练习 15 中 的 等 价 关系 RR， 解释 等 价 类 的 含义 。[ 提 示 ; 差 a 一 b 对 应 (a，5)。] 
a) 对 于 练习 16 中 的 等 价 关 系 ，(1，2) 的 等 价 类 是 什么 ? 

b) 对 于 练习 16 中 的 等 价 关系 尽 ， 解 释 等 价 类 的 含义 。[ 提 示 : 比 a/b 对 应 (a，6)。] 
下 面 哪些 子 集 族 是 {1，2，3，4，5，6} 的 划分 ? 

{Ds 对 生 时 为， 5 本 

b){(1}, {2, 3 0, 4} 5} 

OZ, 4 6}: Mls Bs :63 

Dl, 4, 5}, {2 6 


下 面 哪些 子 集 族 是 {一 3， 一 2， 一 1，0，1，2，3}) 的 划分 ? 
Be 1 1 3} (—B Gr 

b){—3, —2, —1, 0}, {0, 1, 2,3} 

0){—3, 3}, {—2s 2}, {—1, 1}, {0} 

d){—3, —2, 2, 3}, {—1, 1} 

下 面 哪些 子 集 族 是 长 度 为 8 的 位 串 集合 上 的 划分 ? 


a) 以 1 开始 的 位 串 集合 ， 以 00 开始 的 位 串 集 合 ， 以 01 开始 的 位 串 集合 。 

b) 包 含 串 00 的 比特 串 的 集合 ， 包 含 串 01 的 比特 串 的 集合 ， 包 含 串 10 的 比特 串 的 集合 ， 包 含 串 11 的 
比特 串 的 集合 。 

c) 以 00 结尾 的 位 串 集合 ， 以 01 结尾 的 位 串 集 合 ， 以 10 结尾 的 位 串 集合 ， 以 11 结尾 的 位 串 集 合 。 

d) 以 111 结尾 的 位 串 集合 ， 以 011 结尾 的 位 串 集合 ， 以 00 结尾 的 位 串 集 合 。 

e) 含 3& 个 1 的 位 串 的 集合 ， 其 中 大 为 非 负 整数 ; 含 3 二 1 个 1 的 位 串 的 集合 ， 其 中 & 为 非 负 整数 ; 
含 3k 十 2 个 1 的 位 串 的 集合 ， 其 中 是 正 整 数 。 

下 面 哪些 子 集 族 是 整数 集合 的 划分 ? 

a2) 偶数 集合 与 奇数 集合 。 

b) 正 整数 集合 与 负 整数 集合 。 

ce) 被 3 整除 的 整数 集合 ， 当 被 3 除 时 余数 为 1 的 整数 集合 ， 当 被 3 除 时 余数 为 2 的 整数 集合 。 

d) 小 于 一 100 的 整数 集合 ; 绝对 值 不 超过 100 的 整数 集合 ; 大 于 100 的 整数 集合 。 

e) 不 能 被 3 整除 的 整数 集合 ;偶数 集合 ;， 当 被 6 除 时 余数 为 3 的 整数 集合 。 

下 面 哪些 是 整数 的 有 序 对 的 集合 ZXZ 上 的 划分 ? 

a)z 或 y 是 奇数 的 有 序 对 Cz，y) 的 集合 ; 工 是 偶数 的 有 序 对 (z，y) 的 集合 ; y 是 偶数 的 有 序 对 (zx，y) 
的 集合 。 

bz 和 y 都 是 奇数 的 有 序 对 (zx，y) 的 集合 ; z 和 yy 只 有 一 个 是 奇数 的 有 序 对 (zx，y) 的 集合 ; 和 yy 都 
是 偶数 的 有 序 对 (zx，y) 的 集合 。 

oz 是正 数 的 有 序 对 (zx，y) 的 集合 ; y 是 正 数 的 有 序 对 (zx，y) 的 集合 ; z 和 y 都 是 负数 的 有 序 对 (z， 
>) 的 集合 。 

dz 和 y 都 被 3 整除 的 有 序 对 (zx，y) 的 集合 : z 被 3 整除 且 y 不 被 3 整除 的 有 序 对 (zx，y) 的 集合 ; z 
不 被 3 整除 且 y 被 3 整除 的 有 序 对 (rz，y) 的 集合 ; Zz 和 y 都 不 被 3 整除 的 有 序 对 (zx，y) 的 集合 。 

ez 过 0 且 y 之 0 的 有 序 对 (zx，») 的 集合 ; z>0 且 y 生 0 的 有 序 对 (z+，y) 的 集合 ; z 委 0 且 y0 的 有 序 
对 (zx，y) 的 集合 ; zx 二 0 且 y 委 0 的 有 序 对 (zx，y) 的 集合 。 

人 zx 关 0 且 y 关 0 的 有 序 对 (zx，y) 的 集合 ; x 二 0 且 y 关 0 的 有 序 对 (rz，y) 的 集合 ; z 天 0 且 y 一 0 的 有 序 
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对 (rz，y) 的 集合 。 
46. 下 面 哪些 是 实数 集合 的 划分 ? 
a) 负 实数 集合 、{0}、 正 实数 集合 
b) 无 理 数 集合 、 有 理 数 集合 


已 区 间 [k,， 十 1] ,R=*", —2, —1, 0, 1, 2, 2 
d) 区 间 (R，& 十 1) ，& 一 …， 一 2， 一 1，0，1，2，… 
e) 区 间 (k， k 十 1]， R= 一 2 二] Oy Ly By is 


人) 集合 {zx 十 n |nE€E2Z}， 对 所 有 xzE[0,，1) 

47. 列 出 由 (0，1，2，3，4，5} 的 划分 产生 的 等 价 关 系 中 的 有 序 对 。 

a){0}, {1, 2)，(3，4，5) 
DAO, Ts5 {2 3 5} 
c){0, 1, 2}, (3, 4, 5} 

d){0}, {1}, {2}, {3}, {4)}, {5} 

48. 列 出 由 {a,，5，c，d，e，f，g}) 的 划分 产生 的 等 价 关 系 中 的 有 序 对 。 
a){a, b}, {cs d}, {e, f, g} 
bytal tbs ten dB {er fh {hy 
c){a, b, c, d}, {le, f, 8g} 

Das ts os Bs tbs dys {Ff} 
如 果 在 划分 Pi 中 的 每 个 集合 都 是 划分 P; 中 每 个 集合 的 子 集 ， 则 Pi 叫做 Ps 的 加 细 。 

49. 证 明 : 由 模 6 同 余 类 构成 的 划分 是 模 3 同 余 类 构成 的 划分 的 加 细 。 

50. 证 明 : 对 于 住 在 美国 的 人 的 集合 ， 由 住 在 同一 郡 或 教区 的 人 的 子 集 构成 的 划分 是 住 在 同一 州 的 人 的 
子 集 所 构成 划分 的 加 细 。 

51. 证 明 : 对 于 16 位 的 位 串 集合 ， 最 后 8 位 相同 的 位 串 的 等 价 类 所 构成 的 划分 是 由 最 后 4 位 相同 的 位 串 
的 等 价 类 所 构成 的 划分 的 加 细 。 

在 练习 52 和 练习 53 中 ，R, 表示 例 5 中 定义 的 等 价 关 系 族 。 字 符 串 ;s、t 满足 ; Rt， 如 果 一 上 或 者 
和 :都 至 少 含有 n 个 字符 ， 且 它们 的 前 个 字符 相同 。 
52. 证 明 : 由 等 价 关 系 R, 对 应 的 位 串 等 价 类 构成 的 所 有 位 串 的 划分 是 由 等 价 关 系 R: 对 应 的 位 串 等 价 类 
构成 的 划分 的 加 细 。 
53. 证 明 : 由 等 价 关系 Ra 对 应 的 标识 符 等 价 类 构成 的 C 语言 中 所 有 标识 符 的 划分 是 由 等 价 关 系 Rs 对 应 
的 标识 符 等 价 类 构成 的 划分 的 加 细 。( 旧 的 C 语言 编译 器 只 要 多 个 标识 符 的 前 8 个 字符 相同 就 将 它们 
视 为 相同 ， 而 标准 C 的 编译 器 需要 多 个 标识 符 的 前 31 个 字符 相同 才 将 它们 视 为 相同 。) 
54. 假设 R 和 Rs 是 定义 在 集合 A 上 的 等 价 关 系 ，P 和 P; 分 别 是 对 应 于 R! 和 R: 的 划分 。 证明 RC 导 
R: ， 当 且 仅 当 P; 是 Ps 的 加 细 。 
55. 求 出 在 集合 {a, 5b5，c，d，e} 上 包含 关系 {(a,，6b)，(a，c)，(d，e)) 的 最 小 的 等 价 关 系 。 
56. 假设 R 和 Rs 是 集合 S 上 的 等 价 关系 。 判 断 下 面 Ri 与 R 的 每 个 组 合 是 否 一 定 为 等 价 关 系 。 
a)Ri UR; b)Ri NN R; OR ©R;, 

. 考虑 例 2 中 的 等 价 关 系 ， 即 R={(z，y) | z 一 y 是 整数 ) 。 
a) 关 于 这 个 等 价 关 系 的 1 的 等 价 类 是 什么 ? 
b) 关 于 这 个 等 价 关 系 的 1/2 的 等 价 类 是 什么 ? 

x 58 . 如 图 所 示 ， 在 具有 3 颗 珠 子 的 手镯 上 ， 每 颗 珠子 可 以 是 红 的 、 白 的 或 珠子 1 

蓝 的 。 如 下 定义 手镯 之 间 的 等 价 关 系 尽 : 设 B; 和 B 是 手镯 ，(B;，B;) 红 
属于 R 当 且 仅 当 Bs 可 以 由 旋转 B 得 到 或 先 旋转 B; 然后 再 翻转 Bi 
得 到 。 

a) 证 明 R 是 等 价 关系 。 珠子 3 珠子 2 
b)R 的 等 价 类 是 什么 ? 蓝 白 

* 59. 设 尺 是 定义 在 2X2 棋盘 的 所 有 涂 色 集合 上 的 关系 ， 其 中 4 个 方 格 中 的 
每 一 个 可 以 被 涂 成 红色 或 蓝 色 。 设 C 和 C* 是 被 这 样 涂 色 的 2X2 棋盘， (Ci，C:) 属 于 尺 当 且 仅 当 
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Cs 可 以 由 旋转 Ci 或 旋转 Ci 然后 再 翻转 Ci 得 到 。 
a) 证 明 尺 是 等 价 关 系 。 
b)R 的 等 价 类 是 什么 ? 
60. a) 设 尺 是 定义 在 从 Z 到 Z 的 函数 集合 上 的 关系 ，(f，g) ER 当 且 仅 当 f 是 @(g) (参见 3.2 节 )。 证 
明 尺 是 等 价 关系 。 
b) 对 于 a) 中 的 等 价 关 系 ， 描 述 包 含 f(n) 二 nw? 的 等 价 类 。 
61. 通过 列举 说 明定 义 在 3 个 元 素 的 集合 上 的 不 同 的 等 价 关 系 的 个 数 。 
62. 通过 列举 说 明定 义 在 4 个 元 素 的 集合 上 的 不 同 的 等 价 关系 的 个 数 。 
* 63. 当 我 们 构造 一 个 关系 的 自 反 闭 包 的 对 称 闭 包 的 传递 闭 包 时 ， 一 定 能 得 到 一 个 等 价 关系 吗 ? 
* 64. 当 我 们 构造 一 个 关系 的 传递 闭 包 的 自 反 闭 包 的 对 称 闭 包 时 ， 一 定 能 得 到 一 个 等 价 关系 吗 ? 
65. 假设 我 们 使 用 定理 2 从 一 个 等 价 关 系 R 构造 一 个 划分 P。 如 果 再 次 使 用 定理 2 从 已 构造 一 个 等 价 关 
系 ， 那 么 得 到 的 等 价 关 系 R' 是 什么 ? 
66. 假设 我 们 使 用 定理 2 从 一 个 划分 P 构造 一 个 等 价 关 系 尺 。 如 果 再 次 使 用 定理 2 从 R 构造 一 个 划分 ， 
那么 得 到 的 划分 已 是 什么 ? 
67. 设计 一 个 算法 ， 找 出 包含 一 个 给 定 关系 的 最 小 的 等 价 关 系 。 
* 68. 设 p(n) 表 示 定 义 在 nn 元 素 集 合 上 的 不 同等 价 关 系 的 个 数 (由 定理 2， 也 是 元素 集 谷 上 的 划分 的 个 


数 )。 证 明 : p(n) 满 足 递 推 关 系 p(n) 一 2 C1, pln 一 j 一 1) 和 初始 条 件 p(0) 二 1。[ 注 意 : 数 


力 (2) 叫 做 贝尔 数 ， 用 美国 数学 家 E. T. 贝尔 的 名 字 命 名 。] 
69. 用 练习 68 求 元素 集合 上 的 不 同等 价 关 系 的 个 数 ， 其 中 n 是 不 超过 10 的 正 整数 。 


9.6 偏 序 


9.6.1 引言 
我 们 常常 用 关系 对 集合 的 某 些 元 素 或 全 体 元 素 排序 。 例 如 ， 使 用 包含 字 对 (z，2y) 的 关系 对 
字 排序 ， 其 中 并 按照 字典 顺序 排 在 y 的 前 面 。 使 用 包含 有 序 对 (rz，y) 的 关系 安排 课题 ， 其 中 工 
和 y 是 课题 中 的 任务 并 且 z 必须 在 y 开始 之 前 完成 。 使 用 包含 有 序 对 (z+，y) 的 关系 对 整数 集合 
ws 排序 ， 其 中 zz 小 于 y。 当 我 们 把 所 有 形 如 (zx，z) 的 有 序 对 加 到 这 些 关系 中 时 ， 就 得 到 了 一 个 自 
反 、 反 对 称 和 传递 的 关系 。 这 些 都 是 刻画 对 集合 中 的 元 素 进 行 排序 的 关系 的 性 质 。 

ES 定义 在 集合 S 上 的 关系 尺 ， 如 果 它 是 自 反 的 、 反 对 称 的 和 传递 的 ， 就 称 为 偏 序 。 
集合 S 与 定义 在 其 上 的 偏 序 尺 一 起 称 为 偏 序 集 ， 记 作 (S，R)。 集 合 S 中 的 成 员 称 为 偏 序 集 的 
元 素 。 

我 们 在 例 1 一 3 中 给 出 偏 序 集 的 例子 。 

例 1 证 明 :“ 大 于 或 等 于 ?关系 (过 ) 是 整数 集合 上 的 偏 序 。 

解 ” 因 为 对 所 有 整数 a 有 a 宇 a， 所 以 宇 是 自 反 的 。 如 果 a 之 6 且 5 宇 a， 那么 a 一 56， 因 此 之 
是 反对 称 的 。 最 后 ， 因 为 a 宇 b 且 5b 之 c 蕴涵 4a 宇 c:， 所 以 宇 是 传递 的 。 从 而 宇 是 整数 集合 上 的 偏 
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序 且 (Z， 宇 ) 是 偏 序 集 。 4 
例 2 整除 关系 “| ”是 正 整 数 集合 上 的 偏 序 ， 因 为 如 9.1 节 所 述 ， 它 是 自 反 的 、 反 对 称 的 
和 传递 的 。 我 们 得 到 (Z* ，| ) 是 偏 序 集 (Z -表示 正 整 数 集合 ) 。 4 


例 3 证 明 : 包含 关系 三 是 定义 在 集合 S 的 备 集 上 的 偏 序 。 

解 ” 因 为 只 要 A 是 S 的 子 集 ， 就 有 ACSSA， 所 以 己 是 自 反 的 。 因 为 ACB 和 BCA 蕴涵 
A 王 B， 所 以 它 是 反对 称 的 。 最 后 ， 因 为 ASEB 和 BCEC 萄 涵 ASEC， 所 以 是 传递 的 。 因 此 ， 
性 是 P(S) 上 的 偏 序 ， 且 (P(S)， 己 ) 是 偏 序 集 。 4 

例 4 给 出 了 一 个 不 是 偏 序 的 关系 。 

例 4 设 尺 是 定义 在 由 人 构成 的 集合 上 的 关系 ，zRy 当 且 仅 当 z 和 y 是 人 ， 且 z 年 纪 大 于 
yo 证 明 : 及 不 是 偏 序 。 





解 ”注意 尽 是 反对 称 的 ， 因 为 如 果 有 一 个 人 z 比 另 一 个 人 y 年 长 ， 那么 y 就 不 会 比 z 年 空 圈 
长 。 也 就 是 说 ， 如 果 zRy， 那 么 > 民工 。 关 系 尺 是 传递 的 ， 因 为 如 果 工 比 y 年 长 , 而 y 又 比 z 
年 长 ， 那 么 工 肯 定 比 = 年 长 。 就 是 说 ， 如 果 zRy，y R zx， 那么 zRz。 但 是 ，R 不 是 自 反 的 ， 因 
为 没有 谁 会 比 自己 年 长 。 即 对 于 所 有 的 人 z，z 尺 工 。 这 就 意味 着 尽 不 是 偏 序 。 本 

在 不 同 的 偏 序 集中 ,会 使 用 不 同 的 符号 表示 偏 序 ， 如 三 、 己 和 | 。 然 而 ， 我 们 需要 一 个 符 
号 用 来 表示 任意 一 个 偏 序 集中 的 序 关 系 。 通 常 ， 在 一 个 偏 序 集中 ， 记 号 a<5 表 示 (a,，6) ER。 
使 用 这 个 记号 是 由 于 “小 于 或 等 于 ”关系 是 偏 序 关 系 的 范例 ， 而 且 符 号 和 三 很 相似 。( 注 意 符 
号 入 用 来 表示 任意 偏 序 集中 的 关系 ， 并 不 仅仅 是 “小 于 或 等 于 ”关系 。) 记 号 <2 表示 a 和 2， 但 
4 天 0。 如 果 ac<2， 我 们 说 “a 小 于 0? 或 “2 大 于 cc”。 

当 a 与 5 是 偏 序 集 (S，<< ) 的 元 素 时 ,不 一 定 有 a<<5b 或 5<a。 例如 ,在 (P(Z)， 己 ) 中 ， 
{1，2}) 与 {1，3} 没 有 关系 ， 反 之 亦 然 ， 因 为 没有 一 个 集合 被 男 一 个 集合 包含 。 类 似 地 ， 在 
(Z*，|) 中 ,2 与 3 没有 关系 ，3 与 2 也 没有 关系 ,因为 21 3 和 且 312。 由 此 得 到 定义 2。 

EEER 罗 偏 序 集 (S， 尖 ) 中 的 元 素 &4 和 8 称 为 可 比 的 ， 如 果 a<b 或 5p<a。 当 a 和 65 是 S 中 
的 元 素 并 且 既 没有 a 二 5， 也 没有 6b<a， 则 称 a 与 6 是 不 可 比 的 。 

例 5 在 偏 序 集 (Z* ，|) 中 ,整数 3 和 9 是 可 比 的 吗 ? 5 和 7 是 可 比 的 吗 ? 

解 整数 3 和 9 是 可 比 的 ， 因 为 319。 整 数 5 和 7 是 不 可 比 的 ， 因 为 5 少 7 且 7 才 5。 4 

用 形容 词 “部 分 的 ( 偏 的 ) ”描述 偏 序 ， 因 为 有 些 元 素 对 可 能 是 不 可 比 的 。 当 集合 中 的 每 对 元 
素 都 可 比 时 ， 这 个 关系 称 为 全 序 。 

由。 如果 (S， 过 ) 是 偏 序 集 ， 且 S 中 的 每 对 元 素 都 是 可 比 的 ， 则 S 称 为 全 序 集 或 线 序 
集 ， 且 当 称 为 全 序 或 线 序 。 一 个 全 序 集 也 称 为 链 。 

例 6 偏 序 集 (Z， 科 ) 是 全 序 集 ， 因 为 只 要 ac 和 0 是 整数 ， 就 有 ac 委 2 或 2 魏 a。 本 

例 7 偏 序 集 (Z- ，|) 不 是 全 序 集 ， 因 为 它 包含 着 不 可 比 的 元 素 ， 例 如 5 和 7。 4 

在 第 6 章 我 们 注意 到 (Z* ， 三 ) 是 良 序 的 ， 其 中 三 是 通常 的 “小 于 或 等 于 ”关系 。 我 们 现在 
定义 良 序 集 。 

ES 对 于 偏 序 集 (S5， 二 )， 如 果 藉 是 全 序 ， 并 且 S 的 每 个 非 空 子 集 都 有 一 个 最 小 元 素 ， 
就 称 它 为 良 序 集 。 

例 8 正 整 数 的 有 序 对 的 集合 ，Z' XZ*，, 与 过 构成 良 序 集 ， 其 中 如 果 a 二 5,， 或 如 果 
a 二 且 as 达 bs,( 字 典 顺 序 )， 则 (ai ， az:) < (b, b,), 有 关 的 验证 留 作 节 后 的 练习 53。 集合 Z 
与 通常 的 二 不 是 良 序 的 ， 因 为 负 整 数 集合 是 Z 的 子 集 ， 但 没有 最 小 元 素 。 4 

在 5.3 节 的 最 后 ,我 们 说 明了 怎样 使 用 良 序 归纳 原理 ( 称 为 广义 归纳 法 ) 证 明 关 于 一 个 良 序 
集 的 结论 。 现 在 我 们 叙述 并 证 明 这 个 证 明 技 术 是 有 效 的 。 

良 序 归纳 原理 设 S 是 一 个 良 序 集 。 如 果 ( 归 纳 步骤 ) 对 所 有 yE S， 如 果 P(x) 对 
所 有 XES 且 zy 为 真 ， 则 P(y) 为 真 ， 那么 P(Xz) 对 所 有 的 XES 为 真 。 

证 假设 P(z) 不 对 所 有 的 xzE 5S 为 真 。 那 么 存在 一 个 元 素 yE S 使 得 P(y) 为 假 。 于 是 集合 
A={zES|P(z) 为 假 } 是 非 空 的 。 因 为 S 是 良 序 的 ， 所 以 集合 A 有 最 小 元 素 a。 根 据 a 是 选 自 
A 的 最 小 元 素 ， 我 们 知道 对 所 有 的 zES 且 x<a 都 有 P(xz) 为 真 。 由 归纳 步 又 可 以 推出 P(a) 为 
真 。 这 个 矛盾 就 证 明了 P(z) 必 须 对 所 有 zxES 为 真 。 q 





评注 使 用 良 序 归纳 法 进行 证 明 时 ， 不 需要 基础 步骤 。 因 为 若 Xo 是 良 序 集 的 最 小 元 
素 ， 由 归纳 步骤 可 知 P(z ) 为 真 。 因 为 不 存在 ES 且 工 <z， 所 以 (使 用 空 证 明 ) 
PCz) 对 所 有 xzES 且 工 <zo 为 真 。 

良 序 归纳 原理 对 证 明 关 于 和 良 序 集 的 结论 是 一 种 通用 的 技术 。 即 使 可 以 使 用 关于 正 整 数 集合 


的 数学 归纳 法 证 明 一 个 定理 时 ， 使 用 良 序 归纳 原理 甚至 可 能 更 简单 。 如 在 5. 2 节 例 5 和 例 6 中 
所 看 到 的 ， 那 里 我 们 证 明了 一 个 关于 和 良 序 集 (NXN， 科 ) 的 结论 ， 其 中 入 是 NXN 上 的 字典 


520 第 9 章 








顺序 。 


9. 6.2 字典 顺序 

字典 中 的 单词 是 按照 字母 顺序 或 字典 顺序 排列 的 ， 字 典 顺 序 是 以 字母 表 中 的 字母 顺序 为 基 
础 的 。 这 是 从 一 个 集合 上 的 偏 序 构造 一 个 集合 上 的 字符 串 的 排序 的 特例 。 我 们 将 说 明 在 任意 一 
个 偏 序 集 上 如 何 进行 这 种 构造 。 

首先 ， 我 们 将 说 明 怎 样 在 两 个 偏 序 集 (A; ，<, ) 和 (4A: ， 科 :) 的 笛 卡 儿 积 上 构造 一 个 偏 序 。 
在 A,XA, 上 的 字典 顺序 冬 定义 如 下 : 如 果 第 一 个 有 序 对 的 第 一 个 元 素 ( 在 A, 中 ) 小 于 第 二 
有 序 对 的 第 一 个 元 素 ， 或 者 第 一 个 元 素 相 等 ， 但 是 第 一 个 有 序 对 的 第 二 个 元 素 ( 在 A, 中 ) 小 于 
第 二 个 有 序 对 的 第 二 个 元 素 ， 那 么 第 一 个 有 序 对 小 于 第 二 个 有 序 对 。 换 名 话说 ，(a ，as) 小 于 
(机 刀 】; 即 

(a, as)<(bi, b,) 
或 者 a 1b1， 或 者 a=b: 且 aa 到 ?2 。 

把 相等 增加 到 A, XA, 的 序 < 上 ， 就 得 到 一 个 偏 序 入 。 这 个 验证 留 作 练习 。 

例 9 确定 在 偏 序 集 (ZXZ， 光 ) 中 是 否 有 (3，5)<(4，8)、(3，8)<(4，5) 和 (4，9) 去 
(4，11)? 这 里 二 是 由 通常 定义 在 Z 上 的 三 关系 构造 的 字典 顺序 。 

解 ” 因 为 3 二 4， 所 以 (3，5) 过 (4，8) 且 (3，8) 过 (4，5)。 因 为 (4，9) 与 (4，11) 的 第 一 元 
素 相 同 ， 但 是 9 二 11， 所 以 有 (4,，9) 过 (4,，11)。 4 

在 图 1 中 高 亮 地 显示 了 Z* XZ 中 比 (3， EE 
可 以 在 妈 4 个 偏 序 集 (Ai，<1)，(A,, 和) ，…， 

CA, <,) 的 笠 卡 儿 积 上 定义 字典 顺序 。 如 下 定 ee 
义 A XA,X…XA, 上 的 偏 序 : < Cy BD WD GD 6D TD 

(ais Way sy Obs bey 0 bi) o 。 2 -A 
如 果 a 过 i161， 或 者 如 果 存 在 整数 i>0, 使 得 (16) (2,6) (3,6) (4,6) (5,6) (6,6) (7,6) 
a=b, ai=b;, Bain <iribire 换 句 话 站 加 本 J 
说 ， 如 果 在 两 个 元 组 首次 出 现 不 同 元 素 的 (1s) (2.5) (3,5) (4,5) (5,5) (6,5) (7,5) 
位 置 上 第 一 个 n 元 组 的 元 素 小 于 第 二 个 元 组 。 2 
的 元 素 ， 那 么 第 一 个 nn 元 组 小 于 第 二 个 nn (1L4) (24) G,4) (44) (5,4) (6,4) (7.4) 
元 组 。 O Le OD © ® © 和 

例 10 注意 (1，2，3，5)<(1，2，4， (13) (23) (33) (43) (5,3) (3) (7,3) 
3) ， 因 为 这 些 4 元 组 的 前 两 位 相同 ， 但 是 第 ， 。 。 。 。 。 。. 
一 个 4 元 组 的 第 三 位 3 小 于 第 二 个 4 元 组 的 (1L2) (22) (32) (4,2) (5,2) (6,2) (7,2) 
第 三 位 4( 这 里 的 4 元 组 上 的 字典 顺序 是 通常 ， 。 。 。 。 。 。. 
在 整数 集合 上 的 “小 于 或 等 于 ”关系 导出 的 字  (D (2 (3D) (0 (GD (6D 0,D 
典 顺序 )。 4 ” 

总 站 并 淮山 站 坟 守 关中 中 准 学 抽 二 所 时 守 私 | 
考虑 偏 序 集 S 上 的 字符 串 aia …a。 和 6b15,…b,， 假 定 这 些 字符 捉 不 相等 。 设 1 是 m、n 中 较 小 
的 数 。 定 义 字 典 顺 序 如 下 :aaz …an 小 于 b16b,*…b;， 当 且 仅 当 

(al yaz ai) 过 (bi ,bs ，… ,0,) 或 者 
(al ya yd) = (biybs y'sb,) 并 8 mn 
其 中 ， 这 个 不 等 式 中 的 过 表示 S' 中 的 字典 顺序 。 换 句 话说 ， 为 确定 两 个 不 同 字 符 串 的 顺序 ， 
较 长 的 字符 串 被 截取 为 较 短 的 字符 串 的 长 度 t:， 即 :二 min(mx，n)。 然 后 使 用 S 上 的 字典 顺序 比 
较 每 个 字符 串 的 前 上 位 组 成 的 : 元 组 。 如 果 对 应 于 第 一 个 串 的 上 元 组 小 于 第 二 个 串 的 上 元 组 ， 或 
者 这 两 个 上 元 组 相等 ， 但 是 第 二 个 串 更 长 ， 那 么 第 一 个 串 小 于 第 二 个 串 。 这 是 一 个 偏 序 的 验 
证 ， 作 为 练习 38 留 给 读者 。 





例 11 考虑 由 小 写 英 语 组 成 的 字符 串 的 集合 。 使 用 字母 在 字母 表 中 的 顺序 ， 可 以 构造 在 
字符 串 的 集合 上 的 字典 顺序 。 如 果 两 个 字符 串 在 首 个 位 置 出 现 不 同 字母 时 ， 第 一 个 字符 串 中 的 
字母 排 在 第 二 个 字符 串 中 字母 的 前 面 ， 或 者 如 果 第 一 个 字符 串 和 第 二 个 字符 串 在 所 有 的 位 都 相 
同 ， 但 是 第 二 个 字符 串 有 更 多 的 字母 ， 那 么 第 一 个 字符 串 小 于 第 二 个 字符 串 。 这 种 排序 和 字典 
中 使 用 的 排序 相同 。 例 如 ， 
discreet<discrete 

因为 这 两 个 字符 串 在 第 7 位 首次 出 现 不 同 字母 ， 并 且 et。 同样 ， 
discreet<discreetness 

因为 这 两 个 字符 串 前 8 个 字母 相同 ， 但 是 第 二 个 字符 串 更 长 。 此 外 ， 
discrete<discretion 

因为 


discrete< discreti 首 


9.6.3 哈 塞 图 

在 有 穷 偏 序 集 的 有 向 图 中 ， 有 许多 边 可 以 不 必 显 示 出 来 ， 因 为 它们 是 必须 存在 的 。 例 如 ， 
考虑 在 集合 {1，2，3，4} 上 的 偏 序 {(a，5) |a5} 的 有 向 图 ， 见 图 2a。 因 为 这 个 关系 是 偏 序 的 ， 
所 以 它 是 自 反 的 并 且 有 向 图 在 所 有 的 顶点 都 有 环 。 因此， 我 们 不 必 显 示 这 些 环 ， 因 为 它们 是 必 
须 出 现 的。 在 图 2b 中 没有 显示 这 些 环 。 由 于 偏 了 元 和 
序 是 传递 的 ， 所 以 我 们 不 必 显 示 那 些 由 于 传递 
性 而 必须 出 现 的 边 。 例 如 ， 在 图 2c 中 没有 显示 
边 (1，3)、(1，4) 和 (2，4) ， 因 为 它们 是 必须 3 
出 现 的 。 如 果 假 设 所 有 边 的 方向 是 向 上 的 (如 
图 2 所 示 )， 我 们 不 必 显 示 边 的 方向 ， 图 2c 没有 
显示 边 方向 。 

一 般 说 来 ,我们 可 以 使 用 下 面 的 过 程 表 示 

一 个 有 穷 的 偏 序 集 。 从 这 个 关系 的 有 向 图 开始 。 1 1 1 
由 于 偏 序 是 自 反 的 ， 所 以 在 每 个 顶点 a 都 有 一 a b) 
dt as dt 
由 于 传递 性 必须 出 现 的 边 。 也 就 是 说 ， 对 于 元 
素 zxES 如 果 z<z 且 z<y， 则 移 走 所 有 这 样 的 边 (z，y) 。 最 后 ， 排 列 每 条 边 使 得 它 的 起 点 在 
终点 的 下 面 (正如 在 纸 上 所 画 的 ) 。 移 走 有 向 边 上 所 有 的 的 箭头 ， 因 为 所 有 的 边 “ 向 上 ?指向 它们 
的 终点 。 
这 些 步骤 是 有 明确 定义 的 ， 并 且 对 于 一 个 有 穷 偏 序 集 只 有 有 限 步 需 要 执行 。 当 所 有 的 步骤 
执行 以 后 ， 就 得 到 一 个 包含 足够 的 表示 偏 序 信息 的 图 ， 我 们 将 在 后 面 进 行 解释 。 这 个 图 称 为 
(S， 过 ) 的 哈 塞 图 ， 它 是 用 20 世纪 德国 数学 家 赫 尔 姆 。 哈 塞 的 名 字 命 名 的 ， 哈 塞 广泛 使 用 了 这 
些 图 。 

设 (S， 和 ) 是 一 个 偏 序 集 。 若 zy 且 不 存在 元 素 zE S 使 得 zx<z<y， 则 称 元 素 yE S 覆盖 
元 素 zxE S。y 覆盖 xz 的 有 序 对 (zx，y) 的 集合 称 为 (S$，<< ) 的 覆盖 关系 。 从 对 偏 序 集 的 哈 塞 图 的 
描述 中 ， 我 们 可 以 看 出 ， 在 (S$，< ) 的 哈 塞 图 中 的 边 是 指向 上 面 的 边 并 且 与 (S$5，< ) 的 覆盖 关 
系 中 的 有 序 对 相对 应 。 而 且 ， 我 们 可 以 从 偏 序 集 的 覆盖 关系 中 得 到 这 个 偏 序 集 ， 因 为 它 是 它 的 
覆盖 关系 的 传递 闭 包 的 自 反 闭 包 。( 练 习 31 要 求 给 出 这 个 事实 的 证 明 。) 这 就 告诉 我 们 ， 可 以 从 
它 的 哈 塞 图 中 构造 一 个 偏 序 。 

例 12 画 出 表示 {1，2，3，4，6，8，12} 上 的 偏 序 {(a，6) |a 整除 5} 的 哈 塞 图 。 

解 ” 从 这 个 偏 序 的 有 向 图 开始 ， 如 图 3a 所 示 。 移 走 所 有 的 环 ， 如 图 3b 所 示 。 然 后 删除 所 
有 由 传递 性 可 以 得 到 的 边 。 这 些 边 是 (1，4) 、(1，6)、(1，8) 、(1，12) 、(2，8) 、(2，12) 和 
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《3，12) 。 排 列 所 有 的 边 使 得 方向 向 上 ， 并 且 删 除 所 有 的 箭头 得 到 哈 塞 图 。 结 果 如 图 3c 所 示 。 
4 


8 12 





a) b) c) 
图 3 构造 ((1，2，3，4，6，8，12}，| ) 上 的 哈 塞 图 


例 13 画 出 寡 集 P(CS) 上 的 偏 序 {(A，B) |ASEB) 的 哈 塞 图 ， 其 中 S={a, b,c})。 

解 ”关于 这 个 偏 序 的 哈 塞 图 是 由 相关 的 有 向 图 得 到 的 ， 先 删除 所 有 的 环 和 所 有 由 传递 性 产 
生 的 边 ; 即 (B, {a, 486})、(B, {a, ce})、(@, {b,c})、(@, {a, b, c})、 ({a}, {a, b, 
c})、({65}，{a， 6b，c})) 和 ({c)，{a,，5，c})。 最 后 ， 使 所 有 的 边 方向 向 上 并 删除 箭头 。 得 到 的 
哈 塞 图 如 图 4 所 示 。 本 


9.6.4 极 大 元 与 极 小 元 

具有 极 值 性 质 的 偏 序 集中 的 元 素 有 许多 重要 应 用 。 偏 序 集中 的 一 个 元 素 称 为 极 大 元 ， 当 它 
不 小 于 这 个 偏 序 集 的 任何 其 他 元 素 。 即 当 不 存在 5€ S 使 得 a 尺 5，a 在 偏 序 集 (S，<) 中 是 极 大 
元 。 类 似 地 ， 偏 序 集 的 一 个 元 素 称 为 极 小 元 ， 如 果 它 不 大 于 这 个 偏 序 集 的 任何 其 他 元 素 。 即 如 
果 不 存 在 5€ S 使 得 6<a， 则 a 在 偏 序 集 (S5，<< ) 中 是 极 小 元 。 使 用 哈 塞 图 很 容易 识别 极 大 元 与 
极 小 元 。 它 们 是 图 中 的 “ 顶 ” 元 素 与 “ 底 ” 元 素 。 

例 14 偏 序 集 ({2，4，5，10，12，20，25) ，|) 中 的 哪些 元 素 是 极 大 元 ， 哪 些 是 极 小 元 ? 

解 ”在 这 个 偏 序 集 的 哈 塞 图 ， 图 5 中 ,显示 了 极 大 元 是 12，20 和 25， 极 小 元 是 2 和 5。 通 
过 这 个 例子 可 以 看 出 ， 一 个 偏 序 集 可 以 有 多 个 极 大 元 和 多 个 极 小 元 。 本 





um 


赫 尔 姆 . 哈 塞 (Helmut Hasse，1898 一 1979) ” 哈 塞 出 生 于 德国 的 卡 斯 尔 ， 高 中 毕业 
以 后 在 德国 海军 服役 。1918 年 ， 他 进入 哥 廷 根 大 学 学 习 ， 两 年 以 后 转 人 马尔 堡 大 学 ， 
师 从 数论 专家 科 特 。 享 泽 尔 。 在 这 段 时 间 里 ， 哈 塞 对 代数 数论 做 出 了 基础 性 的 贡献 。 他 
继承 了 享 泽 尔 在 马尔 堡 大 学 的 工作 ， 并 于 1934 年 荣 升 为 著名 的 哥 廷 根 数学 研究 所 所 长 。 
1950 年 ， 哈 塞 年 受聘 于 汉堡 大 学 。 哈 塞 为 著名 的 德国 数学 期 刊 《Crelle 学 报 》(CCrelles 
Journal) 担 任 了 50 年 的 编辑 工作 。1936 年 ， 当 纳粹 强迫 享 泽 尔 辞职 时 ， 哈 塞 承 担 了 主编 
的 工作 。 在 第 二 次 世界 大 战 期 间 ， 哈 塞 效 命 于 德国 海军 ， 从 事 应 用 数学 的 研究 工作 。 他 
的 讲演 表述 清晰 ， 风 格 独特 。 他 把 一 生 的 精力 都 倾注 于 数论 的 研究 和 他 的 学 生 身 上 。( 险 塞 由 于 与 纳粹 党 的 
联系 而 受到 非议 。 调 查证 明 他 是 一 名 坚定 的 日 耳 曼 民族 主义 者 ， 并 非 狂 热 的 纳粹 分 子 。) 
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{a, b, c} 
12 20 


图 4 (PC{a, 5b，c))， 己 ) 的 哈 塞 图 图 5 偏 序 集 的 哈 塞 图 


有 时 在 偏 序 集中 存在 一 个 元 素 大 于 每 个 其 他 的 元 素 。 这 样 的 元 素 称 为 最 大 元 。 即 a 是 偏 序 集 
(S，<) 的 最 大 元 ， 如 果 对 所 有 的 65E€ S 有 8 和 a。 当 最 大 元 存在 时 ， 它 是 唯一 的 [ 见 本 节 练 习 
40a]。 类 似 地 ， 一 个 元 素 称 为 最 小 元 ， 当 它 小 于 偏 序 集 的 所 有 其 他 元 素 。 即 a 是 偏 序 集 (S，<) 
的 最 小 元 ， 如 果 对 所 有 的 bE S 有 a<6b。 当 最 小 元 存在 时 ， 它 也 是 唯一 的 [ 见 本 节 练 习 40bj]。 

例 15 确定 图 6 中 的 每 个 哈 塞 图 表示 的 偏 序 集 是 否 有 最 大 元 和 最 小 元 。 


b 玫 d d e d d 
A Xx 人 《> 
a a b a b a 


a) b) c) d) 
图 6 四 个 偏 序 集 的 哈 塞 图 


解 ” 哈 塞 图 6a 表示 的 偏 序 集 的 最 小 元 是 <。 这 个 偏 序 集 没 有 最 大 元 。 哈 塞 图 6b 表示 的 偏 
序 集 既 没有 最 小 元 也 没有 最 大 元 。 哈 塞 图 6c 表 示 的 的 偏 序 集 没 有 最 小 元 ， 它 的 最 大 元 是 &。 哈 
塞 图 6d 表示 的 偏 序 集 有 最 小 元 a 和 最 大 元 d。 4 

例 16 设 S 是 集合 。 确 定 偏 序 集 (P(S)， 己 ) 中 是 否 存 在 最 大 元 与 最 小 元 。 

解 ” 最 小 元 是 空 集 ， 因 为 对 于 S 的 任何 子 集 T， 有 名 硅 T。 集合 S 是 这 个 偏 序 集 的 最 大 元 ， 
因为 只 要 了 是 S 的 子 集 , 就 有 TCS。 4 

例 17 在 偏 序 集 (Z* ，| ) 中 是 否 存 在 最 大 元 和 最 小 元 ? 

解 1 是 最 小 元 ， 因 为 只 要 n 是 正 整 数 ， 就 有 1|n。 因 为 没有 被 所 有 正 整 数 整 除 的 整数 ， 
所 以 不 存在 最 大 元 。 4 

有 时 候 可 以 找到 一 个 元 素 大 于 或 等 于 偏 序 集 (S， 科 ) 的 子 集 A 中 的 所 有 元 素 。 如 果 w 是 S 
中 的 元 素 ， 使 得 对 所 有 的 元 素 a€E A， 有 a<u， 那么 4 称 为 A 的 一 个 上 界 。 类 似 地 ， 也 可 能 存 
在 一 个 元 素 小 于 或 等 于 A 中 的 所 有 元 素 。 如 果 /是 S 中 的 一 个 元 素 ， 使 得 对 所 有 的 元 素 a€ A 
有 7Z< 和 ca， 那么 ! 称 为 A 的 一 个 下 界 。 

例 18 找 出 图 7 中 的 哈 塞 图 所 示 的 偏 序 集 的 子 集 {a，6，c}、{j,， 有 h} 和 {a,，c，d， 放 的 下 


界 和 上 界 。 
解 {a,， 5，c} 的 上 界 是 e、f、; 和 hh ， 它 的 唯一 的 下 界 是 a。{j，h} 没 有 上 界 ， 它 的 下 界 
是 a、 Gs C、 码 ， e 和 ff。 {a, Cy d,， 刀 的 上 界 是 f、 hh 和 j， 它 的 下 界 是 a。 | 


元 素 z 叫做 子 集 A 的 最 小 上 界 ， 如 果 xz 是 一 个 上 界 并 且 它 小 于 A 的 任何 其 他 的 上 界 。 因 
为 如 果 存 在 ， 则 只 存在 一 个 这 样 的 元 素 ， 从 这 个 意义 上 ， 称 这 个 元 素 为 最 小 上 界 [ 见 本 节 练 习 
42a)]。 即 若 任意 acEA 有 a< 和 xz， 并 且 对 于 A 的 任意 上 界 z， 有 Zz<z， 则 工 就 是 A 的 最 小 上 界 。 
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类 似 地 ， 如 果 y 是 A 的 下 界 ， 并 且 对 于 A 的 任意 下 界 >， 有 zx 和 >， 则 y 就 是 A 的 最 大 下 界 。 
如 果 存 在 ，A 的 最 大 下 界 是 唯一 的 [ 见 本 节 练 习 42b]。 一 个 子 集 A 的 最 大 下 界 和 最 小 上 界 分 别 


记 作 glbC4A) 和 lub(A) 。 4 
例 19 在 图 7 所 示 的 偏 序 集中 ， 如 果 存 在 , 求 出 {5，d，g} 的 h 
最 大 下 界 和 最 小 上 界 。 J 
解 {5，d，g} 的 上 界 是 g 和 有 h。 因 为 g<h， 所 以 g 是 最 小 上 & f 
界 。{56，d，g} 的 下 界 是 a 和 65。 因为 a<b6， 所 以 5 是 最 大 下 界 。 
例 20 在 偏 序 集 (Z* ，|) 中 ， 如 果 存 在 ， 求 出 集合 {3, 9, 12) J , 


和 {1，2，4，5，10} 的 最 大 下 界 和 最 小 上 界 。 

| 解 ”如 果 3、9、12 被 一 个 整数 整除 ， 那 么 这 个 整数 就 是 {3，9， 
12} 的 下 界 。 这 样 的 整数 只 有 1 和 3。 因为 1|3， 所 以 3 是 {3，9， 
12} 的 最 大 下 界 。 集 合 {L，2，4，5，10} 关 系 到 | 的 下 界 只 有 1， 因 se 
此 1 是 (1，2，4，5，10) 的 最 大 下 界 。 

一 个 整数 是 (3，9，12} 的 上 界 ， 当 且 仅 当 它 被 3、9 和 12 整除 。 本 

具有 这 种 性 质 的 整数 就 是 那些 被 3、9 和 12 的 最 小 公 倍 数 36 整除 的 整数 。 因 此 ，36 是 {3，9， 
12} 的 最 小 上 界 。 一 个 正 整 数 是 集合 {1，2，4，5，10} 的 上 界 ， 当 且 仅 当 它 被 1、2、4、5 和 10 
整除 。 具 有 这 种 性 质 的 整数 就 是 被 这 些 整数 的 最 小 公 倍数 20 整除 的 整数 。 因 此 ，20 是 {1，2， 
4，5，10} 的 最 小 上 界 。 4 


9.6.5 格 
如 果 一 个 偏 序 集 的 每 对 元 素 都 有 最 小 上 界 和 最 大 下 界 ， 就 称 这 个 偏 序 集 为 格 。 格 有 许多 特 
殊 的 性 质 。 此 外 ， 格 有 许多 不 同 的 应 用 ， 如 用 在 信息 流 的 模型 中 ， 格 在 布尔 代数 中 也 有 重要 的 


i 21 确定 图 8 中 的 每 个 哈 塞 图 表示 的 偏 序 集 是 否 是 格 。 
f f h 
e d e e 8 
c d 
b b c d 


a) b) c) 
8 三 个 偏 序 集 的 哈 塞 图 


解 ”在 图 8a 和 图 8c 中 的 哈 塞 图 表示 的 偏 序 集 是 格 ， 因 为 在 每 个 偏 序 集中 每 对 元 素 都 有 最 
小 上 界 和 最 大 下 界 ， 读 者 可 自行 验证 。 另 一 方面 ， 图 8b 所 示 的 哈 斯 图 表示 的 偏 序 集 不 是 格 ， 
因为 元 素 5 和 c 没有 最 小 上 界 。 注 意 ， 虽 然 4、e 和 了 都 是 上 界 ， 但 这 3 个 元 素 中 的 任何 一 个 在 
这 个 偏 序 集中 的 顺序 都 不 出 现在 其 他 2 个 之 前 。 4 

例 22 偏 序 集 (Z* ，| ) 是 格 吗 ? 

解 设 a 和 2 是 两 个 正 整数 。 这 两 个 整数 的 最 小 上 界 和 最 大 下 界 分 别 是 它们 的 最 小 公 倍数 
和 最 大 公约 数 ， 读 者 应 自行 验证 。 因 此 这 个 偏 序 集 是 格 。 4 

例 23 确定 偏 序 集 ({1，2，3，4，5}，|) 和 ({1，2，4，8，16}，|) 是 否 为 格 。 

解 ” 因为 2 和 3 在 ({1，2，3，4，5}，|) 中 没有 上 界 ， 所 以 它们 当然 没有 最 小 上 界 。 因 此 


第 一 个 偏 序 集 不 是 格 。 





第 二 个 偏 序 集中 的 每 两 个 元 素 都 有 最 小 上 界 和 最 大 下 界 。 在 这 个 偏 序 集中 两 个 元 素 的 最 小 
上 界 是 它们 中 间 较 大 的 元 素 ， 而 两 个 元 素 的 最 大 下 界 是 它们 中 间 较 小 的 元 素 。 读 者 应 自行 验 
证 。 因 此 第 二 个 偏 序 集 是 格 。 4 

例 24 确定 (PC(S)， 己 ) 是 否 是 格 ， 其 中 S 是 集合 。 

解 设 A 和 B 是 S 的 两 个 子 集 。A 和 B 的 最 小 上 界 和 最 大 下 界 分 别 是 AUB 和 A 门 B， 读 
者 可 自行 证 明 。 因 此 (P(S)， 己 ) 是 格 。 

例 25 信息 流 的 格 模 型 ”在 许多 设置 中 ， 从 一 个 人 或 计算 机 程序 到 另 一 个 人 或 计算 机 程 
序 的 信息 流 要 受到 限制 ， 这 可 以 通过 安全 权限 来 实现 。 我 们 可 以 使 用 格 的 模型 来 表示 不 同 的 信 
息 流 策略 。 例 如 ， 一 个 通用 的 信息 流 策略 是 用 于 政府 或 军事 系统 中 的 多 级 安全 策略 。 为 每 组 信 
息 分 配 一 个 安全 级 别 ， 并 且 每 个 安全 级 别 用 一 个 序 对 (4A，C) 表 示 ， 其 中 A 是 权限 级 别 ，C 是 
种 类 。 然 后 允许 人 和 计算 机 程序 从 一 个 被 特别 限制 的 安全 类 的 集合 中 访问 信息 。 

在 美国 政府 中 ， 使 用 的 典型 的 权限 级 别 是 不 保密 (0)、 秘 密 (1)、 机 密 (2) 和 绝密 (3)。( 若 
信息 是 秘密 、 机 密 或 绝密 的 ， 就 称 信息 被 分 类 了 .。) 在 安全 级 别 中 使 用 的 种 类 是 一 个 集合 的 子 
集 ， 这 个 集合 含有 与 一 个 特定 行业 领域 相关 的 所 有 的 分 部 ， 每 个 分 部 表示 一 个 指定 的 对 象 域 。 
例如 ， 如 果 分 部 的 集合 是 (密探 ， 间 谍 ， 双 重 间谍 ) ， 那 么 存在 8 个 不 同 的 种 类 ， 每 个 种 类 分 别 
对 应 于 分 部 集合 中 的 8 个 子 集 ， 例如 {密探 ， 间 谍 }。 

我 们 可 以 对 安全 种 类 排序 ， 规定 (A ，Ci) 才 (A;，C;) 当 生 仅 当 Ai 志 A, 和 CSEC: 。 信 息 允 
许 从 安全 类 (A,，C) 流 向 安全 类 (A,，C:) 当 和 且 仅 当 (A,;，Ci) 才 (A,，C;)。 例 如 ， 信 息 允 许 从 
安全 类 (机 密 ，{ 密 探 ， 间 谍 }) 流 向 安全 类 (绝密 ，{ 密 探 ， 间 谍 ， 双 重 间 谍 })， 相 反 ， 信 息 不 允 
许 从 安全 类 (绝密 ，{ 密 探 ， 间 谍 }) 流 向 安全 类 (机 密 ，{ 密 探 ， 间 谍 ， 双 重 间 谍 }) 或 (绝密 ，{ 密 
探 })。 

我 们 将 它 留 给 读者 ( 见 本 节 练 习 48) 证 明 ， 所 有 安全 类 的 集合 与 在 这 个 例子 中 所 定义 的 序 
构成 一 个 格 。 本 


9.6.6 拓扑 排序 

假设 一 个 项 目 由 20 个 任务 构成 。 某 些 任 务 只 能 在 其 他 任务 结束 之 后 完成 。 如 何 找到 关于 
这 些 任务 的 顺序 ? 为 了 对 这 个 问题 建 模 ， 我 们 在 任务 的 集合 上 构造 一 个 偏 序 ， 使 得 <2 当 且 
仅 当 a 和 6 是 任务 且 直 到 a 结束 后 5 才能 开始 。 为 安排 好 这 个 项 目 ， 需 要 得 出 与 这 个 偏 序 相 容 
的 所 有 20 个 任务 的 顺序 。 我 们 将 说 明 怎 样 做 到 这 一 点 。 

我 们 从 定义 开始 。 如 果 只 要 aRb 就 有 a 二 5， 则 称 一 个 全 序 < 与 偏 序 R 是 相 容 的 。 从 一 个 
偏 序 构造 一 个 相 容 的 全 序 称 为 拓扑 排序 ?。 我 们 需要 使 用 引 理 1。 

每 个 有 穷 非 空 偏 序 集 (S， 壹 ) 至 少 有 一 个 极 小 元 。 

证 ”选择 S 的 一 个 元 素 a。。 如 果 ao 不 是 极 小 元 ， 那 么 存在 元 素 mw ， 满 足 al 过 a。。 如 果 a 
不 是 极 小 元 ， 那 么 存在 元 素 a;， 满 足 a; a 。 继 续 这 一 过 程 ， 使 得 如 果 a 不 是 极 小 元 ， 那 么 
存在 元 素 a,;1 满 足 auf:<a,。 因 为 在 这 个 偏 序 集 只 有 有 穷 个 元 素 ， 所 以 这 个 过 程 一 定 会 结束 并 
且 具 有 极 小 元 a,。 4 

我 们 将 要 描述 的 拓扑 排序 算法 对 任何 有 穷 非 空 偏 序 集 都 有 效 。 为 了 在 偏 序 集 (A，<<) 上 定 
义 一 个 全 序 ， 首 先 选择 一 个 极 小 元 素 wm 。 由 引 理 1 可 知 ， 这 样 的 元 素 存 在 。 接 着 ， 正 如 读者 应 
自行 验证 的 ，(A 一 {a1}， 二 ) 也 是 一 个 偏 序 集 。 如 果 它 是 非 空 的 ， 选 择 这 个 偏 序 集 的 一 个 极 小 
元 a 。 然 后 再 移出 a;， 如 果 还 有 其 他 的 元 素 留 下 来 ， 在 A 一 {a; ，a:} 中 选择 一 个 极 小 元 as 。 继 
续 这 个 过 程 ， 只 要 还 有 元 素 留 下 来 ， 就 在 A 一 {al，as，…， wj } 中 选择 极 小 元 a441。 


加 “拓扑 排序 ”是 计算 机 科学 中 用 到 的 术语 ， 在 数学 中 用 到 的 术语 是 “ 偏 序 的 线性 化 "。 在 数学 中 ， 拓 扑 是 几何 的 
一 个 分 支 ， 用 于 研究 几何 图 形 在 连续 改变 形状 时 还 能 保持 不 变 的 一 些 特性 。 在 计算 机 科学 中 ， 拓 扑 是 把 对 象 
进行 安排 ,使 它们 能 够 通过 边 相 连 。 


Errs 
Eremples 
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因为 A 是 有 穷 集 ， 所 以 这 个 过 程 一 定 会 终止 。 最 终 产生 一 个 元 素 序列 ca ，a ，…，a,。 所 
需要 的 全 序 <<, 定义 为 
ma WwW 
这 个 全 序 与 初始 偏 序 相 容 。 为 看 出 这 一 点 ， 注 意 如 果 在 初始 偏 序 中 5c<，c 在 算法 的 某 个 阶段 
6 已 经 被 移出 时 ， 被 选择 为 极 小 元 ， 否 则 < 就 不 是 极 小 元 。 算 法 1 给 出 了 关于 这 个 拓扑 排序 算 
法 的 伪 码 。 


算法 1 拓扑 排序 


procedure topological sort((S， 和 六 ) : 有 穷 偏 序 集 ) 





k :=1 

while SZ 
az: :二 S 的 极 小 元 {由 引 理 1 可知， 这样 的 元 素 一 定 存在 》 
S :=S—{a} 
k :=k 十 1 

return al, az, ***, an{lal, da2, ***, an 是 与 S 相 容 的 全 序 } 











例 26 找 出 与 偏 序 集 ({(1，2，4，5，12，20)}，|) 相 容 的 一 个 全 序 。 

解 ”第 一 步 是 选择 一 个 极 小 元 。 这 个 元 素 一 定 是 1， 因 为 它 是 唯一 的 极 小 元 。 下 一 步 选 择 
({(2，4，5，12，20}，|) 的 一 个 极 小 元 。 在 这 个 偏 序 集 中 有 两 个 极 小 元 ， 即 2 和 5。 我 们 选择 
5。 剩 下 的 元 素 是 (2，4，12，20} 。 在 这 一 步 ， 唯 一 的 极 小 元 是 2。 下 一 步 选 择 4， 因 为 它 是 
({4，12，20}，|) 的 唯一 极 小 元 。 因 为 12 和 20 都 是 ({12，20}，| ) 的 极 小 元 ， 下 一 步 选 哪 一 
个 都 可 以 。 我 们 选 20， 只 剩 下 12 作为 最 后 的 元 素 。 这 产生 了 全 序 

1<5<2<4<20<12 
这 个 排序 算法 所 使 用 的 步骤 在 图 9 中 给 出 。 q 





CT 


图 9 ({1，2，4，5，12，20}，|) 的 拓扑 排序 


在 项 目的 安排 中 会 用 到 拓扑 排序 。 
例 27 ”一 个 计算 机 公司 的 开发 项 目 需要 完成 7 个 任务 。 G 
其 中 某 些 任务 只 能 在 其 他 任务 结束 后 才能 开始 。 考 虑 如 下 建 六 员 
立 任务 上 的 偏 序 ， 如 果 任 务 Y 在 XX 结束 后 才能 开始 ， 则 任务 
X<< 任 务 了 Y。 这 7 个 任务 对 应 于 这 个 偏 序 的 哈 塞 图 如 图 10 所 
示 。 求 一 个 任务 的 执行 顺序 ， 使 得 能 够 完成 这 个 项 目 。 B 
解 ” 可 以 通过 执行 一 个 拓扑 排序 得 到 7 个 任务 的 排序 。 
排序 的 步骤 显示 在 图 11 中 。 这 个 排序 的 结果 , A<C<B<E A C E 
F<D<G， 给 出 了 一 种 任务 的 可 行 次 序 。 4 10 关于 7 个 任务 的 哈 塞 图 
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11 任务 的 拓扑 排序 


练习 


1. 


1 
1 
0 
1 
. 确定 由 下 面 的 0-1 矩阵 表示 的 关系 是 否 为 偏 序 。 


以 下 这 些 定义 在 集合 {0，1，2，3} 上 的 关系 ,哪些 是 偏 序 的 ? 如 果 不 是 偏 序 的 ， 请 给 出 它 缺 少 偏 序 的 
哪些 性 质 。 

a){C0, 0), (1, 1), (2, 2), (3, 3)) 

b) {C0, 0%, C1, WD, 2, :0), 2, 2), C2, 3), (3, 2), (3, 3)) 

{C0, 0), C1, 1), (1, 2), (2, 2), (3, 3)} 

dD) {C0, 0 C1, 1), C1, 2), (1, 3), (2, 2), (2, 3), (3, 3)) 

ey{C0, 0), 0, 1), (0, 2), (1, 0), (1, 1), C1, 2), (2, 0), (2, 2), (3, 3)) 


. 以 下 这 些 定义 在 集合 {0，1，2，3} 上 的 关系 ， 哪 些 是 偏 序 的 ? 如 果 不 是 偏 序 的 ， 请 给 出 它 缺 少 偏 序 的 


哪些 性 质 。 

at0，0 (2s 2 C9, 3 下 

机 (后 ， 榴 人 机 0 的) 

ett 7 {1s 1 Os Wy BD ss Gn 

Dt By (1 HD Ws WM Ty Wy RC, WD 0 Ws 7 OD} 

eo, 0O, tos. DD» to Dy 0, 3 Cs ON Chs Ts (ls OW Cli Wi 25 Oi 2s Ds (35 BN 


. 设 a 和 6b 是 人 ，S 是 全 世界 所 有 人 构成 的 集合 ，(a，b) ER。 请问 (S，R) 是 否 为 偏 序 集 ， 如 果 


a)a 比 2 的 个 子 高 

b)a 不 比 2 高 
Ca 二 5 或 a 是 5 的 祖先 
d)a 和 已 有 共同 的 朋友 


. 设 a 和 6 是 人 ，S 是 全 世界 所 有 人 构成 的 集合 ，(a，65) ER。 请 问 (S，R) 是 否 为 偏 序 集 ， 如 果 


a)a 不比 5 个子 矮 

b)a 的 体重 比 5 重 
c)a 二 6 或 a 是 5 的 后 代 
da 和 5 没有 共同 的 朋友 


. 下 面 哪些 是 偏 序 集 ? 

a)(Z， 一 ) b)(Z， 尖 ) ¢)(Z, 宇 ) do) (Z, 4) 
. 下 面 哪些 是 偏 序 集 ? 

a)(R, =) bb)(R, <) OR, <) d)(R,， 关 ) 


. 确定 以 下 0-1 矩阵 表示 的 关系 是 否 为 偏 序 。 


OP 一 ~ 
OD 


1 

i 4 让” 珊 6 
a)|1 1 0 bl)l0 1 0 ©) 6 
0 0 1 0 0 1 1 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17, 


18. 


19. 
20. 
21. 
22. 


23. 


24. 
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上 次 4 浴 
4 迹 上 1 6 0 而 -本 计价 
a)|1] 1 0 hb 关 9 1 © ©) 

外 注 开 
0 0 1 1 GO 1 

1 


在 练习 9 一 11 中 确定 有 向 图 所 表示 的 关系 是 否 为 偏 序 。 


10. ee a “~ ) ( ) € 
2 4 c d 
c d 


设 (S，R) 是 偏 序 集 。 证 明 :(S，R™') 也 是 偏 序 集 ， 其 中 R 是 R 的 逆 。 偏 序 集 (S，R  ) 称 为 (S， 
尺 ) 的 对 偶 。 

求 下 面 偏 序 集 的 对 偶 。 

a)({0, 1, 2}, <) b)(Z, 宇 ) 

© PZ), =) ator , | > 

在 偏 序 集 (Z* ，| ) 中 ， 下 面 哪些 元 素 对 是 可 比 的 ? 

a)5, 15 b)6, 9 c)8, 16 d)7, 7 

在 下 面 的 偏 序 集中 ， 找 出 两 个 不 可 比 的 元 素 。 

tt 三) Betis Zs dy Gs BW | 


设 S={1，2，3，4)。 考 虑 基于 通常 “小 于 ”关系 的 字典 顺序 。 

a) 找 出 所 有 在 SXS 中 小 于 (2，3) 的 序 对 。 

b) 找 出 所 有 在 SXS 中 大 于 (3，1) 的 序 对 。 

中 画 出 偏 序 集 (SXS，< ) 的 哈 塞 图 。 

找 出 下 面 的 二 元 组 的 字典 顺序 。 

a)(1，1，2)， (1，2，1) 

b)(0，1，2，3)，(0，1，3，2) 

c)(1，0，1，0，1)，(0，1，1，1，0) 

找 出 下 面 小 写 英语 字母 构成 的 字符 串 的 字典 顺序 。 

a)quack, quick, quicksilver, quicksand, quacking 

b)open, opener, opera, operand, opened 

C€)z00, zero, zoom, zoology, zoological 

找 出 位 串 0，01，11，001，010，011，0001 和 0101 的 基于 0 二 1 的 字典 顺序 。 
画 出 定义 在 {0，1，2，3，4，5} 上 的 “大 于 或 等 于 ”关系 的 哈 塞 图 。 

画 出 定义 在 {0，2，5，10，11，15} 上 的 “小 于 或 等 于 关系 的 哈 塞 图 。 
画 出 定义 在 下 述 集合 上 的 整除 关系 的 哈 塞 图 。 

a){l, 2, 3, 4, 5, 6} D3 Ss 5, Ils 8 165 1 
{2, 3, 5 10, 1l, 15, 25} dd) (1; 8 95 275 BL: 243} 
画 出 定义 在 下 述 集 合 上 的 整除 关系 的 哈 塞 图 。 

a){1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} 

WW, 2 3 By, 7 LL 13} 

ol, 2 8, 6, Il2 24 36; wwe} 

d){1, 2, 4, 8, 16, 32, 64)} 

画 出 定义 在 集合 PC(S) 上 的 包含 关系 的 哈 塞 图 ， 其 中 S={a, b,， c,d}。 
在 练习 25~27 中 ， 列 出 哈 塞 图 所 示 的 偏 序 中 的 所 有 有 序 对 。 


25. 


28. 
29. 
30. 
31. 


32. 


33, 


34. 


35. 


a 


a 
定义 在 {1，2，3，4，6，12} 上 的 偏 序 {(a，6b) |a 整除 5} 的 覆盖 关系 是 什么 ? 
定义 在 S 的 短 集 上 的 偏 序 {(A，B) | ASB} 的 覆盖 关系 是 什么 ? 其 中 S={a, b,c})。 
在 例 25 中 定义 的 关于 安全 种 类 偏 序 集中 的 偏 序 的 覆盖 关系 是 什么 ? 
证 明 : 一 个 有 穷 偏 序 集 可 以 从 它 的 覆盖 关系 重新 构造 出 来 。[ 提 示 : 证 明 偏 序 集 是 它 的 覆盖 关系 的 传 


递 闭 包 的 自 反 闭 包 。] 





对 于 下 面 的 哈 塞 图 表示 的 偏 序 ， 回 答 下 面 的 问题 。 


a) 求 极 大 元 。 
b) 求 极 小 元 。 
c) 存 在 最 大 元 吗 ? 
gd) 存在 最 小 元 吗 ? 


e) 求 {a，b，c} 的 所 有 上 界 。 
f) 如 果 存 在 ， 求 {a，5b5，c} 的 最 小 上 界 。 


8) 求 {f，g，h} 的 所 有 下 界 。 


h) 如 果 存 在 ， 求 {f，g，h} 的 最 大 下 界 。 
对 偏 序 集 ({3，5，9，15，24，45}，| )， 回 答 下 述 问题 。 


a) 求 极 大 元 。 
b) 求 极 小 元 。 
ec) 存在 最 大 元 吗 ? 
d) 存 在 最 小 元 吗 ? 


e) 找 出 {3，5} 的 所 有 上 界 。 
f) 如 果 存 在 ， 求 {3，5) 的 最 小 上 界 。 
g) 求 {15，45} 的 所 有 下 界 。 
h) 如 果 存 在 ， 求 {15，45} 的 最 大 下 界 。 


对 偏 序 集 (({(2，4，6，9，12，18，27，36，48，60，72}，| )， 回 答 下 述 问题 。 


a) 找 出 极 大 元 。 
b) 找 出 极 小 元 。 
c) 存 在 最 大 元 吗 ? 
d) 存 在 最 小 元 吗 ? 


e) 找 出 {2，9} 的 所 有 上 界 。 
人 如 果 存 在 ， 找 出 {2，9} 的 最 小 上 界 。 


8g) 找 出 {60，72} 的 所 有 下 界 。 


h) 如 果 存 在 ， 找 出 {60，72}) 的 最 大 下 界 。 


对 偏 序 集 ({{1}， {2}, {4}， 2)， {1， 4}， 《25 4)}， {3; 4}， {15 3， 4)， (2， 3 4)})}， 三 )， 回 


答 下 述 问 题 。 
a) 求 极 大 元 。 
b) 求 极 小 元 。 
c) 存 在 最 大 元 吗 ? 
dg) 存在 最 小 元 吗 ? 


e) 求 {{2}，{4}} 的 所 有 上 界 。 


人 如 果 存 在 ， 求 {{12}》，({4) 的 最 小 上 界 。 
g) 求 {{1，3，4}，{2，3，4})} 的 所 有 下 界 。 


h) 如 果 存 在 ， 求 {{1，3， 


4}， 


{2，3，4})} 的 最 大 下 界 。 


b 
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36. 


37, 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


44. 


45. 
46. 
47. 


48. 


49. 


50. 
5S1. 
52. 


给 出 满足 下 述 条 件 的 偏 序 集 。 

a) 有 一 个 极 小 元 但 没有 极 大 元 。 

b) 有 一 个 极 大 元 但 没有 极 小 元 。 

©) 既 没有 极 大 元 也 没有 极 小 元 。 

证 明 : 字典 顺序 是 两 个 偏 序 集 的 笛 卡 儿 积 上 的 偏 序 。 

证 明 : 字典 顺序 是 一 个 定义 在 偏 序 集 的 字符 串 的 集合 上 的 偏 序 。 
假设 (S，<1) 和 (T，<;) 是 偏 序 集 。 证明 (SX T，< ) 也 是 偏 序 集 ， 其 中 (s，z) 二 (wu，wv) 当 且 仅 当 
5<12 有 上 且 上 < 和 :uv。 

a) 证 明 : 如 果 偏 序 集 存 在 最 大 元 ， 恰 好 存在 一 个 最 大 元 。 

b) 证 明 : 如 果 偏 序 集 存在 最 小 元 ， 恰 好 存在 一 个 最 小 元 。 

a) 证 明 : 在 一 个 具有 最 大 元 的 偏 序 集中 恰好 存在 一 个 极 大 元 。 
b) 证 明 : 在 一 个 具有 最 小 元 的 偏 序 集中 恰好 存在 一 个 极 小 元 。 
a) 证 明 : 如 果 偏 序 集 的 子 集 存 在 最 小 上 界 ， 则 是 唯一 的 。 

b) 证 明 ; 如 果 偏 序 集 的 子 集 存 在 最 大 下 界 ， 则 是 唯一 的 。 


确定 具有 下 面 哈 塞 图 的 偏 序 集 是 否 为 格 。 
a) 8 b)h c) i 
f f g h 
d 部 £ 8 
d 
b C b ec 
b Fo 
a 
2 a 
确定 下 面 的 偏 序 集 是 否 为 格 。 
iC 1 | 
BC{tls 5s WB: 126}; |3 
c)(Z, 宇 ) 


d)CP(S)，)， 其 中 P(S) 是 集合 S 的 需 集 

证 明 : 一 个 格 的 每 个 有 限 非 空子 集 有 最 小 上 界 和 最 大 下 界 。 

证 明 : 如 果 偏 序 集 (S，R) 是 格 ， 那 么 对 偶 偏 序 集 (S，R ) 也 是 格 。 

在 一 个 公司 里 ， 使 用 信息 流 的 格 模型 控制 敏感 信息 ， 这 些 信息 具有 由 有 序 对 (4A，C) 表 示 的 安全 类 别 。 
这 里 A 是 权限 级 别 ， 这 种 权限 级 别 可 以 是 非 私 有 的 (0)、 私 有 的 (1)、 受 限制 的 (2) 或 注册 的 (3)。 种 
类 C 是 所 有 项 目 集合 (猎豹 ， 黑 斑 羚 ， 美 洲 狮 } 的 子 集 ( 在 公司 里 常常 使 用 动物 的 名 字 作 为 项 目的 代码 
名 字 )。 

a) 是 否 人 允许 信息 从 (私有 的 ，{ 猎 鹏 ， 美 洲 狮 )》) 流 向 ( 受 限 制 的 ，{ 美 洲 狮 }2? 

b) 是 否 允 许 信 息 从 ( 受 限 制 的 ，{ 猫 豹 )) 流 向 (注册 的 ，{ 猫 豹 ， 黑 斑 冷 })? 

c) 人 允许 信息 从 (私有 的 ，!{ 猎 豹 ， 美 洲 狮 }》) 流 向 哪个 类 ? 

gd) 人 允许 信息 从 哪个 类 流向 安全 类 ( 受 限制 的 ，{ 黑 斑 羚 ， 美 洲 狮 })7? 

证 明 : 安全 类 别 (A4，C) 的 集合 S 是 一 个 格 ， 甚 中 A 是 表示 权限 级 别 的 正 整 数 ，C 是 有 穷 的 种 类 集 的 
子 集 ， 并 且 (Ai， Ci) 入 (4A:， Cz) 当 且 仅 当 Ai<A; 且 CIECz 。 [提示 : 首先 证 明 (S， 入 ) 是 一 个 偏 序 
集 ， 然 后 证 明 (A, ，Ci) 和 (As，C; ) 的 最 小 上 界 和 最 大 下 界 分 别 是 (max(A1，A:),， CiUC:) 和 (min 
CAi, Azs), Cif Cs),] 

证 明 : 一 个 集合 S 上 的 所 有 划分 的 集合 与 关系 入 构 成 一 个 格 ， 其 中 如 果 划 分 Pi 是 划分 Ps 的 加 细 ， 
则 P < P:( 见 9.5 节 练 习 49 前 面 的 说 明 ) 。 

证 明 : 每 个 全 序 集 都 是 一 个 格 。 

证 明 ; 每 个 有 限 格 都 有 一 个 最 小 元 和 一 个 最 大 元 。 

给 出 一 个 无 限 格 的 例子 ， 使 得 

a) 既 没有 最 小 元 也 没有 最 大 元 。 

b) 有 一 个 最 小 元 但 没有 最 大 元 。 
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c) 有 一 个 最 大 元 但 没有 最 小 元 。 
d) 有 一 个 最 小 元 也 有 一 个 最 大 元 。 
53. 验证 (Z” XZ* ， 科 ) 是 一 个 良 序 集 ， 其 中 入 是 例 8 中 所 声明 的 字典 顺序 。 
54. 确定 下 述 每 个 偏 序 集 是 否 为 良 序 的 。 
a)(S， 三 ), 其 中 S={10, 11, 12, …} 
b)CQmnLo，1],， 委 )(0 和 1 之 间 的 有 理 数 集合 ， 包 含 0 和 1) 
c)(S， 三 )，S 是 分 母 不 超过 3 的 正 有 理 数 集合 
d)(Z ， 宇 ),， 其 中 Z 是 负 整 数 的 集合 
如 果 偏 序 集中 不 存在 元 素 的 无 限 递 减 序列 ， 即 元 素 zi ，zs，…， zx，"… 使 得 … 玉 zx, 过 … 过 zs 人 zi， 则 
这 个 偏 序 集 是 良 基 的 。 设 偏 序 集 (R，)， 如 果 对 所 有 的 zxER 和 yER，zx~<y 都 存在 元 素 xER 使 得 zx 玫 < 
<<>y， 则 称 这 个 偏 序 集 是 稠密 的 。 
55. 证 明 : 偏 序 集 (Z，)( 其 中 zx<y 当 且 仅 当 |z | 二 |y|) 是 良 基 的 ,但 不 是 全 序 集 。 
56. 证 明 : 至 少 有 两 个 可 比 元 素 的 稠密 偏 序 集 不 是 良 基 的 。 
57. 证 明 : 有 理 数 和 通常 的 “小 于 或 等 于 ”关系 构成 的 偏 序 集 (Q， 三 ) 是 稠密 偏 序 集 。 
* 58. 证 明 : 小 写 英文 字母 的 字符 串 的 集合 以 及 定义 在 其 上 的 字典 顺序 既 不 是 良 基 的 ， 也 不 是 稠密 的 。 
59. 证 明 : 偏 序 集 是 良 序 的 ， 当 且 仅 当 它 是 全 序 的 并 且 是 良 基 的 。 
60. 证 明 : 一 个 有 穷 非 空 偏 序 集 有 一 个 极 大 元 。 
61. 求 一 个 全 序 ， 使 得 它 与 练习 32 中 的 哈 塞 图 所 表示 的 偏 序 集 相 容 。 
62. 求 一 个 与 集合 {1，2，3，6，8，12，24，36} 上 的 整除 关系 相 容 的 全 序 。 
63. 求 出 所 有 与 例 26 中 的 偏 序 集 ({1，2，4，5，12，20}，| } 相 容 的 全 序 。 
64. 求 出 所 有 与 练习 27 中 的 哈 塞 图 表示 的 偏 序 集 相 容 的 全 序 。 
65. 求 出 完成 例 27 中 的 开发 项 目的 任务 的 所 有 可 能 的 顺序 。 
66. 如 果 表 示 建 筑 一 座 房子 所 需 任务 的 哈 塞 图 如 下 图 所 示 ， 通 过 指定 这 些 任 务 的 顺序 来 安排 它们 。 


完成 
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关键 术语 和 结论 
术语 


从 A 人 AA 到 B 的 二 元 关系 (binary relation from A to B:): AXB 的 子 集 。 

定义 在 A 上 的 关系 (relation on A:): 从 A 到 自身 的 二 元 关系 ( 即 AXA 的 子 集 )。 

SoR:R 与 S 的 合成 。 

R，: R 的 逆 关 系 。 

RR"” : 尺 的 次 寡 。 

自 反 的 (reflexive) : 定义 在 A 上 的 一 个 关系 尺 是 自 反 的 ， 如 果 对 所 有 的 cEA 有 (a，a)ER。 

对 称 的 (symmetric) : 定义 在 A 上 的 一 个 关系 是 对 称 的 ， 如 果 只 要 (a，5) ER 就 有 (5b,，a) ER。 

反对 称 的 (antisymmetric) : 定义 在 A 上 的 关系 是 反对 称 的 ， 如 果 只 要 (a, 6)ER 和 (6b, a)€ER 
就 有 a 王 0。 

传递 的 (transitive) : 定义 在 A 上 的 关系 尺 是 传递 的 ， 如 果 有 (a，2) ER 和 (2，c) ER 就 
有 (ae，c)ER。 

定义 在 Al，A;，…，A, 上 的 nn 元 关系 (1rary relation on A ，A ，…，A): A XAX…XA, 的 一 个 
子 集 。 

关系 数据 模型 (relational data model) : 一 个 使 用 元 关系 表示 数据 库 的 模型 。 

主键 (primary key) : n 元 关系 的 一 个 域 ,使 得 一 个 n 元 组 被 它 在 这 个 域 的 值 唯一 确定 。 

复合 主键 (composite key) : 一 个 元 关系 域 的 笛 卡 儿 积 ， 使 得 一 个 nn 元 组 被 在 这 些 域 的 值 唯一 
确定 。 

选择 运算 符 (selection operator) : 一 个 函数 ， 它 在 nn 元 关系 中 选 出 满足 特定 条 件 的 n 元 组 。 

投影 (projection) ; 一 个 函数 ， 它 从 一 个 元 关系 通过 删除 域 产生 一 个 阶 较 小 的 关系 。 

连接 (join) : 一 个 函数 ， 它 把 具有 某 些 相同 的 域 的 元 关系 组 合 起 来 。 

有 向 图 (directed graph or digraph) : 称 为 顶点 的 元 素 和 这 些 元 素 构成 的 有 序 对 (也 叫做 边 ) 的 集合 。 

环 (loop): 形 如 (a，a) 的 边 。 

关系 尺 关 于 性 质 P 的 闭 包 (closure of a relation R with respect to a property P) : 包含 R 的 关系 S 
(如 果 存 在 ) 具 有 性 质 P， 并 且 被 任何 包含 RR 且 具 有 性 质 P 的 关系 所 包含 。 

有 向 图 中 的 路 径 (path in a digraph): 边 的 序列 (a,， Zz1), (zi ZX2), (Xz) Tl), (Tai, 
0 使 得 序列 中 每 条 边 的 终点 是 后 面 一 条 边 的 起 点 。 

有 向 图 中 的 回路 (或 圈 )(circuit (or cycle) in a digraph): 以 同一 顶点 作为 起 点 和 终点 的 路 径 。 

R* (连通 性 关系 ，connectivity relation) : 由 有 序 对 (a，5) 构 成 的 关系 ， 条 件 是 存在 一 条 从 a 到。 
的 路 径 。 

等 价 关 系 (equivalence relation): 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 关系 。 

等 价 (equivalent) :如果 R 是 等 价 关 系 ， 若 aRb6， 那 么 a 等 价 于 0 。 

[ce]s(Ca 关于 RR 的 等 价 类 ，equivalence class of a with respect to R): A 中 所 有 等 价 于 a 的 元 素 的 
集合 。 

[aj],( 模 m 的 同 余 类 ，congruence class modulo m): 与 a 模 m 同 余 的 整数 的 集合 。 

集合 S 的 划分 (partition of a set S) : 一 族 两 两 不 相交 的 非 空子 集 ， 且 这 些 子 集 的 并 集 就 是 S。 

偏 序 (partial ordering): 自 反 的 、 反 对 称 的 和 传递 的 关系 。 

偏 序 集 (S，R) (poset(S，R)): 集合 S 与 这 个 集合 上 的 偏 序 R。 

可 比 的 (comparable) : 偏 序 集 (A， ) 中 的 元 素 a 和 6 是 可 比 的 ， 如 果 a<6b 或 5<a。 

不 可 比 的 (Cincomparable) :; 偏 序 集中 的 元 素 不 是 可 比 。 

全 序 ( 或 线 序 ) (total (or linear) ordering) : 一 个 偏 序 ， 并 且 它 的 每 对 元 素 都 是 可 比 的 。 

全 序 ( 或 线 序 ) 集 (totally (or linearly) ordered set): 具有 一 个 全 序 ( 或 线 序 ) 的 偏 序 集 。 
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良 序 集 (well-ordered set) : 偏 序 集 (S，)， 其 中 二 是 全 序 ， 且 S 的 每 个 非 空子 集 有 一 个 最 小 元 。 

字典 顺序 (lexicographic order) : 笛 卡 儿 积 或 字符 串 的 一 个 偏 序 。 

哈 塞 图 (Hasse diagram) : 偏 序 集 的 图 表示 ， 其 中 所 有 的 环 和 由 传递 性 可 得 的 边 不 出 现 ， 并 且 顶 
点 的 位 置 隐 含 了 边 的 方向 。 

极 大 元 (maximal element) : 偏 序 集 的 一 个 元 素 ， 它 不 小 于 这 个 偏 序 集 的 任何 其 他 元 素 。 

极 小 元 (minimal element) : 偏 序 集 的 一 个 元 素 ， 它 不 大 于 这 个 偏 序 集 的 任何 其 他 元 素 。 

最 大 元 (greatest element) : 偏 序 集 的 一 个 元 素 ， 它 大 于 这 个 集合 的 所 有 其 他 元 素 。 

最 小 元 (least element) : 偏 序 集 的 一 个 元 素 ， 它 小 于 这 个 集合 的 所 有 其 他 元 素 。 

集合 的 上 界 (upper bound of a set) : 偏 序 集 的 一 个 元 素 ， 它 大 于 这 个 集合 的 所 有 其 他 元 素 。 

集合 的 下 界 (lower bound of a set) : 偏 序 集 的 一 个 元 素 ， 它 小 于 这 个 集合 的 所 有 其 他 元 素 。 

集合 的 最 小 上 界 (least upper bound of a set) : 集合 的 一 个 上 界 ， 它 小 于 所 有 其 他 的 上 界 。 

集合 的 最 大 下 界 (greatest lower bound of a set) : 集合 的 一 个 下 界 ， 它 大 于 所 有 其 他 的 下 界 。 

格 (lattice) : 一 个 偏 序 集 ， 其 中 每 对 元 素 都 有 一 个 最 大 下 界 和 一 个 最 小 上 界 。 

与 一 个 偏 序 相 容 的 全 序 (compatible total ordering for a partial ordering) : 包含 了 给 定 偏 序 的 一 
不 全 序 ， 

拓扑 排序 (topological sort) : 构造 一 个 与 给 定 的 偏 序 相 容 的 全 序 。 


结论 

定义 在 集合 A 上 的 关系 R 的 自 反 闭 包 等 于 RUA, 其 中 A={(a, a) |aEA)。 

定义 在 集合 A 上 的 关系 及 的 对 称 闭 包 等 于 RUR ,其 中 R={(b, a)|(a, DD)ER}。 

一 个 关系 的 传递 闭 包 等 于 由 这 个 关系 构成 的 连通 性 关系 。 

沃 舍 尔 算法 用 于 求 一 个 关系 的 传递 闭 包 。 

设 尺 是 等 价 关 系 ， 那 么 下 面 三 条 语句 是 等 价 的 : 
(1)aRb; (2)[LalaNNLbJa#¥B; (3)Lajr=[Lojr。 

定义 在 集合 A 上 的 等 价 关系 的 等 价 类 构成 A 的 划分 。 相 反 ， 从 一 个 划分 可 以 构造 一 个 等 价 关 
系 ， 使 得 等 价 类 就 是 划分 中 的 子 集 。 

良 序 归纳 原理 。 

拓扑 排序 算法 。 


复习 题 
1. a) 什 么 是 集合 上 的 关系 ? 
b) 一 个 n 元素 集 合 上 有 多 少 个 关系 ? 
2. a) 什 么 是 自 反 关系 ? 
b) 什 么 是 对 称 关系 ? 
中 什么 是 反对 称 关 系 ? 
qd) 什么 是 传递 关系 ? 
3. 给 出 定义 在 集合 {1，2，3，4} 上 的 关系 的 例子 ,使 得 它 是 
a) 自 反 的 、 对 称 的 但 不 是 传递 的 。 
b) 不 是 自 反 的 ， 是 对 称 的 和 传递 的 。 
ec) 自 反 的 、 反 对 称 的 ， 但 不 是 传递 的 。 
d) 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 。 
e) 自 反 的 、 反 对 称 的 和 传递 的 。 
4. a) 在 一 个 n 元 素 集合 上 有 和 多少 个 自 反 的 关系 ? 
b) 在 一 个 nn 元素 集 合 上 有 多 少 个 对 称 的 关系 ? 
中 在 一 个 元素 集 合 上 有 多 少 个 反对 称 的 关系 ? 
5. 2) 解释 怎样 用 一 个 n 元 关系 表示 在 一 个 大 学 里 的 学 生 的 信息 。 
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10. 


11. 


12. 


13, 


14. 


15. 
16. 


17. 


18. 


19. 


20， 





b) 怎 样 用 一 个 包含 学 生 姓名 、 地 址 、 电 话 号 码 、 专 业 和 平均 学 分 绩 点 的 5 元 关系 构造 一 个 包含 学 生 姓 
和 名、 专业 和 平均 学 分 绩 点 的 3 元 关系 。 

© 怎样 将 包含 学 生 姓名 、 地 址 、 电 话 号 码 和 专业 的 4 元 关系 和 包含 学 生 姓名 、 学 号 、 专 业 和 学 分 数 的 

4 元 关系 组 合成 一 个 单一 的 n 元 关系 ? 


. a) 解 释 怎样 使 用 一 个 0-1 矩阵 表示 定义 在 有 穷 集 上 的 关系 。 


b) 解 释 怎样 使 用 表示 关系 的 0-1 矩阵 来 确定 这 个 关系 是 否 为 自 反 的 、 对 称 的 和 反对 称 的 。 


. a) 解 释 怎 样 使 用 一 个 有 向 图 表示 定义 在 有 穷 集 上 的 关系 。 


b) 解 释 怎样 使 用 表示 关系 的 有 向 图 来 确定 这 个 关系 是 否 为 自 反 的 、 对 称 的 和 反对 称 的 。 


. a) 定 义 一 个 关系 的 自 反 闭 包 和 对 称 闭 包 。 


b) 如 何 构 造 一 个 关系 的 自 反 闭 包 ? 
ce 如 何 构造 一 个 关系 的 对 称 闭 包 ? 
d) 求 定义 在 集合 {(L，2，3，4} 上 的 关系 {(1，2)，(2，3)，(2，4)，(3，1)} 的 自 反 闭 包 和 对 称 闭 包 。 


a) 定 义 一 个 关系 的 传递 闭 包 。 


b) 在 一 个 关系 中 ， 若 (ae， 刀 和 (2，c) 属 于 该 关系 ， 则 能 和 否 通过 在 该 关系 中 加 入 所 有 的 (ae，c) 对 得 到 该 


关系 的 传递 闭 包 吗 ? 
c) 描 述 求 关系 的 传递 闭 包 的 两 个 算法 。 
d) 求 关系 {(1，1)，(1，3)，(2，1)，(2，3)，(2，4)，(3，2)，(3，4)，(4，1)} 的 传递 闭 包 。 


a) 定 义 一 个 等 价 关 系 。 

b) 定 义 在 集合 {a，65，c，d} 上 的 哪些 关系 包含 了 (a,，5) 和 (5，4d) 的 等 价 关 系 ? 

a) 证 明 : 模 m 同 余 关系 是 等 价 关 系 ， 其 中 m 是 正 整 数 。 

b) 证 明 : 关系 {(ae，D |4 三 士 b《(mod 7)} 是 整数 集 上 的 等 价 关系 。 

a) 什 么 是 一 个 等 价 关系 的 等 价 类 ? 

b) 什 么 是 模 5 同 余 关 系 的 等 价 类 ? 

ec) 什 么 是 问题 11b) 中 等 价 关 系 的 等 价 类 ? 

解释 定义 在 集合 上 的 等 价 关 系 与 集合 划分 之 间 的 联系 。 

a2) 定义 偏 序 。 

b) 证 明 : 正 整 数 集合 上 的 整除 关系 是 偏 序 。 

解释 怎样 用 定义 在 集合 A 和 A; 上 的 偏 序 定义 在 集合 A, XA， 上 的 偏 序 。 

a) 解 释 怎 样 构造 定义 在 有 穷 集 上 的 偏 序 的 哈 塞 图 。 

b) 画 出 定义 在 集合 {(2，3，5，9，12，15，18} 上 的 整除 关系 的 哈 塞 图 。 

a) 定 义 一 个 偏 序 集 的 极 大 元 和 最 大 元 。 

b) 给 出 一 个 有 3 个 极 大 元 的 偏 序 集 的 例子 。 

c) 给 出 一 个 有 1 个 最 大 元 的 偏 序 集 的 例子 。 

a) 定 义 格 。 

b) 给 出 一 个 含有 5 个 元 素 的 偏 序 集 是 格 的 例子 和 一 个 含有 5 个 元 素 的 偏 序 集 不 是 格 的 例子 。 

a) 证 明 : 一 个 格 的 每 个 有 穷 子 集 都 有 一 个 最 大 下 界 和 一 个 最 小 上 界 。 

b) 证 明 : 每 个 具有 有 限 元 素 的 格 都 有 一 个 最 小 元 和 一 个 最 大 元 。 

a) 定 义 一 个 良 序 集 。 

b) 描 述 一 个 产生 与 给 定 的 偏 序 集 相 容 的 良 序 集 的 算法 。 

c) 如 果 一 个 任务 仅 当 菜 个 或 某 些 其 他 任务 完成 以 后 才 可 以 开始 ， 解 释 怎样 用 b) 中 的 算法 排序 这 个 项 
目 中 的 任务 。 


补充 练习 
1. 设 S 是 所 有 英语 字母 构成 的 字符 串 的 集合 。 确 定 下面 的 关系 是 否 是 自 反 的 、 反 自 反 的 、 对 称 的 、 反 对 


称 的 和 传递 的 。 
a)Ri 二 {(a，5) |a 和 6 没有 公共 字母 } 


b)R,= 二 {(a，5) |a 和 5 长度 不 相等 } 
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oR;={(a, 5) |a 比 5 长 } 

2. 构造 集合 {a，65，c，d} 上 的 关系 ， 使 得 它 是 

a) 自 反 的 、 对 称 的 ， 但 不 是 传递 的 。 

b) 反 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 。 

c) 反 自 反 的 、 反 对 称 的 ， 但 不 是 传递 的 。 

d) 自 反 的 ， 既 不 是 对 称 的 也 不 是 反对 称 的 ， 是 传递 的 。 

e) 既 不 是 自 反 的 、 反 自 反 的 、 对 称 的 和 反对 称 的 ， 也 不 是 传递 的 。 

ZXZ 上 的 关系 尺 定义 如 下 : (a，65)R(c，4d) 当 和 且 仅 当 a 十 4==5b 十 c。 证 明 : 尺 是 等 价 关系 。 

证 明 : 一 个 反对 称 关系 的 子 集 也 是 一 个 反对 称 关系 。 

设 尺 是 定义 在 集合 A 上 的 自 反 关系 ,， 证明: RSR: 。 

假设 R! 和 R, 是 定义 在 集合 A 上 的 自 反 关系 ， 证明: Ri 四 R: 是 反 自 反 的 。 

假设 R 和 Rs 是 定义 在 集合 A 上 的 自 反 关系 ，Ri 门 R 也 是 自 反 的 吗 ?Ri U Ri 也 是 自 反 的 吗 ? 

. 假设 RR 是 定义 在 集合 A 上 的 对 称 关 系 ，R 也 是 对 称 的 吗 ? 

. 设 Ri 和 R, 是 定义 在 集合 A 上 的 对 称 关系 ，Ri 门 R, 也 是 对 称 的 吗 ? Ri U Rs 也 是 对 称 的 吗 ? 

10. 一 个 关系 RR 称 为 循环 的 ， 如 果 aRb 和 bRec 蕴涵 cRa。 证 明 : R 是 自 反 的 和 循环 的 ， 当 且 仅 当 它 是 等 价 关系 。 

11. 证 明 : 一 个 元 关系 的 主键 也 是 这 个 关系 的 任何 投影 的 主键 ， 其 中 这 个 投影 包含 这 个 关键 字 作 为 它 
的 一 个 城 。 

12. 一 个 区 元 关系 的 主键 也 是 由 这 个 关系 与 第 二 个 关系 的 连接 而 得 到 的 较 大 的 关系 的 主键 吗 ? 

13. 证 明 : 一 个 关系 的 对 称 闭 包 的 自 反 闭 包 和 它 的 自 反 闭 包 的 对 称 闭 包 是 相同 的 。 

14. 设 尺 是 定义 在 所 有 数学 家 的 集合 上 的 关系 ， 尺 包含 有 序 对 (ae， 纪 当 且 仅 当 a 与 合 写 了 一 篇 论文 。 
a) 描 述 关 系 R? 。 
b) 描 述 关 系 R”。 
©) 如 果 一 个 数学 家 与 多 产 的 匈牙利 数学 家 保罗 ， 埃 德 斯 合 写 了 一 篇 论文 ， 那么 这 个 数学 家 的 埃 德 斯 
半数 是 1。 如 果 这 个 数学 家 没有 与 埃 德 斯 合 写 一 篇 论文 ， 但 是 与 某 个 与 埃 德 斯 合 写 过 论文 的 人 合 写 了 

一 篇 论文 ， 那 么 这 个 数学 家 的 埃 德 斯 数 是 2， 以 此 类 推 ( 埃 德 斯 本 人 的 埃 德 斯 数 是 0)。 用 RR 中 路 径 
的 概念 给 出 埃 德 斯 数 的 定义 。 

15. a) 给 出 一 个 例子 ， 证 明 一 个 关系 的 对 称 闭 包 的 传递 闭 包 不 一 定 与 这 个 关系 的 传递 闭 包 的 对 称 闭 包 相 等 。 
b) 证 明 : 一 个 关系 的 对 称 闭 包 的 传递 闭 包 一 定 包含 这 个 关系 的 传递 闭 包 的 对 称 闭 包 。 

16. a) 设 S 是 一 个 计算 机 问题 的 子 程序 的 集合 。 定 义 关 系 R， 如 果 在 执行 中 子 程序 已 调用 子 程序 Q， 那 
么 PRQ。 描 述 R 的 传递 闭 包 。 
b) 对 于 哪些 子 程序 P，(P，P) 属 于 R 的 传递 闭 包 ? 
©) 描 述 R 的 传递 闭 包 的 自 反 闭 包 。 

17. 假设 R 和 S 是 定义 在 集合 A 上 的 关系 ，RSS， 且 RR 和 S 的 关于 性 质 P 的 闭 包 都 存在 。 证 明 尺 关于 了 
的 闭 包 是 S 关于 了 的 闭 包 的 子 集 。 

18. 证 明 : 两 个 关系 的 并 集 的 对 称 闭 包 是 它们 的 对 称 闭 包 的 并 集 。 

19. 设计 一 个 基于 内 部 顶点 概念 的 算法 ， 求 有 向 图 中 两 个 顶点 之 间 的 最 长 路 径 的 长 度 ， 或 确定 在 这 些 顶 
点 之 间 存 在 任意 长 度 的 路 径 。 

20. 下 面 的 哪些 关系 是 定义 在 所 有 人 的 集合 上 的 等 价 关 系 ? 
a){(z，y) |z 与 y 有 同样 的 星座 } 
b){(Cz，?y) |z 与 > 出生 在 同一 年 } 
{Cz, y) |z 与 y 曾 在 同一 城市 } 

21. 有 多 少 个 定义 在 5 个 元 素 集 合 上 的 不 同 的 等 价 关系 ， 其 中 恰 有 3 个 不 同 的 等 价 类 ? 


22. 证 明 ，{(z，y) |z 一 yE Q) 是 定义 在 实数 集 上 的 等 价 关系 ， 其 中 Q 是 有 理 数 集合 。[1]、| 去 | 和 [7] 


是 什么 ? 
23。 设 Pi={Ai，Az，*…， An} 和 Ps 二 {4B1，B;,，…， B, } 都 是 集合 S 的 划分 。 证 明 : 形 如 A (|B, 的 非 
空子 集 族 是 S 的 划分 ， 且 是 P 和 P; 的 加 细 ( 见 9. 5 节 练 习 49 前 面 的 说 明 )。 


ANmw 
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* 24. 证 明 : 关系 尺 的 自 反 闭 包 的 对 称 闭 包 的 传递 闭 包 是 包含 R 的 最 小 的 等 价 关系 。 
25. 设 RC(S) 是 定义 在 集合 S$ 上 的 所 有 关系 的 集合 。 如 下 定义 R(S) 上 的 关系 二 ， 如 果 RISER: 则 Ri < R,， 
这 里 R! 和 R, 是 定义 在 S$ 上 的 关系 。 证 明 :(R(S)，<) 是 偏 序 集 。 
26. 设 P(S) 是 集合 S 上 的 所 有 划分 的 集合 。 如 下 定义 P(S) 上 的 关系 区， 如 果 Pi 是 P; 的 加 细 ， 则 Pi 过 
Ps( 见 9.5 节 练 习 49)。 证 明 :; (PC(S)，< ) 是 偏 序 集 。 
27. 下 图 为 豪 调 中 和 餐 任 务 的 哈 蹇 图 ， 安 排 豪 调 中 餐 所 需要 的 任务 的 顺序 。 





保罗 ， 埃 德 斯 (Paul Erd6s，1913 一 1996) 埃 德 斯 出 生 于 匈牙利 的 布达佩斯 ， 他 
的 父亲 和 母亲 都 是 高 中 数学 老师 。 他 是 个 神童 ，3 岁 时 他 就 能 心算 3 位 数 的 乘法 ，4 
岁 时 他 独自 发 现 了 负数 。 由 于 母亲 不 想 让 他 在 外 面 染 上 传染 病 ， 所 以 他 主要 在 家 读 
书 。17 岁 时 埃 德 斯 进入 Eotvos 大 学 学 习 ，4 年 后 他 获得 数学 博士 学 位 。 毕 业 之 后 ， 埃 
德 斯 在 英国 曼彻斯特 做 了 4 年 的 博士 后 研究 。1938 年 ， 由 于 匈牙利 的 政治 形势 ， 特 别 
是 对 犹太 人 形势 的 恶化 ， 他 去 了 美国 。 他 在 美国 度 过 了 一 生 的 大 部 分 时 光 ， 除 了 
1954 一 1962 年 间 ， 由 于 麦卡锡 的 偏执 政策 ， 他 被 驱逐 出 美国 一 段 时 间 。 除 此 之 外 ， 他 
还 在 以 色 列 度 过 了 不 短 的 时 间 。 

埃 德 斯 对 组 合 学 和 数论 做 出 了 许多 突出 的 贡献 。 他 最 了 不 起 的 发 现 之 一 是 关于 素数 定理 的 基础 证 明 
( 即 没 有 使 用 任何 复杂 的 分 析 )。 这 个 定理 对 于 不 超过 一 个 固定 正 整 数 的 素数 的 个 数 进行 了 估计 。 他 也 为 
拉 姆 齐 理论 在 近代 的 发 展 做 出 了 贡献 。 

埃 德 斯 周游 世界 ， 出 席 各 类 会 议 ， 访 问 大 学 和 研究 所 ， 与 其 他 的 数学 家 一 起 工作 ， 可 谓 是 居 无 定 所 。 
他 全 身心 地 投身 数学 ， 不 间断 地 寻访 各 个 数学 家 ， 并 宣称 “我 的 大 脑 是 开放 的 ”。 埃 德 斯 著述 和 合 写 的 论 
文 多 达 1500 余 篇 ， 论 文 的 合作 者 有 近 500 多 名 。 由 于 埃 德 斯 没有 固定 的 住所 ， 所 以 这 些 论文 均 由 
AT&T 实验 室 著名 的 离散 数学 家 劳 恩 。 格雷 汉 姆 (Ron Graham) 备 份 保 存 。 格 雷 汉 姆 与 埃 德 斯 有 着 广泛 
的 合作 ， 并 在 生活 上 给 予 他 很 多 关照 。 

埃 德 斯 设立 了 很 多 的 奖金 ， 从 10 美元 到 10 000 美元 不 等 ， 用 于 对 他 特别 感 兴趣 的 问题 的 求解 。 问 题 
越 难 ， 奖 金 越 高 ， 他 已 支付 的 奖金 差不多 有 4000 美元 。 埃 德 斯 有 一 套 自己 的 专用 语言 ， 使 用 的 短语 包 
括 :“epsilon”( 孩 子 )、“boss”( 女 人 )、“slave”( 男 人 )、“captured”( 已 经 结婚 的 )、“liberated”( 离 异 的 )、 
“Supreme Fascist”( 上 帝 )、“Sam”( 美 国 ) 和 “Joe”( 苏 联 )。 尽 管 他 对 许多 事情 都 充满 了 好 奇 ， 但 他 几乎 把 
所 有 的 精力 都 投入 在 数学 研究 上 。 他 没有 业余 爱好 ， 也 没有 专职 工作 ,一 生 未 婚 ， 是 个 独身 主义 者 。 埃 
德 斯 特别 慷慨 ， 把 得 到 的 许多 奖品 、 奖 励 和 奖金 用 于 学 术 交流 和 有 价值 的 事业 上 。 他 并 没有 很 强 的 物欲 ， 
出 门 旅行 也 是 一 切 从 简 。 
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如 果 一 个 偏 序 集 的 子 集中 的 每 一 对 元 素 都 是 可 比 的 ， 就 称 这 个 子 集 为 一 条 链 。 如 果 它 的 每 一 对 元 素 
都 是 不 可 比 的 ， 就 称 这 个 子 集 为 一 条 反 链 。 
28. 找 出 9. 6 节 练 习 25 一 27 的 哈 塞 图 所 表示 的 偏 序 集中 所 有 的 链 。 
29. 找 出 9. 6 节 练 习 25 一 27 的 哈 塞 图 所 表示 的 偏 序 集中 所 有 的 反 链 。 
30. 找 出 9. 6 节 练 习 32 的 哈 塞 图 所 表示 的 偏 序 集中 具有 最 多 元 素 的 一 条 反 链 。 
31. 证 明 : 在 一 个 有 穷 偏 序 集 (S，< ) 中 的 每 条 极 大 链 都 包含 S 的 一 个 极 小 元 。 (一 条 极 大 链 是 一 条 链 ， 
但 不 是 一 条 更 大 的 链 的 子 链 。) 
xx 32. 证 明 : 一 个 偏 序 集 可 以 被 分 成 & 条 链 ， 其 中 是 这 个 偏 序 集中 具有 最 多 元 素 的 一 条 反 链 的 元 素 个 数 。 
* 33. 证 明 : 在 任意 一 组 mn 十 1 个 人 中 要 么 存在 一 个 m 十 1 个 人 的 列表 ， 其 中 每 个 人 (除了 第 一 个 人 以 外 ) 
都 是 表 中 前 一 个 人 的 后 代 ; 要 么 存在 n 十 1 个人， 其 中 没有 一 个 人 是 其 他 nn 个 人 中 任何 一 个 人 的 后 
代 。[ 提 示 : 用 练习 32。] 
假设 (S，< ) 是 良 基 的 偏 序 集 。 良 基 归 纳 原理 说 明 ， 如 果 YVz(VY yl(y<z 一 P(y)) 习 P(r))， 那 么 对 所 
有 的 zxES，P(z) 为 真 。 
34. 证 明 : 对 于 良 基 归纳 原理 不 需要 单独 的 基础 情况 ， 就 是 说 ,如 果 YV zx(V yl(y<z>P(y)) 一 P(z))， 那 
么 P(w) 对 于 S 中 所 有 的 极 小 元 x 为 真 。 
* 35. 证 明 : 良 基 归纳 原理 是 有 效 的 。 
R 是 定义 在 集合 A 上 的 关系 ， 如 果 尺 是 自 反 的 和 传递 的 ， 则 称 尺 为 A 上 的 拟 序 。 
36. 设 R 是 定义 在 从 Zi* 到 Zi 的 所 有 函数 的 集合 上 的 关系 ， 使 得 (f，g) 属 于 R 当 且 仅 当 f 是 Ol(g)。 证 
明 : R 是 拟 序 的 。 
37. 设 R 是 定义 在 A 上 的 拟 序 。 证 明 : RPR 一 是 等 价 关 系 。 
* 38. 设 尺 是 拟 序 ，S 是 定义 在 RN 站 R :的 等 价 类 的 集合 上 的 关系 ，C 和 DD 是 R 的 等 价 类 ，(C，D) 属 于 S， 
当 且 仅 当 存在 元 素 c 属于 C，d 属于 DD, 使 得 (c，d) 属 于 RR。 证明 S 是 偏 序 。 
设 工 是 格 。 由 六 y 王 glb(z，y) 和 zyVvy 王 lub(z，y) 定 义 交 (人 ) 和 并 (V ) 运 算 。 
39. 证 明 下 面 的 性 质 对 格 工 的 所 有 元 素 工 、y>、z 成立 : 
a)zx 人 y= 二 yAx，xzVy 二 yV zx( 交 换 律 ) 
b)(zAy)Az=zA(yAz)，(zVy)Vz= 二 zxV (yV z)( 结 合 律 ) 
c)rA(rVy)= 二 zx，ZzV (rzAy)= 二 zx( 吸 收 律 ) 
d)z 人 x 二 z+，zxV zx 二 x( 客 等 律 ) 
40. 证 明 : 如 果 zx 和 y 是 格 的 元 素 ， 那么 zVy=y 当 且 仅 当 xz 人 y=。 
一 个 格 工 是 有 界 的 ， 如 果 它 有 一 个 上 界 ， 记 作 1， 即 对 所 有 的 xzEL 有 xz<1; 并 且 有 一 个 下 界 ， 记 
作 0， 即 对 所 有 的 zxE 工 有 0 入 z。 
41. 证 明 : 如 果 工 是 具有 上 界 1 和 下 界 0 的 有 界 格 ， 那 么 对 于 zEL 的 所 有 元 素 ， 具 有 下 面 的 性 质 : 
a)ZV1 一 1 b) 工 人 1 一 并 
cC) 工 V 0 一 工 d)xzA0=0 
42. 证 明 : 每 个 有 限 格 是 有 界 的 。 
一 个 格 称 为 可 分 配 的 ， 如 果 对 工 中 所 有 的 xz-、y、z， 有 zxV(yAz) 二 (xzVy)A(rzVz) 和 xzA(yV x) 
=(zANy)V (zrAz) 
43. 给 出 一 个 不 是 分 配 格 的 例子 。 
44. 证 明 : 格 (P(S)， 己 ) 是 可 分 配 的 ， 其 中 PC(S) 是 有 穷 集 S 的 寡 集 。 
45. 格 (Z+ ，| ) 是 可 分 配 的 吗 ? 
有 界 格 工 的 元 素 a 关于 上 界 1 和 下 界 0 的 补 元 是 元 素 5， 使 得 <V 5 二 1 和 a 人 5 二 0。 如 果 一 个 格 的 每 
个 元 素 都 有 补 元 ， 那 么 这 个 格 称 为 有 补 格 。 
46. 给 出 一 个 有 限 格 的 例子 ， 其 中 至 少 有 1 个 元 素 有 多 个 补 元 且 至 少 有 1 个 元 素 没 有 补 元 。 
47. 证 明 : 格 (P(S)， 己 ) 是 有 补 格 ， 其 中 PP(S) 是 有 穷 集 S 的 等 集 。 
48. 证 明 : 如 果 工 是 有 限 分 配 格 ， 那 么 工 中 的 元 素 至 多 有 1 个 补 元 。 
在 1.8 节 例 12 中 介绍 的 蚕食 游戏 可 以 推广 到 任意 一 个 含有 最 小 元 a 的 有 限 偏 序 集 (S，<<) 上 。 在 这 
个 游戏 中 ， 一 个 移动 包括 选择 一 个 S 中 的 元 素 z 并 从 S 中 删除 zx 和 所 有 比 x 大 的 元 素 。 失 败 者 是 被 迫 选 


来 


米 
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择 最 小 元 a 的 那个 玩家 。 


49. 


50. 


证 明 : 1.8 节 例 12 中 所 描述 的 蚕食 游戏 将 曲 奇 饼 摆 放 在 mXn 的 矩形 网 格 中 ， 与 偏 序 集 (S，| ) 上 的 
和 蛋 食 游戏 相同 ， 其 中 S 是 所 有 能 被 b” 9" 整除 的 正 整数 集合 ， 这 里 p 和 9g 是 两 个 不 同 的 素数 。 

证 明 : 如 果 (S，<<) 有 最 大 元 。， 那么 在 这 个 偏 序 集 上 存在 一 个 蚕食 游戏 的 获胜 策略 。[ 提 示 : 推广 
1. 8 节 例 12 中 的 结论 。] 


计算 机 课题 
按 给 定 的 输入 和 输出 写 程序 。 


© 


J 
DD-= So 


pod 
nh 


“ 给 定 表示 定义 在 有 穷 集 上 的 关系 的 和 矩阵， 确定 这 个 关系 是 否 是 自 反 或 反 自 反 的 。 

.给 定 表示 定义 在 有 穷 集 上 的 关系 的 矩阵 ， 确 定 这 个 关系 是 否 是 对 称 或 反对 称 的 。 

， 给 定 表示 定义 在 有 穷 集 上 的 关系 的 和 矩阵， 确定 这 个 关系 是 否 是 传递 的 。 

. 给 定 正 整 数 n， 显 示 定 义 在 nn 个 元 素 的 集合 上 的 所 有 的 关系 。 

， 给 定 一 个 正 整 数 n， 确 定 定义 在 n 个 元 素 的 集合 上 的 传递 关系 的 个 数 。 

. 给 定 一 个 正 整数 xn， 确定 定义 在 n 个 元 素 的 集合 上 的 等 价 关系 的 个 数 。 

. 给 定 一 个 正 整数 2， 显示 定义 在 ?个 最 小 的 正 整数 的 集合 上 的 所 有 的 等 价 关 系 。 

. 给 定 一 个 元 关系 ， 当 某 些 特定 的 域 被 删除 以 后 求 这 个 关系 的 投影 。 

. 给 定 一 个 m 元 关系 、 一 个 nn 元 关系 和 一 个 公共 域 的 集合 ， 找 出 这 些 关 系 关 于 这 些 公共 域 的 连接 。 
. 给 定 表示 一 个 定义 在 有 穷 集 上 的 关系 的 矩阵 ， 求 表示 这 个 关系 的 自 反 闭 包 的 矩阵 。 

. 给 定 表示 一 个 定义 在 有 穷 集 上 的 关系 的 矩阵 ， 求 表示 这 个 关系 的 对 称 闭 包 的 矩阵 。 

. 给 定 表示 一 个 定义 在 有 穷 集 上 的 关系 的 和 矩阵， 通过 计算 表示 这 个 关系 的 矩阵 的 宕 的 并 ， 求 表示 这 个 


关系 传递 闭 包 的 和 矩阵。 


. 给 定 表示 一 个 定义 在 有 穷 集 上 的 关系 的 和 矩阵， 使 用 沃 舍 尔 算法 求 表示 这 个 关系 的 传递 闭 包 的 和 矩阵 。 
. 给 定 表示 一 个 定义 在 有 穷 集 上 的 关系 的 矩阵 ， 求 表示 包含 这 个 关系 的 最 小 的 等 价 关 系 的 矩阵 。 
, 给 定 一 个 定义 在 有 穷 集 上 的 偏 序 ， 使 用 拓扑 排序 找 出 一 个 与 它 相 容 的 全 序 。 


计算 和 探索 
使 用 一 个 计算 程序 或 你 自己 编写 的 程序 做 下 面 的 练习 。 


nw Dr- 
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. 显示 定义 在 一 个 含有 4 个 元 素 的 集合 上 的 所 有 不 同 的 关系 。 

. 显示 定义 在 一 个 含有 6 个 元 素 的 集合 上 的 所 有 不 同 的 自 反 和 对 称 的 关系 。 

.显示 定义 在 一 个 含有 5 个 元 素 的 集合 上 的 所 有 不 同 的 自 反 和 传递 的 关系 。 

. 对 所 有 的 正 整数 n，n 三 7， 确定 有 和 多少 个 定义 在 n 元 素 集 合 上 的 传递 关系 。 

. 在 至 少 含 有 20 个 元 素 的 集合 上 选择 一 个 关系 ， 可 以 使 用 和 某 个 特定 的 传输 或 通信 和 网络 中 的 有 向 链 路 


相对 应 的 关系 ， 或 者 使 用 一 个 随机 生成 的 关系 ， 求 这 个 关系 的 传递 闭 包 。 


. 对 于 所 有 不 超过 20 的 正 整 数 n， 计 算 定 义 在 n 元素 集合 上 的 不 同 的 等 价 关 系 个 数 。 
. 显示 定义 在 7 元 素 集合 上 的 所 有 的 等 价 关 系 。 

. 显示 定义 在 5 元 素 集 合 上 的 所 有 的 偏 序 。 

. 显示 定义 在 5 元 素 集合 上 的 所 有 的 格 。 


写作 课题 
用 本 教材 以 外 的 资料 ， 按 下 列 要 求 写 成 论文 。 


1. 
2.。 


讨论 模糊 关系 的 概念 。 怎 样 使 用 模糊 关系 ? 
不 限于 9. 2 节 所 介绍 的 内 容 ， 描 述 关 系数 据 库 的 基本 原理 。 关 系数 据 库 与 其 他 类 型 的 数据 库 相 比 ， 使 


用 范围 有 多 广 ? 


. 查找 沃 会 尔 和 罗 伊 (Roy) 的 原始 论文 (法 文 )， 在 那 篇 论文 中 他 们 提出 了 求 传递 闭 包 的 算法 。 讨 论 他 们 


的 方法 。 为 什么 可 以 认为 我 们 称 为 沃 舍 尔 的 算法 是 被 多 人 独立 发 现 的 ? 


. 描述 怎样 用 等 价 类 把 有 理 数 定义 为 整数 对 的 类 ， 遵 照 这 种 方法 怎样 定义 有 理 数 的 基本 算术 运算 ( 见 9.5 


节 练 习 40)。 
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. 解释 赫 尔 姆 ， 哈 塞 是 如 何 使 用 我 们 现在 称 为 哈 塞 图 的 图 。 
. 描述 在 计算 机 操作 系统 中 用 来 执行 信息 流 策略 的 某 些 机 制 。 
.讨论 计划 评审 技术 (Program Evaluation and Review Technique，PERT) 在 安排 一 个 大 的 复杂 项 目的 任 


务 中 的 应 用 。PERT 的 使 用 范围 有 多 广 ? 

讨论 关键 路 径 方 法 (Critical Path Method，CPM) 在 找 出 完成 项 目的 最 短 时 间 中 的 应 用 。CPM 的 使 用 范 
围 有 多 广 ? 

讨论 格 中 的 对 偶 性 的 概念 。 解 释 怎样 用 对 偶 性 建立 新 的 结果 ? 


10. 解释 模 格 的 意义 。 描 述 模 格 的 某 些 性 质 ， 描 述 模 格 是 怎样 在 投影 几何 的 研究 中 产生 的 。 
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图 


图 是 由 顶点 和 连接 项 点 的 边 构 成 的 离散 结构 。 根 据 图 中 的 边 是 否 有 方向 、 相 同 顶 点 对 之 间 
是 否 可 以 有 多 条 边 相 连 以 及 是 否 允 许 存在 自 环 ， 图 可 以 分 为 多 种 不 同 的 类 型 。 几 乎 可 以 想到 的 
每 种 学 科 中 的 问题 都 可 以 运用 图 模型 来 求解 。 我 们 将 举例 说 明 如 何在 各 种 领域 中 运用 图 来 建 
模 。 例 如 ， 如 何 用 图 表示 生态 环境 中 不 同 物种 的 竞争 、 如 何 用 图 表示 组 织 中 谁 影响 谁 、 如 何 用 
图 表示 循环 锦标 赛 的 结果 。 我 们 将 描述 如 何 用 图 对 人 们 之 间 的 相识 关系 、 研 究 人 员 之 间 的 合作 
关系 、 电 话 号 码 间 的 呼叫 关系 以 及 网 站 之 间 的 链接 关系 进行 建 模 。 我 们 将 说 明 如 何 用 图 对 路 线 
图 和 一 个 组 织 内 员工 的 工作 指派 进行 建 模 。 

运用 图 模型 ， 可 以 确定 能 不 能 遍历 一 个 城市 的 所 有 街道 而 不 在 任 一 条 街道 上 走 两 遍 ， 还 能 
找 出 对 地 图 上 的 区 域 着 色 所 需要 的 颜色 数 。 可 以 用 图 来 确定 某 一 个 电路 是 否 能 够 在 平面 电路 板 
上 实现 。 用 图 可 以 区 分 有 着 同样 的 分 子 式 但 结构 不 同 的 两 种 化 合 物 。 我 们 能 够 运用 计算 机 网 络 
的 图 模型 确定 两 台 计算 机 是 否 由 通信 和 链 路 连接 。 对 其 边 赋予 了 权重 的 图 可 以 求解 诸如 传输 网 络 
中 两 个 城市 间 的 最 短路 径 这 类 的 问题 。 我 们 还 可 以 用 图 来 安排 考试 和 指定 电视 台 的 频道 。 本 章 
将 介绍 图 论 的 基本 概念 ， 还 将 给 出 许多 不 同 的 图 模型 。 为 了 求解 能 够 用 图 研究 的 多 种 问题 ， 我 
们 将 介绍 许多 不 同 的 图 的 算法 ， 还 将 研究 这 些 算 法 的 复杂 度 。 


10.1 图 和 图 模型 

首先 给 出 图 的 定义 。 

一 个 图 G 一 (V， 瓦 ) 由 顶点 (或 结 点 ) 的 非 空 集 V 和 边 的 集合 巨 构成 ， 每 条 边 有 一 
个 或 两 个 顶点 与 它 相连 ， 这 样 的 顶点 称 为 边 的 端点 。 边 连接 它 的 端点 。 


评注 ”图 G 的 顶点 集 V 可 能 是 无 限 的 。 顶 点 集 为 无 限 集 或 有 无 限 条 边 的 图 称 为 无 限 
图 ， 与 之 相 比 ， 顶 点 集 和 边 集 为 有 限 集 的 图 称 为 有 限 图 。 在 本 书 中 ， 通 常 只 考虑 有 
限 图 。 
现在 假设 一 个 网 络 由 数据 中 心 和 计算 机 之 间 的 通信 和 链 路 组 成 。 可 以 把 每 个 数据 中 心 的 位 置 
用 一 个 点 来 表示 ， 把 每 个 通信 链接 用 一 条 段 线 来 表示 ， 如 图 1 所 示 。 
底特律 
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洛杉矶 
图 1 一 个 计算 机 网 络 
这 个 计算 机 网 络 可 以 用 图 来 建 模 ， 图 中 的 顶点 表示 数据 中 心 ， 边 表示 通信 和 链接。 通常 ， 用 
点 表示 顶点 、 用 线段 或 者 曲线 表示 边 来 可 视 化 图 。 其 中 ， 表 示 边 的 线段 的 端点 就 是 表示 相应 边 
的 端点 的 点 。 当 我 们 画图 时 ， 尽 量 不 让 它们 的 边 相 交 。 然 而 ， 并 不 是 必须 这 样 做 ， 因 为 任意 的 
用 点 表示 顶点 、 用 任意 形式 的 顶点 间 的 连接 表示 边 的 描述 方法 均 可 使 用 。 实 际 上 ， 有 些 图 不 能 
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够 使 边 不 相交 地 画 在 平面 上 ( 见 10.7 节 )。 关 键 一 点 是 ， 只 要 正确 地 描述 了 顶点 间 的 连接 ， 画 
一 张 图 的 方式 可 以 是 任意 的 。 

注意 表示 计算 机 网 络 的 图 的 每 条 边 都 连接 着 两 个 不 同 的 顶点 ， 即 没有 任何 一 条 边 仅 连 接 一 
个 顶点 自身 ， 另 外 ， 也 没有 两 条 不 同 的 边 连接 着 一 对 相同 的 顶点 。 每 条 边 都 连接 两 个 不 同 的 顶 
点 且 没 有 两 条 不 同 的 边 连接 一 对 相同 顶点 的 图 称 为 简单 图 。 注 意 ， 在 简单 图 中 ， 每 条 边 都 与 一 
对 无 序 的 顶点 相关 联 ， 而 且 没 有 其 他 的 边 和 这 条 边 相 关联 。 因 此 ， 在 简单 图 中 ， 当 有 一 条 边 与 
{u，v} 相 关联 时 ， 也 可 以 说 {wu，wv} 是 该 图 的 一 条 边 ， 这 不 会 产生 误解 。 

一 个 计算 机 网 络 可 能 在 两 个 数据 中 心 之 间 有 多 重 链接 ， 如 图 2 所 示 。 为 这 样 的 网 络 建 模 ， 
需要 有 多 条 边 连 接 同 一 对 顶点 的 图 。 可 能 会 有 多 重 边 连接 同一 对 顶点 的 图 称 为 多 重 图 。 当 有 mm 
条 不 同 的 边 与 相同 的 无 序 顶 点 对 相关 联 时 ,我们 也 说 {uw，wv} 是 一 条 多 重度 为 m 的 边 。 就 是 说 ， 
可 以 认为 这 个 边 集 是 边 {u，vw} 的 mx 个 不 同 副本 。 


芝加哥 。 底 等 律 。。 纽约 
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洛杉矶 
图 2 数据 中 心 之 间 带 有 多 重 链 接 的 计算 机 网 络 


有 时 候 一 个 数据 中 心 有 一 条 连接 自身 的 通信 线路 ， 也 许 是 一 个 用 于 诊断 的 反馈 环 。 图 3 说 
明了 这 样 的 网 络 。 为 这 个 网 络 建 模 ， 需 要 包括 把 一 个 顶点 连接 到 它 自 身 的 边 。 这 样 的 边 称 为 
环 。 有 时 ， 一 个 顶点 可 能 需要 多 个 环 。 包 含 环 或 存在 多 重 边 连 接 同一 对 项 点 或 同一 个 顶点 的 
图 ， 称 为 伪 图 。 


芝加哥 谋 俭 ， 纽约 





洛杉矶 


图 3 带 诊断 链 路 的 计算 机 网 络 
到 目前 为 止 ， 我 们 所 介绍 的 图 是 无 向 图 。 它 们 的 边 也 被 认为 是 无 向 的 。 然 而 ， 要 建立 一 个 
图 模型 ， 可 能 会 发 现 有 必要 给 这 些 边 赋予 方向 。 例 如 ， 在 计算 机 网 络 中 ， 有 些 链接 只 可 以 对 一 
个 方向 操作 (这 种 边 称 为 单 工 线路 ) 。 这 可 能 是 这 种 情况 ， 有 大 量 的 数据 传送 到 某 些 数据 中 心 ， 
但 只 有 很 少 或 者 根本 没有 相反 方向 的 数据 传输 。 这 样 的 网 络 如 图 4 所 示 。 


底特律 
芝加哥 纽约 


旧金山 
丹佛 
洛杉矶 
图 4 带 有 单 向 通信 链 路 的 通信 网 络 
我 们 使 用 有 向 图 为 这 样 的 计算 机 网 络 建 模 。 有 向 图 的 每 条 边 与 一 个 有 序 对 相关 联 。 这 里 给 
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出 的 有 向 图 的 定义 比 第 9 章 使 用 的 更 加 广义 ， 在 第 9 章 中 使 用 有 向 图 来 表示 关系 。 

ES 一 个 有 向 图 (V， EE) 由 一 个 非 空 项 点 集 V 和 一 个 有 向 边 (或 弧 ) 集 巨 组 成 。 每 条 有 
向 边 与 一 个 顶点 有 序 对 相关 联 。 与 有 序 对 (u，v) 相 关联 的 有 向 边 开 始 于 wu、 站 束 于 v。 

当 画 线 描述 一 个 有 向 图 时 ， 我 们 用 一 个 从 zx 指向 v 的 箭头 来 表示 这 条 边 的 方向 是 开始 于 z 
结束 于 wv。 一 个 有 向 图 可 能 包含 环 ， 也 有 可 能 包含 开始 和 结束 于 相同 顶点 的 多 重 有 向 边 。 有 向 
图 也 可 能 包含 连接 和 w 的 两 个 方向 上 的 有 向 边 ， 就 是 说 ， 当 一 个 有 向 图 含有 从 到 w 的 边 
时 ， 它 也 可 能 包含 从 v 到 的 一 条 或 多 条 边 。 注 意 ， 当 对 一 个 无 向 图 的 每 一 条 边 都 赋予 方向 
后 ， 就 得 到 了 一 个 有 向 图 。 当 一 个 有 向 图 不 包含 环 和 多 重 有 向 边 时 ， 就 称 为 简单 有 向 图 。 因 为 
在 简单 有 向 图 中 ， 每 个 顶点 有 序 对 (wx， 了 之 间 最 多 有 一 条 边 和 它们 相连 ， 如 果 在 图 中 ，(z，mu) 
之 间 存 在 一 条 边 ， 则 称 (x， 了 为 边 。 

在 某 些 计算 机 网 络 中 ， 两 个 数据 中 心 之 间 可 能 有 多 重 的 通信 链 路 ， 如 图 5 所 示 。 可 以 用 包 
含 从 一 个 顶点 指向 第 二 个 (也 许 是 同一 个 ) 顶 点 的 多 重 有 向 边 的 有 向 图 来 对 这 样 的 网 络 建 模 ， 我 
们 称 这 样 的 图 为 有 向 多 重 图 。 当 m 条 有 向 边 中 的 每 一 条 都 与 顶点 有 序 对 (u，wv) 相 关联 时 ,我 
们 称 (x， 妇 是 一 条 多 重度 为 m 的 边 。 


芝加哥 司 特 律 ”纽约 
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洛杉矶 
图 5 带 多 重 单 向 链 路 的 计算 机 网 络 


对 于 某 些 模型 我们 可 能 需要 这 样 的 图 ， 其 中 有 些 边 是 无 向 的 ， 而 男 一 些 边 是 有 向 的 。 既 
包含 有 向 边 又 包含 无 向 边 的 图 称 为 混合 图 。 例 如 ， 可 能 会 用 一 个 混合 图 给 这 样 的 计算 机 网 络 建 
模 ， 该 网 络 中 包含 一 些 双 向 的 通信 链 路 和 另 一 些 单 向 的 通信 链 路 。 

表 1 总 结 了 各 种 图 的 专用 术语 。 有 时 我 们 将 用 图 作为 一 个 通用 的 术语 指 代 有 向 或 无 向 的 
(或 两 者 此 有 ) 、 有 环 或 无 环 的 ， 以 及 有 多 重 边 或 无 多 重 边 的 图 。 在 其 他 时 候 ， 当 上 下 文清 楚 
时 ， 我 们 使 用 术语 图 只 表示 无 向 图 。 


表 1 图 术语 
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因为 现代 对 图 论 的 研究 兴趣 ， 还 因为 其 在 各 个 学 科 的 广泛 应 用 ， 所 以 图 论 中 引入 了 许多 不 
同 的 术语 。 不 管 什么 时 候 遇 到 这 些 术 语 ， 读 者 应 该 注意 它们 的 实际 含义 。 数 学 家 用 以 描述 图 的 
术语 已 经 逐步 得 到 规范 ,但 是 在 其 他 学 科 用 于 讨论 图 的 术语 仍然 多 种 多 样 。 尽 管 描述 图 的 术语 
可 能 区 别 很 大 ,但 是 以 下 三 个 问题 能 够 帮助 我 们 理解 图 的 结构 : 

。 图 的 边 是 有 向 的 还 是 无 向 的 (还 是 两 者 句 有 )? 

。 如 果 是 无 向 图 ， 是 否 存在 连接 相同 顶点 对 的 多 重 边 ? 如 果 是 有 向 图 ， 是 否 存在 多 重 有 向 边 ? 

。 是 否 存在 环 ? 

回答 这 些 问题 有 助 于 我 们 理解 图 。 而 记 住 所 使 用 的 特定 术语 就 不 那么 重要 。 
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10. 1.1 图 模型 

图 可 用 在 各 种 模型 里 。 本 节 开 始 部 分 介绍 了 如 何 为 链接 数据 中 心 的 通信 网 络 建 模 。 本 节 后 
续 部 分 将 介绍 一 些 图 模型 的 有 趣 应 用 。 本 章 的 后 续 小 节 和 第 11 章 还 将 讨论 这 些 应 用 。 本 章 的 
后 续 部 分 和 后 面 的 章节 还 要 介绍 其 他 模型 。 第 9 章 介 绍 了 某 些 应 用 的 有 向 图 模型 。 当 建立 图 模 
型 时 ， 需 要 确认 已 经 正确 回答 了 我 们 提出 的 关于 图 结构 的 三 个 关键 问题 。 

社交 网 络 图 广泛 地 应 用 于 为 基于 人 或 人 群 之 间 不 同类 型 关系 的 社会 结构 建 模 。 这 些 社会 
结构 以 及 表示 它们 的 图 ， 称 为 社交 网 络 。 在 这 些 图 模型 中 ， 用 顶点 表示 个 人 或 组 织 ， 用 边 表示 
个 人 或 组 织 之 间 的 关系 。 对 社交 网 络 的 研究 是 一 个 非常 活跃 的 学 科 ， 可 以 使 用 社交 网 络 研 究 人 
们 之 间 很 多 不 同类 型 的 关系 。 

这 里 我 们 将 介绍 一 些 最 常用 的 社交 网 络 。 

例 1 交往 和 朋友 关系 图 可 用 简单 图 来 表示 两 个 人 是 否 互相 认识 ， 即 他 们 是 否 熟悉 或 他 
们 是 否 为 朋友 (在 现实 世界 中 或 在 虚拟 世界 中 ， 通 过 像 脸 谱 一样 的 社交 网 络 ) 。 用 顶点 表示 具体 
人 群 里 的 每 个 人 。 当 两 个 人 互相 认识 时 ， 用 无 向 边 连接 这 两 个 人 。 当 我 们 仅 关 注 是 否 熟悉 或 是 
否 为 朋友 时 ， 不 使 用 多 重 边 ， 通 常 也 不 使 用 环 。( 如 果 我 们 想 表达 “自己 认识 自己 ”这 层 意 思 ， 
就 在 图 中 包含 环 。) 图 6 显示 了 一 个 小 型 交往 关系 图 。 世 界 上 所 有 人 的 交往 关系 图 有 超过 60 亿 
个 顶点 和 可 能 超过 1 万 亿 条 边 ! 在 10.4 节 里 将 要 进一步 讨论 这 个 图 。 4 
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图 6 交往 关系 图 


例 2 影响 图 在 对 群体 行为 的 研究 中 ， 可 以 观察 到 某 些 人 Linda Brian 
能 够 影响 其 他 人 的 思维 。 一 种 称 为 影响 图 的 有 向 图 可 以 用 来 为 
这 样 的 行为 建 模 。 用 项 点 表示 群体 的 每 个 人 。 当 项 点 e 所 表示 
的 人 影响 顶点 上 所 表示 的 人 时 ， 就 有 从 顶点 a 到 顶点 5 的 有 问 
边 。 这 些 图 中 不 包含 环 和 多 重 有 向 边 。 图 7 表示 了 一 个 群体 成 
员 的 影响 图 的 例子 。 在 这 个 用 影响 图 建 模 的 群体 里 ，Deborah 
影响 Brain、Fred 以 及 Linda， 但 是 没有 人 影响 Deborah。 另 外 ， 图 7 影响 图 
Yvonne 与 Brain 互相 影响 。 本 

例 3 合作 图 合作 图 用 来 为 社交 网 络 建 模 ， 在 该 图 中 以 某 种 方式 一 起 工作 的 两 个 人 之 间 
存在 着 关联 。 合 作 图 是 简单 图 ， 它 的 边 是 无 向 边 ， 且 不 包含 多 重 边 和 环 。 图 中 的 顶点 表示 人 ， 
当 两 个 人 之 间 存 在 合作 时 ， 两 个 人 之 间 有 一 条 无 向 边 相 连 。 在 图 中 不 存在 环 和 多 重 边 。 好 莱 坞 
图 就 是 一 个 合作 图 ， 图 中 用 顶点 表示 演员 ， 当 两 个 顶点 所 表示 的 演员 共同 出 演 一 部 电影 时 ， 就 
有 一 条 边 连接 这 两 个 顶点 。 好 莱 坞 图 是 一 个 很 大 的 图 ， 其 中 包含 150 万 个 顶点 (到 2011 年 年 
初 ) 。 稍 后 将 在 10. 4 节 里 讨论 好 莱 坞 图 。 

在 学 术 合作 图 中 ， 顶 点 表示 人 (可 能 限制 为 某 个 学 术 圈 子 的 成 员 )， 若 两 个 人 之 间 合 作 发 表 
过 文章 ， 就 有 一 条 边 连 接 两 个 人 。2004 年 已 经 为 在 数学 领域 发 表 论 文 的 合作 者 构建 了 合作 图 ， 
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该 图 中 包含 超过 400 000 个 顶点 和 675 000 条 边 ， 之 后 这 些 数量 有 着 可 观 的 增长 。 在 10. 4 节 里 
将 对 这 个 图 做 补充 说 明 。 合 作 图 还 可 以 用 在 体育 领域 ， 如 果 两 个 职业 运动 员 在 某 项 运动 的 常规 
赛季 效力 于 同一 个 队 ， 就 可 以 认为 这 两 人 有 合作 关系 。 4 

通信 网 络 ”我 们 可 以 为 不 同 的 通信 网 络 建 模 ， 其 中 用 项 点 表示 设备 ， 边 表示 所 关注 的 某 种 
类 型 的 通信 链接。 在 本 节 的 第 一 部 分 ， 我们 已 经 为 数据 网 络 建 模 。 

例 4 呼叫 图 图 可 用 来 为 网 络 ( 如 长 途 电 话 网 ) 中 的 电话 呼叫 建 模 。 具 体 地 说 ， 有 向 多 重 
图 可 以 用 来 为 呼叫 建 模 ， 其 中 用 顶点 表示 每 个 电话 号 码 ， 用 有 向 边 表示 每 次 电话 呼叫 。 表 示 呼 
叫 的 边 是 以 发 出 呼叫 的 电话 号 码 为 起 点 ， 以 接受 呼叫 的 电话 号 码 为 终点 。 我 们 需要 有 向 边 ， 因 
为 其 所 表示 的 通话 方向 是 有 意义 的 。 我 们 需要 多 重 有 向 边 ， 因 为 需要 表示 每 一 个 从 特定 号 码 拨 
到 第 二 个 号 码 的 通话 。 

一 个 小 型 的 电话 呼叫 图 如 图 8a 所 示 ， 它 表示 7 个 电话 号 码 。 例 如 ， 这 个 图 表示 从 732-555- 
1234 到 732-555-9876 有 3 次 呼叫 和 2 次 反 向 呼叫 ， 但 是 从 732-555-4444 到 其 余 6 个 号 码 (732-555- 
0011 除外 ?没有 呼叫 。 当 我 们 只 关心 两 个 电话 号 码 之 间 是 否 有 呼叫 时 ， 可 以 使 用 无 向 图 ， 其 中 ， 
当 两 个 号 码 之 间 有 呼叫 时 ， 就 用 边 连接 这 两 个 电话 号 码 。 这 种 类 型 的 呼叫 图 如 图 8b 所 示 。 | 

表示 实际 呼叫 活动 的 呼叫 图 可 以 非常 732-555-1001 
大 。 例 如，AT&T 研究 的 一 个 呼叫 图 ， 
这 个 图 表示 在 20 天 中 进 行 的 呼 叫 有 732-555-1234 732-555-4444 
约 2900 万 个 顶点 和 40 亿 条 边 。 在 10.4 
节 里 将 要 进一步 讨论 呼叫 图 。 

信息 网 络 图 可 以 用 来 为 链接 特定 类 
型 信息 的 多 种 网 络 建 模 。 这 里 ， 我 们 将 描述 732.555.9876 
如 何 使 用 图 为 万 维 网 建 模 。 我 们 还 将 描述 如 







732-555-0069 
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何 使 用 图 为 不 同类 型 的 文本 中 的 引用 建 模 。 本 
例 5 网 络 图 万 维 网 可 用 有 向 图 来 有 
建 模 ， 其 中 用 顶点 表示 每 个 网 页 ， 并 且 若 yp 

有 从 网 页 a 指向 网 页 5 的 链接 ， 则 有 以 a 







为 起 点 以 5 为 终点 的 边 。 因 为 在 网 络 中 ， 732-555-1234 732-555-4444 
几乎 每 秒 都 有 新 网 页 产生 ， 也 有 其 他 页 面 
被 删除 ， 所 以 网 络 图 几乎 是 连续 变化 的 。 
许多 人 正在 研究 网 络 图 的 性 质 ， 以 便 更 好 
地 理解 网 络 的 本 质 。10.4 节 将 要 继续 讲 wa 
解 网 络 图 ,第 11 章 将 要 解释 网 络 疏 虫 ( 搜 
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索引 擎 用 它 来 产生 网 页 的 索引 ) 是 如 何 使 os 
用 网 络 图 的 。 4 b) 
例 6 引用 图 图 可 用 来 表示 不 同类 图 8 呼叫 图 


型 的 文本 (包括 学 术 论 文 、 专 利和 法 律 条 
文 ) 之 间 的 引用 。 在 这 类 图 中 ， 用 项 点 表示 每 个 文本 ， 若 一 个 文本 在 其 引用 列表 中 引用 了 第 二 
个 文本 ， 则 从 这 个 文本 到 第 二 个 文本 之 间 有 一 条 边 ( 在 学 术 论文 中 ， 引 用 列表 是 书目 或 参考 文 
献 列 表 ; 在 专利 中 ， 是 引用 的 以 前 专利 的 列表 ; 在 法 律 条 文中 ， 是 引用 的 以 前 条 文 的 列表 ) 。 
引用 图 是 不 包含 环 和 多 重 边 的 有 向 图 。 4 
软件 设计 应 用 ”图 模型 是 软件 设计 中 有 用 的 工具 。 这 里 简要 描述 两 个 这 样 的 模型 。 
例 7 模块 依赖 图 在 软件 设计 中 ， 最 重要 的 任务 之 一 是 如 何 把 一 个 程序 分 成 多 个 不 同 的 
部 分 或 模块 。 理 解 程序 的 不 同 模块 之 间 如 何 交互 ， 不 仅 对 程序 设计 ， 而 且 对 软件 测试 和 维护 都 
很 重要 。 模 块 依赖 图 为 理解 程序 的 不 同 模块 之 间 的 交互 提供 了 有 用 的 工具 。 在 程序 模块 依赖 图 
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中 ,顶点 表示 模块 。 如 果 第 二 个 模块 依赖 于 第 一 个 模块 ， 则 有 一 条 有 向 边 从 第 一 个 模块 指向 第 
二 个 模块 。 在 图 9 中 ,显示 了 一 个 关于 Web main 
浏览 器 的 程序 模块 依赖 图 的 例子 。 
例 8 优先 图 与 并 发 处 理 ”通过 并 发 地 执 
行 某 些 语句 ， 计 算 机 程序 可 以 执行 得 更 快 。 重 display parser protocol 
要 的 是 避免 语句 执行 时 还 要 用 到 尚未 执行 语句 
的 结果 。 语 句 与 前 面 语句 的 相关 性 可 以 表示 成 
有 向 图 。 用 项 点 表示 每 个 语句 ， 若 在 执行 完 第 


一 个 顶点 所 表示 的 语句 之 前 不 能 执行 第 二 个 顶 on Wee lo 
点 所 表示 的 语句 ， 则 从 第 一 个 顶点 到 第 二 个 顶 syntax tree 

点 有 一 条 边 。 这 样 的 图 称 为 优先 图 。 图 10 显 许 六 法 沪 六 六 

示 了 计算 机 程序 及 其 优先 图 。 例 如 ， 该 图 说 明 

在 执行 语句 S, 、S, 和 S, 之 前 不 能 执行 语句 S, 。 4 


例 9 航线 图 可 以 用 项 点 表示 机 场 为 航空 网 络 建 模 。 特 别 地 ， 用 有 向 边 表示 航班 ， 该 边 
从 表示 出 发 机 场 的 顶点 指向 表示 目的 机 场 的 顶点 ， 我 们 每 天 可 以 为 某 个 航线 的 所 有 航班 建 模 。 
这 将 是 一 个 有 向 多 重 图 ， 因 为 在 同一 天 ， 从 一 个 机 场 到 另 一 个 机 场 可 能 存在 多 个 航班 。 

例 10 道路 网 可 以 用 图 对 道路 网 建 模 。 在 这 样 的 模型 中 ， 顶 点 表示 交叉 点 ， 而 边 表示 
路 。 如 果 所 有 的 道路 都 是 双向 的 ， 最 多 有 一 条 道路 连接 两 个 交叉 点 ， 那 么 可 以 用 一 个 简单 无 向 
图 来 表示 道路 网 。 然 而 ， 我 们 经 常 要 为 存在 单行 道 且 两 个 交叉 点 间 存 在 多 条 道路 的 道路 网 建 
模 。 为 了 构建 这 样 的 模型 ， 我 们 用 无 向 边 表 示 双 向 的 道路 ， 用 有 向 边 表示 单行 道 。 多 重 无 向 边 
表示 连接 两 个 相同 交叉 点 的 多 条 双向 道路 。 多 重 有 向 边 表示 从 一 个 交叉 点 开始 到 第 二 个 交叉 点 
结束 的 多 条 单行 道 ; 环 表示 环形 路 。 描 述 包 含 单行 道 和 双向 道路 的 道路 网 需要 混合 图 。 q 

生态 网 生物 学 中 的 很 多 内 容 可 以 用 图 进行 建 模 。 

例 11 生态 学 中 栖息 地 重 全 图。 图 可 用 在 涉及 不 同 种 类 的 动物 在 一 起 活动 的 许多 模型 里 。 
例如 ， 用 栖息 地 重奏 图 为 生态 系统 里 物种 之 间 的 竞争 建 模 。 用 顶点 表示 每 个 物种 。 若 两 个 物种 
竞争 ( 即 它们 共享 某 些 食物 来 源 )， 则 用 无 向 边 连 接 表示 它们 的 顶点 。 栖 息 地 重合 图 是 简单 图 ， 
因为 在 此 模型 中 不 需要 环 和 多 重 边 。 图 11 中 的 图 表示 森林 生态 系统 。 从 这 个 图 中 可 以 看 出 松 
鼠 与 浣熊 竞争 ,但 是 乌鸦 不 与 驳 能 竞争 。 


四 浣熊 
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$3 Cc:=a+] C 负 鼠 
S54 d:=b+a (> 
Ss e:=d+l 
EN pn 县 凡 吸 木 久 
5 2 
图 10 优先 图 图 11 生态 学 里 的 栖息 地 重生 图 


例 12 蛋白 质 相互 作用 图 当 细 胞 中 的 两 个 或 多 个 蛋白 质 绑 定 在 一 起 执行 生物 功能 时 ， 
在 活 细胞 中 的 蛋白 质 相互 作用 。 由 于 蛋白 质 相 互 作 用 是 大 多 数 生物 功能 的 关键 ， 所 以 许多 科学 
家 致力 于 发 现 新 的 蛋白 质 和 了 解 蛋 白质 之 间 的 相互 作用 。 使 用 蛋白 质 相互 作用 图 (也 称 为 蛋白 
质 - 蛋 白质 相互 作用 网 络 )， 可 以 模拟 细胞 内 的 蛋白 质 相互 作用 。 该 图 是 一 个 无 向 图 ， 其 中 每 个 
蛋白 质 由 一 个 顶点 来 表示 ， 用 边 连 接 表示 存在 相互 作用 的 蛋白 质 的 顶点 。 确 定 真正 的 蛋白 质 相 


546 第 10 章 





互 作用 的 细胞 是 一 个 挑战 性 的 问题 ， 由 于 实验 经 常 产 生 误 报 ， 所 以 得 出 两 种 并 不 发 生 作用 的 蛋 
白质 相互 作用 的 结论 。 蛋 白质 相互 作用 图 可 用 于 推断 出 重要 的 生物 信息 ， 例 如 识别 对 各 种 功能 
都 很 最 重要 的 蛋白 质 以 及 新 发 现 的 蛋白 质 的 功能 。 

因为 在 一 个 典型 的 细胞 内 有 成 千 上 万 种 不 同 的 蛋白 质 ， 一 个 细胞 的 蛋白 质 相 互 作 用 图 形 是 
非常 大 的 和 复杂 的 。 例 如 ， 已 知 酵母 细胞 中 有 超过 6000 个 蛋白 质 和 超过 80 000 个 它们 之 间 的 
相互 作用 ， 人 类 细胞 有 超过 10 万 个 蛋白 质 ， 可 能 多 达 1 000 000 个 它们 之 间 的 相互 作用 。 当 发 
现 新 的 蛋白 质 和 蛋白质 之 间 的 相互 作用 时 ， 就 有 附加 的 顶点 和 边 被 添加 到 和 蛋白质 相 互 作 用 图 
中 。 由 于 蛋白 质 相互 作用 图 的 复杂 度 ， 所 以 它们 往往 被 分 割 成 更 小 的 称 为 模块 的 图 ， 模 块 代表 
一 组 细胞 中 某 个 特定 的 功能 所 涉及 的 蛋白 质 。 图 12 显示 了 在 LBo04] 中 描述 的 蛋白 质 作用 图 的 
一 个 模块 ， 其 包括 降低 在 人 类 细胞 中 的 RNA 的 蛋白 质 的 复合 物 。 要 了 解 更 多 有 关 和 蛋白 质 相互 
作用 图 ， 请 参阅 LBo04]、[LNE10] 和 [LHu07]。 

例 13 循环 赛 每 个 队 都 与 其 他 每 队 恰 好 比赛 一 次 且 不 存在 平局 的 联赛 称 为 循环 赛 。 可 
以 用 项 点 表示 每 个 队 的 有 向 图 来 为 这 样 的 比赛 建 模 。 注 意 若 < 队 击败 2 队 ， 则 (a，5) 是 边 。 该 
图 是 简单 有 向 图 ， 不 包含 环 和 多 重 有 向 边 ( 因 为 没有 任何 两 支队 的 比赛 多 于 一 次 )。 图 13 表示 


这 样 的 有 向 图 模型 。 可 以 看 到 ， 在 这 次 比赛 里 ， 队 1 无 败绩 而 队 3 无 胜 绩 。 本 
Q9Y3A5 
队 1 队 2 
人 RRP42 
RRP4 RRP41 队 6 队 3 
RRP44 RRP40 
PM/Sci2 RRP46 队 5 队 4 
图 12 蛋白质 相 互 作用 图 中 的 模块 ” ”图 13 循环 赛 图 模型 


例 14 单 淘汰 赛 在 比赛 中 ， 输 掉 一 次 就 被 淘汰 的 竞赛 称 为 单 淘汰 赛 。 在 体育 竞赛 中 ， 
经 常 使 用 单 淘汰 赛 ,包括 网 球 锦标 赛 和 每 年 一 度 的 NCAA 篮球 锦标 赛 。 我 们 可 以 使 用 顶点 表 
示 每 场 比赛 ， 用 有 向 边 连接 本 场 比赛 及 其 获胜 者 参加 的 下 一 场 比赛 。 图 14 表示 2010 年 NCAA 
女 篮 锦标 赛 最 后 16 支 球 队 的 比赛 情况 。 


加 黑 的 是 获胜 者 Connecticut 






Jowa State 








Connecticut Connecticut 
Stanford 





Oklahoma Baylor 


Oklahoma 










Kentucky 
Nebraska San Diego State 


图 14 淘汰 赛 





练习 
1. 画 出 表示 航空 公司 航线 的 图 模型 ， 并 说 出 所 用 图 的 类 型 (根据 表 1)， 其 中 每 天 有 4 个 航班 从 波士顿 到 
纽 华 克 、2 个 航班 从 纽 华 克 到 波士顿 、3 个 航班 从 纽 华 克 到 迈阿密 、2 个 航班 从 迈阿密 到 纽 华 克 、1 个 
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航班 从 纽 华 克 到 底特律 、2 个 航班 从 底特律 到 纽 华 克 、3 个 航班 从 纽 华 克 到 华盛顿 、2 个 航班 从 华盛顿 
到 纽 华 克 、1 个 航班 从 华盛顿 到 迈阿密 ， 其 中 
a) 若 城市 之 间 有 航班 (任何 方向 )， 则 在 表示 城市 的 顶点 之 间 有 边 。 
b) 对 城市 之 间 的 每 个 航班 (任何 方向 ) 来 说 ， 在 表示 城市 的 顶点 之 间 有 边 。 
c) 对 城市 之 间 的 每 个 航班 (任何 方向 ) 来 说 ， 在 表示 城市 的 顶点 之 间 有 边 ， 并 且 增 加 一 个 环 ， 表 示 从 和 迈 
阿 密 起 飞 和 降落 的 特殊 的 观光 旅行 。 
由 从 表示 航班 出 发 城市 的 顶点 到 表示 航班 终止 城市 的 顶点 之 间 有 边 。 
e) 对 每 个 航班 ， 从 表示 出 发 城市 的 顶点 到 表示 终止 城市 的 顶点 之 间 有 边 。 
2. 用 什么 类 型 的 图 (根据 表 1) 来 为 大 城市 之 间 高 速 公路 系统 建 模 ， 其 中 
a) 若 在 城市 之 间 有 州 际 高 速 公 路 ， 则 在 表示 城市 的 顶点 之 间 有 边 。 
b) 对 城市 之 间 每 条 州 际 高 速 公路 ， 在 表示 城市 的 顶点 之 间 有 边 。 
ec) 对 城市 之 间 每 条 州 际 高 速 公路 ， 在 表示 城市 的 顶点 之 间 有 边 ; 若 有 环 城 州 际 高 速 公路 ， 则 在 表示 该 
城 的 顶点 上 有 环 。 
试 确定 练习 3 一 9 中 所 示 的 各 个 图 有 有 向 边 还 是 无 向 边 ， 是 否 有 多 重 边 ， 是 否 有 一 个 或 多 个 环 。 根据 
你 的 答案 指出 该 图 属于 表 1 中 的 哪 种 图 。 


3. 4 b 4. a b 5. 6. a b 





10. 练习 3 一 9 中 的 每 个 无 向 图 不 是 简单 图 ， 找 出 使 它 变 成 简单 图 的 可 删除 的 边 的 集合 。 
11. 设 G 是 简单 图 。 尺 是 G 的 顶点 集 上 的 关系 ，uRw 当 且 仅 当 G 中 有 与 {iu，v} 相 关联 的 边 。 证 明 : 关系 
R 是 定义 在 G 上 的 对 称 的 和 反 自 反 的 关系 。 
12. 设 G 是 无 向 图 ， 且 其 每 个 顶点 上 均 有 环 。 R 是 G 的 顶点 集 上 的 关系 ，uRw 当 且 仅 当 G 中 有 与 {u，w) 
相关 联 的 边 。 证 明 关 系 R 是 定义 在 G 上 的 对 称 的 和 自 反 的 关系 。 
13. 集合 A1 ，As，…，A, 的 交 图 是 这 样 的 图 ， 用 顶点 表示 每 个 集合 ， 若 两 个 集合 有 非 空 交集 ， 则 有 一 条 
边 连接 代表 这 两 个 集合 的 顶点 。 构 造 下 列 集合 的 交 图 。 
a)Ai={0, 2, 4, 6, 8}, A:={0, 1, 2，3,4} 
As={1, 3; 5, 7, 9)}, Als={5, 6, 7, 8, 9} 
As={0, 1, 8, 9} 
DA ={wr, CO—# —3 —2 —1; 0 
As={"%, =2, =1» 0 ls 25 *%)} 
As={"%:, —6, —4, —2, 0, 2, 4, 6, **} 
As={ 5 = =1, ly Sy Gy mo} 
As={", —6, —3, 0, 3, 6, ***} 
OA={z|z=0}, A,;={z|—1<=zxz=0} 
As={z|0<z<1}), A={z|—1<z<1)} 
A;={z|z>=1), As=R 
14. 用 图 11 中 的 栖息 地 重 全 图 来 确定 与 座 竞 争 的 物种 。 
15. 构造 6 种 鸟 的 栖息 地 重 琶 图， 其 中 隐士 转 与 旅 转 以 及 蓝 松 鸦 竞争 、 旅 转 也 与 哮 转 竞争 、 嘲 罗 也 与 蓝 


16. 


17, 


18. 


19. 


20. 
21. 


22. 


23. 
24. 


25. 
26. 
27. 
28. 
29. 
30. 
31. 


32. 
33. 


34. 


35. 


36. 
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松 牙 竞争 以 及 秽 鸟 与 多 毛 叹 木 鸟 竞争 。 

画 出 相识 关系 图 ， 表 示 Tom 与 Patricia、Tom 与 Hope、Tom 与 Sandy、Tom 与 Amy、Tom 与 

Marika、Jeff 与 Patricia、Jeff 与 Mary、Patricia 与 Hope、Amy 与 Hope 以 及 Amy 与 Marika 互相 认 

识 , 但 是 除了 上 述 以 外 ， 其 他 人 之 间 互 相 不 认识 。 

可 用 图 来 表示 两 个 人 是 否 生 活 在 同一 时 代 。 画 出 这 样 的 图 来 表示 本 书 前 5 章 里 有 生平 介绍 的 在 1900 

年 以 前 去 世 的 属于 同一 时 代 的 数学 家 和 计算 机 科学 家 。( 如 果 在 同一 年 里 两 个 人 都 在 世 ， 就 假设 他 们 

生活 在 同一 时 代 。) 

在 例 2 的 影响 图 里 谁 影响 Fred? Fred 影响 谁 ? 

构造 公司 董事 会 成 员 的 影响 图 ， 主 席 影 响 研 发 总 监 、 市 场 总 监 和 营运 总 监 ; 研 发 总 监 影响 营运 总 监 ; 

市 场 总 监 影响 营运 总 监 ; 无 人 影响 首席 财务 官 或 受 其 影响 。 

在 图 13 表示 的 循环 赛 里 ， 队 4 击败 哪些 其 他 队 ? 哪些 队 击败 队 4? 

在 循环 赛 里 ， 老 虎 队 击败 蓝 松 鸦 队 、 红 衣 主 教 队 和 北美 金 营 队 ， 蓝 松 鸦 队 击 败 红 衣 主教 队 和 北美 金 

萤 队 ， 红 衣 主 教 队 击败 北美 金 营 队 ， 用 有 向 图 为 这 样 的 结果 建 模 。 

画 出 7 个 电话 号 码 555-0011、555-1221、555-1333、555-8888、555-2222、555-0091 以 及 555-1200 的 

呼叫 图 ， 假 设 从 555-0011 到 555-8888 有 3 次 呼叫 ， 从 555-8888 到 555-0011 有 2 次 呼叫 ， 从 555-2222 

到 555-0091 有 2 次 呼叫 ， 从 555-1221 到 其 他 每 个 号 码 都 有 2 次 呼叫 ， 从 555-1333 到 555-0011、555- 

1221 和 555-1200 各 有 1 次 呼叫 。 

解释 如 何 用 1 月 份 和 2 月 份 的 电话 呼叫 图 来 确定 改变 了 电话 号 码 的 人 的 新 电话 号 码 。 

a) 解 释 如 何 用 图 为 网 络 中 的 电子 邮件 信息 建 模 。 用 有 向 边 还 是 无 向 边 ? 是 否 允 许多 重 边 ? 是 否 允许 
自 环 ? 

b) 描 述 为 网 络 里 具体 某 一 周 内 发 送 的 电子 邮件 建 模 的 图 。 

如 何 用 表示 网 络 里 发 送 电子 邮件 的 图 来 找 出 最 近 改 变 了 原来 电子 邮件 地 址 的 人 ? 

如 何 用 表示 网 络 里 发 送 电子 邮件 的 图 来 找 出 电子 邮件 的 地 址 表 ， 该 地 址 表 用 来 发 送 同 样 的 消息 给 许 

多 不 同 的 电子 邮件 地 址 。 

描述 一 个 图 模型 ， 它 表示 在 某 个 聚会 上 每 个 人 是 否 知 道 另 一 个 人 的 名 字 。 图 中 的 边 应 该 是 有 向 的 还 

是 无 向 的 ? 是 否 应 该 允许 多 重 边 ? 是 否 应 该 允许 环 ? 

描述 一 个 图 模型 ， 它 表示 一 个 大 城市 的 地 铁 系 统 。 图 中 的 边 应 该 是 有 向 的 还 是 无 向 的 ? 是 否 应 该 允 

许多 重 边 ? 是 否 应 该 允许 环 ? 

对 于 大 学 中 的 每 一 门 课程 ， 可 能 存在 1 门 或 多 门 先 修 课 。 如 何 使 用 图 进行 建 模 ， 表 示 课 程 以 及 哪些 

课程 是 其 他 课程 的 先 修 课 程 ? 图 中 的 边 应 该 是 有 向 的 还 是 无 向 的 ? 在 该 图 中 ， 如 何 发 现 没有 先 修 课 

程 的 课程 以 及 不 是 任何 一 门 课 程 的 先 修 课 程 的 课程 ? 

描述 一 种 表示 电影 评论 家 的 积极 建议 的 图 模型 ， 用 顶点 表示 这 些 评 论 以 及 正在 放映 的 电影 。 

描述 一 种 表示 传统 婚姻 的 图 模型 。 这 个 图 有 什么 特殊 性 质 ? 

在 例 8 的 程序 中 ,执行 S; 之 前 必须 执行 哪些 语句 ?( 使 用 图 10 的 优先 图 。) 


构造 下 列 程序 的 优先 图 : 

Si 无 :一 0 

S:, 工 :一 并 十 1 

Si y :一 2 

Siz':=y 

Ss: x: 二 ZX 十 2 

Se: y :一 工 十 z 

S7 z :=4 

描述 一 种 基于 图 的 离散 结构 ， 用 它 来 为 航空 公司 的 航线 和 航班 时 间 建 模 。[ 提 示 : 给 一 个 有 向 图 添加 
结构 。] 


描述 一 种 基于 图 的 离散 结构 ， 用 它 来 为 群体 里 成 对 个 人 之 间 的 关系 建 模 ， 其 中 每 个 人 可 能 喜欢 或 者 
不 喜欢 另 一 人 ， 或 者 中 立 ， 而 反 过 来 的 关系 可 以 是 不 同 的 。[ 提 示 : 给 一 个 有 向 图 添加 结构 。 分 别处 
理 表 示 两 个 人 的 顶点 之 间 的 反 向 边 。] 

描述 一 个 图 模型 ， 它 能 在 一 个 简单 图 中 表示 两 个 人 之 间 所 有 形式 的 电子 通信 。 这 需要 哪 种 图 ? 





10.2 图 的 术语 和 几 种 特殊 的 图 
10.2.1 引言 

本 节 将 介绍 图 论 的 一 些 基本 词汇 。 在 本 节 后 面部 分 ， 当 解决 许多 不 同类 型 的 问题 时 ， 会 使 
用 这 些 词汇 。 其 中 一 个 这 样 的 问题 涉及 判定 能 和 否 把 图 画 在 平面 里 ， 使 得 没有 两 条 边 是 交叉 的 。 
另 一 个 例子 是 判定 两 个 图 是 否 具有 顶点 之 间 的 一 一 对 应 ， 使 得 这 样 的 对 应 能 够 产生 边 之 间 的 一 
一 对 应 。 我 们 还 将 介绍 在 例子 和 模型 里 经 常用 到 的 几 种 重要 的 图 族 。 在 这 些 特殊 类 型 的 图 出 现 
的 地 方 ， 将 会 介绍 几 种 重要 的 应 用 。 


10.2.2 基本 术语 

首先 ， 给 出 描述 无 向 图 的 顶点 和 边 的 一 些 术 语 。 

著 妈 和 wv 是 无 向 图 G 中 的 一 条 边 e 的 端点 ， 则 称 两 个 顶点 和 wv 在 G 里 邻接 (或 
相 邻 ) 。 这 样 的 边 e 称 为 关联 顶点 & 和 vv， 也 可 以 说 边 e 连接 和。 

人 点 相 邻 接 的 顶点 的 集合 ， 会 使 用 下 面 的 术语 。 

图 G 一 (V， 瓦 ) 中 ， 顶 点 巴 的 所 有 相 邻 顶点 的 集合 ， 记 作 N(v)， 称 为 顶点 的 令 
大 。 Err 我 们 用 N(A) 表 示 图 G 中 至 少 和 A 中 一 个 顶点 相 邻 的 所 有 顶点 的 集合 。 
所 以 NC)= UNco。 

为 了 反映 有 多 少 条 边 和 一 个 顶点 相关 联 ， 有 下 述 的 定义 。 

在 无 向 图 中 ， 顶 点 的 度 是 与 该 顶点 相关 联 的 边 的 数目 ， 例 外 的 情形 是 ， 顶 点 上 的 
环 为 顶点 的 度 做 出 双 倍 贡献 。 顶 点 Uv 的 度 表 示 成 deg(v)。 

例 1 如 图 1 所 示 ， 图 G 和 图 互 的 顶点 的 度 和 顶点 的 邻居 是 什么 ? 

解 在 G 中 ，deg(a) 王 2，deg(D) 一 deg(c) 一 degt 二 4，deg(d) 二 1, deg(e)==3, deg(g)=0,。 
这 些 顶点 的 邻居 是 N(a)= 二 {6，f}, N(6b)= 二 {a, c, e, f},， N(c)={b, d, e, f}, N(d)={c}, 
N(e)={6, ce, f}, N(f)={a, b,c, e} 和 NN(g) 二 名 。 在 有 中 ,deg(a) 二 4, deg(b) 二 deg(e) 二 6， 
deg(c) 二 1，deg(qd) = 二 5。 这 些 顶 点 的 邻居 是 N(a)=={6, d,，, e}, N(bD)= 二 {a, b,c, d, e}， A 
{6}, N(d)={a, b, e} 和 N(e)={a, b, d}。 


eA 


G H 
图 1 无 向 图 G 和 H 


把 度 为 0 的 顶点 称 为 孤立 的 。 因 此 孤立 点 不 与 任何 顶点 相 邻 。 例 1 中 图 G 的 顶点 g 是 孤立 
的 。 顶 点 是 悬挂 的 ， 当 且 仅 当 它 的 度 是 1。 因 此 用 挂 点 恰 与 1 个 其 他 顶点 相 邻 。 例 1 中 图 G 的 
顶点 4 是 悬挂 的 。 

分 析 一 个 图 模型 中 顶点 的 度 ， 能 够 提供 关于 该 模型 的 有 用 信息 ， 如 例 2 所 示 。 

例 2 栖息 地 重 琶 图 (10.1 节 例 11 中 介绍 的 ) 中 一 个 顶点 的 度 表示 什么 意义 ?该 图 中 的 哪 
些 顶 点 是 悬挂 的 ， 哪 些 是 孤立 的 ? 运用 10. 1 节 图 11 所 示 的 栖息 地 重 秋 图 解释 你 的 答案 。 

解 栖息 地 重 全 图 中 的 两 个 顶点 之 间 有 边 ， 当 且 仅 当 这 两 个 顶点 所 代表 的 两 个 物种 之 间 相 
互 竞争 。 因 此 ,栖息 地 重生 图 中 的 一 个 顶点 的 度 表 示 了 该 生态 系统 中 与 此 顶点 代表 的 物种 竞争 
的 物种 数目 。 如 果 一 个 物种 恰好 与 另 一 种 物种 竞争 ， 则 相应 的 顶点 是 悬挂 的 。 最 后 ， 如 果 某 一 


ues 
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物种 不 与 其 他 任何 物种 竞争 ， 那 么 代表 该 物种 的 顶点 就 是 孤立 的 。 

例如 ，10.1 节 图 11 中 表示 松鼠 的 顶点 的 度 是 4， 因 为 松鼠 与 其 他 4 种 物种 (乌鸦 、 负 上 鼠 、 
浣熊 和 吸 木 鸟 ) 竞 争 。 在 栖息 地 重 共 图 中 ， 老 鼠 是 唯一 的 一 个 由 胜 挂 项 点 表示 的 物种 ， 因 为 老 
鼠 只 与 胸 彤 竞争 ， 而 其 余 的 所 有 物种 都 至 少 与 两 种 以 上 的 其 他 物种 竞争 。 如 果 一 个 物种 仅 与 另 
一 种 物种 竞争 ， 则 表示 它 的 顶点 是 悬挂 的 。 该 图 中 没有 孤立 的 顶点 ， 因 为 每 种 物种 都 至 少 与 生 
态 系统 中 的 其 他 一 种 物种 竞争 。 

当 对 图 G 二 (V，E) 的 所 有 顶点 的 度 求 和 时 ， 得 出 了 什么 ”每 条 边 都 为 顶点 的 度 之 和 贡献 
2， 因 为 一 条 边 恰 好 关联 2 个 (可 能 相同 ) 顶 点 。 这 意味 着 顶点 的 度 之 和 是 边 数 的 2 倍 。 我 们 将 
在 定理 1 中 得 到 这 个 结论 ， 该 定理 有 时 也 称 为 握手 定理 (也 常 称 为 握手 引 理 )， 这 是 因为 在 一 条 
边 上 有 两 个 端点 可 以 类 比 为 一 次 握手 涉及 两 只 手 这 种 情形 。 

三 到 铺 握手 定理 设 G=(V, FE) 是 有 m 条 边 的 无 向 图 ， 则 

27 = > deg(v) 

(注意 即使 出 现 多 重 边 和 环 ， 这 个 式 子 也 仍然 成 立 。) 

例 3 一 个 具有 10 个 顶点 且 每 个 顶点 的 度 都 为 6 的 图 ， 有 多 少 条 边 ? 

解 ”因为 顶点 的 度 之 和 是 6，10 一 60， 所 以 2 一 60， 其 中 六 是 边 的 条 数 。 因 此 mm 一 30。 二 

说 明 无 向 图 项 点 的 度 之 和 是 偶数 。 这 可 以 推导 出 许多 结论 ， 其 中 一 个 结论 作为 定理 2 
给 出 。 
加 网 无 向 图 有 偶数 个 度 为 奇数 的 顶点 。 

证 明 ”在 无 向 图 G 二 (V，E) 中 , 设 V 和 人 W 分 别 是 度 为 偶数 的 顶点 和 度 为 奇数 的 顶点 的 
集合 。 于 是 





2m 一 》) deg(v) 三 ec) + Dy deg(v) 
vEV 


vEV, 


因为 对 v€E Vi 来 说 ，deg(v) 是 偶数 ， 所 以 上 面 等 式 右 端的 第 一 项 是 偶数 。 另 外 ， 上 面 等 式 右 端 
的 两 项 之 和 是 偶数 ， 因 为 和 是 2mm:。 因 此 ， 和 里 的 第 二 项 也 是 偶数 。 因 为 在 这 个 和 里 的 所 有 的 
项 都 是 奇数 ， 所 以 必然 有 偶数 个 这 样 的 项 。 因 此 ， 有 偶数 个 度 为 奇数 的 项 点。 < 

带 有 有 向 边 的 图 的 术语 反映 出 有 向 图 中 的 边 是 有 方向 性 的 。 

ES 当 (u, 小 是 带 有 有 向 边 的 图 G 的 边 时 ,说 邻接 到 v， 而 且说 Uv 从 u 和 邻接。 顶点 
刀 称 为 (Uu，v) 的 起 点 ，vU 称 为 (u，v) 的 终点 。 环 的 起 点 和 终点 是 相同 的 。 

因为 带 有 有 向 边 的 图 的 边 是 有 序 对 ， 所 以 这 时 顶点 度 的 定义 细 化 成 把 这 个 顶点 作为 起 点 和 
作为 话 点 的 不 同 的 边 数 . 

三 风 在 带 有 有 向 边 的 图 里 ,顶点 v 的 入 度 ， 记 作 deg (v)， 是 以 v 作 为 终点 的 边 数 。 
顶点 也 的 出 度 ， 记 作 deg+ (v)， 是 以 v 作 为 起 点 的 边 数 (注意 ， 顶点 上 的 环 对 这 个 顶点 的 入 度 和 
出 度 的 贡献 都 是 1) 。 

例 4 求 出 图 2 所 示 带 有 向 边 的 图 G 中 每 个 顶点 的 入 度 和 出 度 。 

解 人 度 是 : deg (ca) 一 2，deg (pb) 一 2，deg (c) 一 3， 
deg (d) 二 2，deg (e) 二 3 和 deg (有 ) 二 0。 出 度 是 : deg (oa) 三 
4，deg+ (b)=1, deg!'! (c)=2, deg' (dg) 一 2，deg (e) 二 3 和 
deg (f)=0。. 本 

因为 每 条 边 都 有 一 个 起 点 和 一 个 终点 ， 所 以 在 带 有 向 边 
的 图 中 ， 所 有 顶点 的 入 度 之 和 与 所 有 顶点 的 出 度 之 和 相同 。 
这 两 个 和 都 等 于 图 中 的 边 数 。 把 这 个 结果 表述 成 定理 3。 

轩 设 G 二 (VE) 是 带 有 向 边 的 图 。 于 是 


Ddeg (v) = Ddeg' (v) = |E| 
v€EV v€EV 








图 2 有 向 图 G 





图 551 





带 有 向 边 的 图 有 许多 性 质 是 不 依赖 于 边 的 方向 的 。 因此， 忽略 这 些 方 向 经 常 是 有 用 处 的 。 
忽略 边 的 方向 后 得 到 的 无 向 图 称 为 基本 无 向 图 。 带 有 向 边 的 图 与 它 的 基本 无 向 图 有 相同 的 边 数 。 


10.2.3 一 些 特殊 的 简单 图 

下 面 要 介绍 几 类 简单 图 。 这 些 图 常常 用 做 例子 并 且 在 许多 应 用 中 用 到 。 

例 5 完全 图 nn 个 顶点 的 完全 图 记 作 K.， 是 在 每 对 不 同 顶 点 之 间 都 恰 有 一 条 边 的 简单 图 。 
图 3 显示 了 ”一 1，2，3，4，5，6 的 图 K, 。 至 少 有 一 对 不 同 的 顶点 不 存在 边 相 连 的 简单 图 称 为 非 完 


全 图 。 
Ki 天 2 天 3 Ka Ks Ke 
图 3 图 K,， 其 中 1<n<6 
例 6 圈 图 圈 图 C,(n 宇 3) 是 由 nn 个 顶点 i， TV” Tu 以 及 边 {v， V2}， {vs» vs}, °° 
(vi， vy，{v,， 1} 组 成 的 。 图 4 显示 圈 图 C,、C,、C; 和 Ce 。 本 
图 4 圈 图 Cs 、Ce、Cs 和 Cs 
例 7 轮 图 当 给 圈 图 C.，?* 之 3， 添 加 另 一 个 顶点 ， 并 把 这 个 新 顶点 与 C, 中 的 个 顶点 
逐个 连接 时 ， 就 得 到 轮 图 W,。 图 5 显示 了 轮 图 W;、 W,、 Wi 和 Ws。。 | 


RE 


图 5 轮 图 W3、Ws、Ws 和 Ws 


例 8 n 立方体 图 nn 立方 体 图 记 作 Q,， 是 用 顶点 表示 2" 个 长 度 为 n 的 位 串 的 图 。 两 个 顶 
点 相 邻 ， 当 且 仅 当 它 们 所 表示 的 位 串 恰恰 有 一 位 不 同 。 图 6 显示 了 图 Q、Q 和 Q: 。 


110 111 


10 1]1 





00 01 000 001 


Qi 0Q; Q3 
图 6 对 于 n=1，2，3 的 ”立方 体 图 Q， 
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注意 可 以 从 立方 体 图 Q, 来 构造 (n 十 1) 立 方 体 图 Q,:;， 方 法 是 建立 Q, 的 两 个 副本 ， 在 
Q, 的 一 个 副本 的 顶点 标记 前 加 0， 在 Q, 的 另 一 个 副本 的 顶点 标记 前 加 1， 并 且 加 入 连接 那些 
标记 只 在 第 一 位 不 同 的 两 个 顶点 的 边 。 在 图 6 中 ， 从 Q 构造 Q;， 方 法 是 画 出 Q: 的 两 个 副本 
作为 Q, 的 顶 面 和 底面 ， 在 底面 每 个 顶点 的 标记 前 加 0， 在 顶 面 每 个 顶点 的 标记 前 加 1。( 这 里 ， 
“ 面 ” 意 为 三 维 空间 中 立方 体 的 一 个 面 。 试 想 在 三 维 空间 中 画 出 以 Q 的 两 份 副本 作为 立方 体 项 
面 和 底面 的 Q, 的 图 形 ， 然 后 在 平面 上 画 出 最 终 图 案 的 投影 .) 4 


10. 2. 4 二 分 图 

有 时 可 以 把 图 的 顶点 分 成 两 个 不 相交 的 子 集 ， 使 得 每 条 边 都 连接 一 个 子 集中 的 顶点 与 另 一 
个 子 集 中 的 顶点 。 例如， 考虑 表示 村 民 之 间 的 婚姻 关系 的 图 ， 其 中 用 顶点 表示 每 个 人 ， 用 边 表 
示 婚 姻 。 在 这 个 图 中 ， 每 条 边 都 连接 表示 男人 的 顶点 子 集中 的 顶点 与 表示 女人 的 顶点 子 集中 的 
顶点 。 这 引出 了 定义 6。 

ES 若 把 简单 图 G 的 顶点 集 分 成 两 个 不 相交 的 非 空 集合 VI 和 V,， 使 得 图 中 的 每 一 条 
边 都 连接 Vi 中 的 一 个 顶点 与 V 中 的 一 个 顶点 (因此 G 中 没有 边 连 接 Vi 中 的 两 个 顶点 或 V, 中 
的 两 个 顶点 )， 则 G 称 为 二 分 图 。 当 此 条 件 成 立时 ， 称 (Vi， Vs) 为 G 的 顶点 集 的 一 个 
二 部 划分 。 

例 9 将 说 明 C; 是 二 分 图 ， 例 10 说 明 天, 不 是 二 分 图 。 

例 9 图 7 所 示 的 C, 是 二 分 图 ， 因 为 它 的 顶点 集 被 分 成 两 
个 集合 总 二 {wv， Us， vs} 和 V, 二 {vw,， Us vs}， Ge 的 每 一 条 边 
都 连接 w 中 的 一 个 顶点 与 V 中 的 一 个 顶点 。 本 

例 10 ”K; 不 是 二 分 图 。 为 了 验证 这 一 点 ， 注 意 ， 若 把 K 
的 顶点 集 分 成 两 个 不 相交 的 集合 ， 则 两 个 集合 之 一 必然 包含 两 
个 顶点 。 假 如 这 个 图 是 二 分 图 ， 那 么 这 两 个 顶点 就 不 能 用 边 连 图 7 Cs 是 二 分 图 
接 ， 但 是 在 K, 中 每 一 个 顶点 都 用 边 连接 到 其 他 每 个 顶点 。 4 

例 11 图 8 所 示 的 图 G 和 玉 是 否 为 二 分 图 ? 


a b a b 
8 辣 
f € 
~ 
e d e d 
G H 


图 8 无 向 图 G 和 得 


解 ” 图 G 是 二 分 图 ， 因 为 它 的 顶点 集 是 两 个 不 相交 集合 {a,，56，d} 和 {c，e，f，g} 的 并 集 ， 
每 条 边 都 连接 一 个 子 集中 的 一 个 顶点 与 另 一 个 子 集中 的 一 个 顶点 。( 注 意 ， 对 二 分 图 G 来 说 ， 
不 必 让 {a，5b，d} 里 每 一 个 顶点 与 {c，e，f，g}) 里 每 一 个 顶点 都 相 邻 。 例 如 5 与 g 就 不 相 邻 。) 

图 玉 不 是 二 分 图 ， 因 为 它 的 顶点 集 不 能 分 成 两 个 子 集 ， 使 得 边 都 不 连接 同一 个 子 集 的 两 
个 顶点 (读者 可 以 通过 考虑 顶点 a、b、f 来 验证 它 )。 4 

定理 4 给 出 了 判断 一 个 图 是 否 为 二 分 图 的 有 用 准则 。 

一 个 简单 图 是 二 分 图 ， 当 且 仅 当 能 够 对 图 中 的 每 个 顶点 赋予 两 种 不 同 的 颜色 ， 并 
使 得 没有 两 个 相 邻 的 顶点 被 赋予 相同 的 颜色 。 

证 首先 , 假设 G=(V，E) 是 一 个 二 分 简单 图 。 那么 ,， V 二 V1 UV;， 其 中 Vi 和 V, 是 不 相 
交 的 顶点 集 且 巨 中 的 每 一 条 边 都 连接 一 个 V 中 的 顶点 和 一 个 V 中 的 顶点 。 如 果 对 V, 中 的 每 
个 顶点 赋予 一 种 颜色 而 V, 中 的 顶点 赋予 第 二 种 颜色 ， 那 么 就 没有 两 个 相 邻 的 顶点 被 赋予 相同 
的 颜色 。 
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现在 假设 可 以 仅 用 两 种 颜色 对 图 中 的 顶点 着 色 ， 并 使 得 没有 两 个 相 邻 的 顶点 被 赋予 相同 的 
颜色 。 令 W 为 其 中 一 种 颜色 的 顶点 集 ，V: 为 另 一 种 颜色 的 顶点 集 ， 则 WwW 和 V 不 相交 且 
V 二 Vi UV:。 此外， 每 条 边 都 连接 一 个 V, 中 的 顶点 和 一 个 V, 中 的 顶点 ， es 
同 在 w 中 或 同 在 V; 中 。 所 以 ，G 是 二 分 图 。 

例 12 将 说 明 如 何 用 定理 4 判断 一 个 图 是 否 为 二 分 图 。 

例 12 用 定理 4 判断 例 11 中 的 图 是 否 为 二 分 图 。 

解 ”首先 考虑 图 G。 试 将 图 G 中 的 每 个 顶点 赋予 两 种 颜色 (如 红色 和 蓝 色 ) 中 的 一 种 ， 使 得 
G 中 的 每 一 条 边 都 连接 一 个 红色 顶点 和 一 个 蓝 色 顶点 。 不 失 一 般 性 ， 我 们 先 任意 地 赋予 顶点 a 
红色 。 然 后 ， 必 须 对 c<、e、f 和 g 顶点 赋予 蓝 色 ， 因 为 这 些 顶 点 与 顶点 a 相 邻接 。 为 了 避免 一 
条 边 有 两 个 蓝 色 的 端点 ， 所 有 与 <、e、f 或 g 顶点 相 邻 的 顶点 必须 赋予 红色 。 这 就 是 说 ， 必 须 
把 5 和 4d 赋予 红色 (也 意味 着 ，a 必须 赋予 红色 ， 而 a 已 经 是 红色 的 了 )。 现 在 , 已 经 将 所 有 的 
顶点 都 赋予 了 颜色 ，a、65 和 4 为 红色 ，c、e、f 和 gg 为 蓝 色 。 查 看 每 一 条 边 ， 我 们 看 见 每 条 边 
都 连接 一 个 红色 顶点 和 一 个 蓝 色 顶 点 。 因 此 ， 由 定理 4， 图 G 是 二 分 图 。 

接 下 来 ， 将 对 图 互 中 的 每 个 顶点 赋予 红色 或 蓝 色 ， 以 使 吾 中 的 每 一 条 边 都 连接 一 个 红色 
顶点 和 一 个 蓝 色 顶 点 。 不 失 一 般 性 ， 我 们 任意 地 对 a 赋予 红色 。 然 后 ， 必 须 对 5、e 和 了 赋予 
蓝 色 ， 因 为 它们 每 个 都 与 a 相 邻 。 但 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 e 和 上 了 相 邻 ， 因 此 不 能 两 个 都 赋予 蓝 
色 。 这 一 矛盾 表明 我 们 不 能 对 互 中 的 每 一 个 顶点 赋予 两 种 颜色 之 中 的 一 种 ， 以 使 得 没有 相 邻 
的 顶点 被 赋予 相同 的 颜色 。 根 据 定理 4， 旷 不 是 二 分 图 。 | 

定理 4 是 图 论 中 “图 着 色 ” 部 分 的 一 个 结论 的 示例 。 图 着 色 是 图 论 中 一 个 重要 的 部 分 ， 有 着 
许多 重要 的 应 用 。 我 们 将 在 10. 8 节 进 一 步 学 习 图 着 色 。 

判断 一 个 图 是 否 为 二 分 图 的 另 一 个 有 用 的 准则 是 基于 路 径 的 概念 ， 将 在 10. 4 节 学 习 这 个 
概念 。 一 个 图 是 二 分 图 ， 当 且 仅 当 不 可 能 从 一 个 顶点 出 发 ， 经 过 奇数 条 不 同 的 边 ， 再 回 到 它 本 
身 。 当 我 们 在 10.4 节 讨 论 图 中 的 路 径 和 环 路 时 ， 将 会 让 这 个 概念 变 得 更 加 精确 (参见 10.4 节 
练习 63)。 

例 13 完全 二 分 图 ee hop a Sg ret a 
的 图 ， 并 且 两 个 顶点 之 间 有 边 当 且 仅 当 一 个 顶点 属于 第 一 个 子 集 而 另 一 个 顶点 属于 第 二 
集 。 图 9 显示 了 完全 二 分 图 开 :,。、 天 :。、 开 :和 天: 。 5 
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图 9 一 些 完全 二 分 图 


10.2.5 二 分 图 和 匹配 

二 分 图 可 以 用 来 为 许多 类 型 的 应 用 建 模 ， 包 括 把 一 个 集合 中 的 元 素 和 另 一 个 集合 中 的 元 素 
进行 匹配 ， 如 例 14 所 示 。 

例 14 任务 分 配 假设 1 个 组 中 有 mx 个 员工 ， 需要 完成 n 种 不 同 的 工作 ， 其 中 m 宇 n。 每 
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个 员工 都 受过 相关 培训 ， 能 够 完成 这 个 工作 中 的 1 种 或 多 种 。 我 们 希望 可 以 为 每 个 员工 分 配 
一 个 工作 。 为 了 完成 这 个 任务 ,我 们 可 以 使 用 图 为 员工 的 能 力 建 模 。 用 顶点 表示 每 一 个 员工 和 
每 一 个 工作 。 对 于 每 个 员工 ， 在 表示 他 和 他 受过 培训 的 工作 的 顶点 之 间 建 立 一 条 边 。 注 意 ， 这 
个 图 的 顶点 集合 被 划分 为 两 个 不 相交 的 集合 ， 员 工 的 集合 和 工作 的 集合 ， 而 且 每 条 边 都 连接 着 
一 个 员工 和 一 个 工作 。 因 此 ， 这 个 图 是 二 分 图 ， 划 分 是 ( 瑟 ，J) ， 其 中 五 是 员工 的 集合 ，J 是 
工作 的 集合 。 下 面 我 们 考虑 两 种 不 同 的 场景 。 
第 一 ， 假 设 1 组 有 4 个 员工 :Alvarez、Berkowitz、Chen 和 Davis。 假 设 完 成 项 目 1 需要 做 
4 个 工作 : 需求 、 架 构 、 实 现 和 测试 。 假 设 Alvarez 受过 需求 和 测试 的 培训 ; Berkowit 受过 架 
构 、 实 现 和 测试 的 培训 ; Chen 受过 需求 、 架 构 和 实现 的 培训 ; Davis 仅 受 过 需求 的 培训 。 我 们 
使 用 图 10a 中 的 二 分 图 为 这 些 员工 的 能 力 建 模 。 

第 二 ， 假 设 这 个 组 中 第 2 个 小 组 也 有 4 个 员工 Washington、Xuan、Ybarra 和 Ziegler。 假 
设 完成 项 目 2 也 需要 和 完成 项 目 1 一 样 完成 相同 的 4 种 工作 。 假 设 Washington 受过 架构 的 培 
训 ; Xuan 受过 需求 、 实 现 和 测试 的 培训 ; Ybarra 受过 架构 的 培训 ; Ziegler 受过 需求 、 架 构 和 
测试 的 培训 。 我 们 使 用 图 10b 中 的 二 分 图 为 这 些 员工 的 能 力 建 模 。 

为 了 完成 项 目 1， 我 们 必须 为 每 个 工作 分 配 一 个 员工 以 保证 每 个 工作 都 有 员工 来 做 并 
且 没 有 员工 分 配 的 工作 多 于 一 个 。 如 图 10a 所 示 ( 其 中 灰色 线 表 示 工 作 分 配 )， 我们 可 以 通 
过 给 Alvarez 分 配 测试 、 给 Berkowitz 分 配 实现 、 给 Chen 分 配 架构 和 给 Davis 分 配 需求 来 完 
成 这 个 要 求 。 


Alvarez Berkowitz Chen Davis Washington Xuan Ybarra Ziegler 
_® 





需求 架构 实现 测试 需求 架构 实现 测试 
a) b) 


图 10 为 受训 员工 分 配 工作 建 模 


为 了 完成 项 目 2， 我 们 也 必须 为 每 个 工作 分 配 一 个 员工 以 保证 每 个 工作 都 有 员工 来 散 并 且 
没有 员工 分 配 的 工作 多 于 一 个 。 但 是 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 只 有 Xuan 和 Ziegler 两 个 员工 至 少 受 
过 需求 、 实 现 和 测试 这 3 个 工作 之 一 的 培训 。 因 此 ， 没 有 办 法 为 这 3 个 工作 分 配 3 个 不 同 的 员 
工 且 每 个 工作 都 能 分 配 一 个 受过 相关 培训 的 员工 。 

寻找 一 种 把 工作 分 配给 员工 的 方法 可 以 视 为 在 图 模型 中 寻求 丐 配 ， 其 中 ， 在 简单 图 G= 
(V，E) 中 的 一 个 匹配 M 就 是 图 中 边 集 E 的 子 集 ， 该 子 集中 没有 两 条 边关 联 相同 的 顶点 。 换 句 
话说 ， 匹 配 是 边 的 子 集 ,假设 {s，t} 和 {u，wv} 是 匹配 中 不 同 的 边 ， 那 么 ;、t、w 和 w 是 不 同 的 
顶点 。 若 一 个 顶点 是 匹配 M 中 的 一 条 边 的 端点 ， 则 称 该 项 点 在 M 中 被 匹配 ; 否则 称 为 未 被 匹 
配 。 包 含 最 多 边 数 的 一 个 匹配 称 为 最 大 匹配 。 在 二 分 图 G 二 (V，E) 中 的 一 个 匹配 M， 其 划分 
为 (Vi ，V:)， 若 Vi 中 的 每 个 顶点 都 是 匹配 中 的 边 的 端点 或 |M|=| 凡 | ， 则 称 匹配 M 是 从 人 
到 V 的 完全 匹配 。 例 如 ， 在 给 员工 分 配 工作 的 过 程 中 ， 要 把 最 多 数量 的 工作 分 配给 员工 ， 我 
们 可 以 在 表示 员工 能 力 的 图 模型 中 求 一 个 最 大 匹配 。 要 把 所 有 的 工作 都 分 配给 员工 ， 我 们 就 要 
从 工作 集合 到 员工 集合 求 一 个 完全 匹配 。 在 例 14 中 ， 我们 为 项 目 1 找到 了 一 个 从 工作 集合 到 
员工 集合 的 完全 匹配 ， 并 且 这 个 匹配 是 一 个 最 大 匹配 。 我 们 也 证 明了 在 项 目 2 中 ,不 存在 从 工 
作 集 合 到 员工 集合 的 完全 匹配 。 

下 面 通过 一 个 例子 说 明 如 何 使 用 匹配 为 婚姻 建 模 。 

例 15 岛 上 的 婚姻 假设 在 一 个 岛 上 有 m 个 男人 和 个 女人 。 每 个 人 都 有 一 个 可 接受 为 
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配偶 的 异性 的 成 员 列 表 。 我 们 构造 一 个 二 分 图 G=(Vi, V,),， 其 中 Vi 是 男人 的 集合 ， V: 是 女 
人 的 集合 ， 如 果 男 人 和 女人 都 把 对 方 作为 可 接受 的 配偶 ， 就 在 男人 和 女人 之 间 建 立 一 条 边 。 这 
个 图 的 匹配 包括 了 边 的 两 个 端点 是 夫妻 对 的 边 的 集合 。 该 图 的 最 大 匹配 是 有 可 能 结 为 夫妻 的 最 
大 的 夫妻 对 的 集合 ， 该 图 关于 Ww 的 完全 匹配 是 可 以 结 为 夫妻 的 集合 ， 其 中 每 个 男人 都 可 以 结 
婚 ， 但 可 能 并 不 包括 所 有 的 女人 。 

完全 匹配 的 充分 必要 条 件 ” 设 (V;，V,) 是 二 分 图 G 二 (V，E) 的 一 个 二 部 划分 ， 下 面 我 们 
关注 如 何 判 断 从 Vi 到 V, 的 完全 匹配 是 否 存 在 的 问题 。 下 面 我 们 介绍 一 个 定理 ， 该 定理 提供 了 
一 组 存在 完全 匹配 的 充分 必要 条 件 。 该 定理 由 菲利普 。 霍 尔 (Philip Hall) 在 1935 年 证 明 。 
加 。 霍 尔 婚姻 定理 ” 带 有 二 部 划分 (Vi，V,) 的 二 分 图 G= 二 (V，EE) 中 有 一 个 从 Vi 到 V， 
的 完全 匹配 当 且 仅 当 对 于 Vi 的 所 有 子 集 A， 有 |N(A) | 宇 |A|。 

证 我 们 首先 证 明定 理 的 必要 条 件 。 假 设 从 Vi 到 V 存在 一 个 完全 匹配 M。 那么 , 若 AEV,， 
对 于 A 中 的 每 个 顶点 vEA， 在 M 中 存在 一 条 边 连接 v 和 V, 中 的 一 个 顶点 。 因 此 , 在 Vi 中 与 人 凤 中 
的 顶点 相 邻 的 顶点 的 个 数 至 少 与 Vi 中 的 顶点 个 数 一 样 多 。 由 此 可 得 | NCA)| 三 |A|。 

为 了 证 明定 理 的 充分 条 件 ( 这 是 更 难 的 部 分 )， 我们 需要 证 明 车 对 于 所 有 的 ASCV,， 有 
|N(A) | 三 |A|， 那 么 存在 一 个 从 Vi 到 V: 的 完全 匹配 M。 我 们 将 对 | Vi | 使 用 强 归 纳 法 进行 





证 明 。 

基础 步骤 : 若 |Vi| 二 1， 则 Vi 只 包含 一 个 顶点 w。 因 为 | N({w))| 宇 | N{w}| 二 1， 所 以 
至 少 有 一 条 边 连接 顶点 ww 和 一 个 顶点 ws。 EV。 任 何 一 条 这 样 的 边 都 是 从 Vi 到 V, 的 一 个 完全 
匹配 。 


归纳 步 又: 我 们 首先 描述 归纳 假设 。 

归纳 假设 : 令 有 是 一 个 正 整数 。 若 G= 二 (V，E) 是 带 有 二 部 划分 (Vi，V;,) 的 二 分 图 , 且 
|Vi | 二 jx*， 则 对 于 所 有 的 ACV' 满足 | N(A) | 三 |A|， 就 存在 一 个 从 Vi 到 V 的 完全 匹配 。 

假设 电 =(W，FF) 是 由 二 部 划分 (W,，W;) 构 成 的 二 分 图 且 | Wi | = 上 十 1。 我 们 分 两 种 情况 
证 明 归 纳 假设 成 立 。 第 一 种 情况 应 用 于 对 所 有 的 整数 7 且 1 二 jk 时 ，W, 中 每 个 含有 j 个 元 素 
的 集合 中 的 顶点 都 至 少 与 W; 中 的 j 十 1 个 顶点 相 邻 。 第 二 种 情况 应 用 于 对 所 有 的 整数 j 且 
1 志 j 二 k 时 ， 存 在 一 个 含有 j 个 顶点 的 子 集 W,'， 且 在 W; 中 恰 有 j 个 邻居 和 这 些 顶 点 相 邻 。 因 
为 不 是 情况 1 就 是 情况 2 成 立 ， 所 以 我 们 在 归纳 步骤 只 需 考 虑 这 两 种 情况 。 

第 一 种 情况 : 假设 对 所 有 的 整数 )， 且 1 二 ;三 k，W 中 每 个 含有 j 个 元 素 的 集合 中 的 顶点 
都 至 少 与 W, 中 的 7 十 1 个 顶点 相 邻 。 选 择 一 个 顶点 vE W， 和 一 个 元 素 wEN({v})， 根 据 假设 
|N({v})) | 宇 | N{vwv) |==1, 一 定 存在 这 样 的 v 和 ww。 从 互 中 删除 w 和 w 以 及 所 有 与 它们 相关 联 
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1 轩 菲利普。 霍 尔 (Philip Hal，1904 一 1982) ”和 霍 尔 出 生 于 英国 伦敦 的 一 个 普通 家 庭 ， 
他 的 母亲 是 一 名 裁缝 。 他 读 公 立 小 学 期 间 就 获得 了 为 贫困 学 生 设 立 的 专项 奖学金 ， 大 
国学 期 间 又 荣获 了 剑桥 大 学 国王 学 院 的 奖学金 资助 。1925 年 ， 他 取得 了 学 士 学 位 。 一 年 
以 后 ， 由 于 没有 想 清 楚 今 后 的 职业 发 展 方向 ， 他 参加 了 公务 员 考 试 ， 失 败 之 后 ， 他 决 
定 重 新 回 到 剑桥 继续 学 业 。 
1927 年 ， 堆 尔 成 功 竞选 为 国王 学 院 的 研究 员 。 不 久 ， 他 就 在 群 论 领域 取得 了 重大 
- 的 发 现 。 他 所 证 明 的 结论 现在 称 为 替 尔 定理 。1933 年 至 1941 年 间 ， 他 在 剑桥 大 学 担 
任 讲师 。 第 二 次 世界 大 战 期 间 ， 他 在 布 莱 切 利 园 负责 密码 解 译 工作 ， 多 次 破译 意大利 和 日 本 的 密 电 。 战 
争 结束 后 ， 霍 尔 重 新 回 到 国王 学 院 ， 职 位 迅速 得 到 了 提升 。1953 年 ， 霍 尔 被 提拔 为 数学 系 教授 ， 之 后 的 
近 十 年 里 ， 他 卓著 的 研究 成 果 为 20 世纪 60 年 代 群 论 的 飞速 发 展 做 出 了 巨大 的 贡献 。 
霍 尔 酷爱 诗歌 ， 能 用 英语 、 意 大 利 语 和 日 语 三 种 语言 诵读 诗歌 。 除 此 之 外 ， 他 对 艺术 、 音 乐 和 植物 
学 也 有 着 浓厚 的 兴趣 。 他 为 人 非常 低调 ， 极 不 喜欢 在 公众 面前 露脸 。 尽 管 如 此 ， 他 正派 的 为 人 、 过 人 的 
智慧 和 敏锐 的 判断 力 备 受 推崇 ， 同 时 ， 他 也 深 受 学 生 的 爱戴 。 
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的 边 。 由 此 得 到 一 个 二 部 划分 为 (W' 一 {v)}，W, 一 {w}) 的 二 分 图 玉 '。 因 为 |W, 一 {v} | 二 &， 所 
以 根据 归纳 假设 可 知 存在 一 个 从 Wi 一 {} 到 W; 一 {w} 的 完全 匹配 。 在 这 个 匹配 中 加 入 从 v 到 色 
的 边 ， 就 得 到 一 个 从 W, 到 W 的 完全 匹配 。 

第 二 种 情况 : 假设 对 所 有 的 整数 7 且 1 委 j 委 &， 存 在 一 个 含有 7 个 顶点 的 子 集 W，， 且 在 
W 中 恰 有 j 个 邻居 和 这 些 顶 点 相 邻 。 令 W， 是 这 些 邻 居 顶 点 的 集合 。 根 据 归纳 假设 可 知 ， 存 
在 一 个 从 W' 到 W， 的 完全 匹配 。 从 W, 和 W, 中 删除 这 27 个 顶点 以 及 与 它们 相关 联 的 边 ， 就 
得 到 一 个 二 部 划分 为 (W' 一 W,'， W, 一 W,') 的 二 分 图 KK, 

我 们 将 证 明 在 图 K 中 ， 对 于 W 一 W， 中 的 所 有 子 集 A， 满足 |N(A) | 宇 |A|。 如 果 不 成 
立 ， 则 存在 一 个 关于 W 一 W,' 的 含有 :个 顶点 的 子 集 ， 其 中 1 委 坪 上 1 一 7)， 并 且 这 个 子 集中 
的 顶点 在 W, 一 W。 中 的 邻接 顶点 数 少 于 t 个 。 那么 Wi 中 包含 /十 :个 顶点 的 子 集 ， 该 子 集 包含 
Wi 中 这 上 个 顶点 和 我 们 从 W, 中 移 除 的 j 个 顶点 ， 在 Ws 中 小 于 7 十 上 个 邻居 顶点 ， 这 与 对 于 所 
有 的 AS 有 |N(A) | 宇 |A| 矛 盾 。 

因此 ， 根 据 归 纳 假设 ,图 K 有 一 个 完全 匹配 。 把 这 个 完全 匹配 和 从 W,' 到 W,' 的 完全 匹配 
合并 ， 就 得 到 一 个 从 W 到 W, 的 完全 匹配 。 

我 们 已 经 证 明 在 两 种 情况 下 ， 都 存在 一 个 从 Wi 到 WW; 的 完全 匹配 。 这 就 完成 了 归纳 步骤 
和 定理 的 证 明 。 4 

我 们 使 用 强 归 纳 法 证 明了 堆 尔 婚姻 定理 。 尽 管 我 们 的 证 明 是 正确 的 ,但 仍然 存在 一 些 不 
足 。 特 别 是 ， 还 不 能 基于 该 证 明 构 建 一 个 求 二 分 图 完全 匹配 的 算法 。 若 要 了 解 能 够 作为 算法 基 
础 的 构造 性 证 明 ， 请 参考 [Gi85] 。 

10. 2.6 特殊 类 型 图 的 一 些 应 用 

本 节 将 介绍 其 他 一 些 图 模型 ， 这 涉及 本 节 前 面 讨论 过 的 一 些 特殊 类 型 的 图 。 

例 16 局 域 网 在 一 座 大 楼 里 的 各 种 计算 机 ， 如 小 型 计算 机 和 个 人 计算 机 ， 以 及 打印 机 
和 绘图 仪 这 样 的 外 设 ， 都 可 以 用 局 域 网 来 连接 。 有 些 这 样 的 网 络 是 基于 是 形 拓 扑 ， 其 中 所 有 设 
备 都 连接 到 中 央 控 制 设备 。 局域网 可 以 用 图 11a 所 示 的 完全 二 分 图 Ki,, 来 表示 。 通 过 中 央 控 制 


设备 在 设备 间 传 输 信息 。 


a) b) [oD 
11 局 域 网 的 星 形 、 环 形 以 及 混合 拓扑 


另 一 个 局 域 网 是 基于 环形 拓扑 ， 其 中 每 个 设备 都 连接 到 两 个 其 他 设备 。 带 环形 拓扑 的 局 域 
网 可 以 用 图 11b 所 示 的 nn 图 图 C, 来 建 模 。 信 息 围绕 着 圈 从 设备 送 到 设备 ， 直 到 抵达 消息 目的 


地 为 止 。 
最 后 ， 有 些 局 域 网 采用 这 两 种 拓扑 的 混合 形式 。 信 息 围绕 着 环 或 通过 中 央 设 备 来 传送 。 这 
样 的 元 余 使 得 网 络 更 加 可 靠 。 带 元 余 的 局 域 网 可 用 图 11c 所 示 的 轮 图 W, 来 建 模 。 4 


例 17 并 行 计算 的 互连网 络 许多 年 来 ,计算 机 执行 程序 是 一 次 完成 一 个 操作 。 因 此 ， 
为 解决 问题 而 写 的 算法 都 设计 成 一 次 执行 一 步 ， 这 样 的 算法 称 为 串 行 的 (几乎 所 有 本 书 描述 的 
算法 都 是 串 行 的 ) 。 不 过 ， 像 气象 模拟 、 医 学 图 像 分 析 以 及 密码 分 析 等 许多 高 强度 计算 问题 ， 
即使 在 超级 计算 机 上 ， 也 不 能 通过 串 行 操作 在 合理 的 时 间 范 围 内 解决 。 而 且 ， 计 算 机 执行 基本 
操作 的 速度 还 存在 物理 限制 ， 所 以 总 是 有 问题 不 能 用 串 行 操作 在 合理 的 时 间 范 围 内 解决 。 

并 行 处 理 利用 由 多 个 独立 处 理 器 (每 个 处 理 器 有 自己 的 内 存 ) 组 成 的 计算 机 ， 以 克服 只 有 
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单个 处 理 机 的 计算 机 的 局 限 性 。 并 行 算法 把 问题 分 成 可 并 发 解决 的 若干 子 问题 ， 那 么 可 以 设 
计 并 行 算法 ， 用 带 有 多 处 理 器 的 计算 机 来 快速 解决 问题 。 在 并 行 算法 中 ， 单 个 指令 流 控制 着 
算法 的 执行 ,包括 把 子 问题 传送 到 不 同 的 处 理 器 ， 以 及 把 子 问题 的 输入 和 输出 定向 到 适当 的 
处 理 器 。 

采用 并 行 处 理 时 ， 一 个 处 理 器 需要 另 一 个 处 理 器 产生 的 输出 。 因 此 这 些 处 理 器 需要 互 连 。 
可 用 适当 类 型 的 图 来 表示 带 有 多 重 处 理 器 的 计算 机 中 处 理 器 的 互连网 络 。 在 以 下 讨论 中 ， 将 要 
描述 最 常用 类 型 的 并 行 处 理 器 互连网 络 。 用 来 实现 具体 并 行 算法 的 互连网 络 的 类 型 取决 于 处 理 
器 之 间 交 换 数据 的 需求 、 所 需要 的 速度 ， 当 然 还 有 可 用 的 硬件 等 。 

最 简单 却 又 最 昂贵 的 网 络 互 连 处 理 器 ， 在 每 对 处 理 器 之 间 有 一 个 双向 连接 。 当 有 nn 个 处 理 
器 时 ， 这 样 的 网 络 表示 成 个 顶点 上 的 完全 图 K,。 不 过 ， 这 种 类 型 的 互连网 络 有 严重 的 问题 ， 
因为 它 所 需要 的 连接 数 太 大 。 实 际 上 ， 处 理 器 的 直接 连接 数目 是 有 限 的 ， 所 以 当 处 理 器 数 很 大 
时 ， 处 理 器 不 能 直接 连接 到 所 有 其 他 处 理 器 。 例 如 ， 当 有 64 个 处 理 器 时 ， 就 需要 C(64，2) = 
2016 个 连接 ， 每 个 处 理 器 都 得 直接 连接 到 其 他 63 个 处 理 器 。 

另 一 方面 ， 互 连 n 个 处 理 器 的 最 简单 方式 或 许 是 使 用 称 为 线性 阵列 的 排列 方式 。 除 了 P， 
和 P, 以 外 的 每 个 处 理 器 已 都 通过 双向 连接 与 相 邻 处 理 器 P, ,和 P,,, 连接。P, 只 连接 P, ，P， 
只 连接 P,-:。 图 12 显示 了 6 个 处 理 器 的 线性 阵列 。 线 性 Pp Pp Pp Pp Pp PR 
阵列 的 优点 是 每 个 处 理 器 最 多 有 2 个 和 其 他 处 理 器 的 直接 ““ 。。 9。 
连接 。 这 种 方式 的 缺点 是 为 了 让 处 理 器 共享 信息 ， 有 时 需 图 12 6 个 处 理 器 的 线性 阵列 
要 使 用 大 量 的 称 为 跳 (hop) 的 中 间 连 接 。 

栅 格 网 络 ( 或 二 维 阵列 ) 是 一 种 通用 的 互连网 络 。 在 这 样 的 网 络 中 ， 处 理 嚣 个 数 是 一 个 完全 
平方 数 ， 比 方 说 n= 二 mr 。n 个 处 理 器 标记 成 P(i，j)，0 过 i 过 m 一 1，0 声 j 志 mm 一 1。 双 向 连接 把 





处 理 器 PGi，7 连 接 到 它 的 4 个 相 邻 处 理 器 P(Gi 士 1，7) 和 P(0,0) P(0,1) P(0,2) P(0,3) 
P(i,，j 士 1 )， 只 要 这 些 处 理 器 是 在 栅 格 里 。( 注 意 ， 栅 格 角 
上 的 4 个 处 理 器 只 有 2 个 相 邻 处 理 器 ， 边 界 上 其 他 处 理 器 i 
只 有 3 个 相 邻 处 理 嚣 。 有 时 也 用 每 个 处 理 器 恰 有 4 个 连接 

的 变种 的 栅 格 网 络 ， 见 本 节 练 习 72。) 顶 格 网 络 限制 了 每 个 ee el 

处 理 器 的 连接 数 。 某 些 成 对 处 理 器 之 间 的 通信 需要 

On) 二 OCmm) 个 中 间 连 接 ( 见 本 节 练 习 73 表示 16 个 处 理 et et 3) 

器 的 栅 格 网 络 如 图 13 所 示 。 

超 立方 体 是 互连网 络 的 一 个 重要 类 型 。 在 这 样 的 网 络 ” 图 13 16 个 处 理 器 的 栅 格 网 络 
中 ， 处 理 器 个 数 是 2 的 短 ，n 二 2”"。nn 个 处 理 器 标记 成 P。，P;，…，P,_:!。 每 个 处 理 器 都 有 到 
其 他 m 个 处 理 器 的 双向 连接 。 连 接 到 处 理 器 P, 上 的 处 理 器 ， 其 下 标的 二 进 制 表示 与 i 的 二 进 
制 表 示 恰 恰 有 1 位 不 同 。 超 立方 体 网 络 在 每 个 处 理 器 的 直接 连接 数 与 保证 处 理 器 通信 的 中 间 连 
接 数 之 间 取 得 了 平衡 。 已 经 用 超 立 方 体 网 络 建造 了 许多 计算 机 ， 而 且 用 超 立 方 体 网 络 设计 了 许 
多 算法 。m 立方 体 图 Q,, 表示 带 n 二 2” 个 处 理 器 的 超 立 方 体 网 络 。 图 14 显示 了 8 个 处 理 器 的 超 
立方 体 网 络 ( 图 14 显示 了 一 种 与 图 6 不同 的 画 Q 的 方式 ) 。 4 


14 8 个 处 理 器 的 超 立 方 体 网 络 


10.2.7 从 旧 图 构造 新 图 
有 时 解决 问题 只 需要 图 的 一 部 分 。 例 如 ， 只 关心 大 型 计算 机 网 络 中 涉及 纽约 、 丹 佛 、 底 特 
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律 以 及 亚特兰大 的 计算 机 中 心 的 那 一 部 分 。 所 以 我 们 可 以 忽略 其 他 的 计算 机 中 心 以 及 没有 连接 
到 这 4 个 特定 的 计算 机 中 心 的 任何 2 个 的 所 有 电话 线路 。 在 大 型 网 络 的 图 模型 中 ， 可 以 删除 除 
这 4 个 顶点 之 外 的 计算 机 中 心 所 对 应 的 顶点 ， 可 以 删除 所 有 与 所 删除 顶点 关联 的 边 。 当 从 图 中 
删除 了 边 和 顶点 ， 不 删除 所 保留 边 的 端点 时 ， 就 得 到 一 个 更 小 的 图 ， 这样 的 图 称 为 原 图 的 
子 图 。 

下 图 G=(V, EE) 的 子 图 是 图 及 二 (W，F), 其 中 WCV 且 FCE。 车 日 关 G， 则 称 
图 G 的 子 图 五 是 G 的 真子 图 。 

已 知 一 个 图 的 顶点 集合 ， 我 们 可 以 由 图 中 的 顶点 和 连接 这 些 顶 点 的 边 得 到 这 个 图 的 子 图 。 

司令 G 王 (V， 开 ) 是 一 个 简单 图 。 图 ( 凤 ，F) 是 由 顶点 集 了 的 子 集 太 导出 的 子 图 ， 
其 中 边 集 下 包含 羽 中 的 一 条 边 当 且 仅 当 这 条 边 的 两 a a 
个 端点 都 在 W 中 。 

例 18 图 15 所 示 的 图 G 是 K; 的 一 个 子 图 。 若 。 b b 
我 们 在 图 G 中 增加 一 条 连接 < 和 e 的 边 ， 就 得 到 一 
个 由 WW={a，b，c，e} 导 出 的 子 图 。 4 

删除 或 增加 图 中 的 边 已 知 图 G 二 (V，E), 边 d Be c 
eEE， 我 们 可 以 通过 删除 边 e 得 到 图 G 的 一 个 子 图 。 图 15 Ks 的 一 个 子 图 
所 得 到 的 子 图 ， 记 作 G 一 e， 和 图 G 具 有 相同 的 顶点 
集 V。 它 的 边 集 是 E 一 e。。 所 以 ， 





G—e= (V,E— {e}) 

类 似 地 ， 若 FE 是 EE 的 子 集 ， 我 们 可 以 通过 从 图 中 删除 E' 中 的 边 得 到 图 G 的 子 图 。 所 得 到 
的 子 图 和 图 G 具 有 相同 的 顶点 集 V。 它 的 边 集 是 E 一 E'。 

我 们 可 以 通过 在 图 中 增加 一 条 连接 图 G 中 已 有 的 两 个 顶点 的 边 e 得 到 一 个 新 的 更 大 的 图 。 
我 们 把 在 图 G 中 增加 一 条 新 边 ， 该 边 连接 原 图 中 两 个 原本 不 相关 联 的 顶点 ， 所 得 到 的 新 图 记 作 
G 十 e。 所 以 

G++e= (V,E U {e}) 
G 十 e 的 顶点 集 和 图 G 的 顶点 集 相 同 ， 它 的 边 集 是 图 G 的 边 集 和 集合 {e} 的 并 集 。 

边 的 收缩 “有 时 ， 当 我 们 从 图 中 删除 一 条 边 后 ， 我 们 不 希望 将 该 边 的 端点 作为 独立 的 顶点 
保留 在 所 得 到 的 子 图 中 。 在 这 种 情况 下 ， 我们 进行 边 的 收缩 ， 删 除 端点 为 和 w 的 边 e， 把 u 
和 w 合并 成 一 个 新 的 顶点 媚 ， 对 每 一 条 以 或 为 端点 的 边 ， 将 该 边 x 或 ”的 位 置 蔡 换 成 记 且 
另 一 个 端点 不 变 。 因 此 在 图 G= 二 (V，E) 中 ， 对 端点 为 和 w 的 边 e 进行 收缩 得 到 一 个 新 图 G 一 
(V'，E')( 这 不 是 G 的 子 图 )， 其 中 V'==V 一 {u，v} U{w}，E' 包 含 琅 中 不 以 或 v 为 端点 的 
边 以 及 连接 w 与 集合 V 中 所 有 与 或 v 相 邻 的 顶点 的 边 。 例 如 ， 收 缩 图 16 中 图 G, 中 连接 
顶点 e 和 cc 的 边 ， 得 到 一 个 包含 顶点 a、b5、d 和 也 的 新 图 Gi。 与 在 Gi 中 一 样 , 在 Gi 中 有 
一 条 连接 a 和 号 的 边 ， 以 及 一 条 连接 < 和 < 的 边 。 在 G': 中 还 有 一 条 边 连 接 2 和 也 ， 该 边 替 
换 了 Gi 中 连接 5 和 < 的 边 以 及 连接 5 和 e 的 边 ,在 G', 中 还 有 一 条 边 连接 d 和 w， 该 边 替 
换 了 C 中 连接 d 和 的 边 。 

从 图 中 删除 项 点 。” 当 我 们 从 图 G= 二 (V，E) 删 除 一 个 顶点 v 以 及 所 有 与 它 相 关联 的 边 时 ， 就 
得 到 图 G 的 一 个 子 图 ， 记 作 G 一 v。 注 意 ，G 一 v= 二 (V 一 v，E')， 其 中 EE 是 G 中 不 与 v 相关 联 的 
边 的 集合 。 类 似 地 ,车 V' 是 V 的 子 集 ， 则 图 G 一 V' 是 子 图 (V 一 V，E'), 其 中 EF' 是 G 中 不 与 
V' 中 的 顶点 相关 联 的 边 的 集合 。 

图 的 并 集 ” 可 以 用 各 种 方式 组 合 两 个 或 更 多 的 图 。 包 含 这 些 图 的 所 有 顶点 和 边 的 图 称 为 这 
些 图 的 并 图 。 两 个 简单 图 的 并 图 的 定义 如 下 。 

FE 两 个 简单 图 Gl 二 (Vi, EE) 和 G, 一 (V,，EE,) 的 并 图 是 带 有 顶点 集 Vi UV: 和 边 集 
EUE, 的 简单 图 。G 和 G, 的 并 图 表示 成 Gi UG,。 
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例 19 求 图 16a 所 示 的 图 G 和 G, 的 并 图 。 
b c ZY 
d e d 

ea es GIUG, 
a) 简单 图 G, 和 G， b) 它们 的 并 GiUG， 


图 16 并 图 的 产生 过 程 


解 并 图 Gi UG。 的 顶点 集 是 两 个 顶点 集 的 并 ， 即 {a， b， Cc, d， ey 天 并 图 的 边 集 是 两 
个 边 集 的 并 。 并 图 显示 在 图 16b 中 。 4 


练习 
在 练习 1 一 3 中 ， 求 所 给 无 向 图 的 顶点 数 、 边 数 以 及 每 个 顶点 的 度 。 指 出 所 有 的 孤立 点 和 悬挂 点 。 


ls 二 b 区 2. a b 
和 
e d 各 


4. 求 练习 1 一 3 中 每 个 图 的 顶点 的 度 之 和 ， 并 验证 它 等 于 图 中 边 数 的 2 售 。 
5. 是 否 存在 一 个 有 15 个 顶点 而 且 每 个 顶点 的 度 都 为 5 的 简单 图 ? 
6. 证 明 : 在 一 次 聚会 上 全 体 人 员 的 握手 次 数 之 和 是 偶数 。 假 设 无 人 自己 与 自己 握手 。 
在 练习 7 一 9 中 ， 对 给 定 的 有 向 多 重 图 ， 确 定 顶 点 数 和 边 数 ， 并 求 出 每 个 顶点 的 入 度 和 出 度 。 


i: pb 8. ua b 9 ia b 
中 E3| 
4) . 
d c d c d C e 
10. 对 练习 7 一 9 中 的 每 个 图 ， 直 接 确定 每 个 顶点 的 入 度 之 和 与 出 度 之 和 。 证 明 : 它们 都 等 于 图 中 的 
边 数 。 
11. 构造 图 2 中 带 有 向 边 的 图 的 基本 无 向 图 。 
12. 在 相识 关系 图 中 (其 中 顶点 表示 世界 上 所 有 的 人 )， 顶 点 的 度 表 示 什 么 ? 在 这 个 图 中 ， 一 个 顶点 的 邻 
居 表 示 什 么 ?孤立 点 和 悬挂 点 表示 什么 ? 在 一 项 研究 中 ， 估 计 在 这 个 图 中 顶点 的 平均 度 是 1000。 就 
这 个 模型 而 言 ， 这 意味 着 什么 ? 
13. 在 学 术 合 作 图 中 ， 顶 点 的 度 表示 什么 ? 一 个 顶点 的 邻居 表示 什么 ? 孤立 点 和 悬挂 点 表示 什么 ? 
14. 在 好 莱 坞 图 里 ， 顶 点 的 度 表 示 什 么 ? 一 个 顶点 的 邻居 表示 什么 ? 孤立 点 和 悬 挂 点 表示 什么 ? 


15. 在 10.1 节 例 4 所 描述 的 电话 呼叫 图 中 ,顶点 的 入 度 和 出 度 表示 什么 ? 在 这 个 图 的 无 向 图 版 本 中 ， 硕 
点 的 度 表示 什么 ? 
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16. 
17. 
18. 
19. 
20. 


- 





在 10. 1 节 例 5 所 描述 的 网 络 图 中 ， 顶 点 的 入 度 和 出 度 表示 什 么 ? 

在 为 循环 赛 建 模 的 有 向 图 中 ， 顶 点 的 入 度 和 出 度 表 示 什 么 ? 

证 明 : 在 至 少 含有 两 个 顶点 的 简单 图 中 ， 一定 有 两 个 项 点 的 度 相 同 。 
利用 练习 18 证 明 : 在 一 个 小 组 中 ， 至 少 有 两 个 人 具有 相同 的 朋友 数 。 


画 出 下 列 各 图 。 
a)K, b)K,s OK, 
d)C7 e)W， PDQ, 


在 练习 21 一 25 中 ,判断 图 是 否 为 二 分 图 。 你 将 发 现 使 用 定理 4， 对 判断 是 否 可 能 为 每 个 顶点 赋予 红 


色 或 蓝 色 ， 2 


21. 


24. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


a 


SX 
天 去 TI 


对 哪些 n 值 来 说 ， 下 列 图 是 二 分 图 ? 

a) K, b) C， OW, d)Q， 

设 一 个 大 学 工程 学 院 的 计算 机 支撑 小 组 有 4 个 员工 。 每 个 员工 被 分 配 支 持 4 个 不 同 的 领域 之 一 : 硬 
件 、 软 件 、 网 络 和 无 线 。 假 设 Ping 能 够 胜任 支持 硬件 、 网 络 和 无 线 ; Quiggley 能 够 胜任 支持 软件 和 
网 络 ; Ruiz 能 够 胜任 支持 网 络 和 无 线 ; Sitea 能 够 胜任 支持 硬件 和 软件 。 

a) 使 用 二 分 图 为 4 个 员工 和 他 们 能 胜任 的 工作 建 模 。 

b) 使 用 霍 尔 定理 判断 是 否 存在 一 种 分 配方 案 ， 使 每 个 员工 都 分 配 一 个 能 支持 的 领域 。 

c) 如 果 存 在 一 个 使 每 个 员工 都 分 配 一 个 能 支持 领域 的 分 配方 案 ， 求 出 该 方案 。 

设 一 个 新 公司 有 5 名 员工 : Zamora、Agraharam、Smith、Chou 和 Macintyre。 每 名 员工 承担 下 列 6 种 
责任 之 一 : 策划 、 宣 传 、 销 售 、 市 场 、 开 发 以 及 工业 关系 。 每 名 员工 能 够 做 这 些 工 作 中 的 一 种 或 多 
种 : Zamora 能 做 策划 、 销 售 、 市 场 或 工业 关系 ; Agraharam 能 做 策划 或 开发 ; Smith 能 做 宣传 、 销 
售 或 工业 关系 ; Chou 能 做 策划 、 销 售 或 工业 关系 ; Macintyre 能 做 策划 、 宣 传 、 销 售 或 工业 关系 。 
a) 使 用 二 分 图 对 这 些 员工 的 能 力 建 模 。 

b) 找 出 一 个 责任 指派 ， 使 得 每 个 员工 被 指定 一 种 责任 。 

c) 你 在 b) 找 到 的 责任 匹配 是 完全 匹配 吗 ? 它 是 最 大 匹配 吗 ? 

假设 一 个 岛 上 有 5 位 年 轻 女子 和 5 位 年 轻 男 子 。 每 位 男子 都 愿意 娶 岛 上 的 某 些 女子 ， 而 每 位 女子 都 
愿意 嫁 给 任何 一 位 愿意 娶 她 的 男子 。 假 设 Sandeep 愿意 娶 Tina 和 Vandana; Barry 愿意 娶 Tina、Xia 
和 Uma; Teja 愿意 娶 Tina 和 Zelda; Anil 愿意 娶 Vandana 和 Zelda; Emilio 愿意 娶 Tina 和 Zelda。 使 
用 霍 尔 定理 证 明 : 不 存在 岛 上 年 轻 男 子 和 年 轻 女子 的 匹配 使 得 每 一 个 年 轻 男 子 都 能 和 他 想 舍 的 年 轻 
女子 进行 匹配 。 

假设 一 个 岛 上 有 5 位 年 轻 女 子 和 6 位 年 轻 男 子 ， 每 位 女子 都 愿意 嫁 给 岛 上 的 某 些 男 子 ， 而 每 位 男子 
都 愿意 也 任何 一 位 愿意 嫁 给 他 的 女子 。 设 Anna 愿意 嫁 给 Jason、Larry 和 Matt; Barbara 愿意 嫁 给 
Kevin 和 Larry; Carol 愿意 嫁 给 Jason、Nick 和 Oscar; Diane 愿意 嫁 给 Jason、Larry、Nick 和 Oscar; 
Elizabeth 愿意 嫁 给 Jason 和 Matt。 

a) 使 用 二 分 图 对 这 个 岛 上 可 能 的 婚姻 关系 进行 建 模 。 
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* 32， 


33. 


34. 
35. 


b) 找 出 这 个 岛 上 的 年 轻 男 女 的 一 个 匹配 方案 ， 使 得 每 个 年 轻 女 子 都 嫁 给 一 个 她 愿意 嫁 给 的 人 。 

ec) 你 在 b) 找 到 的 匹配 是 完全 匹配 吗 ? 它 是 最 大 匹配 吗 ? 

设 存在 一 个 整数 &， 使 得 在 一 个 荒 岛 上 的 每 个 男人 都 愿意 娶 该 岛 上 的 女人 恰好 是 & 个 ， 而 且 该 岛 上 的 每 
一 个 女人 都 愿意 嫁 给 的 男人 也 恰好 是 & 个 。 同 时 假设 一 个 男人 愿意 也 一 个 女人 当 且 仅 当 这 个 女人 愿意 
嫁 给 他 。 证 明 : 可 能 存在 岛 上 男人 和 女人 的 匹配 ， 使 得 每 一 个 人 都 能 和 其 愿意 嫁 了 的 人 进行 匹配 。 

在 本 练习 中 ， 我 们 证 明 Dystein Ore 的 一 个 定理 。 假 设 G==(V，E) 是 带 有 二 部 划分 (V1， Vi) 的 二 分 
图 且 ASEV: 。 证 明 中 与 G 匹 配 的 端点 的 最 大 顶点 数 等 于 | Vi | 一 maxacv def(A)， 其 中 def(A) 一 
14| 一 | NGCA) | 。( 这 里 def(A) 称 为 A 的 缺陷 .)[ 提 示 : 通过 在 V; 中 增加 maxacv def(A) 个 新 顶点 ， 
并 把 它们 与 Vi 中 的 顶点 相连 得 到 一 个 更 大 的 图 。] 

对 练习 1 中 的 图 ， 求 : 

a) 由 顶点 a、65、c 和 了 导出 的 子 图 。 

b) 收 缩 连接 5 和 了 的 边 ， 从 G 得 到 的 新 图 Gi。 


令 nn 为 正 整数 。 证 明 : 由 K, 的 顶点 集 的 非 空子 集 导出 的 子 图 是 完全 图 。 
下 列 图 有 多 少 个 顶点 和 多 少 条 边 ? 

a)K, b) Cn。 OW, 

d)K,,, e)Q， 


一 张 图 的 度 序 列 是 由 该 图 的 各 个 项 点 的 度 按 非 递增 顺序 排列 的 序列 。 例 如 ， 本 节 例 1 中 图 G 的 度 序 


列 就 是 4，4，4，3，2，1，0。 


36. 
37. 


38. 
39., 
40. 
41. 


42. 


43. 


* 44. 


x* 45. 


* 46. 


47. 


48. 
49. 
50. 


求 习题 21 一 25 中 各 个 图 的 度 序列 。 

求 下 列 各 个 图 的 度 序列 。 

a)K, b)C， c) W， 

d) K,, €)Q; 

二 分 图 K;,; 的 度 序列 是 什么 (其 中 mw，n 是 正 整数 )? 并 解释 你 的 答案 。 
天 , 的 度 序列 是 什么 (其 中 nn 是正 整 数 )? 并 解释 你 的 答案 。 

若 图 的 度 序列 是 4，3，3，2，2， 则 它 有 多 少 条 边 ? 画 出 这 样 的 图 。 
若 图 的 度 序列 是 5，2，2，2，2，1， 则 它 有 多 少 条 边 ? 画 出 这 样 的 图 。 
如 果 一 个 序列 是 一 个 简单 图 的 度 序列 ， 那 么 该 序列 是 成 图 的 。 


判断 下 列 序列 是 否 是 成 图 的 。 如 果 是 ， 请 画 出 一 个 图 使 其 具有 给 定 的 度 序列 。 
a)5，4，3，2，1，0 b)6, 5, 4, 3, 2, 1 

2, 2, 2, 2, 2, 2 3 3 3 2 23 2 

的 35 3% 2% i 的 色 ls ls Ls ls ls 1 

25 3 35 3 35 3 h)5, 5, 4, 3, 2, 1 

判断 下 列 序列 是 否 是 成 图 的 。 如 果 是 ， 请 画 出 一 个 图 使 其 具有 给 定 的 度 序列 。 
3 3 Bs By 2 b)5, 4; 3» 25 1 

c)4, 4, 3, 2, 1 d)4, 4; 3,'3, 3 

e)3，2，2，1，0 D1, 1, 1 1, 1 

设 di,， ds， ,dd 是 成 图 序列 。 证 明 : 存在 顶点 为 内 ， i 的 简单 图 ， 使 得 对 于 2 一 1，2， 
“ns deg() 一 十 ， 且 与 区 ，……， Vs +1 相 邻 。 


证 明 : 一 个 由 非 负 整数 按 非 递增 排列 的 序列 必 ，d;，…，q， 是 成 图 序列 当 且 仅 当 把 序列 ds 一 1，…， 
da +1 一 1，da,+2，*…，d, 中 的 元 素 重 新 排序 为 非 递增 而 得 到 的 序列 是 成 图 序列 。 

运用 练习 45 的 结论 构造 一 个 递归 算法 来 判断 一 个 非 递增 的 正 整数 序列 是 否 为 成 图 序列 。 

证 明 : 每 个 非 负 整 数 构成 的 非 递增 序列 ， 如 果 其 和 为 偶数 ， 则 都 是 某 个 伪 图 的 度 序列 。 伪 图 是 允许 
有 环 的 无 向 图 。[ 提 示 : 首先 通过 给 每 个 顶点 添加 尽 可 能 多 的 环 来 构造 一 个 图 ， 然 后 添加 一 些 边 连接 
度 为 奇数 的 顶点 。 解 释 为 什么 这 种 构造 方法 能 够 证 明 此 问题 。] 

至 少 带 有 1 个 顶点 的 K; 的 子 图 有 多 少 个 ? 

至 少 带 有 1 个 顶点 的 Ks 的 子 图 有 多 少 个 ? 

至 少 带 有 1 个 顶点 的 W 的 子 图 有 多 少 个 ? 
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51. 画 出 下 图 的 所 有 子 图 。 
a b 


C d 
52. 设 G 是 带 有 wv 个 顶点 和 e 条 边 的 图 。 设 M 是 G 的 顶点 的 最 大 度 ，m 是 G 的 顶点 的 最 小 度 。 证 明 : 
a)2e/v 宇 m b)2e/v<M 
若 简 单 图 中 每 个 顶点 的 度 都 相等 ， 则 这 个 图 称 为 正则 的 。 若 正则 图 中 每 个 顶点 的 度 都 为 nx， 则 这 个 
图 称 为 正则 的 。 
53. 对 哪些 n 值 来 说 ， 下 列 图 是 正则 图 ? 
a) K, b)C, CW, d)Q, 
54. 对 哪些 m 入 的 值 来 说 ，K,,, 是 正则 图 ? 
55 . 度 都 为 4 而 且 带 有 10 条 边 的 正则 图 有 多 少 个 顶点 ? 
在 练习 56 一 58 中 ， 求 给 定 简 单 图 对 的 并 图 (假设 带 有 相同 端点 的 边 是 相同 的 ) 。 
a 


56. 57. a b a 闫 b 
f 5 f b 
e [4 
s ec 
t d [9 8 d 
d d 
S58. a b a e 
有 h 
到 d 天 8 
59. 简单 图 G 的 补 图 G 与 G 有 相同 的 顶点 。 两 个 顶点 在 G 中 相 邻 ， 当 且 仅 当 它 们 在 G 中 不 相 邻 。 画 出 下 
列 各 图 。 | 
a) RK, bD) Ry OC, DQ 


60. 若 G 是 有 15 条 边 的 简单 图 且 G 有 13 条 边 ， 则 G 有 多 少 个 顶点 ? 

61. 若 简单 图 G 有 ~ 个 顶点 和 e 条 边 ， 则 G 有 多 少 条 边 ? 

62. 若 简单 图 G 的 度 序列 为 4，3，3，2，2。 求 G 的 度 序列 。 

63. 若 简 单 图 G 的 度 序列 为 di1，d;，…，d，。 求 G 的 度 序列 。 

x 64. 证 明 : 车 G 是 有 vw 个 顶点 和 e 条 边 的 二 分 简单 图 ， 则 e<w/4。 

65. 证 明 : 车 G 是 及 个 顶点 的 简单 图 ， 则 G 和 G 的 并 图 是 KK,。 

x 66. 描述 判定 图 是 否 为 二 分 图 的 算法 。 可 基于 事实 : 一 个 图 是 二 分 图 当 且 仅 当 可 以 用 两 种 不 同 的 颜色 为 
它 的 顶点 着 色 使 得 没有 着 相同 颜色 的 两 个 顶点 是 相 邻 的 。 
有 向 图 G=(V，E) 的 逆 图 ， 记 作 Ge ， 是 有 向 图 (V，F) ， 其 中 Ge 中 边 的 集合 下 由 改变 EE 中 边 的 

方向 得 到 。 

67. 画 出 10. 1 节 练 习 7 一 9 中 每 个 图 的 逆 图 。 

68. 证 明 : 当 G 是 有 向 图 时 ， 有 (G”™)”™ 二 G。 

69. 证 明 : 图 G 是 它 自身 的 道 图， 当 上 且 仅 当 G 所 关联 的 关系 (参见 9. 3 节 ) 是 对 称 的 。 

70. 证 明 : 如 果 一 个 二 分 图 G==(V，E) 对 于 某 个 正 整 数 n 是 n 正则 的 (参见 习题 53 的 定义 ),， 且 (Vi，V) 
是 V 的 一 个 二 部 划分 ， 则 |Vi | 二 |V | 。 也 就 是 , 证 明 ; x 正则 二 分 图 的 顶点 集 的 二 部 划分 得 到 的 两 
个 顶点 集 一 定 包 含 相同 个 数 的 顶点 。 


图 563 





71. 画 出 9 个 并 行 处 理 器 互 连 的 栅 格 网 络 。 

72. 在 互 连 z 一 ze 个 处 理 器 的 栅 格 网 络 的 变种 中 ， 处 理 器 P(i，j7) 连 接 4 个 处 理 器 P((i 土 1)mod m， 站 和 
P(i，(j 士 1)mod m)， 使 得 连接 沿 栅 格 的 边 卷 绕 。 画 出 有 16 个 处 理 器 的 这 种 变种 的 栅 格 网 络 。 

73. 证 明 : 在 n==m? 个 处 理 器 的 栅 格 网 络 中 ， 用 O(n) 二 OCm) 个 跳 就 能 让 每 一 对 处 理 器 互相 通信 。 


10.3 图 的 表示 和 图 的 同 构 
10. 3.1 引言 

图 的 表示 方式 有 很 多 种 。 本 章 将 看 到 ， 选 择 最 方便 的 表示 有 助 于 对 图 的 处 理 。 本 节 将 要 说 
明 如 何 用 多 种 不 同 的 方式 来 表示 图 。 

有 时 ， 两 个 图 具有 完全 相同 的 形式 ， 从 某 种 意义 上 就 是 两 个 图 的 顶点 之 间 存 在 着 一 一 对 
应 ， 这 个 对 应 保持 边 的 对 应 关系 。 在 这 种 情形 下 ， 就 说 这 两 个 图 是 同 构 的 。 判 断 两 个 图 是 否 同 
构 ， 这 是 本 节 将 要 研究 的 一 个 重要 图 论 问题 。 


10.3.2 图 的 表示 
表示 不 带 多 重 边 的 图 的 一 种 方式 是 列 出 这 个 图 的 所 有 边 。 另 一 种 表示 不 带 多 重 边 的 图 的 方 
式 是 用 邻接 表 ， 它 给 出 了 与 图 中 每 个 顶点 相 邻 的 顶点 。 
例 1 用 邻接 表 描 述 图 1 所 示 的 简单 图 。 
解 表 1 列 出 了 与 图 的 每 个 顶点 相 邻 的 顶点 。 4 
b 表 1 简单 图 的 邻接 表 


e d 








图 1 简单 图 
例 2 通过 列 出 图 中 每 个 顶点 发 出 的 边 的 所 有 终点 ， 表 示 图 2 所 示 的 有 向 图 。 
解 ” 表 2 表示 图 2 所 示 的 有 向 图 。 4 
表 2 有 向 图 的 邻接 表 
e d 
图 2 有 向 图 
10. 3.3 邻接 矩阵 


车 图 中 有 许多 边 ， 则 把 图 表示 成 边 的 表 或 邻接 表 不 便于 执行 图 的 算法 。 为 了 简化 计算 ， 可 
用 和 矩阵 表示 图 。 在 此 ， 将 给 出 常用 的 两 种 表示 图 的 矩阵 的 类 型 。 一 种 类 型 是 基于 顶点 的 相 邻 关 
系 ， 另 一 种 类 型 是 基于 顶点 与 边 的 关联 关系 。 
假设 G=(V，E) 是 简单 图 ， 其 中 |V| 二 n。 假设 把 G 的 顶点 任意 地 排列 成 w ，v;，…，v,。 
对 这 个 顶点 表 来 说 ，G 的 邻接 矩阵 4 (或 4c) 是 一 个 2Xz 的 0-1 和 矩阵 ， 它 满足 这 样 的 性 质 : 当 uw 本 
v; 和 w; 相 邻 时 第 (i， 让 项 是 1， 当 v; 和 也 不 相 邻 时 第 (i,， 站 项 是 0。 换 句 话 说， 若 邻 接 矩 阵 是 


4 


A=[a;]， 则 

1 {wsw) 是 G 的 一 条 边 
0 否则 

例 3 用 邻接 矩阵 表示 图 3 所 示 的 图 。 

解 ” 把 顶点 排列 成 4a, 5，c，d。 表 示 这 个 图 的 矩阵 是 


Qy 一 


区 下 于 
0 1 © 
VY 0 0 
0 0 0 
例 4 画 出 带 有 相对 于 顶点 顺序 a,， 5b，c，4d 的 邻接 矩阵 的 图 。 
1 1 0 
从 褒 汪 
i VO 1 
0 1 1 0 
解 图 4 显示 了 带 有 这 个 邻接 矩阵 的 图 。 4 
a b a b 
时 d C 
图 3 简单 图 图 4 给 定 的 邻接 矩阵 的 图 


注意 ， 图 的 邻接 和 矩阵 依赖 于 所 选择 的 顶点 的 顺序 。 因 此 带 n 个 顶点 的 图 有 1! 个 不 同 的 邻 
接 和 矩阵 ， 因 为 nn 个 顶点 有 n! 个 不 同 的 顺序 。 

简单 图 的 邻接 矩阵 是 对 称 的 ， 即 aj 二 a;;， 因 为 当 v; 和 了 相 邻 时 ， 这 两 个 项 都 是 1， 否则 
都 是 0。 另外 ， 因为 简单 图 无 环 ， 所 以 每 一 项 a;， i=]y .2y 3y wy Ns 都 a b 
是 0。 

邻接 矩阵 也 可 用 来 表示 带 环 和 多 重 边 的 无 向 图 。 把 顶点 a; 上 的 环 表示 
成 邻接 矩阵 第 (i, 巾 位 置 上 的 1。 当 出 现 多 重 边 连接 相同 的 顶点 对 v; 和 vw， 
时 ， 邻 接 矩 阵 不 再 是 0-1 矩阵 ， 因 为 邻接 矩阵 的 第 (i，j) 项 等 于 与 {v;，wv} 


关联 的 边 数 。 包 括 多 重 图 与 伪 图 在 内 的 所 有 无 向 图 都 具有 对 称 的 邻接 矩阵 。 4 
例 5 用 邻接 矩阵 表示 图 5 所 示 的 伪 图 。 让 
解 、 顶 点 顺序 为 a, 5，c，d 的 邻接 矩阵 是 
3 0 2 
3 0 1 1 
0 二 -过 归 
1 2 0 


我 们 曾 在 第 9 章 里 用 0-1 矩阵 表示 有 向 图 。 若 有 向 图 G 二 (V，E) 从 v; 到 wv; 有 边 ， 则 它 的 
矩阵 在 (i， 7) 位 置 上 有 1， 其 中 WU To 是 有 向 图 任意 的 顶点 序列 。 换 句 话说 ， 若 
4 三 [ai] 是 相对 于 这 个 顶点 列表 的 邻接 矩阵 ， 则 

/1 (wm) 是 G 的 一 条 边 
lo 否则 
有 向 图 的 邻接 矩阵 不 一 定 是 对 称 的 ， 因 为 当 从 wv; 到 w; 有 边 时 ， 从 也 到 可 以 没有 边 。 
邻接 矩阵 也 可 用 来 表示 有 向 多 重 图 。 同 样 ， 当 有 连接 两 个 顶点 的 同 向 多 重 边 时 ， 这 样 的 矩 
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阵 不 是 0-1 矩阵 。 在 有 向 多 重 图 的 邻接 和 矩阵 中 ，ow 等 于 关联 到 (wv;，w) 的 边 数 。 

在 邻接 表 和 邻接 矩阵 之 间 取 舍 。” 当 一 个 简单 图 包含 的 边 相 对 较 少 ， 即 该 图 是 一 个 稀 玻 图 
时 ， 通 常 邻接 表 比 邻接 矩阵 更 适合 表示 它 。 例 如 ， 如 果 每 个 顶点 的 度 都 不 超过 c，c 是 一 个 比 n 
小 很 多 的 常数 ， 则 每 个 邻接 表 包 含 c 个 或 更 少 的 顶点 。 所 以 整个 邻接 表 中 的 元 素 不 超过 cn 个 。 
另 一 方面 ， 该 图 的 邻接 矩阵 售 有 mw 个 元 素 。 但 是 ， 需 要 注意 的 是 ， 稀 玖 图 的 邻接 矩阵 是 稀 玻 
矩阵 ， 即 矩阵 中 只 有 少量 元 素 不 为 0。 有 专门 的 技术 表示 和 处 理 稀 朴 和 矩阵。 

现在 设想 一 个 稠密 的 简单 图 ， 它 含有 很 多 条 边 ， 例 如 ， 它 含有 的 边 数 超过 所 有 可 能 的 边 数 
的 一 半 。 在 这 种 情形 下 ， 用 邻接 矩阵 来 表示 图 就 比 用 邻接 表 好 。 为 了 知道 原因 ， 我 们 来 比较 判 
断 某 条 边 {v:，wv} 是 否 存在 的 复杂 度 。 在 邻接 矩阵 中 ， 可 以 通过 查看 第 (i，j) 个 元 素来 决定 这 
条 边 是 否 存 在 。 如 果 该 元 素 是 1， 边 就 存在 ; 如 果 是 0， 边 就 不 存在 。 所 以 ， 只 需要 一 次 比较 ， 
即将 第 人，7) 个 元 素 与 0 比较 ， 就 可 以 判断 这 条 边 是 否 存在 。 而 另 一 方面 ， 如 果 使 用 邻接 表 表 
示 这 个 图 ， 就 需要 搜索 v; 或 v; 的 链表 中 的 顶点 才能 判断 这 条 边 是 否 存 在 。 当 图 含有 的 边 很 多 
时 ， 就 需要 8B(|V|) 次 的 比较 。 


10. 3.4 关联 矩阵 
表示 图 的 另 一 种 常用 方式 是 用 关联 矩阵 。 设 G 二 (V，E) 是 无 向 图 。 设 ww，v。，…，w 是 
图 G 的 顶点 ， 而 e ，e ，…，en 是 该 图 的 边 。 相 对 于 V 和 五 的 这 个 顺序 的 关联 和 矩 阵 是 nXm 的 


矩阵 M 二 [ms]， 其 中 
1 当 边 e; 关联 wv 时 
71.. 三 
” 0 否则 
例 6 用 关联 和 矩阵 表示 图 6 所 示 的 图 。 


解 ”关联 和 矩阵 是 wi Ww e6 V3 
el ez €3 El €s 66 3 
vi 1 0 0 0 0 A és 
WW | 二 1 1 4 6 
二 个 .8 向 训 。 二 , 亚 v4 os 
wh | GL 0 ,0 图 6 无 向 
ww 0 1 G1 1 0 


关联 矩阵 也 可 用 来 表示 多 重 边 和 环 。 在 关联 矩阵 中 用 各 项 相等 的 列 来 表示 多 重 边 ， 因 为 这 
些 边关 联 同 一 对 顶点 。 用 只 有 一 项 等 于 1 的 列 来 表示 环 ， 它 对 应 于 环 所 关联 的 顶点 。 
例 7， 用 关联 矩阵 表示 图 7 所 示 的 伪 图 。 





解 ”这 个 图 的 关联 矩阵 是 
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10.3.5 图 的 同 构 

我 们 经 常 需要 知道 是 否 有 可 能 以 同样 的 方式 来 画 出 两 个 图 。 也 就 是 说 ， 当 我 们 忽略 图 中 的 
顶点 的 标识 时 ， 这 两 个 图 是 否 具有 相同 的 结构 。 例 如 ， 在 化 学 中 ， 用 图 为 化 合 物 建 模 ( 我 们 将 
在 后 面 进行 描述 )。 不 同 的 化 合 物 可 能 分 子 式 相 同 但 结构 不 同 。 这 样 的 化 合 物 不 能 用 同样 方式 
画 出 的 图 来 表示 。 表 示 过 去 已 知 化 合 物 的 图 可 以 用 来 判定 想象 中 的 新 化 合 物 是 否 已 经 研究 过 。 

对 具有 同样 结构 的 图 来 说 ， 存在 着 一 些 有 用 的 术语 。 
定义 设 人 二 (Vi， 书 ) 和 G, 一 (V;，E,) 是 简单 图 ， 若 存在 一 对 一 的 和 映 上 的 从 Vi 到 
Vi 的 函数 f， 且 f 具有 这 样 的 性 质 : 对 Vi 中 所 有 的 a 和 b 来 说 ，a 和 4b 在 Gi 中 相 邻 当 且 仅 当 
f(a) 和 Co) 在 Gs 中 相 邻 ， 则 称 Gi 与 G, 是 同 构 的 。 这 样 的 函数 三 称 为 同 构 2。 两 个 不 同 构 的 
简单 图 称 为 非 同 构 的 。 

换 句 话说 ， 当 两 个 简单 图 同 构 时 ， 两 个 图 的 顶点 之 间 具 有 保持 相 邻 关系 的 一 一 对 应 。 简 单 
图 的 同 构 是 一 个 等 价 关 系 ( 我 们 把 这 个 验证 留 作 练习 45) 。 

例 8 证 明 : 图 8 所 示 的 图 G==(V，E) 和 了 肪 =(W， 下 ) 同 构 。 

解 函数 f 定 义 为 f(uw) 二 vw， f(wuw)=u, Ul Uy v] y2 
flw) 二 ww，f(wu) 二 vw， 它 是 VV 和 W 之 间 的 一 一 对 
应 。 为 了 看 出 这 个 对 应 保持 相 邻 关系 ,注意 G 中 相 
邻 的 顶点 是 xz 和 zz 、 友 和 z 邮 、x 和 ww， 以 及 us 和 
wu， 由 fC(w)= 二 ww 和 f(wu)= 二 ww、f(wuw) 二 ww 和 
fu)=w、 fw)=w 和 flu)=w; 以 及 f(w)=w 和 ”6 3 1 
fl(wu)= 二 ww 所 组 成 的 每 一 对 顶点 都 是 在 互 中 相 邻 的 。 所 图 8 图 G 和 万 


10.3.6 判定 两 个 简单 图 是 否 同 构 

判断 两 个 简单 图 是 否 同 构 常常 是 一 件 困难 的 事情 。 在 两 个 带 有 7 个 顶点 的 简单 图 的 顶点 集 之 间 
有 nl! 种 可 能 的 一 一 对 应 。 若 n 太 大 ， 则 通过 检验 每 一 种 对 应 来 看 它 是 否 保 持 相 邻 关 系 是 不 可 行 的 。 

有 时 说 明 两 个 图 不 同 构 并 不 困难 。 特 别 是 ， 如 果 能 找到 某 个 属性 ， 两 个 图 中 只 有 一 个 图 具 
有 这 个 属性 ， 但 该 属性 应 该 在 同 构 时 保持 ， 就 可 以 说 这 两 个 图 不 同 构 。 这 种 在 图 的 同 构 中 保持 
的 属性 称 为 图 形 不 变量 。 例 如 ， 同 构 的 简单 图 必须 具有 相同 的 顶点 数 ， 因 为 在 这 些 图 的 顶点 集 
之 间 有 一 一 对 应 。 

同 构 的 简单 图 还 必须 有 相同 的 边 数 ， 因 为 在 顶点 之 间 的 一 一 对 应 建立 了 边 之 间 的 一 一 对 
应 。 另 外 ， 同 构 的 简单 图 的 对 应 顶点 的 度 必须 相同 。 即 在 图 G 中 顶点 v 的 度 为 4， 在 图 态 中 必 
须 有 一 个 对 应 的 顶点 f(v)， 其 度 为 4， 因 为 在 图 G 中 顶点 冯 与 六 相 邻 ， 当 且 仅 当 在 图 互 中 
Fo) 与 f(w) 相 邻 。 

例 9 说 明 图 9 所 示 的 图 不 同 构 。 

b 





e d e 


图 9 图 G 和 五 


日 、 同 构 (isomorphism) 这 个 词 来 自 两 个 希腊 语 字 根 : 表示 “相等 ”的 isos 和 表示 “形式 ”的 morphe。 





解 GC 和 五 都 具有 5 个 项 点 6 条 边 。 不 过 ， 瓦 有 1 个 度 为 1 的 顶点 e， 而 G 没 有 度 为 1 的 
顶点 。 所 以 G 与 互 不 是 同 构 的 。 4 

顶点 数 、 边 数 以 及 顶点 的 度 都 是 在 同 构 下 的 不 变量 。 若 两 个 简单 图 的 这 些 量 有 任何 不 同 ， 
则 这 两 个 图 就 不 是 同 构 的 。 不 过 ， 当 这 些 不 变量 都 相同 时 ， 也 不 一 定 意味 着 两 个 图 是 同 构 的 。 
目前 还 没有 已 知 的 用 来 判定 简单 图 是 否 同 构 的 不 变量 集 。 

例 10 判定 图 10 所 示 的 图 是 否 是 同 构 的 。 

解 图 C 和 互 都 具有 8 个 顶点 和 10 条 边 。 它 们 都 具有 4 个 度 为 2 的 顶点 和 4 个 度 为 3 的 
顶点 。 因 为 这 些 不 变量 都 相同 ， 所 以 它们 可 能 会 是 同 构 的 。 

然而 G 和 五 不 是 同 构 的 。 为 了 看 明白 这 一 点 ， 注 意 因为 在 G 中 deg(a) 二 2， 所 以 a 必 
然 对 应 于 肪 中 的 :+、u、x 或 y， 因 为 这 些 顶 点 是 玉 中 的 度 为 2 的 顶点 。 然 而 ， 五 中 的 这 4 
个 顶点 的 每 一 个 都 与 互 中 另 一 个 度 为 2 的 顶点 相 邻 ， 但 是 在 G 中 a 却 不 是 这 样 的 。 

看 出 G 与 玉 不 同 构 的 男 一 种 方式 是 ， 注意， 着 这 两 个 图 同 构 ， 则 由 度 为 3 的 顶点 和 连接 
它们 的 边 所 组 成 的 G 和 互 的 子 图 一 定 是 同 构 ( 读 者 应 当 验 证 它 )。 然 而 图 11 所 示 的 这 些 子 图 却 


不 是 同 构 的 。 | 
a bs 1 
5 
2 
| y 
RE Z 
d Ba u 
d 
G H y 
图 10 图 G 和 互 图 11 由 度 为 3 的 顶点 和 连接 它们 的 边 


所 组 成 的 G 和 五 的 子 图 


为 了 说 明 从 图 G 的 顶点 集 到 图 互 的 顶点 集 的 函数 f 是 一 个 同 构 ， 需 要 说 明 f 保持 边 的 存 
在 和 缺失 关系 。 一 种 有 助 于 这 样 做 的 方式 是 利用 邻接 和 矩阵。 具体 地 说 ， 为 了 说 明 f 是 一 个 同 
构 ， 可 以 说 明 G 的 邻接 矩阵 与 五 的 邻接 矩阵 相同 ， 其 中 G 的 邻接 和 矩阵 的 行 和 列 的 标记 都 是 G 
的 顶点 ， 互 的 邻接 矩阵 的 行 和 列 的 标记 都 是 G 的 对 应 顶点 在 f 下 的 像 。 例 11 解释 如 何 这 


样 做 。 
例 11 判定 图 12 所 示 的 图 G 和 五 是 否 是 同 构 的 。 
解 G 和 五 都 有 6 个 顶点 和 7 条 边 ， 都 有 二 » 
4 个 度 为 2 的 顶点 和 2 个 度 为 3 的 顶点 。 还 容易 
看 出 由 度 为 2 的 顶点 和 连接 它们 的 边 所 组 成 的 
G 和 五 的 子 图 是 同 构 的 (读者 应 当 验 证 它 ) 。 因 
为 G 和 吾 对 这 些 不 变量 来 说 是 相同 的 ， 所 以 就 并 » : 
有 理由 试 着 找 出 一 个 同 构 /。 r 
现在 定义 函数 f/， 然 后 判定 它 是否 同 构 。 pp Re 


因为 deg(z ) 王 2 且 ww 不 与 任何 其 他 度 为 2 的 顶 

点 相 邻 ， 所 以 w 的 像 必 然 是 v 或 v ， 它 们 是 互 中 仅 有 的 不 与 度 为 2 的 顶点 相 邻 的 度 为 2 的 顶 
点 。 任 取 flwu) 二 v。( 如 果 发 现 这 个 选择 得 不 出 同 构 ， 就 接着 试验 Fu ) 三 内 。) 因 为 z 与 好 
相 邻 ， 所 以 us 可 能 的 像 是 vw 和 wv。 任 取 fl(w) 二 vw。 照 这 样 继续 下 去 ， 用 顶点 的 相 邻 关系 和 
度 作为 指引 ， 令 f(ws) 二 w，f《w) 二 vs ，f《ws) 二 wy， 以 及 flus) 二 vs。 现 在 已 经 有 了 在 G 的 顶 
点 集 与 互 的 顶点 集 之 间 的 一 一 对 应 ， 即 f (ww) 二 ve， f(w) 二 v3 f(u)=u, fl(wu)=v, 
flws) 二 ww， 以 及 Gu) 一 了。 为 了 查看 了 是 否 保持 边 ， 就 检查 G 的 邻接 矩阵 : 
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和 五 的 邻接 矩阵 ， 其 中 用 G 中 的 对 应 顶点 的 像 来 标记 行 和 列 : 


Us Vs VU Vs UV UV; 


ve [0 1 1 QQ A 


> 
I 
| 
S 
OP~ OP 


0 
1 
0 
1 


OO OP oo 
OopPOPrDSOS 


| 0 1 0 


因为 46 二 An， 所 以 了 是 保持 边 的 。 由 此 得 出 了 是 同 构 ， 所 以 G 与 日 是 同 构 的 。 注 意 ， 若 事实 
证 明 f 不 是 同 构 ， 是 无 法 得 出 G 与 互 不 是 同 构 的 ， 因 为 G 和 互 中 的 顶点 的 另 一 个 对 应 仍然 可 
以 是 同 构 。 本 

图 同 构 算法 已 知 的 最 好 的 判定 两 个 图 是 否 同 构 的 算法 具有 指数 的 最 坏 情 形 时 间 复 杂 度 
(对 图 的 顶点 数 来 说 )。 不 过 ， 解决 这 个 问题 的 线性 平均 情形 时 间 复 杂 度 的 算法 已 经 找到 ， 而且 
有 希望 ， 即 使 仍 有 怀疑 ， 找 到 判定 两 个 图 是 否 同 构 的 多 项 式 最 坏 情形 时 间 复 杂 度 的 算法 。 一 种 
名 为 NAUTY 的 用 于 测试 图 同 构 的 最 佳 实 用 算法 ， 在 现代 个 人 计算 机 上 可 在 1 秒 内 判定 具有 
100 个 顶点 的 两 个 图 是 否 是 同 构 的 。 可 以 在 因特网 上 下 载 NAUTY 软件 并 用 它 做 实验 。 对 于 有 
严格 限制 的 图 ， 如 顶点 的 最 大 度 很 小 ， 存 在 着 判断 两 个 图 是 否 同 构 的 实用 算法 。 判 断 任意 两 个 
图 是 否 同 构 的 问题 是 一 个 特别 有 趣 的 问题 ， 因 为 这 是 少 有 的 几 个 不 知 是 理论 可 行 的 或 NP 完全 
的 ( 见 3.3 节 )NP 问 题 之 一 ( 见 练习 7) 。 

图 同 构 的 应 用 ”图 同 构 以 及 图 同 构 中 的 函数 源 于 图 论 在 化 学 、 电 子 电 路 设计 以 及 其 他 的 生 
物 信息 和 计算 机 领域 的 应 用 。 化 学 家 用 多 图 (已 知 的 分 子 图 )， 为 化 学 成 分 建 模 。 在 这 些 图 中 ， 
顶点 表示 原子 ， 边 表示 这 些 原子 之 间 的 化 学 键 。 两 个 结构 相同 ， 具 有 相同 分 子 式 但 不 同 原子 键 
的 分 子 ， 具 有 不 同 构 的 分 子 图 。 当 分 析出 新 的 化 学 合成 物 时 ， 就 检查 分 子 图 数据 库 ， 以 判断 该 
化 合 物 的 分 子 图 是 否 与 已 知 的 化 合 物 相 同 。 

用 图 为 电路 图 建 模 ， 其 中 顶点 表示 组 件 ， 边 表示 组 件 之 间 的 连接 。 在 现代 集成 电路 中 ， 如 
芯片 ， 是 混合 的 电路 图 ， 常 常 有 上 百 万 个 晶体 管 以 及 它们 之 间 的 连接 。 由 于 现代 芯片 的 复杂 
性 ， 所 以 用 自动 化 工具 进行 设计 。 图 同 构 可 用 于 验证 由 自动 化 工具 设计 的 电路 是 否 与 最 初 的 设 
计 一 致 。 图 同 构 还 可 用 于 判断 一 个 销售 商 的 芯片 与 另 一 个 销售 商 的 芯片 是 否 具有 相同 的 知识 产 
权 。 这 可 以 通过 寻找 这 些 芯片 的 图 模型 中 的 最 大 同 构 子 图 来 完成 。 


练习 
在 练习 1 一 4 中， 用 邻接 表 表 示 给 定 的 图 。 


.a b 2,..2 b C 3 
C d d e 








© PA un 


13. 


16. 


22. 


25. 
26. 
27. 





. 用 邻接 矩阵 表示 练习 1 的 图 。 
. 用 邻接 矩阵 表示 练习 2 的 图 。 
. 用 邻接 矩阵 表示 练习 3 的 图 。 
. 用 邻接 和 矩阵 表示 练习 4 的 图 。 
. 用 邻接 矩阵 表示 下 列 每 一 个 图 。 





a)K, b) Ki, €) K,,s 
d)C4 e)W， f) Q; 
在 练习 10 一 12 中 ， 画 出 给 定 邻 接 和 矩阵 表示 的 图 。 
a 于 玫 1 1 
你 站 愉 
0G 0 10 0 0 
1, © : 13. 了 
LE 1 和 
你 J， 地 
i 1 4 0 1 1 
在 练习 13 一 15 中 ， 用 邻接 矩阵 表示 给 定 的 图 。 
a b 14. a b 
在 d C d 
在 练习 16 一 18 中 ， 画 出 给 定 邻 接 矩 阵 所 表示 的 无 向 图 。 
二 吃 加 0 1 1 
4 17 人 18. |3 1 
0 本 可 3 0 3 
人 
4 0 
在 练习 19~21 中 ， 按 照 顶点 的 字典 顺序 ， 求 给 定 有 向 多 重 图 的 邻接 矩阵 。 
和 20. (全 ， 21. & 
a d c d 


569 








在 练习 22 一 24 中 ， 画 出 给 定 邻 接 矩 阵 表示 的 图 。 


1 0 1 4 淘 赤 
0 0 1 23. |2 0 0 
4 下 用 0 家 2 


24. 
2 


1 


[nn 
OO ~ DMD SY 


每 一 个 对 称 的 和 对 角 线 全 为 0 的 0-1 方 阵 是 否 都 是 简单 图 的 邻接 矩阵 ? 


用 关联 矩阵 表示 练习 1 和 练习 2 中 的 图 。 
用 关联 矩阵 表示 练习 13 一 15 中 的 图 。 


1 
1 
1 
1 


OP ~ 


OO ~ D&W 


OO OOoD 


DO ow DSo 


DOP~oOQ 


WN ~ Ow 
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* 28. 无 向 图 的 邻接 矩阵 的 一 行 中 的 各 项 之 和 是 什么 ?对 有 向 图 来 说 呢 ? 
* 29. 无 向 图 的 邻接 矩阵 的 一 列 中 的 各 项 之 和 是 什么 ? 对 有 向 图 来 说 呢 ? 
30. 无 向 图 的 关联 矩阵 的 一 行 中 的 各 项 之 和 是 什么 ? 
31. 无 向 图 的 关联 矩阵 的 一 列 中 的 各 项 之 和 是 什么 ? 
* 32. 求 下 列 每 个 图 的 邻接 矩阵 。 
a)K, b)C, OW, d) K,,, e)Q， 
x 33. 求 练习 32a~d 中 的 图 的 关联 矩阵 。 
在 练习 34 一 44 中 ， 判 定 所 给 定 的 一 对 图 是 否 同 构 。 构 造 一 个 同 构 或 给 出 不 存在 同 构 的 严格 证 明 。 


一 


34. 折 2 

ul U2 U3 U4 us V3 

一 一 一人- 名 

va vs 
35. v2 
U2 
Vi V3 
| Cy | 
Us Ua vs va 

36. 以 U2 vi 

| < | 

Ua U3 Va V3 

Vv 
37. ul uz 1 
V7 V2 
U7 U3 
V3 
ve 
U6 U4 
Us ys Va 

u u vy 

38. “il 2 1 本 
Vs 
V3 

us U3 Va 

39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


45. 
46. 
47. 
48. 
49. 


图 571 











Vi V2 
Ul U2 
U3 ve V3 
us Ua vs va 
ul 42 U3 us ug ug 
us U7 
vi 2 v4 vs ve v8 
V3 v7 
ug U7 ve V7 
ul Uz U3 Ua us v] vy V3 Va vs 
Ug Ug ulo vg vo vio 
Ms 
us Ua 
Ul Vv 
ug U2 vg va 
U7 U3 v7 V3 
ue U4 V6 V4 
us vs 
证 明 : 简单 图 的 同 构 关系 是 等 价 关系 。 


设 G 和 五 是 同 构 的 简单 图 。 证 明 : 它们 的 补 图 G 和 万 也 是 同 构 的 。 

描述 对 应 于 孤立 点 的 图 的 邻接 矩阵 的 行 和 列 。 

描述 对 应 于 孤立 点 的 图 的 关联 矩阵 的 行 。 

证 明 : 可 以 对 具有 2 个 以 上 顶点 的 二 分 图 的 顶点 排序 ， 使 得 其 邻接 矩阵 形 如 下 图 所 示 的 四 项 都 是 矩 


形 块 。 
[a 


若 简 单 图 G 和 G 是 同 构 的 ， 则 G 称 为 自 补 图 。 


50. 
51. 
. 证 明 : 车 G 是 具有 wv 个 顶点 的 自 补 简单 图 ， 则 v 寺 0 或 1(mod 4) 。 
53. 
54. 


SS。 


56. 
57, 


58. 


59. 
60. 


2 


61. 


63. 


64. 


65. 
66. 
67. 
< 68. 


* 69. 
x* 70. 
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证 明 : 右 图 是 自 补 图 。 
求 具有 5 个 顶点 的 自 补 简单 图 。 a b 


对 哪些 整数 >，C, 是 自 补 图 ? 
具有 个 顶点 的 非 同 构 的 简单 图 有 和 多少 个 ? 其 中 是 
a)2 b)3 ©)4 





d 
具有 5 个 顶点 和 3 条 边 的 非 同 构 的 简单 图 有 多 少 个 ? “ 
具有 6 个 顶点 和 4 条 边 的 非 同 构 的 简单 图 有 多 少 个 ? 
具有 下 列 邻 接 矩 阵 的 简单 图 是 否 同 构 ? 
人 
Ql lo 1 0 0 % 1 
1 0 1 @ 0 
1 Ti 人 必 下 下 2 3 有 下 "人 
判定 具有 下 列 关 联 和 矩阵 的 无 环 图 是 否 同 构 。 
2 1 人 
0 1 1 从 
i @ 1 GI 9 于 一 
0 .00 11 lt 0 0 1 
二 6 0 了 二 
王 注 息 时 和 有 0G 加 
把 简单 图 的 同 构 定义 推广 到 包含 环 和 和 多重 边 的 无 向 图 。 
定义 有 向 图 的 同 构 。 
在 练习 61 一 64 中 ， 判 定 所 给 定 的 一 对 有 向 图 是 否 同 构 ( 参 见 练习 60) 。 
u u v v 62. 向 “2 "1 v2 
1 2 1 2 
M3 ua V3 v4 3 U4 V3 V4 
ul Vi 
uy U3 V2 V3 
ul U2 U3 | »2 
E24 < 
Ua us &6 V5 V4 


证 明 : 若 G 和 互 是 同 构 的 有 向 图 ， 则 G 和 互 的 逆 图 (在 10. 2 节 练 习 67 之 前 定义 ) 也 是 同 构 的 。 
证 明 : 一 个 图 是 二 分 图 这 一 属性 是 同 构 的 不 变量 。 

找 出 一 对 非 同 构 的 图 ， 它 们 具有 相同 的 度 序列 (在 10. 2 节 练 习 36 之 前 定义 )， 但 一 个 是 二 分 图 而 另 一 个 不 是 。 
具有 ?个 顶点 的 非 同 构 有 向 图 有 多 少 个 ? 其 中 是 

a)2? b)3? Cc)47? 

无 向 图 的 关联 矩阵 与 它 的 转 置 之 积 是 什么 ? 

表示 具有 7 个 顶点 和 m 条 边 的 简单 图 需要 多 少 存储 空间 ? 其 中 分 别 利用 








a) 邻 接 表 b) 邻 接 和 矩阵 ;关联 矩阵 
魔鬼 对 是 一 对 不 同 构 的 图 ， 但 所 谓 的 同 构 检 验 不 能 证 明 其 不 同 构 。 

71. 求 一 个 用 于 检验 的 魔鬼 对 ， 该 检验 通过 检查 两 个 图 的 度 序列 (在 10. 2 节 练 习 36 之 前 定义 ) 确 定 它们 
是 相同 的 。 

72. 设 从 Vi 到 Vi 的 函数 了 是 从 图 Gi 二 (Vi1， Ei) 到 Gs 二 (V;，E;) 的 同 构 。 证 明 : 按 图 中 顶点 的 个 数 ， 
按 所 需要 的 比较 次 数 ， 可 以 在 多 项 式 时 间 复 杂 度 内 进行 验证 。 


10.4 连通 性 
10. 4.1 引言 

许多 问题 可 以 用 沿 图 的 边 前 进 所 形成 的 通路 来 建 模 。 例如， 判定 能 否 在 两 个 计算 机 之 间 用 
中 间 连 接 传递 消息 的 问题 ， 就 可 以 用 图 模型 来 研究 。 利 用 图 模型 中 的 通路 ， 可 以 解决 投递 邮 
件 、 收 取 垃 圾 以 及 计算 机 网 络 诊 断 等 有 效 规划 路 线 的 问题 。 


10. 4.2 通路 

非 形式 化 地 说 ， 通 路 是 边 的 序列 ， 它 从 图 的 一 个 顶点 开始 沿 着 图 中 的 边 行 经 图 中 相 邻 的 顶 
点 。 因 为 通路 行经 了 边 ， 所 以 沿 着 通路 可 以 访问 顶点 ， 即 这 些 边 的 端点 。 

定义 1 给 出 通路 的 形式 化 定义 和 相关 术语 。 

下 设 是非 负 整数 且 G 是 无 向 图 。 在 G 中 从 u 到 v 的 长 度 为 n 的 通路 是 G 的 nn 条 边 
EI， “"*» Cr 的 序列 ， 其 中 存在 zo 一 2 I Uv 的 顶点 序列 ， 使 得 对 于 i 二 1]，*…，n,，e; 
以 Zi-1 和 二 做 为 端点 。 当 这 个 图 是 简单 图 时 ， 就 用 顶点 序列 X。，ZXI1，*…，X, 表示 这 条 通路 ( 因 
为 列 出 这 些 顶点 就 唯一 地 确定 了 通路 ) 。 若 一 条 通路 在 相同 的 顶点 开始 和 结束 ， 即 u 一 v 且 长 度 
大 于 0， 则 它 是 一 条 回路 。 把 通路 或 回路 说 成 是 经 过 顶点 XI，Xs，*…，ZXs-1 或 遍历 边 ae，e， 
…，E,。 若 通路 或 回路 不 重复 地 包含 相同 的 边 ， 则 它 是 简单 的 。 

当 没 有 必要 区 分 多 重 边 时 ， 就 用 顶点 序列 z。，zi，*……， 工 ， 表示 通路 e1，e;，…，e,， 其 中 
WT ,2 ey Hy fle)= {zi EA 这 种 记 法 仅仅 指出 通路 所 经 过 的 顶点 。 当 且 仅 当 在 
这 个 序列 中 的 一 些 相 邻 顶 点 之 间 有 多 条 边 时 ， 才 会 有 多 条 通路 经 过 这 个 顶点 序列 ， 但 它 并 没有 
指定 唯一 的 通路 。 注 意 长 度 为 0 的 通路 由 单个 顶点 组 成 。 


评注 关于 定义 1 中 的 概念 ， 有 很 多 不 同 的 术语 。 例 如 ， 在 有 些 书 中 ， 使 用 路 径 
(walk) 而 不 是 通路 (path)， 这 时 路 径 被 定义 为 图 的 顶点 和 边 相 互 交 着 的 序列 ，v6，el， 
页 ，e， 9 Vis ens Urns 其 中 v1 和 wv 是 e; 的 端点 ，i 二 1，2，3，…，n。 当 使 用 
“路 径 ” 这 个 术语 时 ， 就 会 使 用 闭合 路 径 (closed walk) 而 不 是 回路 (circuit) 表 示 起 始 和 
终止 于 相同 顶点 的 路 径 ; 使 用 路 线 (trail) 表 示 没 有 重复 边 的 路 径 ( 代 苦 “ 简 单 通路 ”)。 
当 使 用 路 线 这 一 术语 时 ， 术 语 通 路 (path) 通 常 就 会 用 来 表示 没有 重复 顶点 的 路 线 ， 这 
与 定义 1 中 的 术语 相 冲 突 。 由 于 这 些 术 语 的 各 种 变 体 ， 所 以 当 你 在 特定 的 书 或 者 文章 
中 阅读 有 关 遍 历 图 的 边 的 内 容 时 ， 需 要 弄 清 楚 使 用 的 是 哪 一 组 定义 。 文 章 [GrYe06] 
是 一 本 关于 本 评注 中 提 到 的 其 他 术语 的 好 的 参考 文献 。 


例 1 如 图 1 所 示 ,， a，d，c，f，e 是 长 度 为 4 的 简单 通路 ， 因 为 {a, d}、{d, c}、{c, 
和 {f，e} 都 是 边 。 但 是 4，e，c，a 不 是 通路 ， 因 为 {e，c} 不 是 边 。 & b < 
注意 2，c，J，e， b 是 长 度 为 4 的 回路 ， 因 为 {6, c}、{c, f}、(f， 
e} 和 {e，2} 都 是 边 ， 且 这 条 通路 在 上 上 开始 和 结束 。 长 度 为 5 的 通 
路 a,，5，e，d，a, 5 不 是 简单 的 ， 因 为 它 包 含 边 {a，5} 两 次 。 司 

有 向 图 中 的 通路 和 回路 在 第 9 章 里 介绍 。 现 在 给 出 更 一 般 的 4 f 
定义 。 
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设 n 是 非 负 整 数 且 G 是 有 向 图 。 在 G 中 从 ww 到 vv 的 长 度 为 nn 的 通路 是 G 的 边 的 序 
列 el，es，*…，e,s， 使 得 fle)= 二 (zo, 7X1), fles)=(z, zx), ,fl(e,)=(x,_1，ZX,)， 其 中 
Zo 二 dU，X, 二 V。 当 有 向 图 中 没有 多 重 边 时 ， 就 用 顶点 序列 I。，X1，…，ZX, 表示 这 条 通路 。 把 
在 相同 的 顶点 上 开始 和 结束 的 长 度 大 于 0 的 通路 称 为 回路 或 圈 。 若 一 条 通路 或 回路 不 重复 地 包 
含 相同 的 边 ， 则 把 它 称 为 简单 的 。 


评注 ”经 常用 一 些 不 是 定义 2 给 出 的 术语 来 表示 其 中 描述 的 概念 。 特 别 地 ， 使 用 路 径 
(Cwalk) 、 闭 合 路 径 (Cclosed walk) 、 路 线 (trail) 、 通 路 (path) 等 术语 (在 定义 1 之 后 的 评 
注 中 介绍 过 ) 描 述 有 向 图 。 详 见 LGrYe06] 。 


注意 通路 上 一 条 边 的 终点 是 这 条 通路 上 下 一 条 边 的 起 点 。 当 没有 必要 区 分 多 重 边 时 ， 就 用 顶点 
序列 二， TI9， “9 Tn 表示 通路 e， 9 “9 Ens 其 中 对 于 i=1， 2, ***, ns fle)= (Ti) Xi)s 这 种 
记 法 仅仅 指出 通路 所 经 过 的 顶点 。 可 以 有 多 条 通路 经 过 这 个 顶点 序列 。 当 且 仅 当 在 这 个 序列 中 
的 一 些 相 邻 顶点 之 间 有 多 条 边 时 ， 才 会 有 多 条 通路 经 过 这 个 顶点 序列 。 
在 许多 图 模型 中 ， 通 路 能 表示 有 用 的 信息 ， 如 例 2 一 4 所 示 。 
例 2 相识 关系 图 中 的 通路 ”在 相识 关系 图 中 ， 如 果 存 在 一 条 连接 两 个 人 的 链 ， 在 该 链 
ws 如 中 ， 相 邻 的 两 个 人 彼此 认识 ， 则 在 这 两 个 人 之 间 有 一 条 通路 。 例 如 在 10.1 节 的 图 6 中 ， 有 一 
条 连接 Kamini 和 Ching 的 6 个 人 的 链 。 许 多 社会 学 家 猜想 ， 是 否 可 以 用 只 包含 5 个 或 更 少 的 人 
的 短 链 来 连接 世界 上 几乎 每 一 对 人 。 这 意味 着 世界 上 所 有 人 的 相识 关系 图 中 ， 几 乎 每 对 顶点 都 
可 以 通过 长 度 不 超过 4 的 通路 来 连接 。 约 翰 。 奎 尔 (John Guare) 的 六 度 分 离 (Six Degrees of 
Separation) 理论 就 是 基于 这 个 概念 。 本 
例 3 合作 图 中 的 通路 ”在 合作 图 中 ， 当 有 一 个 从 a 开始 到 2 结束 的 序列 ， 并 且 在 路 径 中 
的 每 条 边 的 端点 表示 有 过 合作 的 人 ， 则 a 和 2 就 通过 一 条 通路 而 连接 。 这 里 我 们 关注 两 个 重要 
的 合作 图 。 首 先 ， 在 所 有 数学 家 的 学 术 合作 图 中 ， 数 学 家 m 的 埃 德 斯 数 (在 第 9 章 补充 练习 14 
中 用 关系 术语 定义 过 ) 就 是 在 m 和 成 果 极 其 丰富 的 数学 家 保罗 “。 埃 德 斯 (1996 年 去 世 ) 之 间 的 最 短 通 
路 的 长 度 。 换 句 话 说， 一 个 数学 家 的 埃 德 斯 数 就 是 从 保罗 “。 埃 德 斯 开始 到 这 个 数学 家 结束 的 最 短 的 
数学 家 链 的 长 度 ， 其 中 每 一 对 相 邻 的 数学 家 都 联名 写 过 论文 。 根 据 “ 埃 德 斯 数 项 目 *，2006 年 具有 不 
同 埃 德 斯 数 的 数学 家 的 数目 如 表 1 所 示 。 4 


表 1 具有 给 定 埃 德 斯 数 (到 2006 年 年 初 ) 的 数学 家 的 数目 





在 好 莱 坞 图 (参见 10. 1 节 例 3) 中 ， 当 存在 连接 两 个 顶点 a 和 2 的 演员 链 ， 其 中 在 这 个 链 上 

us 妇 每 两 个 相 邻 的 演员 都 出 演 过 同一 部 电影 时 ，a 和 6。 就 被 连接 。 在 好 菜 坞 图 中 ， 演 员 c 的 培根 数 
定义 为 连接 < 和 著名 演员 凯 文 * 培根 的 最 短 通路 的 长 度 。 随 着 新 电影 (包括 凯 文 培根 的 新 电 

影 ) 的 不 断 产生 ， 演 员 的 培根 数 也 在 不 断 地 发 生变 化 。 表 2 显示 的 是 从 培根 网 站 得 到 的 到 2011 

年 年 初 ， 具 有 各 个 培根 数 的 演员 的 数目 。 一 个 演员 的 培根 数 起 源 于 1990 年 年 初 ， 凯 文 ， 培根 
标注 了 他 在 好 莱 坞 合作 的 每 一 位 演员 或 与 他 合作 过 的 人 。 这 使 有 些 人 发 明了 一 个 聚会 游戏 ， 要 

求 参加 者 从 指定 的 演员 找到 凯 文 。 培根 的 一 个 电影 系列 。 我 们 可 以 把 表演 学 院 的 任意 一 个 演员 
作为 中 心 ， 找 到 一 个 类 似 于 培根 数 的 数 。 4 








表 2 具有 给 定 培根 数 (到 2011 年 年 初 ) 的 演员 数 














2367 
242 407 
785 389 
200 602 


10. 4.3 无 向 图 的 连通 性 

车 消息 可 以 通过 一 个 或 多 个 中 间 计 算 机 来 传递 ， 则 计算 机 网 络 何 时 具有 每 对 计算 机 都 可 共 
享 信息 的 性 质 ? 当 利 用 图 来 表示 这 个 计算 机 网 络 时 ， 其 中 用 顶点 表示 计算 机 而 用 边 表 示 通 信和 链 
路 时 ， 这 个 问题 就 变 成 : 何 时 在 图 中 任意 两 个 顶点 之 间 都 存在 通路 ? 

若 无 向 图 中 每 一 对 不 同 的 顶点 之 间 都 有 通路 ， 则 该 图 称 为 连通 的 。 不 连通 的 无 向 
图 称 为 不 连通 的 。 当 从 图 中 删除 顶点 或 边 ， 或 两 者 时 ， 得 到 了 不 连通 的 子 图 ， 就 称 将 图 变 成 不 
连通 的 。 

因此 ， 在 网 络 中 的 任何 两 个 计算 机 之 间 都 可 以 通信 ， 当 且 仅 当 这 个 网 络 图 是 连通 的 。 

例 4 图 2 中 的 图 G, 是 连通 的 ， 因 为 在 每 a b 
一 对 不 同 的 顶点 之 间 都 有 通路 (读者 应 当 验 证 
它 )。 但 是 图 2 中 的 图 G; 不 是 连通 的 。 例 如 ， 《 a b 
在 顶点 4 和 4 之 间 没 有 通路 。 a 

第 11 章 将 用 到 下 述 定理 。 f d e 

在 连通 无 向 图 的 每 一 对 不 同 顶 点 | 
之 间 都 存在 简单 通路 。 

证 设 w 和 w 是 连通 无 向 图 G 二 (V，E) 的 
两 个 不 同 的 顶点 。 因 为 G 是 连通 的 ， 所 以 ww 和 
v 之 间 至 少 有 1 条 通路 。 设 x。，zxi，…，x, 是 图 2 图 G 和 CC 
长 度 最 短 的 通路 的 顶点 序列 ,其 中 zo 二 而 
zx, 二 v。 这 条 长 度 最 短 的 通路 是 简单 的 。 为 了 看 明白 这 一 点 ,假设 它 不 是 简单 的 。 则 对 满足 0 二 
i< 的 某 个 i 和 j 来 说 ， 有 zi 二 x;。 这 意味 着 通过 删除 顶点 序列 x;，…，zj-1 所 对 应 的 边 ， 就 
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得 到 带 有 顶点 序列 Tos TI Ti-iy Yi“ ”Tu 的 从 z 到 vw 的 更 短 的 通路 。 4 
连通 分 支 ” 图 G 的 连通 分 支 是 G 的 连通 子 图 ， 且 该 子 图 不 是 图 G 的 另 一 个 连通 子 图 的 真 
子 图 。 也 就 是 说 ， 图 G 的 连通 分 支 是 G 的 一 H, 


Hs 


个 极 大 连通 子 图 。 不 连通 的 图 G 具有 2 个 或 
2 个 以 上 不 相交 的 连通 子 图 ， 并 且 G 是 这 些 
连通 子 图 的 并 。 


例 5 图 3 所 示 的 图 五 的 连通 分 支 是 
什么 ? 
解 ” 如 图 3 所 示 ， 图 太 是 3 个 不 相交 的 
连通 子 图 有 H, 、H, 和 H, 的 并 。 这 3 个 子 图 是 
瓦 的 连通 分 支 。 人 图 3 图 及 和 它 的 连通 分 支 H1、Hs 和 HH， 
例 6 呼叫 图 的 连通 分 支 ， 当 电话 呼叫 
图 (参见 10. 1 节 例 4) 中 存在 一 系列 从 工 开始 到 y 结束 的 电话 呼叫 时 ， 两 个 顶点 x 和 y 就 属于 同 
一 个 连通 分 支 。 当 分 析 AT&T 网 络 中 特定 一 天 内 发 生 的 电话 呼叫 的 呼叫 图 时 ， 发 现 这 个 图 具 
有 53 767 087 个 顶点 、 超 过 17 000 万 条 边 和 超过 370 万 个 连通 分 支 。 这 些 连 通 分 支 大 多 数 都 很 


us 


uw 
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小 ， 大约 3/4 是 由 表示 只 在 彼此 之 间 呼 叫 的 一 对 电话 号 码 的 两 个 顶点 所 组 成 。 这 个 图 具有 一 个 
包含 44 989 297 个 顶点 ( 占 总 数 的 80%) 的 巨大 的 连通 分 支 。 另 外 ， 这 个 连通 分 支 中 的 每 个 顶点 
都 可 以 通过 一 条 不 超过 20 个 顶点 的 链 连 接 到 任何 其 他 顶点 。 4 


10. 4.4 图 是 如 何 连通 的 

设 有 一 个 表示 计算 机 网 络 的 图 。 由 该 图 是 连通 的 可 知 ， 该 网 络 中 任意 两 台 计 算 机 之 间 都 可 
以 通信 。 然 而 ， 我 们 还 想 知 道 这 个 网 络 有 多 可 靠 。 例 如 ， 当 一 个 路 由 器 或 通信 和 链 路 发 生 故障 
时 ， 它 是 否 还 能 保证 所 有 计算 机 之 间 可 以 通信 ? 为 了 回答 这 个 以 及 类 似 的 问题 ， 我 们 介绍 一 些 
新 的 概念 。 

有 时 删除 图 中 的 一 个 顶点 和 它 所 关联 的 边 ， 就 产生 比 原 图 更 多 的 连通 分 支 的 子 图 。 把 这 样 
的 顶点 称 为 割 点 (或 关节 点 )。 从 连通 图 里 删除 割 点 ， 就 产生 不 连通 的 子 图 。 同 理 ， 如 果 删 除 一 
条 边 ， 就 产生 比 原 图 更 多 连通 分 支 的 子 图 ， 这 条 边 就 称 为 割 边 或 桥 。 注 意 ， 在 表示 计算 机 网 络 
的 图 中 ， 割 点 和 制 边 表示 了 最 重要 的 路 由 器 和 最 重要 的 链 路 ， 为 了 使 所 有 的 计算 机 可 以 通信 ， 
它们 不 能 发 生 故 障 。 

例 7 求 出 图 4 所 示 的 图 G 的 割 点 和 割 边 。 





4 一 些 连通 的 图 


解 ” 图 G, 的 割 点 是 5、c 和 e。 删 除 这 些 顶 点 中 的 一 个 (和 它 的 邻 边 )， 就 使 得 这 个 图 不 再 
是 连通 的 。 制 边 是 {a，5} 和 {c，e} 。 删 除 这 些 边 中 的 一 条 ， 就 使 得 G 不 再 是 连通 的 。 4 
点 连通 性 ”并 不 是 所 有 的 图 都 有 割 点 。 例 如 ， 完 全 图 K,， 其 中 n 宇 3， 就 没有 割 点 。 当 从 
K, 中 删除 一 个 顶点 及 其 相关 联 的 边 时 ， 得 到 的 子 图 是 一 个 连通 的 完全 图 K,-,。 不 含 割 点 的 连 


图 577 





通 图 称 为 不 可 分 割 图 ， 它 比 有 割 点 的 连通 图 具有 更 好 的 连通 性 。 我 们 可 以 扩展 这 个 概念 ， 基 于 
使 一 个 图 不 连通 需要 删除 的 最 小 的 顶点 数 ， 定 义 一 个 与 图 的 连通 性 相关 的 更 大 粒度 的 方法 。 

车 G 一 V' 是 不 连通 的 ， 则 称 G 二 (V，E) 的 顶点 集 V 的 子 集 V' 是 点 割 集 ， 或 分 割 集 。 例 如 ， 
在 图 1 中， 集合 {5，c，e} 是 一 个 含有 3 个 顶点 的 点 割 集 ， 读 者 可 自行 验证 。 我 们 留 给 读者 证 明 
(练习 51) ， 除 了 完全 图 以 外 ， 每 一 个 连通 图 都 有 一 个 点 割 集 。 我 们 定义 非 完全 图 的 点 连通 度 
为 点 割 集中 最 小 的 顶点 数 ， 记 作 K(G) 。 

当 G 是 完全 图 时 ， 它 没有 点 割 集 ， 因 为 删除 它 顶 点 集合 的 任意 子 集 及 其 所 有 相关 联 的 边 后 
它 仍然 是 一 个 完全 图 。 同 时 ， 当 G 是 完全 图 时 ， 我们 不 能 把 k(G) 定 义 为 点 割 集 的 最 小 顶点 数 。 
我 们 用 Kk(K,) 二 n 一 1 来 替代 ， 这 是 需要 删除 的 顶点 数 ， 以 便 得 到 只 含有 一 个 顶点 的 图 。 

因此 ， 对 于 每 一 个 图 G，K(G) 是 使 G 变 成 不 连通 的 图 或 只 含有 一 个 顶点 的 图 所 需 删除 的 
最 小 的 顶点 数 。 若 G 含 有 ) 个 顶点 ， 则 o 芝 kK(G) 过 一 1，K(G) =0 当 且 仅 当 G 是 不 连通 的 或 
G 一 K,，K(G) 二 n 一 1 当 且 仅 当 G 是 完全 图 [参见 练习 52a)] 。 

Kk(G) 越 大 ， 我 们 认为 G 的 连通 性 越 好 。 不 连通 的 图 和 K, 具有 Kk(G) 二 0， 含有 点 割 集 的 连 
通 图 和 Ks; 具有 Kk(G) 二 1， 不 含 点 市 集 的 需要 删除 两 个 顶点 才 变 成 不 连通 的 图 和 K, 具有 
K(G) 二 2， 以 此 类 推 。 车 Kk(G) 宇 &， 我们 称 图 为 连通 的 (或 顶点 -连通 的 )。 若 图 是 连通 的 且 
不 是 只 含 1 个 顶点 的 图 ， 则 称 该 图 是 1 连通 的 ; 若 图 是 不 可 分 割 的 且 至 少 含 有 3 个 顶点 ， 则 称 
该 图 为 2 连通 的 或 双 连 通 的 。 注 意 若 G 是 一 个 连通 图 ， 则 对 所 有 的 ij，0 三 j 二 &，G 是 一 个 j 
连通 图 。 

例 8 求 出 图 4 中 每 个 图 的 点 连通 度 。 

解 ”图 4 中 的 5 个 图 都 是 连通 的 且 顶 点 数 都 大 于 1， 所 以 每 个 图 的 点 连通 度 都 为 正 数 。 因 
为 G 是 含 1 个 割 点 的 连通 图 ， 如 例 7 所 示 ， 所 以 xX(G) 二 1。 同 理 ，Kk(G;) 二 1， 因 为 c< 是 Gs 的 
一 个 割 点 。 

读者 可 验证 G, 没有 割 点 ， 但 是 {45，8&g} 是 一 个 点 割 集 。 所 以 k(G, ) 王 2。 同 理 ，G, 没有 制 
点 ,但 是 有 一 个 含有 两 个 元 素 {c，f} 的 点 割 集 。 由 此 可 得 ，Kk(G,) 二 2。 读 者 可 验证 G; 没有 含 
有 两 个 元 素 的 点 割 集 , 但 {6，c， 放 是 Gs 的 一 个 点 割 集 ， 所 以 Kk(G;) 二 3。 要 

边 连 通 度 ”我们 可 以 用 把 连通 图 G 一 (V，E) 变 成 不 连通 的 所 需要 删除 的 最 小 边 数 ， 来 度 
量 连通 图 G 的 连通 性 。 若 一 个 图 含有 割 边 ， 那 么 我 们 只 需 删除 该 边 就 可 以 使 G 变 成 不 连通 的 。 
如 果 G 不 含有 割 边 ， 那 么 我 们 寻找 需要 删除 的 最 小 的 边 割 集 ， 以 使 G 变 成 不 连通 的 。 如 果 
G 一 E' 是 不 连通 的 ， 则 称 边 集 E' 是 图 G 的 边 割 集 。 图 G 的 边 连通 度 ， 记 作 1(G) ， 是 图 G 的 边 
割 集中 的 最 小 的 边 数 。 这 给 出 了 顶点 数 大 于 1 的 所 有 连通 图 的 4(G) 的 定义 ， 因 为 把 所 有 与 图 
中 某 个 顶点 相关 联 的 边 都 删除 ， 就 可 以 使 该 图 变 成 不 连通 的 。 注 意 ， 若 G 是 不 连通 的 ， 则 
4(G)= 二 0。 车 G 是 只 含有 1 个 顶点 的 图 ， 我 们 也 定义 4(G)= 二 0。 由 此 可 得 ,车 G 是 含有 nn 个 项 
点 的 图 ， 则 0 二 A4(G) 志 一 1。 我 们 留 给 读者 [练习 52b)] 证 明 ，G 是 含有 n 个 顶点 的 图 ，4(G) = 
n 一 1 当 且 仅 当 G=K,， 这 等 价 于 命题 ， 若 G 不 是 完全 图 ， 则 4(G)<n 一 2。 

例 9 求 图 4 中 每 个 图 的 边 连通 度 。 

解 ” 图 4 中 的 5 个 图 都 是 连通 的 且 顶 点 数 都 大 于 1， 所 以 每 个 图 的 边 连 通 度 都 为 正 数 。 如 
例 7 所 示 ， 因 为 G, 含 1 条 割 边 ， 所 以 MA(G: ) 一 1。 

读者 需要 验证 G, 没有 市 边 ,， 但 是 删除 {a，5} 和 {a，c} 两 条 边 后 ， 就 可 以 使 它 变 成 不 连通 
的 。 所 以 4(G,)= 二 2。 同 理 ,，X4(G,;) 二 2， 因 为 G, 没有 市 边 ， 但 是 删除 {5，c} 和 {f，g} 两 条 边 后 ， 
就 可 以 使 它 变 成 不 连通 的 。 

读者 可 以 验证 ， 删 除 任意 两 条 边 ， 都 不 能 使 G, 变 成 不 连通 的 ， 但 是 删除 {6，c}、{a， 了 } 
和 {f/f，g}) 三 条 边 后 ， 就 可 以 使 它 变 成 不 连通 的 。 所 以 ，%(G,) = 二 3。 最后， 读者 需要 验证 
4(G;) = 二 3， 因 为 删除 任意 两 条 边 ， 都 不 能 使 其 变 成 不 连通 的 ， 但 是 删除 {a,，5}、{a，g} 和 {a， 
及} 三 条 边 后 ， 就 可 以 使 它 变 成 不 连通 的 。 马 
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一 个 与 点 连通 度 和 边 连通 度 相 关 的 不 等 式 ” 当 G=(V， 忆 ) 是 一 个 至 少 含 有 3 个 顶点 的 非 完 
全 连通 图 时 ， 图 G 中 顶点 的 最 小 度 是 图 G 的 点 连通 度 和 图 G 的 边 连通 度 的 上 界 。 即 
K(G)<mindeg(v) 和 A(G)<min deg(v)。 为 了 明白 这 一 点 ， 注 意 删除 度 最 小 的 顶点 的 所 有 邻居 ， 
就 使 G 变 成 不 连通 的 ; 而 且 删 除 所 有 以 度 最 小 的 顶点 为 端点 的 边 ， 就 使 G 变 成 不 连通 的 。 

在 练习 55 中 ， 我 们 要 求 读者 证 明 ， 车 G 是 一 个 连通 的 非 完 全 图 ， 则 k(G) 二 4(G)。 还 要 注 
意 ,若是 正 整 数 ， 则 k(K,) 一 X(K,) 一 min deg(v) 二 n 一 1， 而且， 车 G 是 不 连通 的 图 ， 则 x(G) 一 
4(G) 二 0。 将 这 些 事实 结合 起 来 ， 对 所 有 的 图 G 有 

K(G) < A(G) < min deg(v) 

点 连通 度 和 边 连通 度 的 应 用 图 的 连通 性 对 涉及 网 络 可 靠 性 的 许多 问题 都 很 重要 。 例 如 ， 
我 们 在 介绍 割 点 和 制 边 时 提 到 的 ， 我们 可 以 用 顶点 表示 路 由 器 ， 用 边 表示 它们 之 间 的 链 路 来 为 
数据 网 络 建 模 。 图 中 的 点 连通 度 等 于 使 网 络 不 连通 不 能 提供 服务 的 最 小 的 路 由 器 数 。 若 宕 机 的 
路 由 器 少 于 这 个 数 ， 那 么 还 可 以 在 任意 两 个 路 由 器 之 间 进 行 数据 传输 。 边 连通 度 表 示 使 网 络 不 
连通 发 生 故 障 的 最 小 的 光纤 链 路 数 。 若 发 生 故 障 的 链 路 数 少 于 这 个 数 ， 那 么 还 可 以 在 任意 两 个 
路 由 器 之 间 进 行 数 据 传输 。 

我 们 可 以 使 用 顶点 表示 高 速 公 路 交叉 点 ， 边 表示 连接 交叉 点 的 公路 为 高 速 公路 网 建 模 。 
该 图 的 点 连通 度 表示 ， 使 任意 两 个 交叉 点 不 能 通行 ， 在 某 一 时 刻 所 需 关 闭 的 最 少 交叉 点 数 。 
若 少 于 这 个 数 的 交叉 点 关闭 ， 则 还 可 以 在 任意 两 个 交叉 点 之 间 通 行 。 边 连通 度 表 示 使 高 速 公 
路 不 连通 ， 所 需 关 闭 的 最 少 的 公路 数 。 如 果 少 于 这 个 数 的 高 速 公路 关闭 ， 则 还 可 以 在 任意 两 
个 交叉 点 之 间 通 行 。 显 然 ， 当 设计 公路 维修 计划 时 ， 这 个 信息 对 高 速 公 路 管理 部 门 是 很 有 
用 的 。 


10.4.5 有 向 图 的 连通 性 
根据 是 否 考虑 边 的 方向 ， 在 有 向 图 中 有 两 种 连通 性 概念 。 
抽 理 | 若 对 于 有 向 图 中 的 任意 顶点 a 和 4b， 都 有 从 a 到 b 和 从 b 到 a 的 通路 ， 则 该 图 是 强 
连通 的 。 
对 于 一 个 强 连通 的 有 向 图 ， 在 这 个 图 中 的 任何 一 个 顶点 到 任何 另 一 个 顶点 之 间 一 定 存在 有 
向 边 的 序列 。 有 向 图 可 以 不 是 强 连通 的 ， 但 还 是 “一 整 块 ”>。 定 义 5 准确 地 说 明了 这 个 概念 。 
罚 ” 若 在 有 向 图 的 基本 无 向 图 中 ， 任 何 两 个 顶点 之 间 都 有 通路 ， 则 该 有 向 图 是 弱 连 





也 就 是 说 ， 有 向 图 是 弱 连 通 的 ， 当 且 仅 当 在 忽略 。 6 
边 的 方向 时 ， 任 何 两 个 顶点 之 间 总 是 存在 通路 。 显 
然 ， 任 何 强 连 通 有 向 图 也 是 弱 连 通 的 。 
例 10 图 5 所 示 的 有 向 图 G 和 互 是 否 为 强 连通 
的 ? 是 否 为 弱 连 通 的 ? 
解 G 是 强 连通 的 ， 因 为 在 这 个 有 向 图 中 ， 任 何 
两 个 顶点 之 间 都 存在 通路 (读者 应 当 验 证 它 )。 因 此 G 
也 是 弱 连 通 的 。 图 互 不 是 强 连通 的 。 在 这 个 图 中 ， 从 图 5， 有 向 图 和 及 
a 到 b 没有 有 向 通路 。 但 是 吾 是 弱 连 通 的 ， 因 为 在 五 的 基本 无 向 图 中 ， 任 何 两 个 顶点 之 间 都 
有 通路 (读者 应 当 验 证 它 ) 。 4 
有 向 图 的 强 连 通 分 支 ， 有 向 图 G 的 子 图 是 强 连通 的 ， 但 不 包含 在 更 大 的 强 连通 子 图 中 ， 即 
极 大 强 连通 子 图 ， 可 称 为 G 的 强 连通 分 支 或 强 分 支 。 注 意 ， 若 a 和 4b 是 有 向 图 中 的 两 个 顶点 ， 
它们 的 强 连通 分 支 或 者 相同 或 者 不 相交 。( 我 们 把 这 个 事实 的 证 明 留 在 练习 17 中 。) 
例 11 图 5 中 的 图 互 有 3 个 强 连通 分 支 ， 包括 : 顶点 a; 顶点 e; 由 顶点 6、c 和 4d 以 及 边 
(2，c) 、(c，d) 和 (&，2) 所 组 成 的 子 图 。 


例 12 网 络 图 的 强 连 通 分 支 在 10.1 节 例 5 中 介绍 的 网 络 图 ， 用 顶点 表示 网 页 而 用 有 向 
边 表示 链 路 。 该 网 络 在 1999 年 的 快照 产生 了 具有 2 亿 个 顶点 和 15 亿 条 边 的 网 络 图 (现在 这 个 
数目 又 有 了 可 观 的 增长 ) (详情 参 见 LBr00]) 。 

该 网 络 图 的 基本 无 向 图 不 是 连通 的 ， 但 是 有 一 个 包含 了 这 个 图 中 大 约 90% 的 顶点 的 连通 
分 支 。 与 基本 无 向 图 中 的 这 个 连通 分 支 所 对 应 的 原来 有 向 图 的 子 图 ( 即 具 有 相同 的 顶点 以 及 连 
接 这 些 项 点 的 所 有 有 向 边 ) ， 有 一 个 非常 大 的 强 连 通 分 支 和 许多 小 的 强 连 通 分 支 。 前 者 称 为 这 
个 有 向 图 的 巨型 强 连通 分 支 (GSCC) 。 从 这 个 分 支 中 的 任何 其 他 网 页 开始 的 链 路 都 可 到 达 这 个 
分 支 中 的 某 一 个 网 页 。 已 经 发 现 ， 这 项 研究 产生 的 网 络 图 中 的 巨型 强 连通 分 支 有 超过 5300 万 
个 顶点。 这 个 无 向 图 的 大 型 连通 分 支 中 的 其 余 顶 点 表示 3 种 不 同类 型 的 网 页 : 可 以 从 巨型 强 连 
通 分 支 中 的 网 页 到 达 的 , 但 是 不 能 通过 一 系列 链 路 返回 前 面 这 些 网 页 的 网 页 ; 可 以 通过 一 系列 
链 路 返回 巨型 强 连 通 分 支 中 的 网 页 ， 但 是 不 能 通过 巨型 强 连通 分 支 中 网 页 上 的 链 路 到 达 的 网 
页 ; 既 不 能 到 达 巨 型 强 连通 分 支 中 的 网 页 ， 也 不 能 通过 一 系列 链 路 从 巨型 强 连 通 分 支 中 的 网 页 
到 达 的 网 页 。 这 项 研究 发 现 其 余 这 三 个 集合 中 的 每 个 都 具有 大 约 4400 万 个 顶点 (这 三 个 集合 都 
接近 同样 的 规模 ， 这 是 相当 令 人 惊讶 的 ) 。 4 


10. 4.6 通路 与 同 构 

有 多 种 方式 可 以 利用 通路 和 回路 来 帮助 判定 两 个 图 是 否 同 构 。 例 如 ， 特 定 长 度 简单 回路 的 
存在 ， 就 是 一 种 可 以 用 来 证 明 两 个 图 是 不 同 构 的 有 用 的 不 变量 。 另 外 ， 可 以 利用 通路 来 构造 可 
能 的 同 构 映射 。 

前 面 提 到 过 ， 简 单 图 的 一 个 有 用 的 同 构 不 变量 是 长 度 为 上 的 简单 回路 的 存在 性 ， 其 中 & 是 
大 于 2 的 正 整 数 ( 这 是 一 个 不 变量 的 证 明 在 本 节 练 习 60 中 )。 例 13 说 明 如 何 用 这 个 不 变量 来 证 
明 两 个 图 是 不 同 构 的 。 

例 13 判定 图 6 所 示 的 图 G 和 互 是否 是 同 构 的 。 

解 GC 和 互 都 具有 6 个 顶点 和 8 条 边 。 各 自 具有 4 个 度 为 3 的 顶点 和 2 个 度 为 2 的 顶点 。 
所 以 对 两 个 图 来 说 ， 这 3 个 不 变量 (顶点 数 、 边 数 以 及 顶点 度 ) 都 是 相同 的 。 但 是 互 有 长 度 为 3 
的 简单 回路 ， 即 w, v, ve, vs 而 通过 观察 可 以 看 到 ， G 没有 长 度 为 3 的 简单 回路 (G 中 的 所 
有 简单 回路 的 长 度 至 少 为 4)。 因 为 存在 一 条 长 度 为 3 的 简单 回路 是 一 个 同 构 不 变量 ， 所 以 G 
和 互 是 不 同 构 的 。 4 

我 们 已 经 说 明了 如 何 用 某 种 类 型 的 通路 ， 即 具有 特定 长 度 的 简单 回路 , 来 证 明 两 个 图 是 不 
同 构 的 。 还 可 以 用 通路 求 出 潜在 的 同 构 映射 。 

例 14 判定 图 7 所 示 的 图 G 和 互 是否 是 同 构 的 。 


ul vi] 
46 Ws v6 I 
U2 vi 
us U3 vs V3 A YY 
ua Vx us U4 Va Va 
G H G H 


图 6 图 G 和 昌 图 7 图 G 和 五 
解 G 和 玉 都 具有 5 个 顶点 和 6 条 边 ， 都 具有 2 个 度 为 3 的 顶点 和 3 个 度 为 2 顶点， 而且 
都 具有 1 个 长 度 为 3 的 简单 回路 ，1 个 长 度 为 4 的 简单 回路 ,以 及 1 个 长 度 为 5 的 简单 回路 。 
因为 所 有 这 些 同 构 不 变量 都 是 相同 的 ， 所 以 G 和 互 可 能 是 同 构 的 。 


> 可 
Precsikes 
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为 了 求 出 可 能 的 同 构 ， 沿 着 经 过 所 有 项 点 并 且 使 得 两 个 图 中 的 对 应 顶点 的 度 都 相同 的 通路 
前 进 。 例 如 ，G 中 的 通路 i，w,，us， uz，us 和 玉 中 的 通路 v83，v。，vi，vs，v 都 经 过 图 中 的 
每 一 个 顶点 ， 都 从 度 为 3 的 顶点 开始 ， 都 分 别 经 过 度 为 2 的 顶点 、 度 为 3 的 顶点 和 度 为 2 顶点 
并 且 在 度 为 2 的 顶点 结束 。 通 过 在 图 中 沿 着 这 些 通路 前 进 ， 定义 映射 f 满足 f (uw) 二 wv、 
fu) 二 ve、f(ws) 王 vw、f(w,s) 二 v; 和 flus) 二 v,。 通 过 说 明 f 保持 边 或 者 通过 说 明 在 顶点 的 适 
当 顺 序 下 G 和 互 的 邻接 矩阵 是 相同 的 ， 读 者 就 可 以 说 明 f 是 一 个 同 构 ， 所 以 G 与 有 是 同 
构 的 。 4 


10. 4.7 计算 顶点 之 间 的 通路 数 

在 一 个 图 中 两 个 顶点 之 间 通 路 的 数目 ， 可 以 用 这 个 图 的 邻接 矩阵 来 确定 。 

设 G 是 一 个 图 ， 该 图 的 邻接 矩阵 A 相对 于 图 中 的 顶点 顺序 vi，，w，…，v, (允许 
带 有 无 向 或 有 向 边 、 带 有 多 重 边 和 环 )。 从 v; 到 v 长 度 为 + 的 不 同 通路 的 数目 等 于 A" 的 第 (i， 
7 项， 其 中 六 是正 整 数 。 

证 ”用 数学 归纳 法 证 明 。 设 G 是 带 有 邻接 矩阵 4 的 图 (假设 G 的 顶点 具有 顺序 mw， 也 ，…， 
)。 从 到 长 度 为 1 的 通路 数 是 4 的 第 (i， 让 项 ， 因 为 该 项 是 从 wv 到 mw 的 边 数 。 

假设 4" 的 第 (i， 站 项 是 从 v, 到 wv 长度 为 + 的 不 同 通路 的 个 数 。 这 是 归纳 假设 。 因 为 4™! = 
A'4， 所 以 4""! 的 第 (i， 门 项 等 于 

baay 十 Daasi c+ “二 baa 

其 中 5 是 4" 的 第 (i，k) 项 。 根据 归纳 假设 ，b4 是 从 wv 到 mw 长 度 为 > 的 通路 数 。 

从 wv 到 vw 长度 为 r 十 1 的 通路 ， 包括 从 w 到 某 个 中 间 顶 点 v 长 度 为 > 的 通路 以 及 从 v 到 
ui 的 边 。 根 据 计 数 的 乘积 法 则 ， 这 样 的 通路 个 数 是 从 v; 到 vi 长 度 为 r 的 通路 数 ( 即 5 ) 与 从 v 
到 vw; 的 边 数 ( 即 or ) 积 。 当 对 所 有 可 能 的 中 间 顶 点 vw 求 这 些 乘积 之 和 时 ,根据 计数 的 求 和 法 


则 ， 就 可 以 得 出 所 需要 的 结果 。 4 
例 15 在 图 8 所 示 的 简单 图 G 中 ， 从 a 到 4 长度 为 4 的 通路 有 多 少 条 ? 
解 G 的 邻接 矩阵 (顶点 顺序 为 a,，5，c，d) 是 
1 1 中 
1 人 人 
和 | T26 0 
人 二 四 咯 
因此 从 a 到 4 长度 为 4 的 通路 数 是 A 的 第 (1，4) 项 。 因 为 0 
0 图 8 图 G 
8 
8 


0 8 
0 8 0 

A = 
0 8 0 
8 0 0 8 
所 以 恰好 有 8 条 从 a 到 4 长度 为 4 的 通路 。 通过 观察 这 个 图 ， 我 们 看 出 a, b, a, b, d; a, b， 
as Cs» ds drmbs ds bs, dy Us bs By Es ds Us han by dh dy Cs Uy Cy ds ay C3 ds b, ad 
和 a,，c，d，c，d 是 8 条 从 4a 到 4 的 通路 。 4 
定理 2 可 以 用 来 求 出 在 图 的 两 个 顶点 之 间 的 最 短 通路 的 长 度 ( 见 练习 56)， 还 可 以 用 来 判定 

图 是 否 连 通 ( 见 练习 61 和 62) 。 


练习 

1. 下 述 每 个 顶点 列表 是 否 可 以 构成 下 图 中 的 通路 ?哪些 通路 是 简单 的 ? 哪些 是 回路 ? 这 些 通 路 的 长 度 是 
多 少 ? 
a)a, e, b, c, b b)a, e, a, d, b,c, a 


c)e，D ay d, b, e dey bs ds ar ec 
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2. 下 述 每 个 顶点 列表 是 否 可 以 构成 下 图 中 的 通路 ? 哪些 通路 是 简单 的 ? 哪些 是 回路 ? 这 些 通路 的 长 度 是 
多 少 ? 
a)a, b, es Cs 6 b)a, sy Qy dy a 
Ca, d, b, e, a d)a, b, e, c, b, d, a 
a b C 


在 统 习 PY 中 ， ds 
rs 2 


, 在 练习 3 一 5 中 ， 每 个 图 各 自 有 多 少 个 连通 分 支 ? 对 每 个 图 求 出 它 的 每 个 连通 分 支 。 

. 相识 关系 图 的 连通 分 支 表示 什么 ? 

. 合作 图 的 连通 分 支 表示 什么 ? 

. 解释 为 什么 在 数学 家 的 合作 图 中 (参见 10. 1 节 例 3) ， 表 示 一 个 数学 家 的 顶点 与 表示 保罗 “' 埃 德 斯 的 项 
点 是 在 同一 个 连通 分 支 中 ， 当 且 仅 当 这 个 数学 家 具有 有 穷 的 埃 德 斯 数 。 

10. 在 好 莱 坞 图 中 (参见 10. 1 节 例 3)， 什 么 时 候 表示 一 个 演员 的 顶点 与 表示 凯 文 。 培根 的 项 点 是 在 同一 


‘© oS 


个 连通 分 支 中 ? 
11， Rss 如 果 不 是 ， a 
a)a b) a 





一 区 > 


12. py 如 果 不 是 ， 有 
3a) 4 b C by) b Ca b 


13. 电话 呼叫 图 的 强 连通 分 支 表示 什么 ? 
14. 人 


a)a 


A 1 
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15. 求 下 列 各 图 的 强 连通 分 支 。 
人 C b)a b d 
类 e d | 8 f e 
c)a b C d € 
i h 8 次 
设 G=(V，E) 是 有 向 图 。 对 于 wEV 和 wEV， 若 有 一 条 从 wv 到 ww 的 有 向 通路 ， 则 称 多 是 从 wv 可 达 的 。 
若 在 图 G 中 ， 有 一 条 从 v 到 包 的 有 向 通路 和 一 条 从 多 到 wv 的 有 向 通路 ， 则 称 "和 也 是 相互 可 达 的 。 
16. 证 明 : 车 G=(V，E) 是 有 向 图 ，u、v 和 ww 都 是 V 的 顶点 ， 且 和 w 是 相互 可 达 的 ,，v 和 w 是 相互 可 
达 的 ， 则 w 和 w 也 是 相互 可 达 的 。 
17. 证 明 : 车 G==(V，E) 是 有 向 图 ， 则 V 中 的 两 个 顶点 u 和 w 所 在 的 强 连通 分 支 要 么 相同 ， 要 么 不 相交 。 
[提示 : 使 用 练习 16。] 
18. 证 明 : 连接 有 向 图 同一 个 强 连通 分 支 中 两 个 顶点 的 有 向 通路 所 访问 的 所 有 顶点 也 都 在 这 个 强 连通 分 支 中 。 
19. 求 K, 中 两 个 不 同 顶 点 之 间 长 度 为 n 的 通路 的 数目 ， 若是 


a)2 b)3 c)4 d)5 
20. 运用 通路 要 么 证 明 这 两 个 图 不 是 同 构 的 ， 要么 找 出 这 两 图 之 间 的 一 个 同 构 。 


Ul wu V1 2 
Ua U3 Va V3 
G H 
21. 运用 通路 要 么 证 明 这 两 个 图 不 是 同 构 的 ， 要么 找 出 这 两 图 之 间 的 一 个 同 构 。 
ul Uz vi V2 
usg Us Ys Vs 
Uy Ua , y7 Va 
16 us v6 Vs 
G H 


22. 运用 通路 要 么 证 明 这 两 个 图 不 是 同 构 的 ， 要么 找 出 这 两 图 之 间 的 一 个 同 构 。 


ul U2 vl V2 
usg us V8 V3 
U7 U4 V7 va 
ue us ve vs 
G H 


23. 


24, 
25. 
26. 


27. 


* 28. 


29. 


* 30. 


31. 4 


34. 
35, 
* 36. 


# 37, 
* 38. 
39. 
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运用 通路 要 么 证 明 这 两 个 图 不 是 同 构 的 ， 要么 找 出 这 两 图 之 间 的 一 个 同 构 。 


ul U2 YI 





对 练习 19 中 的 nn 值 来 说 ， 求 出 K;,; 中 任意 两 个 相 邻 顶点 之 间 长 度 为 n 的 通路 的 数目 。 
对 练习 19 中 的 n 值 来 说 ,， 求 出 K;,; 中 任意 两 个 不 相 邻 顶点 之 间 长 度 为 n 的 通路 的 数目 。 
求 出 在 图 1 中 c 和 4 之 间 具 有 如 下 长 度 的 通路 的 数目 : 

a)2 b)3 C)4 

d)5 e)6 1) 7 

求 出 在 练习 2 里 的 有 向 图 中 从 a 到 e 具有 如 下 长 度 的 通路 的 数目 : 

a)2 b)3 C)4 

d)5 e)6 7 

证 明 : 带 有 个 顶点 的 连通 图 至 少 具有 nn 一 1 条 边 。 

设 G=(V， 匹 ) 是 简单 图 。 设 尺 是 了 上 的 关系 ， 它 是 由 顶点 对 (x， 卫 所 组 成 的 ， 使 得 存在 从 xx 到 的 
通路 或 使 得 x 二 v。 证 明 : R 是 等 价 关 系 。 

证 明 : 在 任何 简单 图 中 ， 任 何 度 为 奇数 的 顶点 都 与 其 他 某 些 度 为 奇数 的 顶点 之 间 有 通路 。 
和 人 


SS 让 


求 练习 31 一 33 中 图 的 所 有 割 边 。 
假设 v 是 一 条 荐 边 的 端点 。 证 明 ; v 是 市 点 当 且 仅 当 它 不 是 悬挂 点 。 
证 明 : 在 连通 简单 图 G 中 ， 顶 点 c 是 割 点 当 且 仅 当 存在 着 与 c 不 同 的 顶点 和 vw， 并 且 在 ww 和 ww 之 间 
的 每 一 条 通路 都 经 过 c。 
证 明 : 在 至 少 有 2 个 顶点 的 简单 图 中 ， 至 少 有 2 个 顶点 不 是 割 点 。 
证 明 ; 简单 图 中 的 一 条 边 是 割 边 ， 当 和 且 仅 当 它 不 属于 该 图 任何 一 条 简单 回路 。 
车 网 络 中 的 通信 和 链 路 故障 会 导致 不 能 传送 某 些 消息 ， 则 应 当 提 供 备 份 链 路 。 对 下 面 a) 和 b) 所 示 的 通 
信和 网 络 来 说 ， 确 定 哪 些 链 路 应 该 有 备份 链 路 。 
a) 波士顿 
芝加哥 纽约 


华盛顿 


旧金山 


丹佛 
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一 个 有 向 图 G 的 项 点 基 是 G 的 一 个 最 小 顶点 集合 B， 使 得 对 于 G 中 任何 一 个 不 在 B 中 的 顶点 ww， 都 
有 从 B 中 的 一 个 顶点 到 wv 的 一 条 通路 。 
40. 对 10. 2 节 练 习 7 一 9 中 的 每 个 有 向 图 ， 求 其 顶点 基 。 
41. 在 影响 图 (在 10. 1 节 例 2 中 描述 ) 中 顶点 基 的 重要 性 是 什么 找 出 该 例 中 影响 图 的 顶点 基 。 
42. 证 明 : 若 连通 简单 图 G 是 图 G 和 Gs 的 并 图 ， 则 G 和 Gs 至 少 具 有 1 个 公共 的 顶点 。 
* 43, 证 明 : 若 简单 图 G 有 个 连通 分 支 ， 而 且 这 些 分 支 分 别 具 有 吉 ，ns，…，nmu 个 顶点 ， 则 G 的 边 数 不 超 过 


DJ)Cln,2) 
* 44. 用 练习 43 证明: 带 有 个 项 点 和 个 连通 分 支 的 简单 图 最 多 有 (n 一 k)(n 一 k 十 1)/2 条 边 。[ 提 示 : 首先 证 明 
2) E12n A 


其 中 n; 是 第 i 个 连通 分 支 的 顶点 数 。j 
* 45. 证 明 : 车 带 有 个 顶点 的 简单 图 G 具有 超过 (n 一 1) (n 一 2)/2 条 边 ， 则 它 是 连通 的 。 
46. 当 把 图 中 的 顶点 都 列 出 来 ， 且 每 个 连通 分 支 中 的 顶点 都 连续 地 列 出 时 ， 描 述 带 有 nn 个 连通 分 支 的 图 


的 邻接 矩阵 。 
47. 当 n 取 如 下 值 时 ， 存 在 多 少 个 不 同 构 的 带 有 7 个 顶点 的 连通 简单 图 ? 
a)2 b)3 C)4 d)5 
48. 证 明 下 列 各 图 都 没有 荐 点 。 
a)C,， 其 中 ”之 3。 bwW,， 其 中 "之 3。 
©) Kn， 其 中 m 宇 2 和 7 之 2。 dQ,， 其 中 ”之 2。 


49. 证 明 练 习 48 中 的 每 个 图 都 没有 割 边 。 
50. 对 下 列 各 图 ， 求 K(C) 、 A(G) 和 min deg(v), 并 判断 EC(G)<XA(G) 达 min deg(v) 中 的 两 个 不 等 式 哪个 更 严格 。 


e da 





51. 证 明 : 若 G 是 连通 图 ， 则 有 可 能 删除 顶点 使 G 变 成 不 连通 的 当 且 仅 当 G 不 是 完全 图 。 
52. 证 明 : 若 G 是 含有 ?个 顶点 的 连通 图 ， 则 
a)K(G) 一 ?一 1 当 且 仅 当 G=K,。 
b)A(G) 王 * 一 1 当 且 仅 当 G=K,。 
53. 求 K(CKi) 和 XC(K。,,)， 其 中 m、n 是 正 整 数 。 
54. 构造 一 个 图 ， 使 得 K(G) 王 1、A(GC) 一 2 和 min deg(v) =3。 
x* 55. 证 明 : 车 G 是 一 个 图 。 则 Kk(G) 二 4(G)。 
56. 解释 如 何 用 定理 2 求 图 中 从 顶点 v 到 顶点 ww 的 最 短 通路 的 长 度 。 
57. 用 定理 2 求 图 1 中 从 “到 y 的 最 短 通路 的 长 度 。 
58. 用 定理 2 求 练习 2 中 的 有 向 图 从 a 到 c 的 最 短 通路 的 长 度 。 

[SFP 59. 设 P 和 P, 是 简单 图 G 中 顶点 和 vw 之 间 的 没有 相同 边 集 的 两 条 简单 通路 。 证 明 : 在 G 中 存在 简单 回路 。 
60. 证 明 : 长 度 为 & 的 简单 回路 的 存在 性 是 一 个 图 同 构 不 变量 ， 其 中 & 是 大 于 2 的 正 整 数 。 
61. 解释 如 何 用 定理 2 判定 图 是 否 是 连通 的 。 

62. 用 练习 61 证 明 : 图 2 中 的 图 Ci 是 连通 的 而 图 G; 不 是 连通 的 。 
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63. 证 明 : 简单 图 CG 是 二 分 图 ， 当 且 仅 当 G 没 有 包含 奇数 条 边 的 回路 。 

64. 在 约克 阿尔 昆 (735 一 804) 提 出 的 一 个 古老 智力 游戏 中 ， 一 位 农夫 需要 将 一 匹 狼 、 一 只 山羊 和 一 棵 白菜 
带 过 河 。 农 夫 只 有 一 只 小 船 ， 小 船 每 次 只 能 载 农夫 和 一 件 物品 (一 个 动物 或 者 一 棵 蔬菜 )。 农 夫 可 以 重 
复 渡 河 ， 但 如 果农 夫 在 河 的 另 一 边 ， 那 么 狼 会 吃 羊 ， 类 似 地 ， 羊 会 吃 白菜 。 可 以 通过 列 出 两 岸 各 有 什 
么 来 描述 问题 的 每 个 状态 。 例 如 ， 可 以 用 有 序 对 (FG，WC) 表 示 农 夫 和 羊 在 一 岸 ， 而 狼 和 白菜 在 另 一 岸 
的 状态 。[ 可 用 符号 必 表 示 某 边 岸 上 什么 也 没有 ， 这 样 问题 的 初始 状态 就 是 CFGCWC， 包 ) 。] 

a) 找 出 这 个 游戏 所 有 的 允许 状态 ， 其 中 不 能 出 现在 没有 农夫 的 情况 下 ， 让 狼 和 羊 ， 或 者 羊 和 白菜 在 
同一 岸上 。 

b) 构 造 一 个 图 ， 使 得 图 中 的 每 一 个 顶点 表示 一 个 允许 的 状态 ， 如 果 可 以 通过 一 次 船 的 运输 从 一 个 状 
态 转 换 到 男 一 个 状态 ,那么 相应 的 顶点 之 间 用 一 条 边 相 连 。 

中 解释 为 什么 找到 一 条 从 表示 (FGWC， 名 ) 状 态 的 顶点 到 表示 (名 ，FGWC) 状 态 的 顶点 的 通路 ， 就 能 
解决 这 个 问题 。 

d) 找 出 这 个 游戏 的 两 个 不 同 解 ， 每 个 解 都 使 用 7 次 渡河 。 

e) 假 设 每 次 农夫 携带 一 个 动物 过 河 都 要 付 1 元 的 过 路 费 ， 那 么 农夫 应 当 采 用 哪 一 个 解 以 使 过 路 费 最 少 。 

* 65. 参考 练习 64， 运 用 图 模型 和 图 中 的 通路 ， 求 解 吃醋 丈夫 问题 。 两 对 已 婚 夫妇 想 要 过 河 ， 他 们 只 能 找 
到 一 艘 小船， 小 船 一 次 只 能 运送 一 个 或 者 两 个 人 到 对 岸 。 每 个 丈夫 都 非常 爱 吃醋 ， 不 愿 让 自己 的 妻 
子 和 另外 一 位 男士 单独 在 船上 或 在 岸上 。 这 4 个 人 要 怎么 做 才能 到 达 对 岸 ? 

66. 假设 你 有 一 个 3 加 仑 的 过 和 一 个 5 加 仓 的 壶 ， 可 以 用 水 将 它们 灌 满 。 你 可 以 倒 空 任何 一 个 壶 ， 也 可 
以 把 水 从 一 个 壶 倒 往 另 一 个 壹 。 运 用 一 个 有 向 图 模型 来 说 明 ， 你 可 以 最 终 使 一 个 壶 里 恰好 装 1 加 仓 
的 水 。[ 提 示 : 用 有 序 对 (a， 妃 表示 每 个 壶 里 有 多 少 水 ， 然 后 用 顶点 来 表示 这 个 有 序 对 。 对 可 行 的 操 
作 ， 在 顶点 之 间 添 加 相对 应 的 边 。] 


10.5 欧 拉 通 路 与 哈密 顿 通路 


10.5.1 引言 

能 否 从 一 个 顶点 出 发 沿 着 图 的 边 前 进 ， 恰 好 经 过 图 的 每 条 边 一 次 并 且 回 到 这 个 顶点 ? 同 
样 ， 能 否 从 一 个 顶点 出 发 沿 着 图 的 边 前 进 ， 恰 好 经 过 图 的 每 个 顶点 一 次 并 且 回 到 这 个 顶点 ? 虽 
然 这 两 个 问题 有 相似 之 处 ， 但 是 对 于 所 有 的 图 来 说 ， 通 过 检查 图 中 顶点 的 度 ， 可 以 轻而易举 地 
回答 第 一 个 关于 是 否 具 有 欧 拉 回路 (Euler Circuit) 的 问题 ， 却 非常 难以 解决 第 二 个 关于 是 否 具 
有 哈密 顿 回路 (Hamilton Circuit) 的 问题 。 本 节 将 研究 这 些 问 题 并 讨论 求解 这 些 问 题 的 难点 。 虽 
然 这 两 个 问题 在 许多 不 同 领 域 里 都 有 实际 应 用 ， 但 是 都 来 源 于 古老 的 智力 题 。 下 面 将 介绍 这 些 
古老 的 智力 题 以 及 现代 的 实际 应 用 。 


10.5.2 欧 拉 通路 与 欧 拉 回 路 

普鲁士 的 哥 尼斯 堡 镇 ( 现 名 为 加 里 宁 格 勒 ， 属 于 俄罗斯 共和 国 ) 被 普 雷 格 尔 河 支流 分 成 四 部 
分 。 这 四 部 分 包括 普 雷 格 尔 河 两 岸 的 两 个 区 域 、 克 奈 普 霍 夫 岛 河 中 心 岛 以 及 普 雷 格 尔 河 两 条 支 
流 之 间 的 部 分 区 域 。 在 18 世纪 ，7 座 桥 将 这 些 区 域 连接 起 来 。 图 1 描述 了 这 些 区 域 和 桥 。 





图 1 哥 尼 斯 堡 的 7 座 桥 
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镇 上 的 人 们 在 周 日 穿 过 镇 子 进行 长 距离 的 散步 。 他 们 想 弄 明白 是 否 可 能 从 镇 里 的 某 个 位 置 
出 发 不 重复 地 经 过 所 有 桥 并 且 返 回 出 发 点 。 
瑞士 数学 家 列 晶 哈 德 。 欧 拉 解 决 了 这 个 问题 。 他 的 解答 发 表 在 C 
1736 年 ， 这 也 许 是 人 们 第 一 次 使 用 图 论 ( 关 于 欧 拉 原始 论文 原稿 的 
译 稿 ， 参 见 [BiLIWi99]) 。 欧 拉 利用 多 重 图 来 研究 这 个 问题 ， 其 中 用 
顶点 表示 这 四 部 分 ， 用 边 表示 桥 ， 如 图 2 所 示 。 
不 重复 地 经 过 每 一 座 桥 来 旅行 的 问题 可 以 利用 这 个 模型 来 重新 叙 4 D 
述 。 问 题 变 成 :在 这 个 多 重 图 中 是 否 存在 着 包含 每 一 条 边 的 简单 回路 ? 
对 | 图 G 中 的 欧 拉 回路 是 包含 G 的 每 一 条 边 的 简单 回路 。 
图 G 中 的 欧 拉 通路 是 包含 G 的 每 一 条 边 的 简单 通路 。 
例 1 和 例 2 解释 了 欧 拉 回路 和 欧 拉 通路 的 概念 。 
例 1 在 图 3 中， 哪些 无 向 图 有 欧 拉 回 路 ?在 没有 欧 拉 回路 的 图 2 哥 尼斯 堡 镇 的 
那些 图 中 , .哪些 具有 欧 拉 通 路 ? 多 重 图 模型 


a b a b a b 

X se 

d C d 权 & d e 
G G G 


| 2 3 


B 


图 3 无 向 图 G!、G: 和 Cs 


解 图 G 具有 欧 拉 回 路 ， 例 如 a，e，c，d，e，5，a。G 和 G 都 没有 欧 拉 回路 (读者 应 当 验 证 
它 )。 但 是 Cn 具有 欧 拉 通 路 ， 即 a, ¢, d, e, b, d, a, bs。 G; 没有 欧 拉 通路 (读者 应 当 验 证 它 ) 。 本 
例 2 在 图 4 中 ， 哪些 有 向 图 有 了 欧 拉 回 路 ? 在 没有 欧 拉 回 路 的 那些 图 中 ， 哪 些 具 有 欧 拉 


通路 ? 
a b 
a b ¢ d 
d c 人 ~ - a b 
HI 万 > H; 


图 4 有 向 图 Hl，H; 和 Hs 
解 ” 图 H, 有 欧 拉 回 路 , 例如 a，g，c，5，g，e，d，f，a。H, 和 昌 , 都 没有 欧 拉 回路 ( 读 
wus2 铝 者 应 当 验 证 它 )。 昌 ;具有 欧 拉 通 路 ， 即 <，a，56，c，d,，b， 但 是 Hi 没有 欧 拉 通路 (读者 应 当 验 
证 它 )。 a 
欧 拉 回路 和 欧 拉 通路 的 充 要 条 件 ” 对 判断 多 重 图 是 否 有 欧 拉 回路 和 欧 拉 通 路 ， 存 在 着 简单 
的 标准 。 欧 拉 在 解决 著名 的 哥 尼 斯 堡 七 桥 问题 时 发 现 了 它们 。 假 设 在 本 节 讨 论 的 所 有 图 都 有 有 
穷 个 顶点 和 边 。 
若 一 个 连通 多 重 图 有 欧 拉 回路 ， 则 它 有 什么 性 质 呢 ? 可 以 说 明 的 是 ， 每 一 个 顶点 都 必 有 偶 
数 条 边 。 为 此 ,首先 注意 一 条 欧 拉 回 路 从 顶点 a 开始 ， 接 着 是 a 关联 的 一 条 边 ， 比 方 说 
{a，b} 。 边 {a， 人 为 deg(a) 贡 献 1 度 。 这 条 回路 每 经 过 一 个 顶点 就 为 该 顶点 的 度 贡 献 2 度 ， 
为 这 条 回路 从 关联 该 顶点 的 一 条 边 进入 ， 又 经 过 另 一 条 这 样 的 边 离开 该 项 点。 最 后 ， 这 条 回路 
在 它 开 始 的 地 方 结束 ， 为 deg(a) 贡 献 1 度 。 因 此 deg(a) 必 为 偶数 ， 因 为 当 回 路 开始 时 它 贡 献 1 
度 ， 当 回路 结束 时 它 贡 献 1 度 ， 每 次 经 过 a 都 贡献 2 度 ( 如 果 它 又 经 过 了 a)。 除 了 a 以外， 其 
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余 顶 点 都 有 偶数 度 ， 因 为 每 次 回路 经 过 一 个 顶点 就 为 该 顶点 的 度 贡献 2 度 。 由 此 得 出 结论 ， 车 
连通 图 有 欧 拉 回路 ， 则 每 一 个 顶点 必 有 偶数 度 。 

欧 拉 回 路 存在 性 的 这 个 必要 条 件 是 否 也 是 充分 的 ? 即 若 在 连通 多 重 图 中 的 所 有 顶点 都 有 偶 
数 度 ， 则 是 否 必 有 欧 拉 回路 ? 这 个 问题 可 以 通过 构造 来 解决 。 

假设 G 是 连通 多 重 图 且 G 的 每 一 个 顶点 的 度 都 是 偶数 。 一 条 边 一 条 边 地 构造 从 G 的 任意 顶 

点 a 开始 的 简单 回路 。 设 x, 二 a。 首 先 任意 地 选择 a < 。 
一 条 关联 a 的 边 {z。，z1}， 因 为 G 是 连通 的 ， 所 以 
这 是 可 行 的 。 通 过 一 条 一 条 地 增加 边 来 继续 构造 ， 
建立 尽量 长 的 简单 通路 (zz zx} {zi Zz) ， 
{z,1，Zz,}， 直 到 不 能 再 向 这 条 通路 中 增加 边 。 当 
我 们 到 达 一 个 顶点 ， 并 且 在 通路 中 已 包含 所 有 与 
该 顶点 相关 联 的 边 时 ， 就 会 出 现 这 种 情况 。 例 如 ， 
在 图 5 的 图 G 中 ， 从 a 开始 且 连 续 地 选择 边 {a，/}、 
{f, c}、 {c, b} 和 {6,，a}。 

这 样 的 通路 必然 会 结束 ， 因 为 图 的 边 数 是 有 图 5 构造 C 中 的 欧 拉 回 路 
穷 的， 所 以 我 们 最 终 一 定 能 到 达 一 个 顶点 ， 对 于 该 点 ， 再 也 没有 边 可 以 增加 到 这 条 通路 中 。 该 
通路 在 a 上 以 形 如 {a，z} 的 边 开始 ， 现 在 证 明 其 必然 在 a 上 以 形 如 {y，a} 的 边 结束 。 为 了 说 明 该 
通路 一 定 结束 于 a， 注 意 通 路 每 经 过 一 个 度 为 偶数 的 顶点 时 ， 它 只 用 1 条 边 进入 这 个 顶点 ， 因 为 
度数 至 少 为 2?， 所 以 通路 中 至 少 还 剩 下 1 条 边 离开 这 个 顶点 。 而且， 每 次 进入 和 离开 一 个 度数 为 
偶数 的 项 点 时 ， 还 有 偶数 条 没 在 通路 中 的 边 与 该 点 相关 联 。 同时， 在 我 们 构造 通路 时 ， 每 次 我 们 
进入 一 个 不 同 于 a 的 顶点 时 ， 都 可 以 从 该 点 离开 。 这 意味 着 ， 该 通路 只 能 结束 于 a。 另 外 注意 ,我 
们 构造 的 这 条 通路 可 能 用 完了 所 有 的 边 或 者 当 我 们 在 用 完 所 有 的 边 之 前 回 到 了 顶点 <， 也 可 能 没 用 
完 所 有 的 边 。 

若 所 有 的 边 都 已 经 用 完 ， 则 欧 拉 回 路 已 经 构造 好 了 。 和 否则 ， 考 虑 通过 从 G 里 删除 已 经 用 过 
的 边 和 不 关联 任何 剩余 边 的 顶点 所 得 到 的 子 图 瓦 。 当 从 图 5 的 图 中 删除 回路 a,，f,，c, 6b, a 
时 ， 就 得 到 标记 为 五 的 子 图 。 

因为 G 是 连通 的 ， 所 以 互 与 已 经 删除 的 回路 至 少 有 1 个 公共 顶点 。 设 由 是 这 样 的 顶点 (此 
例 中 < 是 这 个 顶点 ) 。 

五 中 的 每 一 个 顶点 的 度 都 是 偶数 。( 因 为 G 中 的 所 有 顶点 的 度 都 是 偶数 ， 对 每 个 顶点 来 
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列 昂 哈 德 * 欧 拉 (Leonhard Euler，1707 一 1783) ” 欧 拉 是 瑞士 巴塞 尔 附 近 一 位 加 尔 
文教 派 牧师 之 子 。 他 13 岁 进 入 巴塞 尔 大 学 ， 遵 照 父 亲 的 意愿 开始 了 他 的 神学 生涯 。 
在 大 学 里 ， 欧 拉 受 到 著名 的 伯 努 利家 族 中 的 数学 家 约翰 。 伯 努 利 的 指导 。 在 他 的 指导 
下 ， 欧 拉 发 现 了 对 数学 浓厚 的 兴趣 并 熟练 掌握 了 许多 技巧 ， 这 使 他 放弃 神学 继而 转向 
数学 研究 。 欧 拉 16 岁 时 取得 了 哲学 硕士 学 位 。1727 年 ， 和 披 得 大 帝 邀 请 他 来 圣彼得堡 
学 院 学 习 。1741 年 ， 他 来 到 柏林 学 院 ， 他 在 这 里 待 了 二 十 余年 。 直 到 1766 年 ， 他 重 
新 回 到 圣彼得堡 ， 并 在 那里 度 过 余生 。 

欧 拉 的 一 生 硕 果 累 累 ， 在 数学 的 许多 领域 都 做 出 了 贡献 ， 包 括 数论 、 组 合 以 及 分 析 ， 这 些 成 果 在 音 
乐 和 造船 学 上 也 得 到 了 应 用 。 由 他 编写 的 书籍 和 论文 多 达 1100 余 篇 ， 仅 他 生前 未 来 得 及 发 表 的 著作 就 不 
计 其 数 ， 以 至 于 在 他 去 世 之 后 ， 用 了 47 年 才 发 表 完 他 的 全 部 著作 。 他 写 文章 非常 快 ， 在 世 时 总 有 一 大 操 
文章 等 竺 发表。 柏林 学 院 总 是 先 发 表 这 一 大 操 最 项 上 的 文章 ， 以 至 于 后 来 的 研究 的 结果 常常 先 于 它们 所 
依赖 或 取代 的 结果 而 发 表 。 欧 拉 有 13 个 孩子 ， 当 一 两 个 孩子 在 他 膝 上 玩 丰 时 ， 他 照样 能 够 工作 。 在 他 生 
命 最 后 的 17 年 里 ， 他 失明 了 。 但 他 本 着 惊人 的 记忆 力 ， 失 明 并 没有 影响 他 数学 研究 成 果 的 推出 。 他 著作 
全 集 的 出 版 工作 由 瑞士 自然 科学 协会 负责 ， 目 前 还 在 进行 之 中 ， 预 期 将 超过 75 卷 。 
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说 ， 与 这 个 顶点 相关 联 的 边 都 成 对 地 删除 了 ， 以 便 形 成 五 .) 注 意 瑟 可 能 是 不 连通 的 。 像 在 G 
中 做 过 的 那样 ， 从 w 开始 ， 通 过 尽 可 能 地 选择 边 来 构造 五 的 简单 通路 。 这 条 通路 必然 在 多 结 
东 。 例如 ,在 图 5 中 , c,d, e,，c 是 昌 中 的 通路 。 下 一 步 通过 把 互 中 的 回路 与 G 中 原来 的 回 
路 拼接 起 来 形成 G 中 的 回路 (这 是 可 行 的 ， 因 为 w 是 这 个 回路 的 顶点 之 一 )。 当 在 图 5 的 图 中 
这 样 做 时 ， 就 得 到 回路 a， fu dys, Bics. By eo 

继续 进行 这 个 过 程 ， 直 到 已 经 用 完了 所 有 的 边 为 止 ( 这 个 过 程 必然 结束 ， 因 为 图 中 只 有 有 
穷 的 边 数 )。 这 样 就 产生 了 欧 拉 回 路 。 这 样 的 构造 说 明 ， 若 连通 多 重 图 的 顶点 的 度 都 为 偶数 ， 
则 该 图 具有 欧 拉 回路 。 

把 这 些 结果 总 结 成 定理 1。 

含有 至 少 2 个 顶点 的 连通 多 重 图 具有 欧 拉 回 路 当 且 仅 当 它 的 每 个 顶点 的 度 都 为 偶数 。 

现在 可 以 解决 哥 尼 斯 堡 七 桥 问 题 了 。 因 为 图 2 所 示 的 表示 这 些 桥 的 多 重 图 具有 4 个 度 为 奇 
数 的 顶点 ， 所 以 它 没有 欧 拉 回路 。 从 给 定点 开始 ， 恰 好 经 过 每 座 桥 一 次 并 返回 开始 点 的 想法 是 
无 法 实现 的 。 

算法 1 给 出 了 在 定理 1 之 前 所 讨论 的 求 欧 拉 回 路 的 构造 过 程 (因为 这 个 过 程 中 的 回路 是 任 
意 选 择 的 ， 所 以 存在 一 些 不 确定 性 。 我 们 不 介意 通过 更 精确 地 说 明 过 程 的 步骤 来 消除 这 些 不 确 
定性 ) 。 


算法 1 构造 欧 拉 回路 
procedure Euler(G: 所 有 项 点 的 度 都 为 偶数 的 连通 多 重 图 ) 


circuit :一 从 G 中 任 选 的 顶点 开始 ， 连续 地 加 入 边 所 形成 的 回 到 该 六 顶点 的 回路 
玉 := 二 删除 这 条 回路 的 边 之 后 的 G 
while 互 还 有 边 
subcircuit :一 在 既是 互 的 顶点 也 是 circuit 的 边 的 端点 处 开始 的 互 的 一 条 回路 
互 :一 删除 subcircuit 的 边 和 所 有 孤立 点 之 后 的 五 
circuit :二 在 适当 顶点 上 插入 subcircuit 之 后 的 circuit 
return circuit{circuit 是 欧 拉 回 路 ) 























算法 1 提供 了 一 个 在 所 有 顶点 的 度 都 为 偶数 的 连通 多 重 图 G 中 寻找 欧 拉 回路 的 有 效 算法 。 我 们 
留 给 读者 证 明 ( 练 习 66) 这 个 算法 的 最 坏 情形 时 间 复 杂 度 是 OCm)， 其 中 mr 是 G 中 的 边 数 。 

例 3 说 明 如 何 利 用 欧 拉 通 路 和 欧 拉 回路 来 解决 一 种 类 型 的 智力 题 。 

例 3 有 许多 智力 题 要 求 用 铅笔 连续 移动 ， 不 离开 纸 面 并 且 不 重复 地 画 出 图 形 。 可 以 利用 
欧 拉 回路 和 欧 拉 通路 来 解决 这 样 的 智力 题 。 例 如 ， 能 否 用 这 样 4 
的 方法 画 出 图 6 所 示 的 穆罕默德 短 弯 刀 ? 其 中 ,该 画 法 在 图 形 : 
的 同一 个 顶点 上 开始 和 结束 。 

解 ” 可 以 解决 这 个 问题 ， 因 为 图 6 所 示 的 图 G 具有 欧 拉 回 
路 。 它 具有 这 样 的 回路 ， 因 为 它 的 所 有 顶点 的 度 都 为 偶数 。 用 
算法 1 来 构造 欧 拉 回 路 。 首 先 ， 形成 回路 a, 6b, d, c, b, e: G 
i，f，e，a。 通 过 删除 这 条 回路 的 边 并 删除 因此 产生 的 孤立 点 ， 图 6， 物 符 默 德 短 栖 刀 
就 得 到 子 图 瓦 。 然 后 形成 及 里 的 回路 d，g, h, j,i, h, k， 
g，f，d。 形 成 这 条 回路 后 就 用 完了 G 中 的 所 有 边 。 在 适当 的 地 方 将 这 条 回路 与 第 一 条 回路 拼 
接 ， 就 产生 了 欧 拉 回路 a， b, d, g», h, j, i, h, k, g, f, d, c, b, e, i, fs 光环 要 这 条 回 
路 给 出 了 铅笔 不 离开 纸 面 且 不 重复 地 画 出 弯 刀 的 方法 。 4 

构造 欧 拉 回 路 的 另 一 个 算法 称 为 弗 勒 里 算法 ， 在 练习 50 的 前 面 描述 了 它 。 

现在 说 明 连 通 多 重 图 具有 欧 拉 通路 (不 是 欧 拉 回 路 ) 当 且 仅 当 它 恰 有 2 个 度 为 奇数 的 顶点 。 
首先 ， 假设 连通 多 重 图 有 一 条 从 a 到 2 的 欧 拉 通 路 ， 但 不 是 欧 拉 回路 。 该 通路 的 第 一 条 边 为 a 











的 度 贡 献 1 度 。 通 路 每 次 经 过 a 就 为 a 的 度 贡 献 2 度 。 通 路 的 最 后 一 条 边 为 6 的 度 贡 献 1 度 。 
通路 每 次 经 过 65 就 为 6 的 度 贡 献 2 度 。 所 以 a 和 2 的 度 都 是 奇数 。 每 一 个 其 他 顶点 都 具有 偶数 
度 ， 因 为 当 通 路 经 过 一 个 顶点 时 ， 就 为 这 个 顶点 的 度 贡 献 2 度 。 

现在 反 过 来 考虑 。 假 设 这 个 图 恰 有 2 个 度 为 奇数 的 顶点 ， 比 方 说 a 和 6b。 考虑 由 原来 的 图 
和 边 {a,，5} 所 组 成 的 更 大 的 图 。 这 个 更 大 的 图 的 每 一 个 顶点 的 度 都 为 偶数 ， 所 以 它 具有 欧 拉 回 
路 。 删 除 新 边 就 产生 原 图 的 欧 拉 通路 。 定 理 2 总 结 了 这 些 结果 。 

三 一 殉 连通 多 重 图 具有 欧 拉 通 路 但 无 欧 拉 回路 当 且 仅 当 它 恰 有 2 个 度 为 奇数 的 顶点 。 

例 4 图 7 所 示 的 哪些 图 具有 欧 拉 通路 ? 


ANY WW 


图 7 三 个 无 向 图 


解 Gi 恰 有 2 个 度 为 奇数 的 顶点 ， 即 5 和 4。 因此 它 具有 必须 用 5 和 4d 作为 端点 的 欧 拉 通 
路 。 一 条 这 样 的 欧 拉 通 路 是 4，a，4b，c，d，6b。 同 理 ，G, 恰 有 2 个 度 为 奇数 的 顶点 ， 即 5 和 
d。 因 此 它 具 有 必须 用 5 和 4d 作为 端点 的 欧 拉 通 路 。 一 条 这 样 的 欧 拉 通路 是 6, a, g,，f, e, d 
c，g，b，c，f，d。G; 没有 欧 拉 通路 ， 因 为 它 具 有 6 个 度 为 奇数 的 顶点 。 4 

回 到 18 世纪 的 哥 尼斯 堡 ， 是 否 有 可 能 在 镇 里 的 某 点 开始 ， 旅 行经 过 所 有 的 桥 ， 在 镇 里 的 
其 他 某 点 结束 ? 通过 判定 表示 哥 尼 斯 堡 七 桥 的 多 重 图 是 否 具 有 欧 拉 通路 ， 就 可 以 回答 这 个 问 
题 。 因 为 这 个 多 重 图 有 4 个 度 为 奇数 的 顶点 ， 没 有 欧 拉 通 路 ， 所 以 这 样 的 旅行 是 不 可 能 的 。 

有 向 图 中 欧 拉 通路 和 欧 拉 回路 的 充 要 条 件 ， 在 练习 16 和 练习 17 中 给 出 。 

欧 拉 通 路 和 欧 拉 回路 的 应 用 可 以 用 欧 拉 通路 和 欧 拉 回路 解决 许多 实际 问题 。 例 如 ， 许 多 ,图 
应 用 都 要 求 一 条 通路 或 回路 ， 它 要 求 恰 好 一 次 经 过 一 个 街区 里 的 每 条 街道 、 一 个 交通 网 中 的 每 
条 道路 、 一 个 高 压 输电 网 里 的 每 个 连接 或 者 一 个 通信 网 络 里 的 每 条 链 路 。 求 出 适当 的 图 模型 中 
的 欧 拉 通路 或 欧 拉 回 路 就 可 以 解决 这 样 的 问题 。 例 如 ， 如 果 一 个 邮递 员 可 以 求 出 表示 他 所 负责 
投递 的 街道 图 中 的 欧 拉 通 路 ， 则 这 条 通路 就 产生 恰好 经 过 每 条 街道 一 次 的 投递 路 线 。 如 果 不 存 
在 欧 拉 通 路 ， 有 些 通 路 就 必须 经 过 多 次 。 在 图 中 找 出 一 条 回路 ,该 回路 以 最 少 的 边 数 至 少 遍历 
每 一 条 边 一 次 的 问题 称 为 中 国 邮 北 员 问题 ， 以 纪念 在 1962 年 提出 这 个 问题 的 中 国 科 学 家 管 梅 
谷 。 参 看 [MiRo91] 以 了 解 关 于 不 存在 欧 拉 通路 时 中 国 邮递 员 问 题 的 解 的 更 多 信息 。 

应 用 欧 拉 通路 和 欧 拉 回 路 的 其 他 领域 有 : 电路 布线 、 网 络 组 播 和 分 子 生物 学 ， 在 分 子 生物 
学 中 欧 拉 通 路 用 于 DNA 测序 。 


10. 5.3 ”哈密 顿 通路 与 哈密 顿 回 路 

包含 多 重 图 每 一 条 边 恰 好 一 次 的 通路 和 回路 的 存在 性 的 充 要 条 件 已 经 得 出 。 那 么 包含 图 中 ,ww 加 
每 一 个 顶点 恰好 一 次 的 简单 通路 和 回路 的 存在 性 的 充 要 条 件 是 否 也 能 得 出 呢 ? 

经 过 图 G 中 每 一 个 顶点 恰好 一 次 的 简单 通路 称 为 哈密 顿 通路 ， 经 过 图 G 中 每 一 
个 顶点 恰好 一 次 的 简单 回路 称 为 哈密 顿 回路 。 即 ,在 图 G 二 (V， EE) 中 ， 若 V 二 {zo, Xi， …**， 
Xs_1， Xs) 并 且 对 0 过 i 二 j 二 nn 来 说 有 Zz; 关 ZX;， 则 图 G 中 的 简单 通路 To。，ZXI，…，X,_1，ZX, 称 为 
哈密 顿 通路 。 在 图 G 二 (V，) 中 ， 若 Zz， ，*…，ZX,1，Zn 是 哈密 顿 通 路 ， 则 zo，ZXi，…， 
Zi_l1，Zu，Zzo( 其 中 m>0) 称 为 哈密 顿 回路 。 

这 个 术语 来 自爱 尔 兰 数学 家 威廉 。 罗 万 哈密 顿 塘 士 在 1857 年 发 明 的 智力 题 。 哈 密 顿 的 
智力 题 用 到 了 木质 十 二 面体 (如 图 8a 所 示 ， 十 二 面体 有 12 个 正 五 边 形 表面 )、 十 二 面体 每 个 项 
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点 上 的 钉子 ， 以 及 细 线 。 十 二 面体 的 20 个 顶点 用 世界 上 的 不 同城 市 标记 。 智 力 题 要 求 从 一 个 
城市 开始 ， 沿 十 二 面体 的 边 旅 行 ， 访 问 其 他 19 个 城市 ， 每 个 恰好 一 次 ， 回 到 第 一 个 城市 结束 。 
旅行 经 过 的 回路 用 钉子 和 细 线 来 标记 。 


9 从 


图 8 哈密 顿 的 “周游 世界 ”智力 题 


因为 作者 不 可 能 向 每 位 读者 提供 带 钉 子 和 细 线 的 木质 十 二 面体 ， 所 以 考虑 一 个 等 价 的 问题 : 
图 8b 中 的 图 是 否 具 有 恰好 经 过 每 个 顶点 一 次 的 回路 ? 它 
就 是 对 原 题 的 解 ， 因 为 该 图 同 构 于 包含 十 二 面体 项 点 和 
边 的 图 。 图 9 是 哈密 顿 智力 题 的 一 个 解 。 
例 5 在 图 10 中 ,哪些 简单 图 具有 哈密 顿 回路 ? 
或 者 没有 哈密 顿 回路 但 是 有 哈密 顿 通路 ? 
解 On 有 了 哈密 顿 回路 : a, b,c, d, e, as Gs 
aa 人 没有 哈密 顿 回路 (可 以 看 出 包含 每 一 个 顶点 的 任何 回 
路 必然 两 次 包含 边 {a，5}), 但 是 G, 确实 有 哈密 顿 通 图 9 “周游 世界 "智力 题 的 一 个 解 
路 ， 即 a, 5，c,，d。G; 既 无 哈密 顿 回 路 也 无 哈密 顿 通路 ， a 
须 多 次 包含 边 {a,，5}、{e，f} 和 {c，d} 其 中 之 一 。 


上 


图 10 三 个 简单 图 


哈密 顿 回路 存在 的 条 件 是否 存在 简单 方式 来 判定 一 个 图 有 无 哈密 顿 回路 或 哈密 顿 通路 ? 
首先 ， 似 乎 应 当 有 判定 这 个 问题 的 简单 方式 ， 因 为 存在 简单 方式 来 回答 一 个 图 有 无 欧 拉 回 路 这 
样 的 相似 问题 。 令 人 吃惊 的 是 ， 没 有 已 知 简单 的 充 要 条 件 来 判定 哈密 顿 回路 的 存在 性 。 不过， 
已 经 有 许多 定理 给 出 了 哈密 顿 回路 的 存在 性 的 充分 条 件 。 另 外 ， 也 有 某 些 性 质 可 以 用 来 证 明 一 
个 图 没有 哈密 顿 回路 。 例 如 ， 带 有 度 为 1 的 顶点 的 图 没有 哈密 顿 回路 ， 因 为 在 哈密 顿 回 路 中 每 个 


顶点 都 关联 回路 中 的 两 条 边 。 另 外 ， 若 图 中 有 度 为 2 。 4  。 a d 
的 顶点 ， 则 关联 这 个 顶点 的 两 条 边 属于 任意 一 条 哈密 

顿 回路 。 此 外 注意 ， 当 构造 哈密 顿 回路 且 该 回路 经 过 

某 一 个 顶点 时 ,除了 回路 所 用 到 的 两 条 边 以 外 ,这 个 和 一 2 9 


顶点 所 关联 的 其 他 所 有 边 不 用 再 考虑 。 而 且 ， 哈 密 顿 
回路 不 能 包含 更 小 的 回路 。 
例 6 证 明 图 11 中 的 图 都 没有 哈密 顿 回路 。 图 11 两 个 没有 哈密 顿 回路 的 图 


G H 


图 591 





解 G 没 有 哈密 顿 回路 ， 因 为 G 有 度 为 1 的 顶点 ， 即 e。 现 在 考虑 玉 。 因 为 顶点 a、b、d 和 
的 度 都 为 2， 所 以 与 这 些 顶 点 关联 的 每 一 条 边 都 必然 属于 任意 一 条 哈密 顿 回路 。 现 在 容易 看 出 五 不 
存在 哈密 顿 回路 ， 因 为 任何 这 样 的 哈密 顿 回路 都 不 得 不 包含 4 条 关联 c 的 边 ， 这 是 不 可 能 的 。 4 

例 7 证 明 : 当 n 宇 3 时 ，K, 有 了 哈密 顿 回路 。 

解 ” 从 KK, 中 的 任意 一 个 顶点 开始 来 形成 哈密 顿 回路 。 以 所 选择 的 任意 顺序 来 访问 顶点 ， 
只 要 求 通路 在 同一 个 顶点 开始 和 结束 ， 而 且 对 其 他 每 个 顶点 恰好 访问 一 次 ， 就 可 以 构造 这 样 的 
回路 。 这 样 做 是 可 能 的 ， 因 为 在 K, 中 任意 两 个 顶点 之 间 都 有 边 。 4 

虽然 还 未 发 现任 何 有 用 的 关于 哈密 顿 回路 存在 性 的 充 要 条 件 ， 但 很 多 充分 条 件 已 经 找到 。 
注意 ， 一 个 图 的 边 越 多 ， 这 个 图 就 越 可 能 有 哈密 顿 回路 。 另 外 ， 加 入 边 ( 而 不 是 顶点 ) 到 已 经 有 哈 
密 顿 回路 的 图 中 ， 就 产生 有 相同 哈密 顿 回 路 的 图 。 因 此 ， 当 加 入 边 到 图 中 时 ， 特 别 是 当 确 保 给 
每 个 顶点 都 加 入 边 时 ， 这 个 图 存在 哈密 顿 回路 的 可 能 性 就 更 大 了 。 因 此 ， 我 们 期 望 哈密 顿 回路 存 
在 性 的 充分 条 件 取决 于 顶点 的 度 足 够 大 。 这 里 叙述 两 个 最 重要 的 充分 条 件 中 。 这 些 条 件 是 加 布 里 
尔 。A. 狄 拉克 (Gabriel A. Dirac) 在 1952 年 和 奥 斯 丁 。 欧 尔 (Oystein Ore) 在 1960 年 发 现 的 。 

狄 拉克 定理 ”如果 G 是 有 nn 个 顶点 的 简单 图 ， 其 中 nn 三 3， 并 且 G 中 每 个 顶点 的 
度 都 至 少 为 n/2， 则 G 有 哈密 顿 回 路 。 

欧 尔 定理 ”如果 G 是 有 7 个 顶点 的 简单 图 ， 其 中 z 壹 3， 并且 对 于 G 中 每 一 对 不 
相 邻 的 顶点 & 和 wv 来 说 ， 都 有 deg(z) 十 deg(z) 二 1， 则 G 有 哈密 顿 回路 。 

本 节 练 习 65 粗略 介绍 了 欧 尔 定理 的 证 明 。 狄 拉克 定理 可 以 作为 欧 尔 定理 的 推论 来 证 明 ， 
因为 狄 拉 克 定 理 的 条 件 蕴 含 了 欧 尔 定理 的 条 件 。 

欧 尔 定理 和 狄 拉克 定理 都 给 出 了 连通 的 简单 图 有 哈密 顿 回路 的 充分 条 件 。 但 是 ， 这 些 定理 
没有 给 出 哈密 顿 回 路 存在 性 的 必要 条 件 。 例 如 ， 图 C; 有 哈密 顿 回路 ， 但 既 不 满足 欧 尔 定理 的 


tints 








威廉 。 罗 万 .哈密 顿 (William Rowan Hamilton，1805 一 1865) 哈密 顿 ， 爱 尔 兰 
最 具名 望 的 科学 家 ，1805 年 出 生 于 都 柏林 。 他 的 父亲 是 一 名 成 功 的 律师 ， 和 母亲 来 自 以 
智力 超群 而 闻名 的 家 族 ， 而 哈密 顿 本 人 更 是 个 神童 。3 岁 时 ， 他 在 阅读 方面 就 显示 出 
了 超群 的 能 力 并 掌握 了 高 等 算术 。 因 为 他 非凡 的 智商 ， 哈 密 顿 被 送 到 身 为 著名 语言 学 
家 的 叔叔 詹 姆 士 那里 生活 。 到 哈密 顿 8 岁 时 ， 他 已 经 学 会 了 拉丁 语 、 和 希腊 语 和 和 希 伯 来 
语 ; 到 10 岁 时 ， 他 又 学 会 了 意大利 语 和 法 语 ， 并 且 开 始 学 习 东 方 语言 ， 包 括 阿 拉 伯 

语 、 焚 语 和 波斯 语 。 那 时 ， 他 以 小 小 年 纪 却 掌握 多 种 语言 而 倍 感 自豪 。17 岁 时 ， 他 不 
再 学 习 新 的 语言 ， 但 是 已 经 掌握 了 微 积分 和 许多 数学 天 文学 知识 ， 他 开始 了 在 光学 上 的 开创 性 工作 ， 并 
发 现 了 拉 普 拉 斯 的 天 体力 学 著作 中 的 重大 错误 。 在 他 18 岁 进 入 都 柏林 三 一 学 院 之 前 ， 哈 密 顿 一 直接 受 私 
人 教育 。 在 三 一 学 院 上 学 期 间 ， 他 在 科学 和 古典 文学 上 都 表现 超群 。 在 获得 学 位 之 前 ， 他 就 因为 过 人 的 
才华 ， 从 多 位 著名 天 文学 家 参与 的 竞争 中 脱颖而出 ， 被 任命 为 爱尔兰 皇家 天 文学 家 。 他 终身 担任 这 个 职 
位 ， 终 其 一 生 都 在 都 柏林 郊外 的 邓 辛 克 (Dunsink) 天 文 台 生活 和 工作 。 哈密 顿 在 光学 、 抽 象 代数 和 动力 学 
领域 做 出 了 重要 贡献 。 哈 密 顿 发 明了 称 为 四 元 数 的 代数 对 象 来 作为 非 交 换 系 统 的 例子 。 当 他 沿 都 柏林 的 
运河 散步 时 ， 他 发 现 了 四 元 数 相 乘 的 适当 方式 。 狂 喜之 下 ， 他 把 公式 刻 在 了 横 跨 运河 的 石 桥 上 ， 直 至 今 
日 还 能 看 到 该 地 立 下 的 牌 苞 以 做 纪念 。 后 来 ， 哈 密 顿 一 直 沉 迷 在 四 元 数 中 ,试图 把 它们 应 用 到 数学 的 其 
他 领域 ， 而 不 再 涉足 新 的 研究 领域 。 

1857 年 ， 哈 密 顿 在 自己 非 交换 代数 领域 研究 的 基础 上 发 明了 "“ 环 游 世界 游戏 "(The Icosian Game)。 他 把 
这 个 想法 以 25 镑 的 价格 出 售 给 游戏 和 拼图 益 智 题 的 经 销 商 。( 游 戏 的 销路 一 直 不 好 ， 事 实证 明 这 是 经 销 商 
一 次 失败 的 投资 .) 本 节 所 描述 的 拼图 益 智 题 “ 旅 行者 十 二 面体 ”， 又 称 为 “周游 世界 *， 就 是 该 游戏 的 变种 。 

1833 年 ， 哈 密 顿 第 三 次 结婚 ， 但 他 的 婚姻 很 不 幸 ， 由 于 他 的 妻子 是 半 残 疾 人 ， 所 以 很 多 家 务 事 都 做 
不 了 ， 这 无 疑 给 哈密 顿 徒 增 了 很 多 烦恼 。 在 他 生命 的 最 后 20 年 中 ， 哈 密 顿 过 着 醒酒 和 隐居 的 生活 。1865 
年 ， 他 死 于 痛风 ， 留 下 大 量 文稿 ， 其 中 包含 还 未 发 表 的 研究 结果 。 在 这 些 文稿 中 ， 混 杂 着 不 少 盘子 ， 许 
多 盘子 里 还 盛 着 早已 脱水 的 吃 剩 下 的 排骨 。 





un 加 
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假设 也 不 满足 狄 拉克 定理 的 假设 ， 读 者 可 以 验证 这 一 点 。 

已 知 最 好 的 求 一 个 图 哈密 顿 回 路 或 判定 这 样 的 回路 不 存在 的 算法 具有 指数 级 的 最 坏 情 形 时 
间 复 杂 度 (相对 于 图 的 顶点 数 来 说 )。 找 到 具有 多项式 最 坏 情形 时 间 复 杂 度 的 解决 算法 将 具有 重 
大 意义 ， 因 为 已 经 证 明 这 个 问题 是 NP 完全 的 ( 见 3.3 节 )。 因 此 ， 它 的 发 现 将 意味 着 其 他 许多 
理论 上 可 解 的 问题 都 可 以 用 具有 多 项 式 最 坏 情 形 时 间 复 杂 度 的 解决 算法 来 解决 。 


10. 5.4 哈密 顿 回路 的 应 用 
可 以 用 哈密 顿 通路 和 哈密 顿 回路 来 解决 实际 问题 。 例 如 ， 许 多 应 用 都 要 求 _ 条 通路 或 回路 
恰好 访问 一 个 城市 的 每 个 路 口 、 一 个 设备 网 格 的 每 个 管道 交汇 处 或 者 一 个 通信 网 络 的 每 个 节点 
一 次 。 求 出 适当 图 模型 中 的 哈密 顿 通路 或 哈密 顿 回路 就 可 以 解决 这 样 的 问题 。 著 名 的 旅行 商 问 
题 CTSP) 要 求 一 个 旅行 商 为 了 访问 一 组 城市 所 应 当选 取 的 最 短路 线 。 这 个 问题 可 归结 为 求 完全 
图 的 哈密 顿 回路 ， 使 这 个 回路 的 边 的 权 的 
总 和 尽 可 能 小 。 我 们 将 在 10. 6 节 回 到 这 个 
问题 。 


现在 给 出 哈密 顿 回路 在 编码 上 的 一 种 /A 
相对 不 太 显著 的 应 用 。 Was 
例 8 格雷 码 旋转 的 指针 的 位 置 可 
以 表示 成 数字 的 形式 。 一 种 方式 是 把 圆周 


等 分 成 2" 段 弧 并 且 用 长 度 为 ”的 位 串 给 每 
段 弧 赋 值 。 图 12 显示 出 了 用 长 度 为 3 的 位 图 12 把 指针 位 置 转换 成 数字 形式 
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加 布 里 尔 。 安 德 鲁 。 狄 拉克 (Gabriel Andrew Dirac，1925 一 1984) ”加布里 尔 出 生 
于 匈牙利 的 首都 布达佩斯 。1937 年 ， 他 的 母亲 改嫁 给 了 著名 的 物理 学 家 诺 贝 尔 奖 获得 
者 保罗 。 阿 德里 安 。 毛里 斯 。 狄 拉克 ， 于 是 他 跟随 母亲 来 到 了 英国 。1942 年 ， 狄 拉克 
考 入 了 剑桥 大 学 ,但 是 由 于 第 二 次 世界 大 战 期 间 航 空 工业 的 战 时 服务 ， 狄 拉克 被 迫 中 
断 学 业 。1951 年 ， 狄 拉克 在 伦敦 大 学 取得 了 数学 专业 的 博士 学 位 。 后 来 ， 他 先后 在 英 
2 脑 国 、 加 拿 大 、 奥 地 利 、 德 国 和 丹麦 任教 14 年 。 在 狄 拉克 事业 的 初期 他 对 图 论 有 着 
浓厚 的 兴趣 ， 他 提升 了 图 论 研 究 的 重要 性 ， 并 在 图 论 的 诸多 领域 ， 例 如 图 的 着 色 和 哈 
密 尔 顿 回路 等 方面 ， 做 出 了 巨大 的 贡献 。 与 此 同时 ， 狄 拉克 吸引 了 众多 学 生 参 与 图 论 的 理论 研究 中 ， 不 
失 为 一 名 出 色 的 教师 。 

狄 拉克 以 他 敏锐 的 洞察 力 而 著称 ， 他 在 政治 和 社会 生活 领域 的 很 多 问题 上 都 有 自己 独到 的 见解 。 此 
外 ， 狄 拉克 还 有 很 多 的 兴趣 爱好 ， 其 中 美术 是 他 的 最 爱 。 狄 拉克 和 他 的 妻子 罗斯 玛丽 养育 了 4 个 孩子 ， 
家 庭 生 活 十 分 幸福 美满 。 






奥 斯 丁 . 欧 尔 (OBystein Ore，1899 一 1968) ” 欧 尔 出 生 于 克里斯蒂 安 尼 亚 ( 现 称 奥 斯 
陆 ， 挪 威 的 首都 );。1922 年 ， 他 在 克里斯蒂 安 尼 亚 大 学 取得 学 士 学 位 ， 兰 年 后 获得 数 
学 系 博士 学 位 。1927 年 ， 他 放弃 了 在 克里斯蒂 安 尼 亚 大 学 的 初级 职称 ， 来 到 了 耶鲁 大 
学 任职 。 在 耶鲁 大 学 ， 他 晋升 得 很 快 ， 仅 用 了 两 年 的 时 间 就 升 到 了 正教 授 的 位 置 。 
1931 年 ， 他 被 选 为 斯 特 林 讲座 教授 (Sterling Professor) ， 并 一 直 任 职 至 1968 年 。 

欧 尔 对 数论 、 环 论 、 格 论 、 图 论 和 概率 论 的 研究 都 做 出 了 巨大 的 贡献 。 他 是 一 个 
多 产 作者 ， 发 表 了 大 量 论文 并 编著 了 多 部 书籍 。 欧 尔 对 数学 史 有 着 浓厚 的 兴趣 ， 他 编 
写 的 人 物 传记 《 亚 伯 和 卡尔 达 诺 》(Abel and Cardano) 和 教科 书 《 数 论 及 其 历史 》(Number Theory and its 
History) 中 就 充分 说 明了 这 一 点 。 从 1960 年 到 1969 年 的 十 年 间 ， 欧 尔 编写 了 4 本 关于 图 论 的 书籍 。 

第 二 次 世界 大 战 期 间 和 第 二 次 世界 大 战 结束 后 ， 欧 尔 为 保护 他 的 祖国 挪威 ， 发 挥 了 重大 作用 。1947 
年 ， 挪 威 国王 哈 康 七 世 授 予 他 圣 奥 拉 夫 珊 士 的 封号 以 表彰 他 为 保护 祖国 做 出 的 贡献 。 欧 尔 对 绘画 和 雕塑 
颇 有 研究 ， 此 外 ， 他 也 十 分 热衷 收集 古 地 图 。 欧 尔 已 经 结婚 ， 并 有 两 个 孩子 。 


图 593 


串 来 这 样 做 的 两 种 方式 。 

用 ?个 接触 点 的 集合 来 确定 指针 位 置 的 数字 表示 。 每 个 接触 点 用 来 读 出 位 置 的 数字 表示 中 
的 一 位 。 图 13 对 图 12 中 的 两 种 赋值 进行 了 说 明 。 

当 指针 靠近 两 段 弧 的 边界 时 ， 在 读 出 指针 位 置 时 可 能 发 生 错误 。 这 可 能 引起 读 出 的 位 串 有 
一 个 大 的 错误 。 例 如 ， 在 图 12a 的 编码 方案 里 ， 若 在 确定 指针 位 置 的 过 程 中 发 生 了 一 个 小 的 错 
误 ， 则 读 出 的 位 串 是 100 而 不 是 011。 所 有 三 位 都 是 错 的 ! 为 了 把 在 确定 指针 位 置 的 过 程 中 的 
错误 影响 降 到 最 低 ， 用 位 串 对 2" 段 弧 赋 值 ， 使 相 邻 的 弧 所 表示 的 位 串 只 相差 一 位 。 图 12b 的 
编码 方案 恰好 就 是 这 样 。 在 确定 指针 位 置 的 过 程 中 一 个 错误 使 给 出 的 位 串 为 010 而 不 为 011。 
只 有 一 位 是 错 的 。 

此 处 第 三 位 为 1 


此 处 第 二 位 为 1 Se Ey 
| 此 处 第 二 位 为 1 。 此 处 第 三 位 为 1 人 此 处 第 
三 位 为 1 


此 处 第 一 位 为 1 ER 


此 处 第 三 位 为 1 此 处 第 二 位 为 1 
图 13 指针 位 置 的 数字 表示 


格雷 码 是 圆 弧 的 一 种 标记 ， 使 得 相 邻 的 弧 具 有 恰好 相差 一 位 的 位 串 标记 。 在 图 12b 中 的 赋 
值 是 一 个 格雷 码 。 可 以 这 样 找 出 格雷 码 : 以 下 述 方式 列 出 所 有 110 111 


长 度 为 2 的 位 串 ， 使 得 每 一 个 串 与 前 一 个 位 串 恰 好 相差 一 位 ， 1 
而 且 最 后 一 个 串 与 第 一 个 位 串 恰好 相差 一 位 。 可 以 用 nn 立方体 0 
Q, 来 为 这 个 问题 建 模 。 解 决 这 个 问题 所 需要 的 是 Q, 中 的 一 条 


哈密 顿 回 路 。 这 样 的 哈密 顿 回 路 容易 求 出 。 例 如 ，Q; 的 一 条 哈 ly 011 
. 001 


此 处 第 一 位 为 1 


密 顿 回路 显示 在 图 14 中 。 这 条 哈密 顿 回路 所 产生 的 前 后 恰好 相 
差 一 位 的 位 串 序 列 是 000，001，011，010，110，111， 
101，100。 0 

格雷 码 是 以 弗兰克 … 格雷 的 名 字 来 命名 的 。20 世纪 40 ”图 Q 的 哈密 顿 回路 
年 代 ， 格雷 在 贝尔 实验 室 研究 如 何 把 数字 信号 传送 过 程 中 错误 的 影响 降 到 最 低 时 发 明了 
它们 。 4 


练习 
在 练习 1~8 中 ， 判 定 给 定 的 图 是 否 具有 欧 拉 回路 。 若 存在 ， 构 造 这 样 的 回路 ;如 果 不 存在 ， 就 确定 
这 个 图 是 否 具 有 欧 拉 通 路 ， 若 存在 ， 则 构造 这 样 的 通路 。 


妨 H 区 
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n 0 
9. 设 除 了 哥 尼 斯 堡 的 7 座 桥 之 外 (如 图 1 所 示 )， 还 有 另外 2 座 桥 。 这 些 新 桥 分 别 连接 区 域 B 和 C 以 及 区 
域 B 和 D。 是 否 有 人 能 够 经 过 这 9 座 桥 恰好 一 次 并 且 回 到 出 发 点 ? 
10. 是 否 有 人 能 够 经 过 下 图 所 示 的 所 有 桥 恰好 一 次 并 且 回 到 出 发 点 ? 





11. 何 时 可 以 画 出 一 个 城市 街道 的 中 心 线 而 不 重复 经 过 街道 (假设 所 有 街道 都 是 双向 街道 )? 
12. 设计 一 个 与 算法 1 相似 的 过 程 ， 它 能 够 在 多 重 图 里 构造 欧 拉 通路 。 
在 练习 13 一 15 中 ， 判 定 是 否 可 以 用 一 枝 铅笔 连续 移动 ， 不 离开 纸 面 并 且 不 重复 地 画 出 所 示 的 图 形 。 


有 


* 16. 证 明 : 不 带 有 孤立 点 的 有 向 多 重 图 具有 欧 拉 回路 ， 当 且 仅 当 该 图 是 弱 连 通 的 并 且 每 个 顶点 的 人 度 与 
出 度 都 相等 。 

* 17. 证 明 : 不 带 有 孤立 点 的 有 向 多 重 图 具有 欧 拉 通路 而 没有 欧 拉 回路 ， 当 且 仅 当 该 图 是 弱 连 通 的 并 且 存 
在 两 个 顶点 ， 一 个 顶点 的 入 度 比 出 度 大 1 而 另外 一 个 顶点 的 出 度 比 人 度 大 1， 其 余 每 个 顶点 的 人 度 与 
出 度 都 相等 。 
在 练习 18 一 23 中 ， 判 断 所 示 的 有 向 图 是 否 具 有 欧 拉 回 路 。 若 存在 欧 拉 回路 ， 则 构造 一 条 欧 拉 回 路 。 

”如 果 不 存在 欧 拉 回 路 ， 就 判断 这 个 有 向 图 是 否 具 有 欧 拉 通路 。 若 存在 欧 拉 通路 ， 则 构造 一 条 欧 拉 通 路 。 

18. a b 20. a b C 


图 595 





21. 4 b C 





* 24. 设计 一 个 构造 有 向 图 中 欧 拉 回 路 的 算法 。 
25. 设计 一 个 构造 有 向 图 中 欧 拉 通路 的 算法 。 
26. 对 哪些 n 值 来 说 ， 下 列 图 具有 欧 拉 回 路 ? 
a)K, b)C, CW, d)Q， 
.27. 对 哪些 n 值 来 说 ,练习 26 中 的 图 具有 欧 拉 通路 而 没有 欧 拉 回路 ? 
28. 对 哪些 m 和 值 来 说 ， 完 全 二 分 图 玉 。,。 具 有 
a) 欧 拉 回 路 ? b) 欧 拉 通 路 ? 
29. 当 不 重复 任何 部 分 地 画 出 练习 1 一 7 中 的 每 个 图 时 ， 求 出 铅笔 必须 离开 纸 面 的 最 少 次 数 。 
在 练习 30 一 36 中 ， 判 断 所 给 的 图 是 否 具有 哈密 顿 回 路 。 若 有 了 哈密 顿 回 路 ， 则 求 出 这 样 一 条 回路 。 若 
没有 哈密 顿 回路 ， 则 论证 为 什么 不 存在 这 样 的 回路 。 
30. 4 d 31. 4 b 
| 1 | c 
b e e d 
32. a b 33. a b 8 


8 h 


i 





e 泊 8 
37. 练习 30 中 的 图 有 了 哈密 顿 通 路 吗 ? 如 果 有 ， 找 到 它 。 如 果 没 有 ， 给 出 理由 证 明 不 存在 这 样 的 通路 。 
38. 练习 31 中 的 图 有 了 哈密 顿 通 路 吗 ? 如 果 有 ， 找 到 它 。 如 果 没 有 ， 给 出 理由 证 明 不 存在 这 样 的 通路 。 
39. 练习 32 中 的 图 有 哈密 顿 通路 吗 ? 如 果 有 ， 找 到 它 。 如 果 没 有 ， 给 出 理由 证 明 不 存在 这 样 的 通路 。 
40. 练习 33 中 的 图 有 哈密 顿 通路 吗 ? 如 果 有 ， 找 到 它 。 如 果 没 有 ， 给 出 理由 证 明 不 存在 这 样 的 通路 。 
* 41. 练习 34 中 的 图 有 哈密 顿 通路 吗 ? 如 果 有 ， 找 到 它 。 如 果 没 有 ， 给 出 理由 证 明 不 存在 这 样 的 通路 。 
42. 练习 35 中 的 图 有 哈密 顿 通路 吗 ? 如 果 有 ， 找 到 它 。 如 果 没 有 ， 给 出 理由 证 明 不 存在 这 样 的 通路 。 
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43. 
44. 
45. 
* 46. 


47, 


* 49。 


练习 36 中 的 图 有 哈密 顿 通路 吗 ? 如 果 有 ， 找 到 它 。 如 果 没 有 ， 给 出 理 a 

由 证 明 不 存在 这 样 的 通路 。 

对 哪些 nn 值 来 说 ,练习 26 中 的 图 具有 哈密 顿 回路 ? 

对 哪些 m 入 值 来 说 ,完全 二 分 图 天 。, 具 有 哈密 顿 回路 ? < 八 6 
证 明 : 右 图 所 示 的 彼得 森 图 没有 哈密 顿 回路 , 但 是 通过 删除 一 个 顶点 ee 

和 所 有 与 v 关联 的 边 ， 得 到 的 子 图 却 有 哈密 顿 回路 。 Ac 

对 于 下 列 各 图 确定 : (i) 能 否 用 狄 拉克 定理 来 证 明 这 个 图 有 哈密 顿 回 pi 

路 ; (让) 能 否 用 欧 尔 定理 来 证 明 这 个 图 有 哈密 顿 回 路 ; Giii) 这 个 图 是 否 


有 哈密 顿 回路 。 


Q a 
] | 并 | 


能 否 找到 一 个 带 有 个 顶点 的 简单 图 (n 宇 3)， 这 个 图 没有 了 哈密 顿 回 路 ,但 是 这 个 图 中 每 个 顶点 的 度 


至 少 是 (n 一 1)/2? 

证 明 : 当 闫 是正 整数 时 ， 存 在 对 阶 格雷 码 ， 或 者 等 价 地 证 明 : nn 二 1 的 nn 立方 体 Q, 总 是 具有 哈密 顿 回 
路 。[ 提 示 : 用 数学 归纳 法 。 证 明 如 何 从 ”一 1 阶 格雷 码 产 生 n 阶 格雷 码 。j] 

构造 欧 拉 回路 的 Fleury 算法 发 表 于 1883 年 。 该 算法 是 从 连通 多 重 图 的 任意 一 个 顶点 开始 ， 连 续 地 选 


择 边 来 形成 一 条 回路 。 一 旦 选择 了 一 条 边 ， 就 删除 这 条 边 。 连 续 地 选择 边 ， 使 得 每 条 边 从 上 一 条 边 结束 
的 地 方 开始 ， 而 且 使 得 这 条 边 不 是 一 条 割 边 ， 除 非 别 无 选择 。 


50 


55. 
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S56. 
S7， 
58. 


* S9 
* 60 
x* 61 


. 用 Fleury 算法 找 出 在 图 5 中 图 G 的 欧 拉 回路 。 
* 51. 
** 52. 
* 53, 

54. 


用 伪 代 码 表达 Fleury 算法 。 

证 明 : Fleury 算法 总 是 产生 一 条 欧 拉 回 路 。 

给 出 Fleury 算法 的 变种 以 产生 欧 拉 通 路 。 

一 个 诊断 消息 可 以 在 计算 机 网 络 上 发 出 ， 以 便 在 所 有 和 链 路 和 所 有 设备 
上 执行 测试 。 为 了 测试 所 有 的 链 路 ， 应 当 使 用 什么 类 型 的 通路 ? 为 了 
测试 所 有 的 设备 呢 ? 

证 明 : 带 有 奇数 个 顶点 的 二 分 图 没有 哈密 顿 回路 。 

在 国际 象棋 中 马 是 这 样 一 种 棋子 ， 它 的 移动 可 以 是 水 平 两 格 加 垂直 一 
， 或 者 是 水 平一 格 加 垂直 两 格 。 即 在 (z，y) 格 子 的 马 可 以 移动 到 8 个 格 
(Cz 士 2，?y 士 1)、(z 士 1，y 士 2) 中 的 任何 一 个 ， 只 要 这 些 格 子 是 在 棋盘 
， 如 右 图 所 示 。 

马 的 周游 是 马 的 合法 移动 的 序列 ， 马 在 某 个 格子 上 开始 且 访 问 每 个 格子 恰好 一 次 。 若 存在 一 种 合法 
动 ， 让 马 从 周游 的 最 后 一 个 格子 回 到 周游 开始 的 地 方 ， 则 马 的 周游 称 为 重 返 的 。 可 以 用 图 为 马 的 周游 
模 ， 其 中 棋盘 上 每 个 格子 都 用 一 个 顶点 来 表示 ， 若 马 可 以 在 两 个 顶点 所 表示 的 格子 之 间 合法 地 移动 ， 
用 一 条 边 连接 这 两 个 顶点 。 

画 出 表示 马 在 3X3 棋盘 上 的 合法 移动 的 图 。 

画 出 表示 马 在 3X4 棋盘 上 的 合法 移动 的 图 。 

a) 证 明 : 求 马 在 mXn 棋盘 上 的 周游 等 价 于 求 表 示 马 在 该 棋盘 上 合法 移动 的 图 的 哈密 顿 通路 。 
b) 证 明 : 求 马 在 mXn 棋盘 上 的 重 返 的 周游 等 价 于 求 所 对 应 的 图 上 的 哈密 顿 回路 。 

. 证 明 : 存在 马 在 3X4 棋盘 上 的 周游 。 

. 证 明 : 不 存在 马 在 3X3 棋盘 上 的 周游 。 

,证明 : 不 存在 马 在 4X4 棋盘 上 的 周游 。 





62. 


63. 


* 64. 


65., 


x 66. 


图 597 


证 明 : 当 m 和 都 是 正 整数 时 ， 表 示 马 在 mXn 棋盘 上 的 合法 移动 的 图 是 二 分 图 。 

证 明 : 当 m 和 nn 都 是 奇数 时 ,不 存在 马 在 mXn 棋盘 上 的 重 返 的 周游 。[ 提 示 ; 利用 练习 55、 练 习 

58b 和 练习 62。] 

证 明 : 存在 马 在 8X8 棋盘 上 的 周游 。[ 提 示 : 你 可 以 用 沃 恩 斯 道夫 于 1823 年 发 明 的 下 列 方法 来 构造 

马 的 周游 。 从 任意 格子 开始 ， 然 后 总 是 移动 到 与 最 少数 目的 没有 用 过 的 格子 连接 的 一 个 格子 上 。 虽 

然 这 个 方法 不 能 总 是 产生 马 的 周游 ， 但 是 它 确实 很 有 效 。] 

本 练习 粗略 介绍 欧 尔 定理 的 证 明 。 假 设 G 是 带 有 个 顶点 的 简单 图 ， nn 三 3， 并且 当 z 和 yy 是 G 中 不 

相 邻 的 顶点 时 ，deg(z) 十 deg(y) 宇 x。 欧 尔 定理 称 在 这 些 条 件 下 ，G 有 哈密 顿 回 路 。 

a2) 证明: 如 果 G 没 有 哈密 顿 回 路 ， 则 存在 另 一 个 带 有 与 G 相同 顶点 的 图 互 ， 可 以 这 样 来 构造 五 : 加 
人 和信 边 到 G 使 得 加 入 一 条 边 就 产生 互 中 的 哈密 顿 回 路 。[ 提 示 : 依次 在 G .的 每 个 顶点 加 入 不 产生 哈 
密 顿 回 路 的 尽 可 能 多 的 边 。] 

b) 证 明 : 在 互 中 存在 哈密 顿 通路 。 

QO) 设 ，vs。，…，w, 是 互 中 的 哈密 顿 通路 。 证明 : deg(w) 十 deg(w,) 宇 n 并 且 至 多 存在 deg(Cu ) 个 顶 
点 不 与 vw 相 邻 (包括 v 在 内 )。 

d) 设 S 是 与 哈密 顿 通路 上 与 wm 相 邻 的 每 个 顶点 前 面 的 顶点 的 集合 。 证 明 S 包含 deg (wv) 个 顶点 并 且 


ww。 

e) 证 明 : S 包含 与 v, 相 邻 的 顶点 v。 这 蕴含 着 存在 连接 与 w+ 和 也 与 ww 的 边 。 

个 证明: e) 蕴 含 着 Vis Ves Ms Vel Uy Une Un-ly 9 Vetis Vl 是 G 中 的 哈密 顿 回路 。 从 这 个 矛 
盾 得 出 欧 尔 定理 成 立 。 


证 明 : 求 所 有 顶点 的 度 都 为 偶数 的 连通 图 的 欧 拉 回路 的 算法 1 的 最 坏 情形 计算 复杂 度 是 Ol(m)， 其 中 
mm 是 G 中 的 边 数 。 


10.6 最 短 通路 问题 
10. 6. 1 引言 


许多 问题 可 以 用 边 上 赋 权 的 图 来 建 模 。 作 为 说 明 ， 考 虑 航线 系统 如 何 建 模 。 如 果 用 顶点 表 


示 城 市 ， 用 边 表 示 航 班 ， 就 可 以 得 到 基本 的 图 模型 。 给 边 赋 上 城市 之 间 的 距离 ， 就 可 以 为 涉及 


Li 地 





学 。 





朱 理 乌 斯 ， 彼得 ， 克 里 西安 ， 彼 得 森 (Julius Peter Christian Petersen，1839 一 
1910) 彼得 森 出 生 在 丹麦 的 索 镇 。 他 的 父亲 是 一 名 染 匠 。1854 年 ， 他 的 父母 再 也 负 
担 不 起 他 的 学 费 ， 于 是 让 他 到 叔叔 的 杂货 店 当 学 徒 。 他 权 叔 死 的 时 候 给 彼得 森 留 下 足 
够 的 钱 让 他 重新 回 到 学 校 。 毕 业 后 ， 他 在 哥本哈根 理工 学 院 开始 学 习 工 程 学 ， 随 后 决 
定 专攻 数学 。1858 年 ， 他 出 版 了 第 一 本 书 ， 一 本 关于 对 数 的 教科 书 。 当 继承 的 遗产 用 
完 之 后 ， 彼 得 森 不 得 不 靠 教书 来 谋生 。1859 年 到 1871 年 间 ， 彼 得 森 在 哥本哈根 的 一 
所 私立 贵族 高 中 教书 。 他 一 边 教书 一 边 继 续 他 的 学 业 ， 并 于 1862 年 进入 哥本哈根 大 
同年 ， 他 与 劳 拉 。 伯 特 森 结婚 。 他 们 育 有 3 个 孩子 ， 两 男 一 女 。 

1866 年 ， 彼 得 森 从 哥本哈根 大 学 获得 数学 学 位 ， 并 于 1871 年 从 该 校 最 终 获 得 博士 学 位 。 得 到 博士 


学 位 后 ， 他 在 理工 与 军事 学 院 任教 。1887 年 他 被 任命 为 哥本哈根 大 学 的 教授 。 在 丹麦 ， 彼 得 森 因 著 有 大 
量 的 高 中 和 大 学 教科 书 而 知名 。 其 中 《解决 几何 构造 问题 的 方法 和 理论 》(Methods and Theories for the 
Solution of Problems of Geometrical Construction) 被 译 成 8 种 语言 ， 英 文 版 最 近 的 一 次 重印 是 在 1960 年 ， 
而 法 文 版 最 近 的 一 次 重印 是 在 1990 年 ， 距 离 初 版 已 经 超过 了 一 个 世纪 。 


彼得 森 的 研究 领域 很 广泛 ， 包 括 代数 学 、 分 析 学 、 密 码 学 、 九 何 学 、 力 学 、 数 理 经 济 学 以 及 数论 。 他 


对 图 论 的 贡献 ， 包 括 有 关 正 则 图 的 结果 ， 最 为 著名 。 他 以 论述 的 清晰 性 、 解 决 问题 的 技巧 性 和 独创 性 、 讲 
话 的 幽默 感 、 充 沛 的 精力 以 及 擅长 教学 而 闻名 。 彼 得 森 不 愿意 读 其 他 数学 家 的 著作 。 所 以 ， 他 经 常 证 明 一 
些 已 经 被 别人 证 明 过 的 结果 而 常常 陷于 爆 粹 之 中 。 不 过 ， 他 却 无 法 忍受 其 他 的 数学 家 不 读 他 的 作品 。 


安 


彼得 森 去 世 的 消息 曾 刊登 在 哥本哈根 报纸 的 头 版 。 当 时 一 家 报纸 把 他 誉 为 科学 界 的 汉 斯 ， 克 里 西 


* 安徒生 一 一 在 学 术 世 界 里 做 出 巨大 贡献 的 人 民 之 子 。 


598 第 10 章 





距离 的 问题 建 模 ; 给 边 赋 上 飞行 时 间 ， 就 可 以 为 涉及 飞行 时 间 的 问题 建 模 ; 给 边 赋 上 票 价 ， 就 
可 以 为 涉及 票 价 的 问题 建 模 。 图 1 显示 了 给 一 个 图 的 边 赋 权 的 三 种 不 同方 式 ， 分 别 表示 距离 、 
飞行 时 间 和 票 价 。 








飞行 时 间 


旧金山 





图 1 为 航线 系统 建 模 的 加 权 图 


给 每 条 边 赋 上 一 个 数 的 图 称 为 加 权 图 。 加 权 图 用 来 为 计算 机 网 络 建 模 。 通 信 成 本 (比如 租 
用 电话 线 的 月 租 费 )、 计 算 机 在 这 些 线路 上 的 响应 时 间或 计算 机 之 间 的 距离 等 都 可 以 用 加 权 图 
来 研究 。 图 2 显示 三 个 加 权 图 ， 它 们 表示 给 计算 机 网 络 图 的 边 赋 权 的 三 种 方式 ， 分 别 对 应 于 距 
离 、 响 应 时 间 和 成 本 。 

与 加 权 图 有 关 的 几 种 类 型 的 问题 经 常 出 现 。 确 定 网 络 中 两 个 顶点 之 间 长 度 最 短 的 通路 
就 是 一 个 这 样 的 问题 。 说 得 更 具体 些 ， 设 加 权 图 中 一 条 通路 的 长 度 是 这 条 通路 上 各 条 边 的 
权 的 总 和 。( 读 者 应 当 注意 ， 对 术语 长 度 的 这 种 用 法 ， 与 表示 不 加 权 的 图 的 通路 中 边 数 的 
长 度 的 用 法 是 不 同 的 。) 问 题 是 : 什么 是 最 短 通路 ， 即 什么 是 在 两 个 给 定 顶 点 之 间 长 度 最 短 
的 通路 ? 例如， 在 图 1 所 示 加 权 图 表示 的 航线 系统 中 ， 在 波士顿 与 洛杉矶 之 间 以 空中 距离 


图 099 


计算 的 最 短 通路 是 什么 ? 在 波士顿 与 洛杉矶 之 间 什 么 样 的 航班 组 合 的 总 飞行 时 间 ( 即 在 空 
中 的 总 时 间 ， 不 包括 航班 之 间 的 时 间 ) 最 短 ? 在 这 两 个 城市 之 间 的 最 低 费 用 是 多 少 ? 在 
图 2 所 示 的 计算 机 网 络 中 ， 连 接 旧 金山 的 计算 机 与 纽约 的 计算 机 所 需要 的 最 便宜 的 一 组 电 
话 线 是 什么 ? 哪 一 组 电话 线 给 出 旧金山 与 纽约 之 间 通 信 的 最 快 响应 时 间 ? 哪 一 组 电话 线 有 
最 短 的 总 距离 ? 





达拉斯 





达拉斯 


月 租 费 





达拉斯 


图 2 为 计算 机 网 络 建 模 的 加 权 图 


与 加 权 图 有 关 的 另外 一 个 重要 问题 是 : 求 访问 完全 图 每 个 顶点 恰好 一 次 的 、 总 长 度 最 短 的 
回路 。 这 就 是 著名 的 旅行 商 问 题 ， 它 求 一 位 推销 员 应 当 以 什么 样 的 顺序 来 访问 其 路 程 上 的 每 个 
城市 恰好 一 次 ， 使 得 他 旅行 的 总 距离 最 短 。 本 节 后 面 将 讨论 旅行 商 问题 。 


10. 6.2 最 短 通 路 算法 

求 加 权 图 中 两 个 顶点 之 间 的 最 短 通路 有 多 个 不 同 的 算法 。 下 面 将 给 出 荷兰 数学 家 下 迪克 we 加 
斯 特 拉 (Edsger Dijkstra) 在 1959 年 所 发 现 的 一 个 解决 无 向 加 权 图 中 最 短 通路 问题 的 算法 ， 其 中 
所 有 的 权 都 是 正 数 。 可 以 很 容易 地 将 它 修 改 来 解决 有 向 图 里 的 最 短 通路 问题 。 

在 给 出 这 个 算法 的 形式 化 表示 之 前 ， 先 给 出 一 个 启发 性 的 例子 。 
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例 1 在 图 3 所 示 的 加 权 图 里 ，a 和 > 之 间 最 短 通路 的 长 度 是 多 少 ? 

解 虽然 通过 观察 可 以 很 容易 求 出 最 短 通 路 ， 但 是 需 b 3 c 
要 一 些 有 助 于 理解 迪克 斯 特 拉 算 法 (Dijkstra’”s algorithm) 的 
办 法 。 解 决 这 个 问题 的 方法 是 : 求 出 从 a 到 各 个 后 继 顶 点 
的 最 短 通路 ， 直 到 到 达 z 为止 。 

从 < 开始 ， 不 包含 除 a 之 外 的 顶点 的 唯一 通路 是 增加 一 
条 以 a 为 端点 的 边 。 这 些 通路 仅 有 一 条 边 ， 它 们 是 长 度 分 
别 为 4 和 2 的 a, 5 和 a，d。 所 以 4 是 与 a 最 靠近 的 顶点 ， 
从 a 到 4 的 最 短 通路 的 长 度 是 2。 图 3 一 个 加 权 的 简单 图 

可 以 通过 查看 所 有 以 a 为 起 点 到 集合 {a，d} 中 的 顶点 的 最 短 通 路 ， 找 到 第 二 个 最 近 的 顶 
点 ， 接 着 的 边 以 {a，d} 中 的 一 个 顶点 为 端点 ， 另 一 个 顶点 不 在 该 集合 中 。 到 5 的 最 短 通路 仍然 
是 wa，2， 长 度 为 4， 而 到 e 的 最 短 通路 是 a，d，e， 长 度 为 5。 所 以 ,下 一 个 与 a 最 靠近 的 顶点 
是 56， 从 a 到。 的 最 短 通 路 的 长 度 是 4。 

为 了 找 出 第 三 个 与 a 最 靠近 的 顶点 ， 只 需要 检查 那些 以 a 为 起 点 到 集合 {a，d，5}) 中 的 顶 
点 的 最 短 通路 ， 接 着 的 边 以 {a，4d，5} 中 的 一 个 顶点 为 端点 ， 男 一 个 顶点 不 在 该 集合 中 。 有 3 
条 这 样 的 通路 : 长 度 为 7 到 < 的 通路 ， 即 a, 6，c; 长 度 为 7 到 6。 的 通路 ， 即 4a, 5，e; 以 及 长 
度 为 5 到 e 的 通路 ， 即 a，d，e。 因 为 最 短 的 通路 是 a，d，e， 所 以 。 是 第 三 个 与 a 最 靠近 的 顶 
点 ， 而 且 从 a 到 e 的 最 短 通路 的 长 度 为 5。 

为 了 找 出 第 四 个 与 a 最 靠近 的 顶点 ， 只 需要 检查 那些 以 a 为 起 点 到 集合 {a，d，65，e} 中 的 
顶点 的 最 短 通 路 ， 接 着 的 边 以 {a，d，b，e} 中 的 一 个 顶点 为 端点 ， 另 一 个 顶点 不 在 该 集合 中 。 
有 2 条 这 样 的 通路 : 长 度 为 7 到 c 的 通路 ， 即 c， b, c; 以 及 长 度 为 6 到 zz 的 通路 ， 即 a， CQ，e， 
z。 因 为 相对 短 的 通路 是 a，d，e，x， 所 以 z 是 第 四 个 与 a 最 靠近 的 顶点 ,而且 从 a 到 zz 的 最 
短 通路 的 长 度 为 6。 4 

例 1 说 明了 在 迪克 斯 特 拉 算 法 中 使 用 的 一 般 原理 。 注 意 通过 检查 每 条 从 a 到 zz 的 通路 就 可 
以 求 出 从 a 到 zz 的 最 短 通路 。 不 过 ， 无 论 对 人 还 是 对 计算 机 来 说 ， 这 种 方法 对 于 边 数 很 多 的 图 
都 是 不 切实 际 的 。 

现在 将 考虑 一 般 问 题 : 在 无 向 连通 简单 加 权 图 中 ， 求 出 “与 z 之 间 的 最 短 通路 的 长 度 。 迪 
克 斯 特 拉 算 法 如 下 进行 : 求 出 从 a 到 第 一 个 顶点 的 最 短 通路 的 长 度 ， 从 a 到 第 二 个 顶点 的 最 短 
通路 的 长 度 ， 以 此 类 推 ， 直 到 求 出 从 < 到 z 的 最 短 通路 的 长 度 为 止 。 还 有 一 个 便利 之 处 是 ,很 
容易 扩展 这 个 算法 ， 求 出 从 a 到 不 只 是 z 的 所 有 顶点 的 最 短 通 路 的 长 度 。 

这 个 算法 依赖 于 一 系列 的 迭代 。 通 过 在 每 次 迭代 中 添加 一 个 顶点 来 构造 特殊 顶点 的 集合 。 
在 每 次 迭代 中 完成 一 个 标记 过 程 。 在 这 个 标记 过 程 中 ， 用 只 包含 特殊 顶点 集合 中 的 顶点 的 从 a 


ums 





爱 德 思 葛 ， 韦伯， 迪克 斯 特 拉 (Edsger Wybe Dijkstra，1930 一 2002) ”迪克 斯 特 拉 
出 生 在 荷兰 。20 世纪 50 年 代 初 期 ， 当 他 在 雷 登 大 学 学 习 理 论 物 理 时 ， 他 就 开始 编写 
计算 机 程序 。1952 年 ， 当 他 意识 到 自己 对 程序 设计 比 对 物理 学 更 感 兴趣 时 ， 他 迅速 地 
完成 了 对 物理 学 课程 的 学 习 ， 转 而 开始 了 程序 员 生涯 ， 尽 管 当 时 程序 设计 还 没有 被 认 
为 是 一 种 职业 。(1957 年 ， 阿 姆 斯 特 丹 当 局 拒绝 接受 他 在 结婚 证 上 的 工作 一 栏 里 把 “ 程 
序 设计 ”作为 职业 。 无 奈 之 下 ， 他 只 好 改 成 了 “理论 物理 学 家 ”。.) 

迪克 斯 特 拉 一 直 是 把 程序 设计 作为 一 个 科学 学 科 的 最 有 力 的 倡导 者 之 一 。 他 在 下 
述 领域 做 出 了 奠基 性 的 贡献 :操作 系统 ， 其 中 包括 死 锁 避 免 ; 程序 设计 语言 ， 其 中 包括 结构 化 程序 设计 
的 概念 ; 以 及 算法 。1972 年 迪克 斯 特 拉 获 得 了 计算 机 学 会 颁发 的 图 灵 奖 ， 这 是 计算 机 科学 里 最 具 影 响 力 
的 奖项 之 一 。1973 年 迪克 斯 特 拉 ， 成 为 伯劳 福 斯 研究 员 ，1984 年 他 被 任命 为 得 克 萨 斯 大 学 奥 斯 丁 分 校 的 
计算 机 科学 教授 。 
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到 w 的 最 短 通路 的 长 度 来 标记 也 。 添 加 到 特殊 顶点 集合 中 的 顶点 是 尚 在 集合 之 外 的 那些 顶点 中 
带 有 最 小 标记 的 顶点 。 

现在 给 出 迪克 斯 特 拉 算 法 的 细节 。 它 首先 用 0 标记 a 而 用 ce 标记 其 余 的 顶点 。 用 记号 
Lo(a) 二 0 和 Lo) 一 co 表示 在 没有 发 生 任 何 和 迭代 之 前 的 这 些 标记 (下 标 0 表示 “第 0 次 ”和 迭代) 。 
这 些 标记 是 从 a 到 这 些 顶 点 的 最 短 通路 的 长 度 ， 其 中 这 些 通路 只 包含 顶点 a。( 因 为 不 存在 从 a 
到 其 他 顶点 的 这 种 通路 ， 所 以 ce 是 a 与 这 样 的 顶点 之 间 的 最 短 通路 的 长 度 。) 

迪克 斯 特 拉 算 法 是 通过 形成 特殊 顶点 的 集合 来 进行 的 。 设 S; 表示 在 标记 过 程 & 次 迭代 之 
后 的 特殊 顶点 集 。 首 先 令 S, 二名。 集合 S 是 通过 把 不 属于 S,_1 的 带 最 小 标记 的 顶点 x 添加 到 
S11 里 形成 的 。 

一 旦 把 添加 到 S, 中 ， 就 更 新 所 有 不 属于 Se 的 顶点 的 标记 ， 使 得 顶点 v 在 第 个 阶段 的 
标记 Li( 四 是 只 包含 S 中 顶点 ( 即 已 有 的 特殊 顶点 再 加 上 的 从 a 到 w 的 最 短 通路 的 长 度 。 注 
意 ， 在 每 一 步 中 选择 添加 到 S; 中 的 顶点 x， 都 是 一 个 最 优选 择 ， 使 之 成 为 贪 禁 算法 (我 们 将 简 
要 证 明 这 个 贪 焚 算 法 总 是 得 到 最 优 解 ) 。 

设 v 是 不 属于 Si 的 一 个 顶点 。 更 新 v 的 标记 ， 注意 L(v) 是 只 包含 S 中 顶点 的 从 a 到 w 的 
最 短 通路 的 长 度 。 当 利用 下 面 的 观察 结果 时 ， 就 可 以 有 效 地 完成 这 个 更 新 : 只 包含 S; 中 顶点 
的 从 a 到 wv 的 最 短 通路 ， 要 么 是 只 包含 S;_1 中 顶点 ( 即 不 包括 在 内 的 特殊 顶点 ) 的 从 a 到 vw 的 
最 短 通 路 ， 要 么 是 在 第 & 一 1 阶段 加 上 边 (x， 了 的 从 ae 到 zx 的 最 短 通路 。 换 句 话 说， 

Li(a,v) = min{ 工 (az) ,Li (ayz) 十 (zw) ) 
其 中 ，w(u， 马 是 以 妈 和 ww 为 端点 的 边 的 长 度 。 这 个 过 程 这 样 迭 代 : 依次 添加 顶点 到 特殊 顶点 
集中 ， 直 到 添加 zz 为 止 。 当 把 = 添加 到 特殊 顶点 集中 时 ， 它 的 标记 就 是 从 “< 到 的 最 短 通路 的 
长 度 。 

算法 1 是 迪克 斯 特 拉 算 法 。 随 后 将 证 明 这 个 算法 的 正确 性 。 注 意 ， 当 继续 这 个 过 程 直到 wm 六 
所 有 顶点 都 加 入 到 特殊 顶点 集中 时 ， 就 可 以 求 出 从 a 到 图 中 所 有 其 他 顶点 的 最 短 通路 的 


长 度 。 











算法 1 迪克 斯 特 拉 算 法 
procedure Dijkstra(G: 所 有 权 都 为 正 数 的 带 权 连通 简单 图 ) 
{G 带 有 顶点 4 二 w，w，…，w 二 z 和 权 ww(w， 攻 )， 其 中 若 {w， 必 } 不 是 G 的 边 ， 则 wlw， wv) 二 2} 
for z :一 ] to 7 
L(vi) :一 co 
L(a) :一 0 
S :一 纪 
{ 现 在 初始 化 标记 ， 使 得 a 的 标记 为 0 而 所 有 其 余 标 记 为 cc ，S 是 空 集合 } 
while z¥ S 
u :二 a 不 属于 S 的 L(z) 最 小 的 一 个 顶点 
S:=SU {u)} 
for 所 有 不 属于 S 的 顶点 v 
站 L(w) +wlu, v=<L(v)then L(v) :=L(wW)+i+w(u, v) 
{这 样 就 给 S 中 添加 带 最 小 标记 的 顶点 ， 并 且 更 新 不 在 S 中 的 顶点 的 标记 } 
return L(z){L(z) 二 从 a 到 z 的 最 短 通路 的 长 度 } 

















例 2 说 明了 迪克 斯 特 拉 算 法 是 如 何 工作 的 。 随 后 我 们 将 证 明 这 个 算法 总 是 产生 加 权 图 中 两 
个 顶点 之 间 最 短 通路 的 长 度 。 

例 2 用 迪克 斯 特 拉 算 法 求 图 4a 所 示 的 加 权 图 中 顶点 a 与 z 之 间 最 短 通路 的 长 度 。 

解 图 4 显示 了 迪克 斯 特 拉 算 法 求 a 与 z 之 间 最 短 通 路 所 用 的 步骤 。 在 算法 的 每 次 迭代 
中 ， 用 圆圈 图 起 集合 S 中 的 顶点 。 每 次 迭代 都 只 标明 从 a 到 S; 中 的 每 个 顶点 的 最 短 通路 。 当 
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圆圈 圈 到 xz 时 ,算法 终止 。 找 到 从 a 到 z 的 最 短 通 路 是 4a，c,，b，d，e，z， 长度 为 13。 4 


评注 ”在 执行 迪克 斯 特 拉 算 法 时 ， 为 了 更 便于 在 每 步 跟踪 顶点 的 标记 ， 有 时 可 以 用 一 
个 表 来 代 圭 ， 而 不 再 对 每 步 都 重新 画 出 这 个 图 。 





b 3(ac) d 1l0(a,c) 


3(ac) ~ d 8(ac,b) 


©O 2(a) © 10(,c,b,d) 


全 





图 4 用 迪克 斯 特 拉 算 法 求 从 a 到 z 的 最 短 通 路 ~ 


下 一 步 ， 用 归纳 论证 来 证 明 迪 克 斯 特 拉 算 法 产生 无 向 连通 加 权 图 中 两 个 顶点 4 与 z 之 间 最 
短 通路 的 长 度 。 用 下 列 断 言 作为 归纳 假设 : 在 第 & 次 迭代 

(DS 中 的 顶点 vv 才 0) 的 标记 是 从 a 到 这 个 顶点 的 最 短 通 路 的 长 度 。 

(ii 不 在 S 中 的 顶点 的 标记 是 (这 个 顶点 自身 除外 ) 只 包含 S 中 顶点 的 从 a 到 这 个 顶点 的 最 
短 通路 的 长 度 。 | 

当 &=0 时 ， 在 没有 执行 任何 迭代 之 前 ，S 二 多 ， 所 以 从 a 到 除 a 外 的 顶点 的 最 短 通路 的 长 
度 是 ce 。 所 以 基础 步骤 成 立 。 

假设 对 于 第 次 迭代 ， 归 纳 假设 成 立 。 设 v 是 在 第 十 1 次 迭代 时 添加 到 S 中 的 顶点 ， 则 

是 在 第 次 迭代 结束 时 带 最 小 标记 的 不 在 S 中 的 顶点 (车 有 最 小 标记 相同 的 顶点， 可 以 采用 带 
最 小 标记 的 任意 顶点 )。 

根据 归纳 假设 ,可 以 看 出 在 第 十 1 次 迭代 之 前 ，S 中 的 顶点 都 用 从 a 出 发 的 最 短 通路 的 
长 度 来 标记 。 而 且 ， wv 也 一 定 是 用 从 a 到 w 的 最 短 通路 的 长 度 来 标记 。 假 如 情况 不 是 这 样 ， 那 
么 在 第 次 迭代 结束 时 ， 就 可 能 存在 包含 不 在 S 中 的 顶点 长 度 小 于 L(w) 的 通路 (因为 Li(v) 是 
在 第 次 迭代 后 ， 只 包含 S 中 顶点 的 从 a 到 wv 的 最 短 通路 的 长 度 )。 设 是 在 这 样 的 通路 中 不 
属于 S 的 第 一 个 顶点 。 则 存在 一 条 只 包含 S 中 顶点 的 从 a 到 的 长 度 小 于 Li(v) 的 通路 。 这 与 
2 的 选择 相 了 矛盾。 因此， 在 第 十 1 次 和 迭代 结束 时 (iD 成 立 。 

设 和 是 在 第 十 1 次 迭代 后 不 属于 'S 的 一 个 顶点 。 只 包含 S 中 顶点 的 从 a 到 ww 的 最 短 通路 





要 么 包含 v 要 么 不 包含 w。 若 它 不 包含 w， 则 根据 归纳 假设 ， 它 的 长 度 是 蕊 (zxz) 。 若 它 确 实 包含 
v， 则 它 必然 是 这 样 组 成 的 : 一 条 只 包含 S 中 除 v 之 外 的 顶点 的 从 a 到 wv 的 最 短 长 度 的 通路 ， 
后 面 接着 从 v 到 w 的 边 。 这 时 ， 它 的 长 度 是 Li(v) 十 w(v，w)。 这 样 就 证 明了 (ii) 为 真 ， 因 为 
Liri(u) =min(LiCu), L(V) wv, u)}, 

下 面 描述 已 经 证 明了 的 定理 。 
迪克 斯 特 拉 算 法 求 出 连通 简单 无 向 加 权 图 中 两 个 顶点 之 间 最 短 通 路 的 长 度 。 

现在 可 以 估计 迪克 斯 特 拉 算 法 的 计算 复杂 度 ( 就 加 法 和 比较 而 言 ) 。 这 个 算法 使 用 的 迭代 
次 数 不 超 过 mn 一 1 次 ， 其 中 是 图 中 顶点 的 个 数 ， 因 为 在 每 次 迭代 时 添加 一 个 顶点 到 特殊 顶点 
集中 。 若 可 以 估计 每 次 迭代 所 使 用 的 运算 次 数 ， 则 大 功 告 成 。 可 以 用 不 超过 n 一 1 次 比较 来 
找 出 不 在 S 中 的 带 最 小 标记 的 顶点 。 于 是 我 们 使 用 一 次 加 法 和 一 次 比较 来 更 新 不 在 S 中 的 
每 个 顶点 的 标记 ， 所 以 每 次 迭代 的 运算 不 超过 2(n 一 1) 次 ， 因 为 每 次 迭代 要 更 新 的 标记 不 超 
过 nn 一 1 个。 因为 迭代 次 数 不 超 过 n 一 1 次 ， 每 次 迭代 的 运算 次 数 不 超 过 2(n 一 1) 次 ， 所 以 有 








迪克 斯 特 拉 算 法 使 用 OCw) 次 运算 (加 法 和 比较 ) 求 出 含有 nn 个 顶点 的 连通 简单 无 
向 加 权 图 中 两 个 顶点 之 间 最 短 通 路 的 长 度 。 


10. 6.3 旅行 商 问题 
现在 讨论 与 加 权 图 有 关 的 一 个 重要 问题 。 考 虑 下 面 的 问题 : 一 位 旅行 商 想 要 访问 对 个 城市 内 国 

中 每 个 城市 恰好 一 次 ， 并 返回 到 出 发 点 。 例 如 ， 假 定 这 个 旅行 商 想 要 访问 底特律 、 托 莱 多 、 萨 

吉 诺 、 大 急流 域 以 及 卡拉 玛 祖 ( 见 图 5)。 他 应 当 以 什么 顺序 访问 这 些 城市 以 便 旅 行 总 距离 最 

短 ? 为 了 解决 这 个 问题 ， 可 以 假定 旅行 商 从 底特律 出 发 (因为 这 个 城市 必须 是 回路 的 一 部 分 )， 

并 且 检 查 他 访问 其 余 4 个 城市 然后 返回 底特律 的 所 有 可 能 方式 (从 别处 出 发 将 产生 相同 的 回 

路 ) 。 这 样 的 回路 总 共有 24 条 ， 但 是 因为 往返 路 程 距离 相同 ， 所 以 在 求 最 短 总 距离 时 ， 只 需要 
考虑 12 条 不 同 的 回路 即 可 。 列 出 这 12 条 不 同 回路 和 每 条 回路 旅行 的 最 短 总 距离 。 从 下 表 可 以 
看 出 ， 使 用 回路 底特律 - 托 菜 多 -卡拉 玛 祖 格 - 大 急流 域 - 萨 吉 诺 (或 该 回路 的 逆 )， 对 应 458 英里 

的 最 短 总 距离 。 





5 显示 5 个 城市 间距 离 的 图 


上 面 描述 了 旅行 商 问题 的 一 个 实例 。 旅 行商 问题 求 加 权 完 全 无 向 图 中 访问 每 个 顶点 恰好 一 
次 并 且 返 回 出 发 点 的 总 权 值 最 小 的 回路 。 这 等 价 于 求 完 全 图 中 总 权 值 最 小 的 哈密 顿 回 路 ， 因 为 
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在 回路 中 访问 每 个 顶点 恰好 一 次 。 
















总 距离 (英里 ) 
610 
516 
588 
458 
540 





路 线 
底特律 - 托 莱 多 -大 急流 域 - 萨 吉 诺 -卡拉 玛 祖 - 底 特 律 
底特律 - 托 莱 多 -大 急流 域 -卡拉 玛 祖 - 萨 吉 诺 -底特律 
底特律 - 托 莱 多 -卡拉 玛 祖 - 萨 吉 诺 -大 急流 域 -底特律 
底特律 - 托 莱 多 -卡拉 玛 祖 -大 急流 域 - 萨 吉 诺 -底特律 
底特律 - 托 莱 多 - 萨 吉 诺 -卡拉 玛 祖 -大 急流 域 -底特律 
底特律 - 托 菜 多 - 萨 吉 诺 - 大 急流 域 - 卡 拉 玛 祖 -底特律 
底特律 - 萨 吉 诺 - 托 莱 多 -大 急流 域 - 卡 拉 玛 祖 -底特律 
底特律 - 萨 吉 诺 - 托 莱 多 -卡拉 玛 祖 - 大 急流 域 -底特律 
底特律 - 萨 吉 诺 -卡拉 玛 祖 - 托 莱 多 -大 急流 域 -底特律 
底特律 - 萨 吉 诺 -大 急流 域 - 托 莱 多 -卡拉 玛 祖 - 底 特 律 
底特律 -大 急流 域 - 萨 吉 诺 - 托 莱 多 -卡拉 玛 祖 - 底 特 律 
底特律 -大 急流 域 - 托 菜 多 - 萨 吉 诺 -卡拉 玛 祖 - 底 特 律 





504 
598 
576 
682 
646 
670 
728 





求解 旅行 商 问题 实例 最 直截了当 的 方式 是 检查 所 有 可 能 的 哈密 顿 回路 ， 并 选择 总 权 值 最 小 
的 一 条 回路 。 若 在 图 中 有 个 城市 ， 则 为 了 求解 这 个 问题 ， 需 要 检查 多 少 条 回路 ? 一 旦 选 定 了 
出 发 点 ， 需 要 检查 的 不 同 的 哈密 顿 回路 就 有 (n 一 1)! 条 ， 因 为 第 二 个 顶点 有 ”一 1 种 选择 ， 第 
三 个 顶点 有 nn 一 2 种 选择 ， 以 此 类 推 。 因 为 可 以 用 相反 顺序 来 经 过 一 条 哈密 顿 回路 ， 所 以 只 需 
要 检查 (n 一 1)! /2 条 回路 来 求 出 答案 。 注 意 (n 一 1)! /2 增长 得 极 快 。 当 只 有 几 十 个 顶点 时 ， 试 
图 用 这 种 方式 来 解决 旅行 商 问题 就 是 不 切实 际 的 。 例 如 ， 假 如 有 25 个 项 点， 那么 就 不 得 不 考 
虑 总 共 24! /2( 约 为 3.1X10”) 条 不 同 的 哈密 顿 回 路 。 假 定 检 查 每 条 哈密 顿 回 路 只 花费 1 纳 秒 
(10 " 秒 )， 那 么 就 需要 大 约 1000 万 年 才能 求 出 这 个 图 中 长 度 最 短 的 一 条 哈密 顿 回路 。 

因为 旅行 商 问 题 在 实践 和 理论 上 都 具有 重要 意义 ， 所 以 已 经 投入 了 巨大 的 努力 来 设计 解决 
它 的 有 效 算法 。 不 过 ， 还 没有 已 知 的 解决 这 个 问题 的 多 项 式 最 坏 情形 时 间 复 杂 度 的 算法 。 而 
且 ， 假如 这 种 算法 找到 了 ， 那 么 许多 其 他 难题 (比如 在 第 1 章 里 讨论 过 的 确定 nn 个 变 元 的 命题 
公式 是 否 重 言 式 ) 也 可 以 用 多 项 式 最 坏 情形 时 间 复 杂 度 的 算法 求解 。 这 个 结果 是 从 NP 完全 性 
理论 得 出 的 (关于 这 个 理论 的 更 多 信息 请 参考 [GaJo79]) 。 

当 有 许多 需要 访问 的 顶点 时 ， 解 决 旅行 商 问题 的 实际 方法 是 使 用 近似 算法 。 近 似 算法 是 这 
样 的 算法 ， 它 们 不 必 产 生 问题 的 精确 解 ， 取 而 代 之 的 是 保证 产生 接近 精确 解 的 解 。 即 它们 可 能 
产生 带 总 权 数 W' 的 哈密 顿 回 路 ,使 得 WW' 二 ce-W， 其 中 W 是 精确 解 的 总 长 度 ， 而 c 是 一 
常数 。 例 如 ， 存 在 多 项 式 最 坏 情 形 时 间 复 杂 度 算法 使 得 c= 二 3/2。 对 于 一 般 加 权 图 和 每 个 正 实数 
& 来 说 ， 总 是 产生 最 多 & 倍 于 最 优 解 的 解 的 算法 还 是 未 知 的 。 假 如 这 样 的 算法 存在 ， 那 就 可 能 
证 明 P 类 等 于 NP 类 ， 这 是 关于 算法 复杂 度 的 最 著名 的 开放 问题 (参见 3. 3 节 ) 。 

在 实际 中 ， 已 经 研究 出 这 样 的 算法 ， 它 们 可 以 只 用 几 分 钟 的 计算 机 时 间 ， 就 可 以 解决 多 达 
1000 个 顶点 的 旅行 商 问 题 ， 误 差 在 精确 解 的 2% 之 内 。 关 于 旅行 商 问 题 的 更 多 信息 ， 包 括 历 
史 、 应 用 和 算法 等 ， 见 《离散 数学 的 应 用 》(Applications of Discrete Mathematics)LMiRo91] 中 关 
于 这 个 主题 的 那 一 章 ， 也 可 以 从 这 本 书 的 网 站 获得 。 


练习 

1. 对 下 列 关 于 地 铁 系 统 的 每 个 问题 ， 描 述 一 CR 
a) 在 两 站 之 间 旅 行 所 需要 的 最 短 时 间 是 什么 ? 
b) 从 一 站 到 达 另 外 一 站 所 经 过 的 最 短 距离 是 什么 ? 
ec) 若 把 各 站 之 间 的 票 价 求 和 就 得 出 总 票 价 ， 则 两 站 之 间 的 最 低 票 价 是 什么 ? 


图 605 


在 练习 2 一 4 中 ， 求 给 定 加权 图 在 a 与 x 之 间 的 最 短 通路 的 长 度 。 





k 
. 求 在 练习 2~4 的 每 个 加 权 图 中 ，a 与 之 间 的 最 短 通路 是 什么 ? 
. 在 练习 3 的 加 权 图 中 ， 求 下 列 成 对 顶点 之 间 的 最 短 通路 的 长 度 。 


a)a 和 da b)a 和 ff cc 和 ff d)2 和 > 


. 在 练习 3 的 加 权 图 中 ， 求 练习 6 的 成 对 顶点 之 间 的 最 短 通 路 。 
. 在 图 1 所 示 的 航线 系统 中 ， 求 下 列 每 对 城市 之 间 的 最 短 通 路 (以 英里 表示 ) 。 


a) 纽 约 与 洛杉矶 b) 波 士 顿 与 旧金山 人 迈阿密 与 丹佛 d) 迈 阿 密 与 洛杉矶 


. 利用 图 1 所 示 的 飞行 时 间 ， 求 连接 练习 8 中 成 对 城市 之 间 的 总 飞行 时 间 最 短 的 航班 组 合 。 
. 利用 图 1 所 示 的 票 价 ， 求 连接 练习 8 中 成 对 城市 之 间 的 票 价 最 低 的 航班 组 合 。 
. 在 图 2 所 示 的 通信 网 络 里 ， 求 下 列 每 对 城市 的 计算 机 中 心 之 间 的 (距离 ) 最 短路 线 。 


a) 波 士 顿 与 洛杉矶 b) 纽 约 与 旧金山 达拉斯 与 旧金山 由) 丹佛 与 纽约 


. 利用 在 图 2 给 出 的 响应 时 间 ， 求 在 练习 11 中 成 对 的 计算 机 中 心 之 间 响 应 时 间 最 短 的 路 线 。 
. 利用 在 图 2 给 出 的 租 费 ， 求 在 练习 11 中 成 对 的 计算 机 中 心 之 间 月 租 费 最 便宜 的 路 线 。 

. 解释 把 无 向 图 中 两 个 顶点 之 间 边 数 最 少 的 通路 当做 加 权 图 中 最 短 通路 来 求解 的 过 程 。 

. 扩展 求 加 权 简 单 连通 图 中 两 个 顶点 之 间 最 短 通路 的 迪克 斯 特 拉 算 法 ， 以 便 求 出 顶点 < 与 图 中 其 余 每 


个 顶点 之 间 的 最 短 通路 的 长 度 。 


. 扩展 求 带 权 简单 连通 图 中 两 个 顶点 之 间 最 短 通路 的 迪克 斯 特 拉 算 法 ， 以 便 构 造 出 在 这 些 顶 点 之 间 的 


最 短 通路 。 


. 在 下 图 中 的 加 权 图 说 明 新 泽 西 的 一 些 主要 道路 。 图 a 说 明 这 些 道路 上 的 城市 之 间 的 距离 ; 图 b 说明 


通行 费 。 
纽 华 克 





a) 利 用 这 些 道 路 ， 求 在 纽 华 克 与 卡 姆 登 之 间 ， 以 及 在 纽 华 克 与 五 月 角 之 间距 离 最 短 的 路 线 。 
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b) 利 用 给 出 的 道路 图 ， 求 在 本 题 a) 中 成 对 城市 之 间 就 总 通行 费 而 言 最 便宜 的 路 线 。 


18. 若 各 边 的 权 都 是 不 同 的 ， 则 在 加 权 图 中 两 个 顶点 之 间 的 最 短 通路 是 否 唯一 ? 
19. 哪些 应 用 必须 求 出 加 权 图 中 两 个 顶点 之 间 的 最 长 简单 通路 的 长 度 ? 
20. 什么 是 图 4 的 加 权 图 中 a 与 z 之 间 的 最 长 简单 通路 的 长 度 ? 在 c 与 z 之 间 呢 ? 


| 


弗 洛 伊 德 (Floyd) 算 法 ， 如 算法 2 所 示 ， 可 以 用 来 求 出 加 权 连 通 简单 图 中 所 有 顶点 对 之 间 最 短 通路 


的 长 度 。 不 过 ,不 能 用 这 个 算法 来 构造 最 短 通路 (把 无 穷 权 值 赋 给 任何 一 对 不 被 图 中 的 边 所 连接 
的 顶点 ) 。 





算法 2 弗 洛 伊 德 算法 
procedure Floyd(G: 带 权 简单 图 ) 
{G 有 顶点 vi， V2 "Un 和 权 w(w;， vj;), 其 中 车 (wi， vj) 不 是 边 ， 则 Ww( Vi, vj)=00)} 


fori:=]1 ton 


fori:=1 ton 





21. 
* 22。 
* 23。 


* 24. 
25. 


26. 


27。 


for ; :一 1 ton 


d(vi, vi) :=w(v:, vy;) 


for ; :=1 ton 
for k :一 1 ton 
证 d(v;, vi)+Hd(l(v, vu)<d(v, wt) 
then d(v;, wv) :=d(v;, vi)+d(v, vw) 
return d(v;, vi){d(v;, v;) 是 在 Ui 与 vj 之 间 的 最 短 通路 的 长 度 ，1<<i<n， l1<j<n)} 





用 弗 洛 伊 德 算法 求 图 4a 中 加 权 图 中 所 有 顶点 对 之 间 的 距离 。 

证 明 : 弗 洛 伊 德 算 法 确定 加 权 简 单 图 中 所 有 顶点 对 之 间 的 最 短 距离 。 

给 出 弗 洛 伊 德 算法 为 了 确定 在 带 有 nn 个 顶点 的 加 权 简 单 图 中 所 有 顶点 对 之 间 的 最 短 距离 而 使 用 的 运 
算 ( 比 较 和 加 法 ) 次 数 的 大 O 估计 。 

证 明 : 车 边 有 负 的 权 值 ， 则 迪克 斯 特 拉 算 法 或 许 不 能 给 出 正确 答案 。 


通过 求 出 所 有 哈密 顿 回路 的 总 权 值 并 确定 总 权 值 最 小 的 回路 来 解决 下 图 的 旅行 商 问题 。 
a 3 


d 7 c 
通过 求 出 所 有 哈密 顿 回路 的 总 权 值 并 确定 总 权 值 最 小 的 回路 来 解决 下 图 的 旅行 商 问题 。 
a 3 b 





d 
求 访问 下 图 中 每 个 城市 的 机 票 总 价 最 低 的 路 线 ， 其 中 边 上 的 权 值 是 在 这 两 个 城市 之 间 的 航班 所 提供 
的 最 低 票 价 。 
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28. 求 访问 下 图 中 每 个 城市 的 机 票 总 价 最 低 的 路 线 ， 其 中 边 上 的 权 值 是 在 这 两 个 城市 之 间 的 航班 所 提供 
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29. 构造 一 个 加 权 无 向 图 ， 使 得 对 于 访问 某 些 顶 点 超过 一 次 的 回路 来 说 ,访问 每 个 顶点 至 少 一 次 的 回路 
的 总 权 值 是 最 小 的 。 [提示 : 存在 有 3 个 顶点 的 例子 。] 

30. 证 明 : 求 访问 加 权 图 每 个 顶点 至 少 一 次 的 总 权 值 最 小 的 回路 问题 ， 可 以 归 约 为 求 访问 加 权 图 每 个 顶 
点 恰好 一 次 的 总 权 值 最 小 的 回路 问题 。 这 样 做 的 方法 是 : 构造 一 个 新 的 加 权 图 ， 它 与 原 图 有 相同 的 
项 点 和 边 ,， 但 是 连接 顶点 uw 和 w 的 边 的 权 却 等 于 在 原 图 中 从 w 到 vw 的 通路 的 最 小 总 权 值 数 。 

* 31. 不 含 简单 回路 的 加 权 有 向 图 的 最 长 通路 问题 是 求 图 中 的 一 个 通路 ,该 通路 中 边 的 权 值 之 和 是 最 大 的 。 
设计 一 个 求解 最 长 通路 的 算法 。[ 提 示 : 首先 找到 图 中 顶点 的 拓扑 排序 。] 


10.7 平面 图 


10.7.1 引言 

考虑 把 三 座 房屋 与 三 种 设施 的 每 种 都 连接 起 来 的 问题 ， 如 图 1 所 示 。 是 否 有 可 能 这 样 来 连 内 图 
接 这 些 房屋 与 设施 ， 使 得 在 这 样 的 连接 中 不 
发 生 交 叉 ? 这 个 问题 可 以 用 完全 二 分 图 K;.; 
来 建 模 。 原 来 的 问题 可 以 重新 叙述 为 : 能 否 
在 平面 中 画 出 K;,;， 使 得 没有 两 条 边 发 生 
交叉 ? 

本 节 将 研究 能 否 在 平面 中 让 边 不 交叉 地 
画 出 一 个 图 的 问题 。 特 别 是 ， 将 回答 这 个 房 
屋 与 设施 的 问题 。 

图 的 表示 方式 有 许多 种 。 何 时 有 可 能 至 
少 求 出 一 种 方式 以 便 在 平面 中 表示 这 个 图 而 
让 边 没 有 任何 交叉 ? 

ES 若 可 以 在 平面 中 画 出 一 个 图 而 
边 没 有 任何 交叉 (其 中 边 的 交叉 是 表示 边 的 
直线 或 弧 线 在 它们 的 公共 端点 以 外 的 地 方 相 
交 )， 则 这 个 图 是 平面 图 。 这 种 画 法 称 为 这 个 图 的 平面 表示 。 

即使 通常 交叉 地 画 出 了 一 个 图 ， 这 个 图 也 仍然 可 能 是 平面 图 ， 因 为 有 可 能 以 不 同 的 方式 不 
交叉 地 画 出 这 个 图 。 

例 1 开 ( 如 图 2 所 示 ， 有 两 条 边 交叉 ) 是 平面 图 吗 ? 

解 ” K, 是 平面 图 ， 因 为 可 以 不 带 交叉 地 画 出 它 ， 如 图 3 所 示 。 S| 


A (BR 


图 2 图 K, 图 3 不 带 交叉 的 图 K。 








图 1 三 座 房屋 与 三 种 设施 
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例 2 图 4 所 示 的 Q 是 平面 图 吗 ? 
解 Q 是 平面 图 ， 因 为 可 以 画 出 它 而 没有 任何 边 交 叉 ， 如 图 5 所 示 。 


各 加. 


图 4 图 QQ 图 5 Q; 的 一 种 平面 表示 


可 以 通过 显示 一 种 平面 表示 来 证 明 一 个 图 是 平面 图 。 更 难 的 是 ,证 明 一 个 图 是 非 平面 图 。 
下 面 给 出 一 个 例子 说 明 如 何以 一 种 特别 的 方法 来 做 到 这 一 点 。 后 面 将 介绍 一 些 可 以 使 用 的 通用 
结论 。 

例 3 图 6 所 示 的 天 :,: 是 平面 图 吗 ? 

解 ”任何 在 平面 中 画 出 K;,; 而 没有 边 交 又 的 尝试 都 注定 是 失败 的 。 现 在 说 明 这 是 为 什么 。 
在 K;, 的 任何 平面 表示 中 ， 顶 点 vw 和 wv 都 必须 同时 与 vw 和 六 连接 。 这 四 条 边 所 形成 的 封闭 曲 
线 把 平面 分 割 成 两 个 区 域 R 和 R,， 如 图 7a 所 示 。 顶 点 ww 属于 R 或 R,。 当 vw 属于 闭 曲 线 的 
内 部 FR, 时 , 在 vs 和 也 之 间 以 及 在 v; 和 vw; 之 间 的 边 ， 把 R， 分 割 成 两 个 子 区 域 Ra 和 R,,， 如 
7b 所 示 。 


vi vs Vi Vs 
vl yy V3 

Va v2 V4 V2 
va Vv 


a) 
图 6 图 K;, 图 7 证 明 K;,; 是 非 平面 图 


下 三 步 ， 已 经 没有 办 法 不 交叉 地 放置 最 后 一 个 顶点 zw。 因 为 藻 w 属于 R， 则 不 能 不 交叉 
地 画 出 w 和 vw 之 间 的 边 。 若 w 属于 Rs; ， 则 不 能 不 交叉 地 画 出 vo。 和 vs 之 间 的 边 。 若 vs 属于 
Rz ， 则 不 能 不 交叉 地 画 出 和 vs 之 间 的 边 。 

当 vw 属于 R 时 ,可 以 使 用 类 似 的 论证 。 请 读者 来 完成 这 个 论证 ( 见 本 节 练 习 10)。 所 以 
K;,; 是 非 平面 图 。 4 

例 3 解决 了 在 本 节 开 头 所 描述 的 设施 与 房屋 的 问题 。 不 能 在 平面 中 连接 这 三 座 房屋 与 三 种 
设施 而 不 发 生 交叉 。 可 以 用 类 似 的 论证 来 证 明 K; 是 非 平面 图 ( 见 本 节 练 习 11) 。 

平面 图 的 应 用 图 的 平面 性 在 电子 电路 的 设计 中 有 重要 作用 。 可 以 用 图 来 为 电路 建立 模 
型 ， 用 顶点 表示 电路 的 器 件 ， 用 边 表示 器 件 之 间 的 连接 。 如 果 表 示 一 个 电路 的 图 是 平面 图 ， 则 
可 以 把 这 个 电路 无 交叉 连接 地 印刷 在 单个 电路 板 上 。 当 这 个 图 不 是 平面 图 时 ， 就 必须 选择 使 用 
更 高 的 成 本 。 例如， 可 以 把 表示 电路 的 图 的 顶点 划分 到 平面 子 图 。 然 后 使 用 多 层 来 构造 这 个 电 
路 (参见 练习 30 前 面 的 说 明 来 了 解 图 的 厚度 )。 当 连接 交叉 时 就 可 以 用 绝缘 线 来 构造 电路 。 在 
这 种 情况 下 ， 以 尽 可 能 少 的 交叉 来 画 出 这 个 图 就 很 重要 了 (参见 练习 26 前 面 的 说 明 来 了 解 图 的 
交叉 数 ) 。 

图 的 可 平面 性 在 公路 网 的 设计 中 也 很 有 用 。 假 设 我 们 要 通过 公路 连接 一 组 城市 。 我 们 可 以 
使 用 简单 图 为 连接 这 些 城市 的 公路 网 建 模 ， 其 中 顶点 表示 城市 ， 边 表示 连接 城市 的 公路 。 若 得 
到 的 图 模型 是 平面 图 ,那么 在 构造 公路 网 时 就 不 必 使 用 地 下 通道 或 天 桥 。 


图 609 





10.7.2 欧 拉 公式 

一 个 图 的 平面 表示 把 平面 分 割 成 一 些 面 (region)， 包括 一 个 无 界 的 面 。 例如， 图 8 所 示 的 
图 的 平面 表示 把 平面 分 割 成 6 个 面 并 加 以 标记 。 欧 拉 证 明 过 一 个 图 的 所 有 平面 表示 都 把 平面 
分 割 成 相同 数目 的 面 。 他 是 通过 求 出 平面 图 的 面 数 、 顶 点 数 以 及 边 数 之 间 的 关系 进行 证 
明 的 。 

于 天 欧 拉 公式 设 G 是 带 e 条 边 和 nm 个 顶点 的 连通 平面 简单 图 。 设 > 是 G 的 平面 图 表 
示 中 的 面 数 。 则 > 一 e 一 z 十 2。 

证 首先 规定 G 的 平面 图 表示 。 将 要 这 样 证 明定 理 ， 构造 一 系列 子 图 G， Gs, …, G6, 一 @ 
G， 依 次 在 每 个 阶段 添加 一 条 边 。 用 下 面 的 归纳 定义 来 这 样 做 。 任 意 地 选择 一 条 G 的 边 来 获得 
Gi。 通过 G,-; 获 得 G,: 任意 地 添加 一 条 与 C_: 中 顶点 相关 联 的 边 ， 若 与 这 条 边关 联 的 另 一 个 
顶点 不 在 C, -中 ， 则 添加 这 个 顶点 。 这 样 的 构造 是 可 能 的 ， 因 为 G 是 连通 的 。 在 添加 e 条 边 之 
后 就 获得 G。 设 7,、e, 和 w, 分 别 表示 由 G 的 平面 图 表示 所 得 到 的 G, 的 平面 图 表示 的 面 数 、 边 
数 和 顶点 数 。 

现在 通过 归纳 来 进行 证 明 。 对 G 来 说 ， 关系 7 二 ei 一 vw 十 2 为 真 ， 因 为 ei 二 1， vw 二 2， 而 
7 二 1。 这 种 情形 如 图 9 所 示 。 


Re 


图 8 图 的 平面 表示 图 9 欧 拉 公式 证 明 的 基本 情形 
现在 假定 7 二 ei 一 十 2。 设 {arr1，bir1} 是 为 了 获得 Gu 而 添加 到 G, 上 的 边 。 有 两 种 情形 
需要 考虑 。 在 第 一 种 情形 下 ，aiii 和 b+1 都 已 经 在 G 中 了 。 这 两 个 顶点 必然 是 在 一 个 公共 面 RR 
的 边界 上 ， 否 则 就 不 可 能 把 边 {ai;; ，6411) 添 加 到 G 中 而 没有 两 条 边 相 交叉 (并 且 Gu 是 平面 
图 ) 。 这 条 新 边 的 添加 把 RR 分 割 成 两 个 面 。 所 以 ,在 这 种 情形 下 , ri 二 7 十 1,， err1 王 ex 十 1， 
vit1 二 Ve。 因 此， 关系 到 面 数 、 边 数 、 顶 点 数 的 公式 两 边 都 恰好 增加 1， 所 以 这 个 公式 仍然 为 
真 。 换 句 话 说， 三 er 一 w+ 十 2。 在 图 10a 里 说 明了 这 种 情形 。 


an+l 
b) 


bn+l 
) 


a 
10 ”添加 一 条 边 到 G, 产生 G+i 
在 第 二 种 情形 下 ， 新 边 的 两 个 顶点 之 一 还 不 在 G 中 。 假 定 at 在 G 中 但 是 b+1 不 在 (人 中 。 
添加 这 条 新 边 不 产生 任何 新 的 面 ， 因 为 bi 必然 是 在 边界 上 有 a 的 一 个 面 中 。 所 以 ,， rin 二。 
另外 ，e 一 &% 十 1 且 ww 一人 也 十 1。 关 系 到 面 数 、 边 数 、 顶 点 数 的 公式 两 边 都 保持 相等 ， 所 以 这 
个 公式 仍然 为 真 。 换 句 话说 ，riii 二 ei4i 一 vt1 十 2。 在 图 10b 里 说 明了 这 种 情形 。 
已 经 完成 了 归纳 论证 。 因 此 ， 对 所 有 的 来 说 ， 都 有 ,二 6e, 一 v, 十 2。 因 为 原 图 是 在 添加 了 
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e 条 边 之 后 所 获得 的 图 G.， 所 以 这 个 定理 为 真 。 4 

例 4 解释 了 欧 拉 公式 。 

例 4 假定 连通 平面 简单 图 有 20 个 顶点 ， 每 个 顶点 的 度 都 为 3。 这 个 平面 图 的 平面 表示 把 
平面 分 割 成 多 少 个 面 ? 

解 这 个 图 有 20 个 顶点 ， 每 个 顶点 的 度 都 为 3， 所 以 v=20。 因 为 这 些 顶 点 的 度 之 和 3v 一 
3。20 二 60 等 于 边 数 的 两 倍 2e， 所 以 有 2e 王 60 或 e 王 30。 因 此 ， 根据 欧 拉 公式 ， 面 数 是 

r 二 e 一 v 十 2 二 30 一 20 十 2 二 12 本 

可 以 用 欧 拉 公式 来 建立 平面 图 所 必须 满足 的 一 些 不 等 式 。 在 下 面 的 推论 1 中 给 出 一 个 这 样 
的 不 等 式 。 

BEESB 若 G 是 。 条 边 和 wv 个 顶点 的 连通 平面 简单 图 ， 其 中 v 之 3， 则 e<<3v 一 6。 

在 证 明 推论 1 之 前 先 用 它 证 明 下 面 这 个 有 用 的 结论 。 

好 若 G 是 连通 平面 简单 图 ， 则 G 中 有 度数 不 超过 5 的 顶点 。 

证 ”如果 G 有 1 个 或 2 个 顶点 ， 则 结果 为 真 。 如 果 G 至 少 有 3 个 顶点 ， 则 根据 推论 1 知道 
e<<3v 一 6， 所 以 2e<<6v 一 12。 假 如 每 个 顶点 的 度数 至 少 是 6， 则 由 于 2e 二 多 ,。, deg(v) (根据 
握手 定理 )， 所 以 就 有 2e 之 6v。 但 是 这 与 2e 过 6v 一 12 相 矛 盾 。 所 以 必定 存在 度数 不 超过 5 的 
顶点 。 4 

推论 1 的 证 明 是 基于 面 的 度 的 概念 ， 它 定义 为 这 个 面 的 边界 上 的 边 数 。 当 一 条 边 在 边界 上 
出 现 两 次 (所 以 当 描 画 边 界 时 就 描画 它 两 次 ) 时 ， 它 贡献 的 度 
是 2。 我 们 用 deg(R) 标 记 面 R 的 度 。 图 11 显示 了 图 中 各 面 
的 度 。 

现在 可 以 给 出 推论 1 的 证 明了 。 

证 在 平面 中 连通 平面 简单 图 把 平面 分 割 成 面 ， 比 如 说 7 
个 面 。 每 个 面 的 度 至 少 为 3。( 因 为 这 里 所 讨论 的 图 都 是 简单 
图 ， 所 以 不 允许 带 有 可 能 产生 度 为 2 的 面 的 多 重 边 ,或 者 可 
能 产生 度 为 1 的 面 的 环 .) 特 别 地 ， 注 意 无 界 的 面 的 度 至 少 为 
3， 因 为 在 图 中 至 少 有 3 个 顶点 。 

注意 各 面 的 度 之 和 恰好 是 图 中 边 数 的 两 倍 ， 因 为 每 条 边 
都 在 面 的 边界 上 出 现 两 次 (可 能 在 两 个 不 同 面 中 ， 或 者 两 次 都 
在 相同 面 中 ) 。 因 为 每 个 面 的 度 都 大 于 或 等 于 3， 所 以 有 


2e= >，) degCR) 过 3r 


所 有 区 域 尺 





因此 ， 
(2/3)e 之 > 
利用 ”一 e 一 z 十 2( 欧 拉 公 式 ) ， 就 得 到 
e 一 立 十 2 委 (2/3)e 

所 以 e/3 委 "一 2。 这 样 就 证 明了 e 委 3v 一 6。 4 

可 以 用 这 个 推论 来 证 明 天, 是 非 平面 图 。 

例 5 用 推论 1 证 明 : K: 是 非 平面 图 。 

解 图 Ks; 有 5 个 顶点 和 10 条 边 。 不 过 ， 对 这 个 图 来 说 ,不 满足 不 等 式 e 委 3 一 6， 因 为 
e 二 10 和 3v 一 6 二 9。 因 此 ，K; 不 是 平面 图 。 4 

前 面 已 经 证 明了 K;,; 不 是 平面 图 。 不 过， 注意 这 个 图 有 6 个 顶点 和 9 条 边 。 这 意味 着 满足 
不 等 式 e=9 过 12 二 3。6 一 6。 所 以 ， 满足 不 等 式 e 二 3v 一 6 并 不 意味 着 一 个 图 是 平面 图 。 不 过 ， 
可 以 利用 下 面 定理 1 的 推论 来 证 明 K;,; 不 是 平面 图 。 

藻 连 通 平面 简单 图 有 ee 条 边 和 个 顶点 ，z 它 3 并 且 没 有 长 度 为 3 的 回路 ， 则 e 委 
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2 一 4 个 

推论 3 的 证 明 类 似 于 推论 1 的 证 明 ， 不 同 之 处 在 于 ， 在 这 种 情形 下 ， 没 有 长 度 为 3 的 回路 
意味 着 面 的 度 必然 至 少 为 4。 把 这 个 证 明 的 细节 留 给 读者 ( 见 本 节 练 习 15) 。 

例 6 用 推论 3 证 明 : K;.; 是 非 平 面 图 。 

解 ” 因 为 Ks 没有 长 度 为 3 的 回路 (容易 看 出 这 一 点 ， 因 为 它 是 二 分 图 ) ， 所 以 可 以 使 用 推论 3。 
Ks 有 6 个 项 点 和 9 条 边 。 因 为 e 王 9 和 2 一 4 一 8， 所 以 由 推论 3 可 证 明 K,. 是 非 平面 图 。 本 


10.7.3 库 拉 图 斯 基 定 理 

我 们 已 经 看 到 K:,,: 和 天: 都 不 是 平面 图 。 显 然 ， 若 一 个 图 包含 这 两 个 图 之 一 作为 子 图 ， 则 
它 不 是 平面 图 。 另 外 ， 所 有 非 平面 图 必然 包含 一 个 从 K;, 或 K; 利用 某 些 允许 的 操作 来 获得 的 
子 图 。 

若 一 个 图 是 平面 图 ， 则 通过 删除 一 条 边 {u，v) 并 且 添 加 一 个 新 顶点 w 和 两 条 边 {x， 也 )} 与 
{w，v}) 获 得 的 任何 图 也 是 平面 图 。 这 样 的 操作 称 为 初等 细 分 。 若 可 以 从 相同 的 图 通过 一 系列 
初等 细 分 来 获得 图 G, 二 (Vi;，E,) 和 图 G, 二 (V,，E,)， 则 称 它们 是 同 胚 的 。 

例 7 证 明 : 图 12 所 示 的 图 G,、G; 和 Gs 是 同 胚 的 。 


Ga b 





图 12 同 胚 的 图 


解 ” 因 为 这 三 个 图 都 可 以 从 图 G, 通过 初等 细 分 得 到 ， 所 以 它们 是 同 胚 的 。G, 可 以 从 它 自 
身 出 发 ,通过 一 个 空 的 初等 细 分 序列 而 得 到 。 要 从 G 得 到 G,， 采 用 如 下 初等 细 分 序列 : 

1) 删 掉 边 {a，c}， 增 加 顶点 f， 然 后 添加 边 f{a， 几 和 {f，c}。 

2) 删 掉 边 {6，c}， 增 加 顶点 g， 然 后 添加 边 {b，g} 和 {g，c)。 

3) 删 掉 边 {8，g}， 增 加 顶点 hh， 然 后 添加 边 {(g，h} 和 {h，6b})。 

把 找 出 由 G 到 G; 的 初等 细 分 序列 的 任务 留 给 读者 。 4 

波兰 的 数学 家 卡 兹 米尔 效 。 库 拉 图 斯 基 在 1930 年 建立 了 定理 2， 该 定理 利用 图 的 同 胚 的 概 
念 刻画 了 平面 图 。 

一 个 图 是 非 平面 图 当 且 仅 当 它 包含 一 个 同 肛 于 K;,; 或 K; 的 子 图 。 


让 MKS 3 





卡 兹 米尔 兹 。 库 拉 图 斯 基 (Kazimierz Kuratowski，1896 一 1980) ” 库 拉 图 斯 基 是 华 
沙 一 位 著名 律师 的 儿子 。 他 在 华沙 上 的 中 学 ，1913 一 1914 年 ， 他 在 苏格兰 的 格拉 斯 哥 
学 习 ， 但 第 一 次 世界 大 战 爆发 后 他 无 法 返回 那里 继续 他 的 学 业 。1915 年 ， 他 考 人 华沙 
1 大 学 ， 继 而 投身 于 波兰 学 生 爱 国 主 义 运动 。1919 年 ， 他 发 表 了 第 一 篇 论文 ， 并 且 于 
1921 年 获得 博士 学 位 。 他 是 华沙 数学 学 派 里 的 活路 分子 ， 主 要 研究 集合 论 和 拓扑 学 的 
基础 理论 。 他 被 勒 沃 理工 大 学 聘 为 副教授 ， 并 在 那里 度 过 了 7 年 的 时 光 ， 并 与 当时 在 
波兰 举足轻重 的 数学 家 巴 拿 赫 和 乌拉 姆 合作 。1930 年 ， 库 拉 图 斯 基 还 在 勒 沃 任教 时 ， 
他 就 完成 了 刻画 可 平面 图 的 工作 。 

1934 年 ， 他 身 为 教授 重 返 华沙 大 学 。 在 那里 ， 他 一 直 积极 从 事 研究 和 教学 工作 ， 直 到 第 二 次 世界 大 
战 开 始 。 在 战争 期 间 ， 为 避免 受到 迫害 ， 他 起 用 化 名 来 隐藏 自己 的 身份 ， 并 且 秘 密 地 在 华沙 大 学 授课 。 
战 后 ， 他 帮助 恢复 波兰 的 数学 研究 工作 ， 并 担任 波兰 国家 数学 研究 所 主任 。 他 写 过 180 多 篇 论文 ， 出 过 
3 本 教科 书 ， 均 受到 广泛 使 用 。 
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显然 ,一 个 包含 着 同 胚 于 Ks.; 或 Ks 子 图 的 图 是 非 平面 图 。 不 过 ， 相 反方 向 的 命题 ( 即 每 个 
非 平面 图 都 包含 一 个 同 胚 于 Ks,s 或 Ks 的 子 图 )， 证 明 起 来 是 很 复杂 的 ， 因 而 不 在 这 里 给 出 。 例 
8 和 例 9 说 明了 如 何 使 用 库 拉 图 斯 基 定 理 。 

例 8 确定 图 13 所 示 的 图 G 是 否 是 平面 图 。 





13 无 向 图 G、 同 胚 于 Ks 的 子 图 是 以 及 K; 
venan 解 G 有 同 胚 于 K; 的 子 图 电 。 阳 是 这 样 获得 的 : 删除 hh、; 和 有 以 及 所 有 与 这 些 顶 点 关 
联 的 边 。 五 是 同 胚 于 Ks 的 ， 因 为 从 K;( 带 有 顶点 a、b、c、g 和 个 通 过 一 系列 初等 细 分 ， 添 
加 顶点 4、e 和 了 就 可 以 获得 瓦 (读者 应 当 构 造 出 这 样 一 系列 初等 细 分 )。 因 此 ，G 是 非 平 
面 图 。 4 
例 9 在 图 14a 中 所 示 的 彼得 森 图 是 平面 图 吗 ? (丹麦 数学 家 朱 利 乌 斯 " 彼得 森 在 1891 年 
研究 过 这 个 图 ; 它 常用 来 说 明 关 于 图 的 各 种 性 质 的 理论 。) 


a) 彼得 森 图 b) 同 胚 于 K;;3 的 子 图 五 C) Ks 
14 彼得 森 图 、 同 胚 于 Ks,s 的 子 图 日 和 KK;,3 

解 ” 彼 得 森 图 的 子 图 互 是 这 样 获得 的 : 删除 5 和 以 5 为 端点 的 3 条 边 ， 如 图 14b 所 示 ， 它 同 
胚 于 带 有 顶点 集合 {f，d， 刘 和 {e，i, 有 h)}) 的 Ki,;， 因 为 可 以 通过 一 系列 初等 细 分 (删除 {d，h} 并 
添加 {c，h} 和 {c，d}， 删 除 {fe， 刘 并 添加 {a，e} 和 {a，f}， 删 除 {i， 站 并 添加 {g， 让 和 {g，)) 来 
获得 它 。 因 此 ， 彼 得 森 图 不 是 平面 图 。 4 
练习 
1.5 座 房屋 能 否 不 带 连 接 交 又 地 与 两 种 设施 相连 接 吗 ? 

在 练习 2 一 4 中 ， 不 带 任何 交叉 地 画 出 给 定 的 平面 图 。 
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在 练习 5 一 9 中 ， 判 断 所 给 的 图 是 否 是 平面 图 。 若 是 平面 图 ， 则 画 出 它 使 得 没有 边 交叉 。 


5. 6. a b 次 7. a b 
b c 
d e f 
g 了 e d 
8. a b 9. 








. 完成 例 3 中 的 论证 。 

. 用 类 似 于 例 3 中 给 出 的 论证 来 证 明 : Ks 是 非 平面 图 。 

. 假定 一 个 连通 平面 图 有 8 个 顶点 ， 每 个 顶点 的 度 都 为 3。 这 个 图 的 平面 表示 把 平面 分 割 成 多 少 个 面 ? 

. 假定 一 个 连通 平面 图 有 6 个 顶点 ， 每 个 顶点 的 度 都 为 4。 这 个 图 的 平面 表示 把 平面 分 割 成 多 少 个 面 ? 
. 假定 一 个 连通 平面 图 有 30 条 边 。 若 这 个 图 的 平面 表示 把 平面 分 割 成 20 个 面 ， 则 这 个 图 有 多 少 个 


顶点 ? 


. 证 明 推论 3。 
. 假定 一 个 连通 的 平面 简单 二 分 图 有 e 条 边 和 w 个 顶点 。 证 明 : 若 v3， 则 e<2v 一 4。 
* 卫 7。 


假定 一 个 带 有 e 条 边 和 wv 个 顶点 的 连通 平面 简单 图 不 包含 长 度 为 4 或 更 短 的 回路 。 证 明 : 若 "之 4， 
则 e 委 (5/3)v 一 (10/3) 。 


. 假定 一 个 平面 图 有 个 连通 分 支 、e 条 边 和 wv 个 顶点 。 另 外 假定 这 个 图 的 平面 表示 把 平面 分 割 成 + 个 


面 。 求 用 e、v 和 k 所 表示 的 7 的 公式 。 


. 下 面 的 哪些 非 平 面 图 具有 这 样 的 性 质 : 删除 任何 一 个 顶点 以 及 与 这 个 顶点 关联 的 所 有 边 就 产生 一 个 


平面 图 ? 
3) 天 5 b) Ks €) Ks,s d) K;,., 
在 练习 20 一 22 中 ， 判 断 给 定 的 图 是 否 同 胚 于 K;,。 


21. a b & 
K | 次 | 
ad 
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在 练习 23 一 25 中 ， 用 库 拉 图 斯 基 定 理 来 判断 所 给 的 图 是 不 是 平面 图 。 
23. a b C d 








激 e 
Le 一 个 简单 图 的 交叉 数 是 指 ， 当 在 平面 上 画 出 这 个 图 时 ， 其 中 不 允许 任何 3 条 表示 边 的 弧 线 在 同一 个 
点 交叉 时 ， 交 叉 的 最 少 次 数 。 
26. 证 明 : K;,s 的 交叉 数 为 1。 
x*x* 27. 求 下 面 每 个 非 平面 图 的 交叉 数 。 
a) 开 5 b)Ks c) 开 7 d) 天 3:, e) 天 4 f) Ks,s 
* 28. 求 彼得 森 图 的 交叉 数 。 
*x 29. 证 明 : 车 mw 和 n 都 是 正 偶数 ， 则 K,,, 的 交叉 数 小 于 或 等 于 mn(m 一 2)(n 一 2)/16。[ 提 示 : 沿 着 工 轴 
放置 m 个 顶点 ， 使 它们 的 间距 相等 且 关 于 原点 对 称 ， 再 沿 着 y 轴 放 置 个 顶点 ,使 它们 的 间距 相等 
且 关 于 原点 对 称 。 现 在 连接 z 轴 上 m 个 顶点 中 的 每 一 个 与 y 轴 上 个 顶点 中 的 每 一 个 ， 并 计算 交 
叉 数 。] 
简单 图 G 的 厚度 是 指 ， 以 G 作为 它们 的 并 图 的 G 的 平面 子 图 的 最 小 个 数 。 
30. 证 明 : K;, 的 厚度 为 2。 
x* 31. 求 练习 27 中 图 的 厚度 。 
32. 证 明 : 车 G 是 一 个 带 有 w 个 顶点 和 e 条 边 的 连通 简单 图 ， 其 中 v 三 3， 则 G 的 厚度 至 少 为 [e/3v 一 6] 。 
* 33. 利用 练习 32 证 明 : 当 n 是 正 整 数 时 ，K, 的 厚度 至 少 为 [Cn 十 7)/6j」。 
34. 证 明 : 车 G 是 一 个 带 有 w 个 顶点 和 e 条 边 且 没有 长 度 为 3 的 回路 的 连通 简单 图 ， 其 中 v 之 3， 则 G 的 
厚度 至 少 为 [e/2v 一 4]。 
35. 利用 练习 34 证 明 : 当 m 入 都 是 正 整 数 时 ， 且 m、n 不 同时 为 1，K,,, 的 厚度 至 少 是 [mn/ (2m 十 2n 一 4)1]。 
* 36. 在 一 个 环 面 S 上 夯 出 K;， 使 得 没有 边 交 又。 
x*37, 在 一 个 环 面 上 画 出 K;,s 9 使 得 没有 边 交叉 。 


10.8 图 着 色 
10. 8. 1 引言 


un 在 图 论 中 ， 有 许多 与 地 图 区 域 ( 比 如 ， 世 界 各 部 分 的 地 图 ) 着 色 有 关 的 理论 成 果 。 当 为 一 幅 
地 图 着 色 时 ， 具 有 公共 边界 的 两 个 区 域 通常 指定 为 不 同 的 颜色 。 一 种 确保 两 个 相 邻 的 区 域 永 


日 原文 torus， 指 自行 车 轮胎 或 救生 图 这 类 形状 。 一 一 译 者 注 
如” 假定 地 图 中 所 有 区 域 都 是 连通 的 。 这 样 就 消除 了 像 密 吹 根 这 样 的 地 理 状况 所 引起 的 问题 。 





远 没 有 相同 的 颜色 的 方法 是 对 每 个 区 域 都 使 用 不 同 的 颜色 。 不 过 ， 这 种 方法 效率 不 高 ， 而 且 在 
具有 许多 区 域 的 地 图 上 ， 可 能 难以 区 分 相似 的 颜色 。 男 一 种 方法 是 ， 应 当 尽 可 能 地 使 用 少数 几 
种 颜色 。 考 虑 这 样 的 问题 : 确定 可 以 用 来 给 一 幅 地 图 着 色 的 颜色 的 最 小 数目 ， 使 得 相 邻 的 区 域 
永远 没有 相同 的 颜色 。 例如， 对 图 1 左 侧 地 图 来 说 ，4 种 颜色 是 足够 的 ， 但 是 3 种 颜色 就 不 够 
(读者 应 当 验 证 这 一 点 )。 对 图 1 右 侧 地 图 来 说 ，3 种 颜色 是 足够 的 (但 是 2 种 颜色 就 不 够 ) 。 


图 1 两 幅 地 图 


平面 中 的 每 幅 地 图 都 可 以 表示 成 一 个 图 。 为 了 建立 这 样 的 对 应 关系 ， 地 图 的 每 个 区 域 都 表 
示 成 一 个 顶点 。 若 两 个 顶点 所 表示 的 区 域 具 有 公共 边界 ， 则 用 边 连接 这 两 个 顶点 。 只 相交 于 一 
个 点 的 两 个 区 域 不 认为 是 相 邻 的。 这 样 所 得 到 的 图 称 为 这 个 地 图 的 对 偶 图 。 根 据 地 图 的 对 偶 图 
的 构造 方式 ， 显 然 在 平面 中 的 任何 地 图 都 具有 可 平面 的 对 偶 图 。 图 2 显示 了 对 应 于 图 1 所 示 地 


图 的 对 偶 图 。 
B 
B 
< 5 < 
A A E 
D 
E 


2 图 1 中 的 地 图 的 对 偶 图 


给 地 图 的 区 域 着 色 的 问题 等 价 于 这 样 的 问题 : 给 对 偶 图 的 顶点 着 色 ， 使 得 在 对 偶 图 中 没有 
两 个 相 邻 的 顶点 具有 相同 的 颜色 。 下 面 给 出 图 着 色 的 定义 。 

所 对 | 简单 图 的 着 色 是 对 该 图 的 每 个 顶点 都 指定 一 种 颜色 ， 使 得 没有 两 个 相 邻 的 顶点 颜 
色相 同 。 

通过 对 每 个 顶点 都 指定 一 种 不 同 的 颜色 ， 就 可 以 着 色 一 个 图 。 不 过 ， 对 大 多 数 图 来 说 ， 可 
以 找到 所 用 颜色 数 少 于 图 中 顶点 数 的 着 色 。 什 么 是 所 需要 的 最 少 着 色 数 ? 

图 的 着 色 数 是 着 色 这 个 图 所 需要 的 最 少 闫 色 数 。 图 G 的 着 色 数 记 作 X(G)( 这 里 关 
是 希腊 字母 chi) 。 

注意 ， 求 平面 图 的 着 色 数 等 于 求 平面 地 图 着 色 所 需要 的 最 少 颜色 数 ， 使 得 没有 两 个 相 邻 的 区 域 
指定 为 相同 的 颜色 。 这 个 问题 已 经 研究 了 100 多 年 。 数 学 中 最 著名 的 定理 之 一 给 出 了 它 的 答案 。 

万 开 四 色 定理 平面 图 的 着 色 数 不 超过 4。 

四 色 定 理 最 早 是 作为 猜想 在 19 世纪 50 年 代 提 出 的 。 美 国 数学 家 肯 尼 思 ， 阿 佩 尔 和 活 尔 夫 
冈 。 黑 肯 最 终 在 1976 年 证 明了 它 。 在 1976 年 之 前 ， 发 表 过 许多 不 正确 的 证 明 ， 其 中 的 错误 常 
常 难以 发 现 。 另 外 ， 还 尝试 过 画 出 需要 超过 四 色 的 地 图 来 构造 反例 ， 而 这 样 做 是 无 效 的 。( 证 
明 五 色 定理 就 没有 这 样 困难 ， 参 见 练习 36。) 

也 许 迄 今 为 止 ， 在 数学 中 最 有 名 的 错误 证 明 就 是 伦敦 律师 和 业余 的 数学 家 艾 尔 弗 雷 德 。 肯 
普 在 1879 年 所 发 表 的 四 色 定 理 证 明 。 数 学 家 一 直 认 为 他 的 证 明 是 正确 的 ， 直 到 1890 年 珀 西 ， 希 
伍德 发 现 了 一 处 错误 ， 才 发 现 肯 普 的 论证 是 不 完全 的 。 不 过 ， 事 实证 明 ， 肯 普 的 推理 思路 是 阿 
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佩 尔 和 黑 肯 所 给 出 的 成 功 证 明 的 基础 。 他 们 的 证 明 依赖 于 计算 机 所 完成 的 对 各 种 情形 的 仔细 分 
析 。 他 们 证 明 ， 若 四 色 定 理 为 假 ， 则 在 大 约 2000 种 不 同类 型 中 ， 一 定 存 在 一 个 反例 ， 然 后 他 们 
证 明 不 存在 这 样 的 反例 。 在 他 们 的 证 明 中 使 用 了 1000 多 个 小 时 的 计算 机 时 间 。 计 算 机 在 证 明 过 
程 中 起 到 如 此 重要 的 作用 ， 由 此 引发 了 广泛 的 争论 。 例 如 ， 在 计算 机 程序 里 有 没有 导致 不 正确 
结果 的 错误 ? 假如 论证 是 依赖 于 或 许 不 可 靠 的 计算 机 得 出 的 ， 那 么 它 是 不 是 真正 的 证 明 ? 自从 
他 们 的 证 明 出 现 之 后 ， 又 出 现 了 一 些 从 检查 更 少 的 类 型 中 检查 的 可 能 出 现 的 反例 的 更 为 简单 的 
证 明 ， 并 且 创 建 了 使 用 自动 证 明 系 统 的 证 明 。 但 是 仍然 没有 找到 不 依赖 于 计算 机 的 证 明 。 
注意 ， 四 色 定 理 只 适用 于 平面 图 。 例 2 将 证 明 非 平面 图 可 以 有 任意 大 的 着 色 数 。 

证 明 一 个 图 的 着 色 数 为 nn 需要 做 两 件 事 。 首 先 必须 证 明 : 用 种 颜色 可 以 着 色 这 个 图 。 构 
造 出 这 样 的 着 色 就 可 以 完成 这 件 事 。 其 次 证 明 : 用 少 于 nn 种 颜色 不 能 着 色 这 个 图 。 例 1~4 说 
明 如 何 求 出 着 色 数 。 

例 1 图 3 所 示 的 图 G 和 互 的 着 色 数 是 什么 ? 


图 3 简单 图 G 和 互 
pom 让 解 图 G 的 色 数 至 少 为 3， 因 为 顶点 a、6b 和 c 必须 为 不 同 的 颜色 。 为 了 看 出 是 否 可 以 用 3 
种 颜色 来 对 G 着 色 ， 指 定 a 为 红 ,， 5 为 蓝 ，c 为 绿 。 于 是 ， 可 以 (而 且 必 须 ) 令 d 为 红 ， 因 为 它 
与 6 和 c 相 邻 。 另 外 ， 可 以 (而 且 必 须 ) 令 e 为 绿 ， 因 为 它 只 与 红色 和 蓝 色 顶 点 相 邻 ; 可 以 (而 且 
必须 ) 令 8 为 蓝 ， 因 为 它 只 与 红色 和 绿色 顶点 相 邻 。 最 后 ， 可 以 (而 且 必须 ) 令 g 为 红 ， 因 为 它 
只 与 蓝 色 和 绿色 的 顶点 相 邻 。 这 样 就 产生 出 恰好 使 用 3 种 颜色 的 G 的 着 色 ， 如 图 4 所 示 。 


b 蓝 色 e 绿色 b 蓝 色 绿色 e 
红色 < > < & 红色 红色 a 红色 g 棕色 
c 绿色 了 蓝 色 5 绿色 ， 了 蓝 色 


图 4 图 G 和 互 的 着 色 


ums 


艾 尔 弗 雪 德 . 布雷. 肯 普 (Alfred Bray Kempe，1849 一 1922) 肯 普 是 一 名 律师 ， 
同时 也 是 教会 法 规 的 权威 人 士 。 不 过 ， 当 他 在 剑桥 大 学 学 习 了 数学 之 后 ， 他 对 数学 的 
兴趣 就 从 未 减少 ， 并 且 在 以 后 的 生活 中 对 数学 研究 投入 了 大 量 的 时 间 和 精力 。 肯 普 对 
动力 学 ( 即 数 学 中 处 理 运动 的 一 个 分 支 ) 和 逻辑 学 的 发 展 做 出 了 贡献 。 不 过 ， 肯 普 为 人 
熟知 主要 还 是 因为 他 对 四 色 定 理 的 错误 证 明 。 
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图 互 是 由 图 G 和 连接 a 与 g 的 一 条 边 所 组 成 的 。 用 3 种 颜色 来 着 色 互 的 任何 尝试 都 必须 
遵循 着 色 G 时 所 用 的 同样 的 推理 ,不同 之 处 是 在 最 后 阶段 ， 当 除了 g 以 外 的 所 有 顶点 都 已 经 着 
色 后 ， 因 为 g 与 红色 、 蓝 色 和 绿色 顶点 (在 玉里 ) 相 邻 ， 所 以 需要 使 用 第 四 种 颜色 ， 比 如 棕色 。 
因此 ， 互 的 着 色 数 为 4。 图 4 显示 了 互 的 一 种 着 色 。 4 

例 2 K, 的 着 色 数 是 什么 ? 

解 ” 通 过 给 每 个 顶点 指定 一 种 不 同 的 颜色 ， 用 n 种 颜色 可 以 构造 K, 的 着 色 。 使 用 的 颜色 
能 否 更 少 一 些 ? 答案 是 不 能 。 没 有 两 个 顶点 可 以 指定 相同 的 颜色 ， 因 为 这 个 图 的 每 两 个 顶点 都 
是 相 邻 的 。 因 此 ，K, 的 着 色 数 二 n。 即 X(K,) 一 2。( 回 忆 一 下 ， 当 n 宇 5 时 K, 不 是 平面 图 ， 所 
以 这 个 结果 与 四 色 定 理 并 不 矛盾 .) 图 5 显示 了 使 用 5 种 颜色 对 K; 着 色 。 « 

例 3 完全 二 分 图 K,,, 的 着 色 数 是 什么 ”其 中 m 入 都 是 正 整 数 。 

解 ”需要 的 颜色 数 似乎 依赖 于 冯 和 7?。 不 过 ， 由 10.2 节 的 定理 4 可 知 ， 仅 仅 需要 两 种 颜色 ， 
因为 K,, 是 二 分 图 ， 所 以 X(K。,,) 二 2。 这 意味 着 ， 可 以 用 一 种 颜色 为 m 个 顶点 着 色 ， 用 另外 一 
种 颜色 为 n 个 顶点 着 色 。 因 为 边 都 只 能 连接 m 个 顶点 中 的 一 个 顶点 与 4 个 顶点 中 的 一 个 顶点 ， 


所 以 没有 相 邻 的 顶点 具有 相同 的 颜色 。 图 6 显示 了 带 有 两 种 颜色 的 K;,, 的 着 色 。 本 
a 红色 b 蓝 色 
a 红色 b 红色 c 红 色 
棕色 e < 绿色 Ze 
d 黄色 d 蓝 色 e 蓝 色 f 蓝 色 g 蓝 色 
图 5 Ks 的 着 色 图 6 Ks 的 着 色 


例 4 图 C, 的 着 色 数 是 什么 (n 宇 3)? (回忆 一 下 ，C, 是 带 有 个 顶点 的 圈 图 。) 
解 ” 首 先 ， 考虑 一 些 个 别 情形 。 首 先 ， 设 ww 二 6。 挑 选 一 个 顶点 并 且 把 它 着 色 成 红色 。 在 图 7 所 
示 的 G 的 平面 画 法 里 顺 时 针 前 进 。 必 须 给 到 达 的 


b a b 
下 一 个 顶点 指定 第 二 种 颜色 ， 比 如 蓝 色 。 以 顺 时 红色 蓝 色 
针 方向 继续 下 去 ， 可 以 令 第 三 个 顶点 为 红色 ， 第 
四 个 顶点 为 蓝 色 ， 第 五 个 顶点 为 红色 。 最 后 ， 令 ”/ 蓝 色 红色 pc ，。 (黄色 Py 
第 六 个 顶点 为 蓝 色 ， 它 与 第 一 个 顶点 是 相 邻 的 。 
因此 ，Cs 的 着 色 数 为 2。 图 7 显示 了 这 样 构造 的 红色 蓝 色 蓝 色 
C6 6 





着 色 。 
其 次 , 设 n=5 并 且 考 虑 C;。 挑 选 一 个 顶点 

并 且 令 它 为 红色 。 顺 时 针 前 进 ， 必 须 给 到 达 的 下 图 7 Cs 和 Cs 的 着 色 

一 个 顶点 指定 第 二 种 颜色 ， 比 如 蓝 色 。 以 顺 时 针 方向 继续 下 去 ， 可 以 令 第 三 个 顶点 为 红色 ， 第 

usts 


历史 注解 1852 年 ， 德 .摩根 从 前 的 一 个 学 生 弗 朗 西 斯 。 古 特 利 注意 到 ， 用 4 种 颜色 可 以 给 英格兰 
的 郡 着 色 ， 使 得 没有 相 邻 的 郡 颜色 相同 。 在 此 基础 上 ， 他 猜想 四 色 定 理 为 真 。 弗 朗 西 斯 把 这 个 问题 告诉 
他 的 弟弟 弗 雷 德里 克 ， 弗 雷 德里 克 当 时 是 德 。 摩根 的 学 生 。 弗 雷 德 里 克 就 哥哥 的 猜想 询问 了 他 的 老师 德 
“ 摩根 。 德 .摩根 对 这 个 问题 极其 感 兴趣 ， 并 且 向 数学 界 公布 了 它 。 事 实 上 ， 在 德 ， 摩根 给 威廉 ， 罗 万 
* 哈密 顿 曙 士 的 信 中 第 一 次 在 书面 上 提 到 这 个 猜想 。 虽 然 德 。 摩根 认为 哈密 顿 可 能 对 这 个 问题 也 感 兴趣 ， 
但 事实 完全 不 是 这 样 ， 因 为 它 与 四 元 数 毫 无 关系 。 
历史 注解 ”虽然 罗布 森 、 桑 得 尔 斯 、 西 摩尔 和 托马斯 在 1996 年 找到 了 四 色 定 理 的 简化 证 明 ， 把 证 明 ww 于 
的 计算 部 分 减少 到 检查 633 种 格局 ， 但 是 仍然 没有 找到 不 依赖 于 大 量 计算 的 证 明 。 
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四 个 顶点 为 蓝 色 。 第 五 个 顶点 既 不 能 为 红色 也 不 能 为 蓝 色 ， 因 为 它 与 第 四 个 顶点 和 第 一 个 顶点 
都 相 邻 。 所 以 ， 对 这 个 顶点 就 需要 第 三 种 颜色 。 注 意 ， 假 如 以 逆 时 针 方向 对 顶点 着 色 ， 同 样 需 
要 三 种 颜色 。 因 此 ，Cs 的 着 色 数 是 3。 用 3 种 颜色 对 Cs 着 色 见 图 7。 

在 一 般 情 形 下 ， 当 ”是 偶数 时 ， 对 C, 着 色 需 要 两 种 颜色 。 为 了 构造 这 样 的 着 色 ， 简 单 地 
挑选 一 个 顶点 并 且 令 它 为 红色 。 然 后 (利用 图 的 平面 表示 ) 以 顺 时 针 方 向 绕 图 前 进 ， 令 第 二 个 项 
点 为 蓝 色 ， 第 三 个 顶点 为 红色 ， 以 此 类 推 。 可 以 令 第 nn 个 顶点 为 蓝 色 ， 因 为 与 它 相 邻 的 两 个 顶 
点 ( 即 第 n 一 1 个 顶点 和 第 一 个 顶点 ) 都 是 红色 。 

当 n 是 奇数 且 n 记 1 时，C, 的 着 色 数 为 3。 为 了 看 出 这 一 点 ， 挑 选 一 个 初始 顶点 。 为 了 只 
用 两 种 颜色 ， 当 以 顺 时针 方 向 遍历 这 个 图 时 ， 必 须 交 替 使 用 颜色 。 不过， 所 到 达 的 第 nn 个 顶点 
与 带 不 同 颜色 的 两 个 顶点 (第 一 个 顶点 和 第 n 一 1 个 顶点 ) 相 邻 。 因 此 ， 必 须 使 用 第 三 种 颜色 。 

我 们 已 经 证 明了 当 nn 为 正 偶数 且 n=4 时 ，X(C,) 二 2， 当 nn 为 正 奇数 且 nn 三 3 时, X(C,) 二 3。 本 

已 知 最 好 的 求 图 的 着 色 数 的 算法 (对 图 的 项 点数 来 说 ) 具 有 指数 的 最 坏 情形 时 间 复杂 度 。 即 
使 求 图 的 着 色 数 的 近似 值 也 是 很 难 的 。 已 经 证 明 ， 假 如 存在 具有 多 项 式 最 坏 情形 时 间 复 杂 度 的 
可 以 达到 2 倍 地 近似 图 的 着 色 数 的 算法 ( 即 构造 出 一 个 不 超过 图 的 着 色 数 的 两 倍 的 界限 )， 那 么 
也 存在 具有 多 项 式 最 坏 情 形 时 间 复 杂 度 的 求 图 的 着 色 数 的 算法 。 


10. 8.2 图 着 色 的 应 用 

图 着 色 在 与 调度 和 分 配 有 关 的 问题 中 具有 多 种 应 用 。( 注 意 ， 由 于 不 知道 图 着 色 的 有 效 算 
法 ， 所 以 这 并 不 能 得 出 调度 和 分 配 的 有 效 算法 。) 这 里 将 给 出 这 样 应 用 的 例子 。 第 一 个 应 用 是 用 
来 安排 期 末 考 试 。 

例 5 安排 期 末 考 试 ”如何 安排 一 所 大 学 里 的 期 末 考 试 ， 使 得 没有 学 生 同 时 要 考 两 门 ? 

解 这 样 的 安排 问题 可 以 用 图 模型 来 解决 ， 用 顶点 表示 1 
科目 ， 若 有 学 生 要 考 两 门 ， 则 在 表示 考试 科目 的 两 个 项 点 之 
间 有 边 。 用 不 同 颜色 来 表示 期 末 考 试 的 每 个 时 间 段 。 考 试 的 3 2 
安排 就 对 应 于 所 关联 的 图 的 着 色 。 

例如 ， 假 定 要 安排 七 门 期 末 考 试 。 假 定 科目 从 1 到 7 编 
号 。 假 定 下 列 各 对 科目 的 考试 有 学 生 要 都 参加 : 1 和 2, 1 和 6 3 
3，1 和 4，1 和 7,，2 和 3，2 和 4，2 和 5，2 和 7，3 和 4，3 
和 6，3 和 7，4 和 5，4 和 6,，5 和 6,，5 和 7， 以 及 6 和 7。 


图 8 显示 这 组 科目 所 关联 的 图 。 一 种 安排 就 是 由 这 个 图 的 一 5 
种 着 色 来 组 成 的 。 
因为 这 个 图 的 着 色 数 为 4( 读 者 应 当 验 证 这 一 点 )， 所 以 ” 图 8 表示 期 末 考 试 安排 的 图 
需要 4 个 时 间 段 。 图 9 显示 使 用 了 4 种 颜色 的 这 个 图 的 着 色 以 及 所 关联 的 调度 。 q 
1 红色 
棕色 7 2 蓝 色 
时 间 段 考试 科目 
I 1,6 
I 2 
焉 5 
红色 6 3 绿色 JV 4,7 
5 绿色 4 棕色 


图 9 用 着 色 来 安排 期 末 考 试 





现在 考虑 对 电视 频道 的 分 配 。 

例 6 频率 分 配 把 频道 2 到 13 分 配给 在 北美 洲 的 电视 台 ， 要 避免 150 英里 之 内 的 两 家 电 
视 台 在 相同 频道 上 播 出 。 如 何 用 图 着 色 为 频道 分 配 建 模 ? 

解 ”这 样 构造 一 个 图 : 给 每 个 电视 台 指 定 一 个 顶点 。 若 两 个 电视 台 彼 此 位 于 150 英里 以 内 ， 则 
用 边 连 接 这 两 个 顶点 。 频 道 分 配 就 对 应 于 这 个 图 的 着 色 ， 其 中 每 种 颜色 表示 一 个 不 同 的 频道 。 本 

图 着 色 在 编译 器 中 的 应 用 如 例 7 所 示 。 

例 7 ” 变 址 寄存 器 在 有 效 的 编译 器 中 ， 当 把 频繁 使 用 的 变量 暂时 保存 在 中 央 处 理 单元 的 
变 址 寄存 器 中 ， 而 不 是 保存 在 常规 内 存 中 时 ， 可 以 加 速 循 环 的 执行 。 对 于 给 定 的 循环 来 说 ， 需 
要 多 少 个 变 址 寄存 器 ? 可 以 用 图 着 色 模 型 来 表示 这 个 问题 。 为 了 建立 这 个 模型 ， 设 图 的 每 个 项 
点 表示 循环 中 的 一 个 变量 。 若 在 循环 执行 期 间 两 个 顶点 所 表示 的 变量 必须 同时 保存 在 变 址 寄存 
器 中 ， 则 在 这 两 个 顶点 之 间 有 边 。 所 以 ， 这 个 图 的 着 色 数 就 给 出 了 所 需要 的 变 址 寄存 器 数 ， 因 
为 当 表 示 变 量 的 顶点 在 图 中 相 邻 时 ， 就 必须 给 这 些 变 量 分 配 不 同 的 寄存 器 。 


练习 
在 练习 1 一 4 中 ， 构 造 所 示 地 图 的 对 偶 图 。 然 后 求 给 这 个 地 图 着 色 ， 使 得 相 邻 的 两 个 区 域 都 没有 相同 
的 颜色 所 需要 的 颜色 数 。 


EB SY 





已 C 
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12. 
13. 
14. 


f 已 
对 练习 5 一 11 中 的 图 ， 判 定 是 否 可 能 通过 删除 单个 顶点 和 与 所 有 与 它 关联 的 边 来 减少 着 色 数 。 
哪些 图 的 着 色 数 为 1? 
为 美国 地 图 着 色 所 需要 的 最 少 颜色 数 是 什么 ? 不 要 考虑 只 在 一 个 尖 角 处 相 触 的 相 邻 州 。 假 定 密 吹 根 
是 一 个 区 域 。 把 表示 阿拉 斯 加 和 夏威夷 的 顶点 当做 孤立 点 。 


15. W, 的 着 色 数 是 什么 ? 


16. 
17, 


18. 


证 明 : 具有 包含 奇数 个 顶点 的 回路 的 简单 图 不 能 用 两 种 颜色 来 着 色 。 

假定 除了 科目 Math 115 与 CS 473，Math 116 与 CS 473，Math 195 与 CS 101，Math 195 与 CS 102， 
Math 115 与 Math 116，Math 115 与 Math 185，Math 185 与 Math 195 以 外 ， 其 他 任意 两 种 科目 ， 都 
有 学 生 要 参加 这 两 种 科目 的 考试 ， 请 使 用 最 少 个 数 的 不 同时 间 段 来 为 Math 115、Math 116 、Math 
185、Math 195、CS 101、CS 102、CS 273 和 CS 473 安排 期 末 考 试 日 程 表 。 

假定 当 两 家 电视 台 相 距 150 英里 以 内 时 ， 它 们 就 不 能 使 用 相同 的 频道 ， 那 么 对 相对 距离 如 下 表 所 示 
的 6 家 电视 台 来 说 ， 需 要 多 少 个 不 同 的 频道 ? 











19. 


20. 


Ee| 


数学 系 有 6 个 委员 会 ， 都 是 每 月 开 一 次 会 。 假 定 委员 会 是 C, =={ 阿 林 豪 斯 ， 布 兰 德 ， 沙 斯 拉夫 斯 基 }、 
C:={ 布 兰 德 ， 李 ， 罗 森 } 、C: = { 阿 林 豪 斯 ， 罗 森 ， 沙 斯 拉夫 斯 基 }、C, = {( 李 ， 罗 森 ， 沙 斯 拉夫 斯 
基 }、C; = { 阿 林 豪 斯 ， 布 兰 德 } 和 Ce = { 布 兰 德 ， 罗 森 ， 沙 斯 拉夫 斯 基 } ， 那 么 怎样 安排 才能 确保 没有 
人 同时 参加 两 个 会 议 。 

动物 园 想 建立 自然 居住 地 ， 在 里 面 展 出 动物 。 然 而 ， 有 些 动 物 一 有 机 会 就 会 吃 掉 另 一 些 动物 。 如 何 
用 图 模型 和 着 色 来 确定 所 需要 的 不 同居 住地 的 数目 ， 以 及 在 这 些 居住 地 里 的 动物 安排 ? 

图 的 边 着 色 是 指 对 各 边 指定 颜色 ， 使 得 关联 到 相同 顶点 的 边 指定 不 同 的 颜色 。 图 的 边 着 色 数 是 在 该 


图 的 边 着 色 里 可 以 使 用 的 最 少 颜色 数 。 图 G 的 边 着 色 数 记 作 X“(G) 。 


21. 
22. 


23. 


24. 
25. 


求 练习 5 一 11 中 每 个 图 的 边 色 数 。 

设 电路 板 上 有 个 器 件 ， 这 些 器 件 通过 有 色 电 线 相 连 。 要 求 连接 同一 器 件 的 电线 颜色 不 同 ， 用 表示 
电路 板 的 图 的 边 着 色 数 来 描述 所 需要 的 不 同 颜色 的 电线 数 。 解 释 你 的 答案 。 

求 边 着 色 数 

a)C,， 其 中 zx 之 3。 b)W,， 其 中 "之 3。 

证 明 : 一 个 图 的 边 着 色 数 至 少 与 该 图 的 顶点 的 最 大 度 一 样 。 

证 明 : 若 G 是 含有 n 个 顶点 的 图 ， 在 对 G 的 边 着 色 中 ， 不 超过 n/2 的 边 可 以 着 相同 的 颜色 。 
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* 26. 当 半 是 正 整数 时 ， 求 K, 的 边 着 色 数 。 

27. 7 个 变量 出 现在 计算 机 程序 的 循环 中 。 这 些 变量 以 及 必须 保存 它们 的 计算 步骤 是 : :: 步骤 1 一 6; u: 
步骤 2; v: 步骤 2 一 4; w: 步骤 1，3 和 5; zx: 步骤 1 和 6; y: 步骤 3 一 6; 以 及 xz: 步骤 4 和 5。 在 
执行 期 间 需 要 多 少 个 不 同 的 变 址 寄存 器 来 保存 这 些 变量 ? 

28. 关于 一 个 以 K, 作为 子 图 的 图 的 着 色 数 能 有 些 什 么 结论 ? 

下 面 的 算法 可 以 用 来 为 简单 图 着 色 。 首 先 ， 以 度 递减 的 顺序 列 出 顶点 ww，v。，…，wv,， 使 得 
deg(uw ) 之 deg(v) 之 … 过 deg(ww)。 把 颜色 1 指定 给 和 在 表 中 不 与 w 相 邻 的 下 一 个 顶点 (车 存在 一 个 这 样 
的 顶点 )， 并 且 继 续 指定 给 每 一 个 在 表 中 不 与 已 经 指定 了 颜色 1 的 顶点 相 邻 的 顶点 。 然 后 把 颜色 2 指定 给 表 
中 还 没有 着 色 的 第 一 个 项 点。 继续 把 颜色 2 指定 给 那些 在 表 中 还 没有 着 色 且 不 与 指定 了 颜色 2 的 顶点 相 邻 
的 顶点 。 若 还 有 未 着 色 的 顶点 ， 则 指定 颜色 3 给 表 中 还 没有 着 色 的 第 一 个 顶点 ， 并 且 用 颜色 3 继续 对 还 没 
有 着 色 且 不 与 指定 了 颜色 3 的 顶点 相 邻 的 那些 顶点 着 色 。 继 续 这 个 过 程 直 到 所 有 顶点 都 着 色 为 止 。 

29. 用 这 个 算法 构造 下 图 的 着 色 。 


8 h i j 
* 30. 用 伪 代 码 描述 这 个 着 色 算法 。 
x* 31. 证 明 : 这 个 算法 所 产生 的 着 色 数 可 能 比 着 色 一 个 图 所 需 的 颜色 数 更 多 。 
如 果 一 个 连通 图 G 的 着 色 数 为 &， 但 是 对 于 G 的 任意 一 条 边 e， 从 G 中 删 掉 边 e 后 得 到 的 新 图 的 着 色 
数 都 是 & 一 1， 则 称 G 为 着 色 k 关键 的 。 
32. 证 明 : 只 要 nn 是正 的 奇数 且 n 宇 3， 那 么 C 就 是 着 色 3 关键 的 。 
33. 证 明 : 只 要 是正 的 奇数 且 ”之 3， 那 么 W, 就 是 着 色 4 关键 的 。 
34. 证 明 : W, 不 是 着 色 3 关键 的 。 
35. 证 明 ， 如 果 图 G 为 着 色 k& 关键 的 ， 那 么 G 中 的 各 个 顶点 的 度 至 少 是 & 一 1。 
图 G 的 k 重 着 色 是 对 G 的 顶点 指定 含有 k 种 不 同 颜色 的 集合 ， 使 得 相 邻 的 顶点 不 具有 相同 的 颜色 。 
用 X,(G) 表 示 使 G 能 用 种 颜色 进行 & 重 着 色 的 最 小 正 整数 n。 例 如 ，X;(Cs)= 二 4。 为 了 看 出 这 一 点 ， 注 
意 ， 如 下 图 所 示 ， 只 用 4 种 颜色 ， 就 可 以 对 C, 的 每 个 顶点 指定 两 种 颜色 ， 使 得 两 个 相 邻 顶点 不 具有 相同 
的 颜色 。 另 外 ， 少 于 4 种 颜色 是 不 够 的 ， 因 为 顶点 ww 和 vw 每 个 都 必须 指定 两 种 颜色 ， 而 且 不 能 对 v 和 
vz 指定 相同 颜色 。( 关 于 & 重 着 色 的 更 多 信息 ， 见 LMiRo91]。) 


{红色 ， 蓝 色 } vl v2 {绿色 ， 黄 色 | 
{绿色 ， 黄 色 } v4 3 {红色 ， 蓝 色 } 
36. 求 下 列 这 些 值 : 
a)X, (Ks) b)X。(K4) OXs Wa) 
d)X:(Cs) e)X: (Ks,s) DAaCKsy 
* g)Xs(C;) IX Ky | 
*37. 设 G 和 互 是 如 图 3 所 示 的 图 。 求 
a)Xs(G) b)X,(H) OXs(G) DX CH) 


38. 若 G 是 二 分 图 旦 & 是 正 整 数 ， 则 X;(G) 是 什么 ? 
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39. 移动 广播 (或 蜂窝 ) 电 话 的 频率 是 按 地 段 分 配 的 。 每 个 地 段 分 配 一 组 该 地 段 中 的 设备 所 使 用 的 频率 。 
在 产生 干扰 问题 的 地 段 中 不 能 使 用 相同 的 频率 。 解 释 如 何 用 & 重 着 色 来 对 一 个 区 域 里 的 每 个 移动 广 
播 地 段 分 配 & 种 频率 。 
x 40. 证 明 : 每 个 平面 图 G 都 可 以 用 不 超过 6 种 颜色 来 着 色 。[ 提 示 : 对 图 的 顶点 数 用 数学 归纳 法 。 应 用 
10. 7 节 推 论 2 来 求 出 满足 deg( 四 委 5 的 顶点 v。 考 虑 删除 v 和 与 其 关联 的 所 有 边 所 获得 的 G 的 子 图 。] 
xx 41. 证 明 : 每 个 平面 图 G 都 可 以 用 不 超过 5 种 颜色 来 着 色 。[ 提 示 : 利用 练习 40 的 提示 。] 
著名 的 艺术 馆 问 题 是 询问 需要 多 少 名 保安 才能 看 护 到 艺术 馆 的 所 有 部 分 ， 这 里 艺术 馆 是 一 个 nn 边 形 
的 边界 及 它 所 围 的 内 部 。 为 了 更 精确 地 描述 这 个 问题 ， 需 要 一 些 术 语 。 如 果 线 段 zy 上 所 有 的 点 都 在 PP 
边界 上 或 P 内 部 ， 则 称 简单 多 边 形 P 边界 上 或 P 内 部 的 点 x 覆盖 或 看 见 P 边界 上 或 P 内 部 的 点 y。 如 果 
对 于 也 边界 上 或 已 内 部 的 每 一 个 点 >y， 都 能 够 在 一 个 点 的 集合 中 找到 一 个 看 见 y 的 点 xz， 就 说 这 个 点 的 
集合 是 简单 多 边 形 的 看 守 集 。 把 看 守 简 单 多 边 形 已 所 需 的 最 少 点 数 的 看 守 集 记 为 GCP)。 艺 术 馆 问题 求 
的 就 是 一 个 函数 gC(n)， 它 是 所 有 nn 个 顶点 的 简单 多 边 形 P 的 看 守 集 GCP) 的 最 大 值 s 。 也 就 是 说 ，g(Cz) 
是 一 个 最 小 的 正 整 数 ， 使 得 一 个 n 个 顶点 的 简单 多 边 形 P 保证 可 以 被 g (mn) 个 或 更 少 的 保安 看 守 。 
42. 通过 证 明 所 有 的 三 角形 和 四 边 形 都 能 够 用 一 个 点 来 看 卫 , 证 明 : g(3) 二 1 和 &5(4) 一 1。 
* 43. 证 明 : g(5) 二 1， 即 所 有 的 五 边 形 都 能 够 被 一 个 点 看 卫 。[ 提 示 : 先 分 出 有 0 个 、1 个 、2 个 顶点 的 内 
角 大 于 180 度 ， 然 后 再 说 明 在 各 种 情况 下 一 个 保安 都 足够 了 。] 
* 44. 首先 运用 练习 42 和 43 的 结果 ， 以 及 5. 2 节 的 引 理 1 证 明 g(6) 二 2， 然后 找 出 一 个 需要 两 名 保安 的 六 
边 形 。 最 后 证 明 g(6) 一 2。 
x 45. 证 明 : g(n) 宇 | n/3」。[ 提 示 : 考虑 具有 3& 个 顶点 和 & 个 齿 尖 的 梳子 状 的 多 边 形 ， 如 下 图 所 示 的 15 
边 形 一 样 。] 


* 46. 通过 证 明 艺 术 馆 定理 ， 解 决 艺术 馆 问 题 。 该 定理 说 一 个 n 个 顶点 的 简单 多 边 形 最 多 需要 Ln/3」 个 保安 
来 守卫 它 的 边界 和 内 部 。[ 提 示 : 运用 5.2 节 的 定理 1 把 这 个 简单 多 边 形 三 角 化 为 n 一 2 个 三 角形 。 然 
后 说 明 只 需要 3 种 颜色 就 能 够 将 三 角形 化 后 的 简单 多 边 形 的 顶点 进行 着 色 ， 使 得 相 邻 的 顶点 都 具有 
不 同 的 颜色 。 使 用 归纳 方法 和 5. 2 节 练习 23， 最 后 在 所 有 红色 的 顶点 上 安置 保安 ， 这 里 红色 是 在 项 
点 染色 中 用 得 最 少 的 一 种 颜色 。 说 明 在 这 些 点 上 安置 保安 就 是 所 需要 的 全 部 保安 .] 


关键 术语 和 结论 

术语 

无 向 边 (undirected edge) : 与 集合 {4u，v}) 关 联 的 边 ， 其 中 和 w 都 是 顶点 。 
有 向 边 (directed edge) : 与 有 序 对 (wu，v) 关 联 的 边 ， 其 中 x 和 w 都 是 顶点 。 
多 重 边 (multiple edges) : 连接 同样 一 对 顶点 的 不 同 的 边 。 

环 (loop) : 连接 一 个 顶点 与 它 自身 的 边 。 

无 向 图 (undirected graph) : 一 组 顶点 以 及 连接 这 些 顶 点 的 一 组 无 向 边 。 
简单 图 (simple graph) : 没有 多 重 边 和 环 的 无 向 图 。 
多 重 图 (multigraph) : 可 能 包含 多 重 边 但 不 包含 环 的 无 向 图 。 

伪 图 (pseudograph): 可 能 包含 多 重 边 和 环 的 无 向 图 。 

有 向 图 (directed graph) : 一 组 顶点 以 及 连接 这 些 顶 点 的 一 组 有 向 边 。 

有 向 多 重 图 (directed multigraph) : 可 能 包含 多 重 有 向 边 的 有 向 图 。 
简单 有 向 图 (simple directed graph) : 不 含 环 和 多 重 边 的 有 向 图 。 


日 ”考虑 个 顶点 的 简单 多 边 形 P 的 各 种 形态 。 一 一 译 者 注 


图 623 





相 邻 (adjacent): 若 在 两 个 顶点 之 间 有 边 则 它们 是 相 邻 的 。 

关联 (incident) : 若 一 个 顶点 是 一 条 边 的 端点 则 那 条 边关 联 那 个 顶点 。 

deg(z) (无 向 图 中 顶点 也 的 度 ，degree of the vertex v in an undirected graph): 与 v 关 联 的 边 的 
数目 ， 环 贡献 2。 

deg (z)( 带 有 向 边 的 图 中 顶点 也 的 入 度 ，the in-degree of the vertex v in a graph with directed 
edges) : 以 作为 终点 的 边 的 数目 。 

deg (zu)( 带 有 向 边 的 图 中 顶点 忆 的 出 度 ，the out-degree of the vertex v in a graph with directed 
edges) : 以 习作 为 起 点 的 边 的 数目 。 

带 有 向 边 的 图 的 基本 无 向 图 (underlying undirected graph of a graph with directed edges) : 通过 
忽略 有 向 边 的 方向 所 获得 的 无 向 图 。 

K,(n 个 顶点 的 完全 图 ，complete graph on n vertices) : 带 n 个 顶点 的 无 向 图 ， 其 中 每 对 顶点 都 
用 一 条 边 连接 。 

二 分 图 (bipartite graph) : 顶点 集 划 分 成 两 个 子 集合 w 和 V 的 图 ， 使 得 每 条 边 都 连接 WwW 中 的 
顶点 和 V 中 的 顶点 。 序 对 (Vi ，V;) 成 为 V 的 二 部 划分 。 

K,,,( 完 全 二 分 图 ，complete bipartite graph) : 顶点 集 划 分 成 m 个 元 素 的 子 集 和 个 元 素 的 子 
集 ， 使 得 两 个 顶点 被 一 条 边 所 连接 当 且 仅 当 一 个 顶点 属于 第 一 个 子 集 而 另外 一 个 顶点 属于 
第 二 个 子 集 。 

C,( 大 小 为 7 的 图 图 » cycle of size n, 7 之 3) : 带 有 nn 个 顶点 vi » Vy "VU, 和 边 {v 9 vi}, {vs 9 
(1， ww)， (tw 四) 的 图 。 

W,( 大 小 为 nn 的 轮 图 ，wheel of size n,n 宇 3); 通过 向 C, 添加 一 个 顶点 以 及 从 这 个 顶点 到 C 中 
原来 每 个 顶点 的 一 条 边 所 获得 的 图 。 

Q,(n 立方 体 图 ，n-cube，n 宇 1): 用 2” 个 长 度 为 n 的 位 串 作 为 顶点 ， 边 连接 恰好 相差 一 位 的 每 
对 位 串 的 图 。 

图 G 中 的 匹配 (matching in a graph G) : 一 组 边 的 集合 且 任 意 两 边 都 没有 公共 端点 。 

从 Vi 到 V, 的 完全 匹配 M(complete matching M from Vi to V,) : 内 中 的 每 个 顶点 都 是 M 中 的 
边 的 端点 的 匹配 。 

最 大 匹配 (maximum matching): 在 图 中 所 有 匹配 中 包含 边 数 最 多 的 匹配 。 

孤立 点 (isolated vertex): 度 为 0 的 顶点 。 

悬挂 点 (pendant vertex) : 度 为 1 的 顶点 。 

正则 图 (regular graph): 所 有 顶点 都 有 相同 的 度 的 图 。 

图 G 二 (V，E) 的 子 图 (subgraph of a graph G 二 (V，E)): 图 (W，F), 其 中 W 是 V 的 子 集 而 下 
是 EE 的 子 集 。 | 

GiUG,(Gi 与 G; 的 并 图 )(G, UG,(union of GandG,)): 图 (Vi UV,;， EUE,), 其 中 G,==(Vi， 
E) 和 G,=(V,, E,).。 

邻接 矩阵 (adjacency matrix) : 利用 顶点 的 相 邻 关系 来 表示 图 的 矩阵 。 

关联 答 阵 (incidence matrix) : 利用 边 与 顶点 的 关联 关系 来 表示 图 的 矩阵 。 

同 构 的 简单 图 (isomorphic simple graphs) : 对 简单 图 G 二 (V;，E,) 和 简单 图 G; 二 (V,，E) 来 
说 ， 若 存在 从 Vi 到 V， 的 一 一 对 应 J 使 得 对 所 有 属于 Vi 的 Ul 和 也 来 说 ， {f(w), 
f(w)}EE, 当 且 仅 当 {vw ? ww}EE » 则 G 与 CO 是 同 构 的 。 

同 构 不 变量 (invariant for graph isomorphism) : 同 构 的 图 都 有 或 都 没有 的 性 质 。 

无 向 图 里 从 到 vv 的 通路 (path from u to v in an undirected graph) : 一 条 或 多 条 边 的 序列 e， 
€29 *""» Cn? 其 中 对 Lr=0% Ty Ss nn 来 说 ， 6i 关联 着 {x;， zit}s 其 中 zo 一 & 而 去。 一 了 

有 向 图 中 从 到 v 的 通路 (path from xtovmin a graph with directed edges) : 一 条 或 多 条 边 的 序列 el， 
ea，…，e， 其 中 对 计 0，1，…，7 来 说 ，e: 关联 着 (x;，zii1)， 其 中 zo 二 而 z+1 王 v。 


0 


简单 通路 (simple path) : 不 多 次 包含 一 条 边 的 通路 。 

回路 (circuit) : 在 相同 顶点 处 开始 与 结束 的 通路 ， 通 路 长 度 n 宇 1。 

连通 图 (connected graph) : 在 图 中 每 对 顶点 之 间 都 有 通路 的 无 向 图 。 

图 G 的 割 点 (cut vertex of G): 一 个 顶点 w， 使 得 G 一 "是 不 连通 的 。 

图 G 的 割 边 (Ccut edge of G) : 一 条 边 e， 使 得 G 一 e 是 不 连通 的 。 

不 可 分 割 的 图 Cnonseparable graph) : 不 含 割 点 的 图 。 

图 G 的 点 割 集 (vertex cut of G): 图 G 顶 点 集 的 子 集 V',， 使 得 G 一 V' 是 不 连通 的 。 

K(G)( 图 G 的 点 连通 度 ，the vertex connectivity of G): 图 G 中 最 小 的 点 割 集 的 大 小 。 

k- 连 通 图 (k-connected graph): 有 一 个 点 连通 度 不 小 于 & 的 图 。 

图 G 的 边 割 集 (edge cut of G): 图 G 边 的 集合 E',， 使 得 G 一 E' 是 不 连通 的 。 

A(G)( 图 G 的 边 连通 度 ，the edge connectivity of G): G 中 最 小 的 边 割 集 的 大 小 。 

图 G 的 连通 分 支 (connected component of a graph G): G 的 最 大 连通 子 图 。 

强 连通 有 向 图 (strongly connected directed graph) : 从 每 个 顶点 到 每 个 顶点 都 存在 有 向 通路 的 有 
向 图 。 

有 向 图 G 的 强 连通 分 支 (strongly connected component of a directed graph G): G 的 最 大 强 连通 . 
子 图 。 

欧 拉 通路 (Euler path) : 恰好 包含 图 的 每 条 边 一 次 的 通路 。 

欧 拉 回路 (Euler circuit) : 恰好 包含 图 的 每 条 边 一 次 的 回路 。 

哈密 顿 通路 (Hamilton path) : 恰好 通过 图 的 每 个 顶点 一 次 的 通路 。 

哈密 顿 回路 (Hamilton circuit) : 恰好 通过 图 的 每 个 顶点 一 次 的 回路 。 

加 权 图 (weighted graph) : 为 各 边 指定 数字 的 图 。 

最 短 通路 问题 Cshortest-path problem) : 确定 加 权 图 中 的 通路 以 使 得 这 条 通路 中 的 边 的 权 之 和 
在 指定 的 顶点 之 间 的 所 有 通路 上 是 最 小 值 这 样 的 问题 。 

旅行 商 问题 (traveling salesperson problem) : 求 访问 图 的 每 个 顶点 恰好 一 次 的 、 总 长 度 最 短 的 
回路 的 问题 。 

平面 图 (planar graph) : 可 以 画 在 平面 上 而 没有 边 交叉 的 图 。 

平面 图 的 平面 表示 的 面 (regions of a representation of a planar graph) : 该 图 的 平面 表示 把 平面 
所 分 割 成 的 区 域 。 

初等 细 分 (elementary subdivision) : 删除 无 向 图 的 边 {u， 而 且 添 加 新 顶点 多 以 及 边 {u，w} 和 
边 {w，wv}。 

同 胚 (homeomorphic) : 若 两 个 无 向 图 是 从 同一 个 无 向 图 通过 一 系列 初等 细 分 来 获得 的 ， 则 它们 
同 胚 。 

图 着 色 (graph coloring) : 给 图 的 顶点 指定 颜色 ， 使 得 相 邻 的 两 个 顶点 没有 相同 的 颜色 。 

着 色 数 (chromatic number) : 在 图 的 着 色 中 所 需要 的 最 少 颜 色 数 。 

结论 

握手 定 理 (The handshaking theorem): 设 G==(V, EF) 是 有 m 条 边 的 无 向 图 则 2m = 
> ,deg(o) 

霍 尔 婚姻 定理 (Hall’s marriage theorem) ， 带 有 二 部 划分 (Vi ，V2: ) 的 二 分 图 G 二 (V，E) 中 有 一 
个 从 Vi 到 VV 的 完全 匹配 当 且 仅 当 对 于 Vi 的 所 有 子 集 A， 有 |N(A) | 宇 |A|。 

在 连通 多 重 图 中 存在 欧 拉 回 路 当 且 仅 当 每 个 顶点 的 度数 都 为 偶数 。 


在 连通 多 重 图 中 存在 欧 拉 通 路 当 且 仅 当 至 多 有 两 个 度数 都 为 奇数 的 顶点 。 
迪克 斯 特 拉 算 法 (Dijkstra’s algorithm): 在 加 权 图 中 求 出 两 个 顶点 之 间 最 短 通 路 的 过 程 ( 见 


10.6 节 )。 
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欧 








拉 公 式 (Euler’s formula) : > 一 e 一 z 十 2， 其 中 >、e 和 w 分 别 是 平面 图 的 平面 表示 的 面 数 、 边 


数 和 顶点 数 。 


库 拉 图 斯 基 定 理 (Kuratowski”s theorem) : 图 是 非 平面 图 当 上 生 仅 当 它 包含 同 胚 于 K;,; 或 K; 的 子 


图 。( 其 证 明 超 出 本 书 范围 。) 


四 色 定 理 (The four color theorem) : 每 个 平面 图 都 可 以 用 不 超过 4 种 颜色 来 着 色 。( 其 证 明 远 远 


超出 本 书 范围 !) 


复习 题 


1, 


nw 


9, 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17。 


18. 


a) 定 义 : 简单 图 、 多 重 图 、 伪 图 、 有 向 图 、 有 向 多 重 图 。 
b) 用 例子 说 明 : 如 何 用 a) 中 每 种 类 型 的 图 来 建 模 。 例 如 ， 解 释 如 何 为 计算 机 网 络 或 飞行 航线 的 不 同方 
面 来 建 模 。 


. 给 出 如 何 用 图 建 模 的 至 少 4 个 例子 。 

. 在 无 向 图 中 ， 顶 点 度数 之 和 与 该 图 中 边 数 之 间 的 关系 是 什么 ? 解释 这 个 关系 为 什么 成 立 。 
. 为 什么 在 无 向 图 中 一 定 有 偶数 个 度数 为 奇数 的 顶点 ? 

.在 有 向 图 中 顶点 的 人 度 之 和 与 出 度 之 和 之 间 的 关系 是 什么 ? 解释 这 个 关系 为 什么 成 立 。 

. 描述 下 列 图 族 。 

a)K,， 在 nn 个 顶点 上 的 完全 图 。 b)K。,s， 在 m 和 个 顶点 上 的 完全 二 分 图 。 
c)C,， 带 nn 个 顶点 的 圈 图 。 dW,， 大 小 为 n 的 轮 图 。 

e)Q,，n 立方 体 。 


. 在 练习 6 的 图 族 中 ， 每 个 图 有 多 少 个 顶点 和 多 少 条 边 ? 
. a) 什 么 是 二 分 图 ? b) 图 K,、C, 和 W， 中 哪些 是 二 分 图 ? 


c) 你 如 何 确定 无 向 图 是 否 为 二 分 图 ? 

a) 描 述 用 来 表示 图 的 3 种 不 同方 法 。 

b) 画 出 至 少 带 5 个 顶点 和 8 条 边 的 简单 图 。 说 明 如 何 用 你 在 a) 中 所 描述 的 方法 来 表示 它 。 
a) 两 个 简单 图 是 同 构 的 是 什么 意思 ? 

b) 对 于 简单 图 的 同 构 来 说 ， 不 变量 是 什么 意思 ? 给 出 至 少 5 个 这 样 的 不 变量 的 例子 。 

中 给 出 带 有 相同 的 顶点 数 、 边 数 和 顶点 度数 但 不 同 构 的 两 个 简单 图 的 例子 。 

中 是 否 有 一 组 已 知 的 不 变量 可 以 用 来 有 效 地 确定 两 个 简单 图 是 否 同 构 ? 

a) 图 是 连通 的 是 什么 意思 ? 

b) 什 么 是 图 的 连通 分 支 ? 

a) 解 释 如 何 用 邻接 矩阵 来 表示 图 。 

b) 如 何 用 邻接 矩阵 来 确定 从 图 G 的 顶点 集 到 图 互 的 顶点 集 的 函数 是 否 是 同 构 的 ? 

c) 如 何 用 图 的 邻接 矩阵 来 确定 在 图 的 两 个 顶点 之 间 长 度 为 的 通路 数 ? 其 中 ”是正 整数 。 

a) 定 义 无 向 图 中 的 欧 拉 回路 和 欧 拉 通路 。 

b) 描 述 著名 的 哥 尼 斯 堡 七 桥 问题 ， 并 且 解 释 如 何 利 用 欧 拉 回路 来 重新 叙述 它 。 

c) 如 何 确 定 无 向 图 是 否 具 有 欧 拉 通路 ? 

d) 如 何 确定 无 向 图 是 否 具 有 欧 拉 回路 ? 

a) 定 义 简 单 图 中 的 哈密 顿 回 路 。 

b) 给 出 一 些 性 质 ， 这 些 性 质 列 含 着 简单 图 没有 哈密 顿 回 路 。 

给 出 至 少 两 个 可 以 通过 求 出 加 权 图 中 最 短 通路 来 解决 的 问题 的 例子 。 

a) 描 述 求 在 加 权 图 两 个 顶点 之 间 的 最 短 通路 的 迪克 斯 特 拉 算法 。 

b) 画 出 至 少 带 10 个 顶点 和 20 条 边 的 加 权 图 。 用 迪克 斯 特 拉 算 法 求 出 在 图 中 你 所 选择 的 两 个 顶点 之 
间 的 最 短 通 路 。 

a) 图 是 平面 图 是 什么 意思 ? 

b) 给 出 非 平面 图 简单 图 的 例子 。 

a) 连 通 平面 图 的 欧 拉 公式 是 什么 ? 

b) 如 何 用 平面 图 的 欧 拉 公式 来 证 明 一 个 简单 图 是 非 平面 图 ? 


度 
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19. 叙述 关于 图 的 平面 性 的 库 拉 图 斯 基 定 理 ， 并 且 解 释 它 如 何 刻画 了 哪些 图 是 平面 图 。 
20. a) 定 义 图 的 着 色 数 。 
b) 当 是 正 整 数 时 ， 图 K, 的 着 色 数 是 什么 
中 当 是 大 于 2 的 正 整数 时 ， 图 C, 的 着 色 数 是 什么 ? 
由) 当 mr 入 都 是 正 整数 时 ， 图 天 "的 着 色 数 是 什么 ? 
21. 叙述 四 色 定 理 。 有 没有 不 能 用 4 种 颜色 来 着 色 的 图 ? 
22. 解释 在 建 模 里 如 何 使 用 图 的 着 色 。 至 少 举 两 个 不 同 的 例子 。 


补充 练习 
1. 一 个 带 100 个 顶点 的 50- 正 则 图 有 多 少 条 边 ? 
2. Ks 有 多 少 种 非 同 构 的 子 图 ? 
在 练习 3~5 中 ,判断 所 给 的 成 对 的 图 是 否 是 同 构 的 。 








ug U2 
U7 U3 
ue U4 
V4 V3 us 
完全 m 部 图 KK, ,,,….。 的 顶点 划分 成 贡 个 子 集合 ， 各 有 加 H，xs，…，nm 个 元 素 ， 而 且 顶 点 相 邻 当 
且 仅 当 它们 属于 这 个 划分 的 不 同 子 集合 。 
6. 画 出 下 列 图 。 
a) Ki,z,3 b) K2,2,2 €) Ki,2,2,3 


*7, 完全 汶 部 图 Kn ,n,,…,n, 有 和 多少 个 顶点 和 多 少 条 边 ? 
8. 证 明 或 反 证 : 在 至 少 有 两 个 顶点 的 有 穷 多 重 图 中 ， 总 是 存在 两 个 度数 相同 的 顶点 。 
9. 设 G 二 (V，E) 是 无 向 图 ， 并 且 令 ASV 和 BCV, 证 明 : 
a) N(AUB)= N(A)UN(B), 
bNCAnB)ISENCA)ImnNCB)， 并 且 给 出 NC(AN 站 B) 关 NC(A) 作 NC(B) 的 例子 。 
10. 设 G= 二 (V，E) 是 无 向 图 ， 证 明 : 


西 . 


图 627 


a) 对 于 所 有 的 vEV，| N(v) | 过 deg(vw)。 

b) 对 于 所 有 的 vEV，| N(v) | = 二 deg(v) 当 且 仅 当 G 是 一 个 简单 图 。 

设 4 是 正 整 数 ，S, ，S, ，…S。 是 集合 S 的 子 集 构成 的 集合 族 ， 这 个 族 的 不 同 代表 系统 (SDR) 是 一 个 
有 序 的 元 组 (a ，as，…，a,)， 其 中 ,对 i 二 1，2,，…,n， 有 a;E€5; 且 对 于 所 有 的 i 了 关 j， 有 ai 天 ai 。 
11. 求 集合 Si 二 {a, c,， m, e}, S,={m, a, c, e}, Ss={a, p, e, XxX}, S/={r;, e Nn, a}, S;= {n, 

a，m，e} 和 Ss 二 {fe，zx，a，m}) 的 SDR。 
12. 使 用 霍 尔 婚姻 定理 证 明 : 集合 S 的 有 穷 子 集 S ，S; ，…，S, 有 SDR(ai，as，*…，a,) 当 且 仅 当 对 于 


{1，2，…，n} 的 所 有 子 集 1 有 | Us|=11. 


13. a) 使 用 练习 12 证 明 : Si 二 {a, b, c}， Ss 二 {6b, c,d}，S; 二 {a, b,，d}，S, 二 {6，c，d}) 构 成 的 集合 
族 有 一 个 SDR， 不 允许 直接 求 出 一 个 。 

b) 求 出 a) 中 集合 族 的 SDR。 

14. 使 用 练习 12 证 明 : Si = 二 {a, 6b, c}, Ss:={a, c}, S33=={c, d, e}, Si 三 {6, c}, Ss={d, e, f},， 
Ss 二 {a，c，e} 和 S; 二 {a， 5b) 构成 的 集合 族 没有 SDR。 | 
设 w、v 和 w 是 一 个 简单 图 的 3 个 顶点 ,简单 图 G 的 簇 系 数 C(G) 是 当 w 和 w 是 邻居 且 w 和 w 是 邻居 

时 , wu 和 w 是 邻居 的 概率 。 

15. 设 w、v 和 ww 是 一 个 简单 图 的 3 个 顶点 ， 当 这 些 顶 点 构成 的 所 有 3 对 顶点 之 间 都 有 边 相 连 时 ， 这 3 个 
顶点 构成 一 个 三 角形 。 求 用 图 中 三 角形 个 数 以 及 图 中 长 度 为 2 的 通路 的 条 数 表示 的 C(G) 的 公式 。 
[提示 : 按照 形成 三 角形 的 顶点 的 顺序 计算 图 中 的 每 个 三 角形 一 次 。] 

16. 求 10. 2 节 练 习 20 中 每 个 图 的 簇 系 数 。 

17. 解释 下 列 各 图 中 簇 系数 表示 什么 ? 

2) 好莱坞 图 b)“ 人 脸 ” 中 的 朋友 图 
ce) 图 论 中 的 学 术 合作 图 d) 人 类 细胞 中 的 蛋白 质 作 用 图 
e) 表 示 构 成 万 维 网 的 路 由 器 和 通信 链 路 的 图 

18. 对 练习 17 中 的 每 一 个 图 ， 解 释 是 否 可 以 期 望 其 簇 系数 接近 0.01 或 0.10， 并 且 解 释 为 什么 。 

简单 无 向 图 的 团 是 一 个 完全 子 图 ， 它 不 包含 在 任何 更 大 的 完全 子 图 中 。 在 练习 19 一 21 中 ， 求 所 给 图 

的 所 有 团 。 

19. a b c 20. a f 


简单 图 中 顶点 的 支配 集 是 顶点 的 一 个 集合 ， 使 得 其 他 每 个 顶点 都 与 这 个 集合 中 至 少 一 个 顶点 是 相 邻 
的 。 带 最 少 顶 点 数 的 支配 集 称 为 最 小 支配 集 。 在 练习 22 一 24 中 ， 求 所 给 的 图 的 最 小 支配 集 。 
22. 4 b 23.- 治 


A wp 
yal 
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简单 图 可 用 来 确定 在 棋盘 上 控制 整个 棋盘 的 最 少 皇后 数 。 一 个 nXn 的 棋盘 具有 mn? 个 格子 。 如 下 图 
所 示 ， 在 所 给 位 置 上 的 皇后 控制 着 同行 、 同 列 以 及 包含 这 个 格子 的 两 条 斜 线 上 的 所 有 格子 。 与 此 对 应 的 
简单 图 具有 7 产 个 项 点， 每 个 顶点 表示 一 个 格子 ， 而 且 若 一 个 顶点 所 表示 的 格子 上 的 皇后 控制 着 另外 一 个 
顶点 所 表示 的 格子 ， 则 这 两 个 顶点 是 相 邻 的 。 





33， 


34. 


. 构造 表示 nXn 棋盘 的 简单 图 ， 用 边 表示 皇后 对 格子 的 控制 ， 其 中 


a)7 一 3 b)n= 4 


。 解释 一 下 最 小 支配 集 的 概念 如 何 应 用 到 确定 控制 xXn 棋盘 的 最 少 皇后 数 的 问题 。 
. 求 控制 nXn 棋盘 的 最 少 皇后 数 ， 其 中 


3)7 一 3 b)n=4 c)7 一 5 


. 假定 G 和 Hi 是 同 构 的 ， 而 且 Gz 和 互 : 是 同 构 的 。 证 明 或 反 证 : G1 UG: 和 五 UH 是 同 构 的 。 
. 证 明 : 下 列 性 质 是 同 构 的 简单 图 都 有 或 都 没有 的 不 变量 。 


a) 连 通 性 b) 哈 密 顿 回路 的 存在 性 中 欧 拉 回路 的 存在 性 
d) 有 交叉 数 C e) 有 个 孤立 顶点 人 是 二 分 图 


.如何 从 G 的 邻接 矩阵 求 G 的 邻接 矩阵 ? 其 中 G 是 简单 图 。 
. 有 多 少 种 非 同 构 的 带 有 4 个 顶点 的 连通 简单 二 分 图 ? 
* 32, 


有 多 少 种 非 同 构 的 带 有 5 个 顶点 简单 连通 图 ， 并 且 

a) 没 有 任何 顶点 的 度 超过 2? b) 着 色 数 等 于 4? c) 非 平面 图 ? 
车 有 向 图 与 它 的 逆 同 构 ， 则 它 是 自 逆 的 。 
确定 下 列 图 是 否 为 自 逆 的 。 


a) a 





证 明 : 车 有 向 图 G 是 自 逆 的 而 且 H 是 同 构 于 G 的 有 向 图 ， 则 玉 也 是 自 北 的 。 
无 向 简单 图 的 定向 就 是 指定 它 的 各 边 的 方向 ， 使 得 所 得 到 的 有 向 图 是 强 连通 的 。 当 无 向 图 有 定向 时 ， 


这 个 图 称 为 可 定向 的 。 在 练习 35 一 37 中 ， 确 定 给 定 的 图 是 否 是 可 定向 的 。 


35. 


a b C 36. a J 37. 4 b e 
A pa 
e d e d f 


b c d 


图 629 


x* 42. 





. 因为 在 城市 中 心 区 交通 流量 正在 增长 ， 所 以 交通 工程 师 正 在 计划 把 目前 所 有 双 行 街道 都 变 成 单行 街 


道 。 解 释 如 何 为 这 个 问题 建 模 。 


. 证 明 : 若 一 个 图 具有 割 边 ， 则 它 不 是 可 定向 的 。 


竞赛 图 是 简单 有 向 图 ， 使 得 若 x 和 ww 是 图 中 不 同 的 顶点 ， 则 Cu， 功 和 (wv， 忆 中 恰好 有 一 个 是 图 中 的 边 。 


. 有 多少 种 不 同 的 带 nn 个 顶点 的 竞赛 图 ? 
. 在 竞赛 图 中 一 个 顶点 的 人 度 与 出 度 之 和 是 什么 ? 


证 明 ， 每 个 竞赛 图 都 有 哈密 顿 通路 。 


. 给 定 鸡 群 里 的 两 只 鸡 ， 其 中 一 只 占 优 势 。 这样 就 定义 了 这 个 鸡 群 的 吸食 次 序 。 如 何 用 竞赛 图 来 为 吸 


食 次 序 建 模 ? 


. 设 连通 图 G 有 nn 个 顶点 且 点 连通 度 K(G) 二 &。 证明: 图 G 至 少 含有 [Anz/2] 条 边 。 


车 Kk(G) 二 4(G) 二 min degv 二 2m/n， 则 称 含有 个 顶点 和 m 条 边 的 连通 图 G 二 (V，E) 具 有 最 优 连 


通 度 。 


45. 
46. 


< 47. 
48. 


证 明 : 具有 最 优 连通 度 的 连通 图 一 定 是 正则 图 。 

证 明 下 列 各 图 具有 最 优 连 通 度 。 

A)C.; N23 b)K,, n 宇 3 本 天 2 

求 2 个 带 有 6 个 顶点 ，9 条 边 ， 具 有 最 优 连通 度 的 非 同 构 的 简单 图 。 

假定 G 是 带 24 个 度 为 奇数 的 顶点 的 连通 多 重 图 。 证 明 : 存在 个 子 图 ， 它们 的 并 图 是 G， 其 中 每 个 
子 图 都 有 欧 拉 通 路 并 且 任 何 两 个 子 图 都 没有 公共 边 。[ 提 示 : 向 该 图 添加 条 连接 成 对 的 度 为 奇数 的 
顶点 ， 并 且 利 用 这 个 变 大 了 的 图 的 欧 拉 回路 。] 

在 练习 49 和 50 中 ,我 们 讨论 一 个 由 佩 特 科 维 奇 (petkovic) 在 LPe09] 中 提出 的 一 个 智力 题 (基于 


[Avch80] 中 的 问题 ) 。 设 亚瑟王 召集 2n 个 骑士 开 一 个 重要 的 圆桌 会 议 。 其 中 任意 两 个 人 要 么 是 朋友 ， 要 
么 是 敌人 ， 并 且 每 个 人 在 其 余 2n 一 1 个 人 中 最 多 有 不 超过 n 一 1 个 敌人 。 问 亚瑟王 是 否 可 以 安排 他 的 骑士 
在 圆桌 就 座 ， 使 得 每 个 人 都 和 他 的 两 个 朋友 为 邻 座 。 


49. 


50. 


也 ， 


* Sl 


a) 证 明 ， 用 顶点 表示 骑士 ， 若 两 个 骑士 是 朋友 ， 则 在 图 中 用 边 连 接 这 两 人 。 该 题 可 以 化 简 为 判断 图 
中 是 否 存在 哈密 顿 回 路 。 

b) 解 答 在 上 面 智力 题 中 的 提出 的 问题 。[ 提 示 : 利用 狄 拉克 定理 。] 

假设 有 8 个 骑士 ，Alynore、Bedivere、De-gore、Gareth、Kay、Lancelot、Perceval 和 Tristan 用 每 个 

人 的 名 字 的 第 一 个 字母 表示 该 骑士 ， 并 在 该 字母 后 面 列 出 他 的 敌人 列表 。 他 们 的 敌人 列表 是 : 

MCD, GB, PY BI(Rs: Py TY, DAs G; 1) G045 Ds TD), KB Ls, PY LEDs Ky Ts PEA, 

K)、T(B，G，L)。 画 出 表示 这 8 个 骑士 和 他 们 的 朋友 的 图 ， 并 且 求 出 安排 方式 使 得 每 一 个 骑士 都 挨 


着 他 的 两 个 朋友 坐 。 
设 G 是 带 有 z 个 顶点 的 简单 图 。G 的 带宽 表示 成 B(G) ， 它 是 max{ |i 一 j| |ai 与 a; 是 相 邻 的 } 在 G 的 
顶点 au ，a ，…，aw 的 所 有 排列 上 所 取 的 最 小 值 。 即 带宽 是 赋 给 相 邻 顶点 的 下 标的 最 大 差 值 在 顶点 
的 所 有 列表 上 所 取 的 最 小 值 。 求 下 列 图 的 带宽 。 
a)K; b) Ki,s CK;,,s d) 天 3:,s 
€)Q; f)C; 


* S2。 


Ee 


* §3, 


x* 54. 


55. 
56. 
57. 


连通 简单 图 的 两 个 不 同 顶 点 w 和 v 之 间 的 距离 是 在 v 和 vw 之 间 的 最 短 通路 的 长 度 ( 边 数 )。 图 的 半 
径 是 从 顶点 v 到 其 他 顶点 的 最 大 距离 在 所 有 顶点 v 上 所 取 的 最 小 值 。 图 的 直径 是 在 两 个 不 同 顶 点 之 
间 的 最 大 距离 。 求 下 列 图 的 半径 和 直径 。 

a) Ks b)K,,s c)Qs d) Cs 

a) 证 明 : 若 简单 图 G 的 直径 至 少 为 4， 则 它 的 补 图 G 的 直径 不 超过 2。 

b) 证 明 : 若 简单 图 G 的 直径 至 少 为 3， 则 它 的 补 图 G 的 直径 不 超过 3 。 

假定 一 个 多 重 图 有 2m 个 度 为 奇数 的 顶点 。 证明: 任何 包含 该 图 中 每 条 边 的 回路 ， 必 然 至 少 包含 
条 边 超过 一 次 。 

求 10. 6 节 图 3 中 在 顶点 4 与 z 之 间 的 次 最 短 通路 。 

设计 一 个 算法 ， 求 在 简单 连通 加 权 图 中 两 个 顶点 之 间 的 次 最 短 通路 。 

求 10. 6 节 练 习 3 的 加 权 图 中 ， 在 顶点 a 与 z 之 间 经 过 顶点 了 f 的 最 短 通路 。 


630 第 10 音 





58. 设计 一 个 算法 ， 求 在 简单 连通 加 权 图 中 两 个 顶点 之 间 经 过 第 三 个 指定 顶点 的 最 短 通路 。 
* 59. 证 明 : 若 G 是 至 少 带 11 个 顶点 的 简单 图 ， 则 G 或 G(G 的 补 图 ) 不 是 平面 图 。 


到 若 图 的 一 组 顶点 集合 中 的 任何 两 个 顶点 都 不 相 邻 ， 则 这 个 顶点 集合 称 为 独立 的 。 图 的 独立 数 是 该 图 


x 


的 独立 顶点 集中 的 最 大 顶点 个 数 。 

* 60. 下 列 图 的 独立 数 是 什么 ? 

a)K. b)C， c)Q， bh 

61. 证 明 : 一 个 简单 图 中 的 顶点 数 小 于 或 等 于 这 个 图 的 独立 数 与 着 色 数 之 积 。 

62. 证 明 ; 一 个 图 的 着 色 数 小 于 或 等 于 n 一 i 十 1， 其 中 是 这 个 图 的 顶点 数 ，i 是 这 个 图 的 独立 数 。 

63. 假定 为 了 生成 带 有 个 顶点 的 随机 简单 图 ， 首 先 选 择 满足 0 二 p<1 的 实数 p。 对 Cl(n，2) 对 不 同 顶点 
中 的 每 一 对 ， 都 生成 一 个 在 0 一 1 之 间 的 随机 数 zx。 若 0 二 zp， 则 用 一 条 边 连接 这 两 个 顶点 ; 否则 
就 不 连接 这 两 个 顶点 。 

a) 生 成 带 有 m 条 边 的 图 的 概率 是 什么 ? 其 中 0<m 二 Cl(n，2)。 

b) 若 包含 每 一 条 边 的 概率 为 p， 则 在 随机 生成 的 带 有 7 个 顶点 的 图 中 ， 边 数 的 期 望 值 是 什么 ? 

c) 证 明 : 车 p= 二 1/2， 则 每 一 个 带 n 个 顶点 的 简单 图 是 等 概率 生成 的 。 

当 向 简单 图 添加 更 多 的 边 (不 添加 顶点 ) 时 ， 都 还 保持 的 性 质 称 为 单调 递增 的 ， 当 从 简单 图 删除 边 (不 
删除 顶点 ) 时 ， 都 还 保持 的 性 质 称 为 单调 递减 的 。 

64. 对 下 列 每 个 性 质 来 说 ， 判 断 它 是 否 为 单调 递增 的 ， 并 判断 它 是 否 为 单调 递减 的 。 

a) 图 G 是 连通 的 b) 图 G 不 是 连通 的 ec) 图 G 有 欧 拉 回路 ”中 图 G 有 哈密 顿 回路 
e) 图 G 是 平面 图 人 图 G 的 着 色 数 为 4 g) 图 G 的 半径 为 3 hbh) 图 G 的 直径 为 3 

65. 证 明 : 图 的 性 质 PP 是 单调 递增 的 当 且 仅 当 图 的 性 质 Q 是 单调 递减 的 ， 其 中 Q 是 不 具有 性 质 P 的 
性 质 。 

66. 假定 PP 是 简单 图 的 单调 递增 的 性 质 。 证明: 带 n 个 顶点 的 随机 图 有 性 质 P 的 概率 是 p 的 单调 非 递 减 
函数 ， 其 中 p 是 一 条 边 被 挑选 到 该 图 的 概率 。 


计算 机 课题 

按 给 定 的 输入 和 输出 写 出 程序 。 

.给 定 无 向 图 的 各 边 所 关联 的 顶点 对 ， 确 定 每 个 顶点 的 度 。 

. 给 定 有 向 图 的 各 边 所 关联 的 有 序 顶 点 对 ， 确 定 每 个 顶点 的 人 度 和 出 度 。 

. 给 定 简单 图 的 边 列表 ， 确 定 这 个 图 是 否 为 二 分 图 。 

. 给 定 图 的 各 边 所 关联 的 顶点 对 ， 构 造 这 个 图 的 邻接 矩阵 。( 要 求 当 存在 环 、 多 重 边 或 有 向 边 时 仍 起 

作用 .) 

.给 定 图 的 邻接 和 矩阵 ， 列 出 这 个 图 的 各 边 ， 并 且 给 出 每 条 边 出 现 的 次 数 。 

. 给 定 无 向 图 各 边 所 关联 的 顶点 对 ， 以 及 每 条 边 出 现 的 次 数 ， 构 造 这 个 图 的 关联 矩阵 。 

.给 定 无 向 图 的 关联 矩阵 ， 列 出 它 的 各 边 ， 并 且 给 出 每 条 边 出 现 的 次 数 。 

. 给 定 正 整 数 n， 通 过 产生 图 的 邻接 矩阵 来 生成 含有 个 顶点 的 无 向 图 ， 使 得 以 相等 的 概率 生成 所 有 含 

有 ?个 顶点 的 简单 图 。 

9. 给 定 正 整数 zw， 通 过 产生 图 的 邻接 矩阵 来 生成 含有 个 顶点 的 有 向 图 ， 使 得 以 相等 的 概率 生成 所 有 含 
有 7 个 顶点 的 有 向 图 。 

10. 给 定 两 个 都 带 不 超过 6 个 顶点 的 简单 图 的 边 列表 ， 确 定 这 两 个 图 是 否 是 同 构 的 。 

11. 给 定 图 的 邻接 矩阵 和 正 整 数 zw， 求 两 个 顶点 之 间 长 度 为 ?的 通路 数 (产生 对 有 向 图 和 无 向 图 来 说 都 能 
起 作用 的 程序 ) 。 

* 12. 给 定 简单 图 的 边 列 表 ， 确 定 它 是 否 连 通 ， 若 它 不 连通 ， 则 求 连通 分 支 数 。 

13. 给 定 多 重 图 的 各 边 所 关联 的 顶点 对 ， 确 定 它 是 否 有 欧 拉 回 路 ， 若 没有 欧 拉 回路 ， 则 确定 它 是 否 有 欧 
拉 通 路 。 若 存在 欧 拉 通路 或 欧 拉 回路 ， 则 构造 这 样 的 通路 或 回路 。 

x* 14. 给 定 有 向 多 重 图 的 各 边 所 关联 的 有 序 顶 点 对 ， 若 存在 欧 拉 通路 或 欧 拉 回路 ， 则 构造 这 样 的 通路 或 
回路 。 
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16. 
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18. 
19. 
20. 


图 631 


给 定 简单 图 的 边 列表 ， 产 生 一 条 哈密 顿 回路 ， 或 者 确定 该 图 没有 这 样 的 回路 。 
给 定 简单 图 的 边 列表 ， 产 生 一 条 哈密 顿 通路 ， 或 者 确定 该 图 没有 这 样 的 通路 。 
给 定 加 权 连 通 简单 图 的 边 及 其 权 的 列表 ， 以 及 该 图 中 的 两 个 顶点 ， 用 迪克 斯 特 拉 算法 求 这 两 点 间 最 ” 
短 通路 的 长 度 。 另 外 ， 求 出 这 条 通路 。 

给 定 无 向 图 的 边 的 表 ， 用 10. 8 节 练 习 所 给 的 算法 求 这 个 图 的 着 色 。 

给 定 学 生 及 其 注册 课程 的 表 ， 构 造 期 末 考 试 日 程 表 。 

给 定 各 对 电视 台 之 间 的 距离 以 及 它们 之 间 允 许 的 最 短 距 离 ， 为 这 些 电视 台 分 配 频率 。 


计算 和 探索 
用 一 个 计算 程序 或 你 自己 编写 的 程序 做 下 面 的 练习 。 


-Am Dr 王 


14. 


. 显示 带 4 个 顶点 的 所 有 简单 图 。 

. 显示 带 6 个 顶点 的 所 有 非 同 构 的 简单 图 。 

. 显示 全 套 的 带 4 个 顶点 的 所 有 非 同 构 的 有 向 图 。 

. 随机 地 生成 10 个 不 同 的 简单 图 ， 每 个 带 20 个 顶点， 使 得 每 个 这 样 的 图 都 是 以 相等 的 概率 来 生成 的 。 
. 构造 一 种 格雷 码 ， 其 中 码 字 都 是 长 度 为 6 的 位 串 。 

. 构造 马 在 不 同 大 小 的 棋盘 上 的 周游 路 线 。 

. 确定 你 在 本 组 练习 的 练习 4 中 生成 的 每 个 图 是 否 为 平面 图 。 若 你 可 以 做 到 ， 则 确定 每 个 非 平 面 图 的 


厚度 。 


. 确定 你 在 本 组 练习 的 练习 4 中 生成 的 每 个 图 是 否 连通 。 若 有 一 个 图 不 连通 ， 则 确定 这 个 图 的 连通 分 


支 数 。 


. 随机 地 生成 带 10 个 顶点 的 简单 图 。 当 你 生成 了 一 个 带 欧 拉 回 路 的 图 时 停止 。 显 示 这 个 图 的 一 个 欧 拉 


回路 。 


. 随机 地 生成 带 10 个 顶点 的 简单 图 。 当 你 生成 了 一 个 带 哈 密 顿 回路 的 图 时 停止 。 显 示 这 个 图 的 一 个 哈 


密 顿 回路 。 


. 求 你 在 本 组 练习 的 练习 4 中 所 生成 的 每 个 图 的 着 色 数 。 
. 求 旅行 推销 员 访 问 美国 50 个 州 的 每 个 首府 所 能 采取 的 最 短路 线 ， 在 各 城市 之 间 坐 直 飞 的 航班 。 
. 对 每 个 不 超过 10 的 正 整 数 n 来 说 ， 估 计 随 机 生成 的 带 个 顶点 的 简单 图 连通 的 概率 ， 方法 是 生成 一 


组 随机 简单 图 并 且 确 定 每 个 图 是 否 连 通 。 
研究 这 个 问题 : 确定 Ki,; 的 交叉 数 是 否 为 77、79 或 81。 已 知 它 等 于 这 三 个 数 当 中 的 一 个 。 


写作 课题 
用 本 教材 以 外 的 资料 ， 按 下 列 要 求 写成 论文 。 


nn 


8. 
9. 


10. 


11. 


.描述 在 1900 年 以 前 图 论 的 起 源 和 发 展 。 

. 讨论 图 论 在 生态 系统 研究 中 的 应 用 。 

. 讨论 图 论 在 社会 学 和 心理 学 中 的 应 用 。 

. 讨论 通过 研究 网 络 图 的 性 质 可 以 了 解 到 什么 ? 

. 解释 在 表示 网 络 的 图 中 ， 如 社交 网 络 、 计 算 机 网 络 、 信 息 网 络 或 生物 学 网 络 ， 社 团结 构 是 什么 ? 定义 


在 这 些 图 中 的 社团 是 什么 ? 并 且 解 释 在 表示 所 列 的 网 络 类 型 的 图 中 ， 社 团 表示 了 什么 。 


. 描述 一 些 用 于 在 表示 第 5 题 中 所 列 网 络 类 型 的 图 中 ， 社 团 发 现 的 算法 。 
. 描述 给 定 一 个 图 的 顶点 和 边 ， 在 纸 面 或 屏幕 上 画 出 这 个 图 的 算法 。 在 画图 中 需要 考虑 什么 ， 使 得 其 最 


好 地 显示 了 该 图 的 属性 。 

通过 学 习 相关 的 社交 网 络 和 通信 和 网络， 解释 图 论 如 何 帮助 发 现 犯 罪 或 铠 怖 网 络 。 

一 个 输入 、 显 示 和 操纵 各 种 图 的 软件 工具 应 当 具 有 什么 功能 ? 现 有 的 工具 都 具有 这 些 功能 中 的 哪些 ? 
描述 确定 两 个 图 是 否 是 同 构 的 一 些 可 用 算法 和 这 些 算法 的 计算 复杂 度 。 目 前 已 知 最 有 效 的 算法 是 
什么 ? 

什么 是 子 图 同 构 问 题 及 其 在 化 学 、 生 态 学 、 电 子 电 路 设计 和 计算 机 视图 等 方面 有 哪些 重要 应 用 ? 


12. 
13. 
14. 
15. 
16. 
17. 
18. 
19. 


20. 
. 描述 在 四 色 定 理 的 证 明 中 计算 机 所 扮演 的 角色 。 如 何 肯定 一 个 依赖 计算 机 的 证 明 是 正确 的 ? 
22. 
23. 
24. 
25. 
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解释 什么 是 图 挖掘 ( 它 是 数据 挖掘 的 重要 领域 ;， 并 说 明 图 挖掘 中 的 一 些 基本 技术 。 

描述 如 何 用 欧 拉 通 路 来 帮助 确定 DNA 序列 。 

定义 德 布 鲁 因 序列 并 且 讨 论 它们 如 何 出 现在 应 用 中 。 解 释 如 何 用 欧 拉 回路 来 构造 德 布 鲁 因 序列 。 
描述 中 国 邮递 员 问题 并 且 解 释 如 何 解决 这 个 问题 。 

描述 表明 图 具有 哈密 顿 回路 的 一 些 不同 条 件 。 

描述 用 来 解决 旅行 推销 员 问 题 的 几 个 不 同 策略 和 算法 。 

描述 判定 一 个 图 是 否 是 平面 图 几 个 不 同 算法 。 每 个 算法 的 计算 复杂 度 是 什么 ? 

在 建 模 中 ， 有 时 把 超大 规模 集成 电路 (VLSD 图 租 入 到 一 本 书 中 ,让 顶点 都 在 书 湖 上 而 边 都 在 不 同 的 
书页 上 。 定 义 图 的 书页 数 并 对 n= 二 3，4，5 和 6 求 包 括 K, 在 内 的 各 种 图 的 书页 数 。 

描述 四 色 定 理 的 历史 。 


就 是 否 产 生 最 少 颜色 的 着 色 以 及 复杂 度 而 言 ， 描 述 并 比较 给 图 着 色 的 几 个 不 同 算法 。 
解释 在 各 种 不 同 模型 中 如 何 使 用 图 的 多 重 着 色 。 

描述 边 着 色 的 应 用 。 

解释 如 何 将 随机 图 理论 应 用 在 带 特定 性 质 的 图 的 非 构造 性 存在 性 证 明 中 。 
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不 包含 简单 回路 的 连通 图 称 为 树 。 早 在 1857 年 ， 英 国 数学 家 亚 瑟 。 凯 莱 就 用 树 计 数 某 些 
类 型 的 化 合 物 。 本 章 中 的 例子 将 说 明 从 那 时 起 ， 树 已 经 被 用 来 解决 各 种 学 科 分 支 中 的 问题 。 

树 在 计算 机 科学 中 特别 有 用 ， 尤 其 是 在 算法 中 。 例 如 ， 用 树 构造 求 元 素 在 表 中 位 置 的 有 效 
算法 。 可 以 将 树 用 于 算法 ,构造 节省 数据 存储 和 传输 成 本 的 有 效 编码 ， 比 如 哈 夫 曼 编 码 ; 可 以 
用 树 来 研究 诸如 跳棋 和 象棋 这 样 的 博弈 ， 并 且 可 以 帮助 确定 进行 这 些 博弈 的 取胜 策略 ; 可 以 用 
树 来 为 通过 一 系列 决策 而 完成 的 过 程 建立 模型 。 构 造 这 些 模型 可 以 帮助 确定 排序 算法 等 基于 一 
系列 决策 的 算法 的 计算 复杂 度 。 

通过 深度 优先 搜索 或 宽度 优先 搜索 ， 可 以 系统 地 遍历 图 的 顶点 ， 构 造 出 一 棵 包括 每 个 顶点 
的 树 。 通 过 深度 优先 搜索 来 探索 图 的 顶点 ， 也 称 为 回 滴 ， 允 许 系 统 地 搜索 各 种 问题 的 解 ， 比 如 
确定 在 棋盘 上 如 何 放 置 8 个 王后 使 得 这 些 王后 不 能 互相 攻击 。 

可 以 给 树 的 边 赋 权 值 来 为 许多 问题 建立 模型 。 例 如 ， 用 加 权 树 可 以 开发 出 构造 网 络 的 算 
法 ， 使 得 这 些 网 络 含有 最 便宜 的 连接 不 同 网 络 节点 的 电话 线 集 合 。 


11.1 树 的 概述 

第 10 章 说 明了 如 何 用 图 来 建立 模型 和 解决 许多 问题 。 本 章 将 集中 讨论 称 为 树 的 一 种 特殊 
类 型 的 图 ， 之 所 以 这 样 命名 是 因为 这 样 的 图 就 像 是 树 。 例 如 ， 家 族 树 是 表示 族谱 图 的 图 。 家 族 
树 用 项 点 表示 家 族 成 员 并 且 用 边 表示 父子 关系 。 图 1 显示 了 瑞士 数学 世家 伯 努 利家 族 男性 成 员 
的 家 族 树 。 表 示 家 族 树 ( 限 制 成 员 为 一 种 性 别 ， 并 且 没 有 近亲 结婚 ) 的 无 向 图 是 树 的 一 个 例子 。 


Nikolaus 
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(1654 一 1705) (1662 一 1716) (1667 一 1748) 
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(1746 一 1807) (1759 一 1789) 





图 1 伯 努 利 数 学 世家 


ER 树 是 没有 简单 回路 的 连通 无 向 图 。 

因为 树 没有 简单 回路 ， 所 以 树 不 含 多重 边 或 环 。 因 此 任何 树 都 必然 是 简单 图 。 

例 1 在 图 2 所 示 的 图 中 ， 哪 些 图 是 树 ? 

解 G 和 G, 是 树 ， 因 为 都 是 没有 简单 回路 的 连通 图 。G; 不 是 树 ， 因 为 e, 6，,，a，d,， e 是 
这 个 图 中 的 简单 回路 。 最 后 ，G 不 是 树 ， 因 为 它 不 连通 。 4 


| 
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a b 
d 
C d 6 
你 d C d 
2 f 


Gi G6» Gs G3 
图 2 树 和 不 是 树 的 图 的 例子 
任何 一 个 不 包含 简单 回路 的 连通 图 都 是 树 。 不 含 简单 回路 但 不 一 定 连 通 的 图 是 什么 ? 


这 些 图 称 为 森林 ， 而 且 具 有 这 样 的 性 质 : 它们 的 每 个 连通 分 支 都 是 树 。 图 3 显示 了 一 个 
森林 。 








这 是 具有 3 个 连通 分 支 的 图 


久 :yx 


图 3 森林 的 例子 


通常 把 树 定义 成 具有 在 每 对 顶点 之 间 存 在 唯一 简单 通路 性 质 的 无 向 图 。 定 理 1 说 明 这 个 变 
换 的 定义 与 原来 的 定义 是 等 价 的 。 

一 个 无 向 图 是 树 当 且 仅 当 在 它 的 每 对 顶点 之 间 存 在 唯一 简单 通路 。 

证 首先 假定 工 是 树 。 则 工 是 没有 简单 回路 的 连通 图 。 设 zz 和 >y 是 工 的 两 个 顶点 。 因 为 
TT 是 连通 的 ， 所 以 根据 10. 4 节 定 理 1， 在 zx 和 y 之 间 存 在 一 条 简单 通路 。 而 且 ， 这 条 通路 必然 
是 唯一 的 ， 因 为 假如 存在 第 二 条 这 样 的 通路 ， 那 么 从 到 y 的 第 一 条 通路 以 及 将 第 二 条 通路 送 
转 后 所 得 到 的 从 y 到 z 的 通路 ， 将 组 合 起 来 形成 回路 。 利 用 10. 4 节 练 习 59， 这 蕴含 着 在 本 中 
存在 简单 回路 。 因 此 ， 在 树 的 任何 两 个 顶点 之 间 存 在 唯一 简单 通路 。 

现在 假定 在 图 工 的 任何 两 个 顶点 之 间 存 在 唯一 简单 通路 。 则 工 是 连通 的 ， 因 为 在 它 的 任何 两 
个 顶点 之 间 存 在 通路 。 另 外 ， 工 没有 简单 回路 。 为 了 看 出 这 是 真 命题 ， 假 定 工 有 包含 顶点 工 和 y 的 
简单 回路 。 则 在 xz 和 y 之 间 就 有 两 条 简单 通路 ， 因 为 这 条 简单 回路 包含 一 条 从 zx 到 y 的 简单 通路 和 
一 条 从 y 到 zz 的 简单 通路 。 因 此 ， 在 任何 两 个 顶点 之 间 存 在 唯一 简单 通路 的 图 是 树 。 | 


11. 1.1 有 根 树 

在 树 的 许多 应 用 中 ， 指 定 树 的 一 个 特殊 顶点 作为 根 。 一 旦 规定 了 根 ， 就 可 以 给 每 条 边 指定 
方向 。 因 为 从 根 到 图 中 每 个 顶点 存在 唯一 通路 (根据 定理 1)， 所 以 指定 每 条 边 是 离开 根 的 方 
向 。 因 此 ， 树 与 它 的 根 一 起 产生 一 个 有 向 图 ， 称 为 有 根 树 。 
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ES 国有 根 树 是 指定 一 个 顶点 作为 根 并 且 每 条 边 的 方向 都 离开 根 的 树 。 

也 可 以 递归 地 定义 有 根 树 。 参 考 5. 3 节 来 了 解 如 何 这 样 做 。 通 过 选择 任何 一 个 顶点 来 作为 
根 ， 就 可 以 把 非 有 根 树 变 成 有 根 树 。 注 意 对 根 的 不 同 选择 会 导致 产生 不 同 的 有 根 树 。 例 如 ， 
图 4 显示 通过 在 树 工 中 分 别 指定 a 和 * 作为 根 所 形成 的 有 根 树 。 通 常 在 画 有 根 树 时 把 根 画 在 图 
的 顶端 。 指 示 有 根 树 中 边 的 方向 的 箭头 可 以 省 略 ， 因 为 对 根 的 选择 确定 了 边 的 方向 。 


以 a 为 根 以 c 为 根 
a 





图 4 一 棵 树 以 及 指定 两 个 根 所 形成 的 有 根 树 


树 这 个 术语 起 源 于 植物 学 和 族谱 学 。 假 定 工 是 有 根 树 。 若 是 工 中 的 非 根 顶点 ， 则 v， 的 父 
母 是 从 w 到 w 存在 有 向 边 的 唯一 的 顶点 u( 读 者 应 当 证 明 这 样 的 顶点 w 是 唯一 的 )。 当 是 wv 的 
父母 时 ，v 称 为 u 的 孩子 。 具 有 相同 父母 的 顶点 称 为 兄弟 。 非 根 顶 点 的 祖先 是 从 根 到 该 顶点 通 
路 上 的 顶点 ， 不 包括 该 顶点 自身 但 包括 根 ( 即 该 顶点 的 父母 ， 该 顶点 的 父母 的 父母 等 ， 一 直到 
根 )。 顶 点 二 的 后 代 是 以 w 作为 祖先 的 顶点 。 树 的 顶点 若 没 有 孩子 则 称 为 树叶 。 有 和 孩子 的 顶点 
称 为 内 点 。 根 是 内 点 ， 除 非 它 是 图 中 唯一 的 顶点 ， 在 这 种 情况 下 ， 它 是 树叶 。 

车 a 是 树 中 的 顶点 ， 则 以 a 为 根 的 子 树 是 由 a 和 a 的 后 代 以 及 这 些 顶 点 所 关联 的 边 所 组 成 
的 该 树 的 子 图 。 

例 2 在 图 5 所 示 的 有 根 树 中 (有 根 a),， 求 c 的 父母 ，g 的 孩子 , h 的 兄弟 ，e 的 所 有 祖先 ， 
8 的 所 有 后 代 ， 所 有 内 点 以 及 所 有 树叶 。 什 么 是 以 g 为 根 的 子 树 ? 

解 c 的 父母 是 6。g 的 孩子 是 h、i 和 j。h 的 兄弟 是 i 和 7 。e 的 祖先 是 c、 和 a。 的 后 ssw 如 区 
代 是 c、d 和 e。 内 点 是 a、b6、c、g、h 和 jj。 树叶 是 d、e、f、i、k、l 和 m。 以 g 为 根 的 子 树 
如 图 6 所 示 。 4 





图 5 有 根 树 工 图 6 根 在 & 的 子 树 


在 许多 不 同 的 应 用 中 都 用 到 具有 下 面 性 质 的 有 根 树 : 它们 的 所 有 内 点 都 有 相同 个 数 的 孩 
子 。 在 本 章 后 面 将 用 这 样 的 树 去 研究 涉及 搜索 、 排 序 和 编码 的 问题 。 

ES 国 若 有 根 树 的 每 个 内 点 都 有 不 超过 m 个 孩子 ， 则 称 它 为 m 又 树 。 若 该 树 的 每 个 内 us 国 
点 都 恰好 有 m 个 孩子 ， 则 称 它 为 满 轴 又 树 。 把 1 二 2 的 加 又 树 称 为 二 又 树 。 
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例 3 在 图 7 中 的 有 根 树 ， 对 某 个 正 整 数 m 来 说 是 否 为 满 m 叉 树 ? 


人 信人 
A 


上 7 4 个 有 根 树 


解 TT 是 满 二 又 树 ， 因 为 它 的 每 个 内 点 都 有 2 个 孩子 。T 是 满 三 又 树 ， 因 为 它 的 每 个 内 
点 都 有 3 个 孩子 。 在 Ti 中 每 个 内 点 都 有 5 个 孩子 ， 所 以 它 是 满 五 又 树 。 对 任何 m 来 说 ，T, 都 
不 是 满 m 叉 树 ， 因 为 它 的 有 些 内 点 有 2 个 孩子 而 有 些 内 点 有 3 个 孩子 。 4 

有 序 根 树 是 把 每 个 内 点 的 孩子 都 排序 的 有 根 树 。 画 有 序 根 树 时 ， 以 从 左 向 右 的 顺序 来 显示 
每 个 内 点 的 孩子 。 注 意 在 常规 方式 下 有 根 树 的 表示 将 确定 它 的 边 的 一 种 顺序 。 我 们 将 在 画图 时 
使 用 边 的 这 种 顺序 ， 但 不 明确 地 指出 有 根 树 是 有 序 的 。 

在 有 序 二 又 树 (通常 只 称 为 二 叉 树 ) 中 ， 若 一 个 内 点 有 2 个 孩子 ， 则 第 一 个 孩子 称 为 左 子 而 第 
二 个 孩子 称 为 右 子 。 以 一 个 顶点 的 左 子 为 根 的 树 称 为 该 顶点 的 左 子 树 ， 而 以 一 个 顶点 的 右 子 为 
根 的 树 称 为 该 顶点 的 右 子 树 。 读 者 应 当 注 意 ， 对 某 些 应 用 来 说 ， 二 又 树 的 每 个 非 根 顶点 都 指定 
为 其 父母 的 右 子 或 左 子 。 即 使 当 某 些 顶 点 仅 有 一 个 孩子 也 这 样 做 。 具 体 指定 方式 视 需 要 而 定 。 

可 以 递归 地 定义 有 序 根 树 。5. 3 节 以 这 种 方式 定义 了 二 叉 树 ， 它 是 有 序 根 树 的 一 种 类 型 。 

例 4 在 图 8a 所 示 二 又 树 工 中 ，&Z 的 左 子 和 右 子 是 什么 (其 中 顺序 是 画 法 所 蕴含 的 )? c 的 
左 子 树 和 右 子 树 是 什么 ? 





b) GO) 
图 8 二叉树 TT 和 顶点 < 的 左 子 树 和 右 子 树 
解 a 的 左 子 是 f， 而 右 子 是 g。 在 图 8b 和 图 8c 中 分 别 显示 < 的 左 子 树 和 右 子 树 。 4 


与 图 的 情形 恰好 一 样 ， 不 存在 用 来 描述 树 、 有 根 树 、 有 序 根 树 和 二 叉 树 等 的 标准 术语 。 出 
现 这 种 非 标准 的 术语 是 因为 在 计算 机 科学 里 大 量 地 使 用 树 ， 而 计算 机 科学 还 是 相对 年 轻 的 领 
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域 。 当 碰 到 关于 树 的 术语 时 ， 读 者 就 应 当 仔细 地 核对 这 些 术 语 所 表示 的 意思 。 


11. 1.2 树 作为 模型 

以 树 为 模型 的 应 用 领域 非常 广泛 ， 比 如 计算 机 科学 、 化 学 、 地 理学 、 植 物 学 和 心理 学 等 。 
下 面 将 描述 基于 树 的 各 种 模型 。 

例 5 饱和 碳 和 氢化 合 物 与 树 ” 图 可 以 用 来 表示 分 子 ， 其 中 用 项 点 表示 原子 ， 用 边 表示 原子 
之 间 的 化 学 键 。 英 国 数学 家 亚 瑟 。. 凯 莱 在 1857 年 发 现 了 树 ， 当 时 他 正在 试图 列举 形 如 C,H,,， 
的 化 合 物 的 同 分 异 构 体 ， 它 们 都 称 为 饱和 碳 所 化合物。 

在 饱和 碳 氢 化 合 物 的 图 模型 中 ， 用 度 为 4 的 顶点 表示 每 个 碳 原子 ， 用 度 为 1 的 顶点 表示 每 
个 氧 原子 。 在 形 如 C,H:,;* 的 化 合 物 的 表示 图 中 有 3n 十 2 个 顶点 。 在 这 个 图 中 ， 边 数 是 顶点 度 


数 之 和 的 一 半 。 因 此 ， 在 这 个 图 中 有 (4n 十 2n 十 2)/2== H 
3n 十 1 条 边 。 因 为 这 个 图 是 连通 的 ， 而 且 边 数 比 项 点 数 ， |， I Pe 
少 1， 所 以 它 必然 是 树 ( 见 本 节 练 习 15) 。 | | | | 
带 及 个 度 为 4 的 顶点 和 2n 十 2 个 度 为 1 的 顶点 的 H 一 C 一 HH 一 C 一 一 C 一 一 C 一 H 
非 同 构 的 树 表示 了 形 如 C,H,,., 的 不 同 的 同 分 异 构 体 。 ，_ | ， | 
例如 ， 当 nm 一 4 时， 恰好 存在 2 个 这 种 类 型 的 不 同 的 同 | He 
| 


分 异 构 体 (读者 需要 验证 )。 所 以 恰好 有 2 个 C, Hi 的 同 
分 异 构 体 。 它 们 的 结构 如 图 9 所 示 。 这 两 种 同 分 异 构 H 
体 称 为 丁 烷 和 异 丁 烷 。 本 丁 烷 异 丁 烷 

例 6 表示 组 织 机 构 ”大 的 组 织 机 构 的 结构 可 以 用 图 9 丁 烷 的 两 种 同 分 异 构 体 
有 根 树 来 建 模 。 在 这 个 树 中 每 个 顶点 表示 机 构 里 的 一 个 职务 。 从 一 个 顶点 到 另外 一 个 顶点 的 边 
的 起 点 所 表示 的 人 是 终点 所 表示 的 人 的 (直接 ) 上 司 。 图 10 就 是 这 样 的 树 。 在 这 个 树 所 表示 的 
组 织 机 构 里 ， 硬 件 开发 主任 直接 为 研发 副 总 经 理工 作 。 4 


总 经 理 


研发 部 副 总 经 理 市 场 部 副 总 经 理 服务 部 副 总 经 理 财务 部 副 总 经 理 
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图 10 一 家 计算 机 公司 的 组 织 机 构图 


亚 瑟 * 凯 莱 (Arthur Cayley，1821 一 1895) ” 凯 莱 是 一 个 商人 的 儿子 。 他 在 年 纪 很 
小 时 就 在 数字 计算 方面 显示 出 他 的 数学 天 分 。 凯 莱 在 17 岁 时 来 到 剑桥 的 三 一 学 院 学 
习 。 上 学 期 间 ， 他 酷爱 阅读 小 说 ， 在 校 表现 也 极为 优秀 ， 被 选举 为 任期 3 年 的 三 一 学 
院 的 研究 员 和 助教 。 在 这 期 间 ， 凯 莱 开 始 了 对 维 几何 学 的 研究 ， 对 几何 学 和 分 析 学 
做 出 了 巨大 贡献 。 学 习 之 余 ， 他 渐渐 喜欢 上 了 登山 ， 尤 其 是 在 瑞士 度假 时 登山 的 愉快 
经 历 让 他 难以 忘怀 。 由 于 在 剑桥 大 学 没有 合适 的 数学 家 职位 提供 给 他 ， 凯 莱 离 开 了 剑 
桥 ， 转 行 学 习 法 律 并 且 在 1849 年 获取 律师 资格 。 尽 管 凯 莱 在 从 事 法 律 工作 的 同时 还 
继续 着 数学 研究 ， 但 他 依然 在 法 律 界 享有 盛誉 。 在 他 的 律师 生涯 中 ， 凯 莱 写 出 了 三 百 多 篇 关于 数学 研究 
的 论文 。1863 年 ， 剑 桥 大 学 专门 设立 了 一 个 新 的 数学 类 的 职位 并 把 它 给 了 凯 莱 。 尽 管 薪酬 低 于 律师 的 收 
人 和， 凯 莱 还 是 欣然 接受 了 这 份 工 作 。 





ums 


638 第 11 章 





例 7 计算 机 文件 系统 ”计算 机 存储 器 中 的 文件 可 以 组 织 成 目录 。 目 录 可 以 包含 文件 和 子 目 
录 。 根 目录 包含 整个 文件 系统 。 因 此 ， 文 件 系 统 可 以 表示 成 有 根 树 ， 其 中 根 表示 根 目录 ， 内 点 
表示 子 目 录 ， 树 叶 表 示 文 件 或 空 目录 。 在 图 11 中 显示 了 一 个 这 样 的 文件 系统 。 在 该 系统 中 ， 文 
件 khr 属于 目录 ne。 (注意 文件 的 链接 ， 同 一 个 文件 有 多 个 路 径 名 ， 会 导致 计算 机 文件 系统 中 有 
回路 .。) 4 

例 8 树 形 连 接 并 行 处 理 系统 ”在 10.2 节 例 17 中 描述 了 多 种 并 行 处 理 的 互联 网 络 。 树 形 
连接 网 络 是 把 处 理 器 互相 连接 的 男 外 一 种 重要 方式 。 表 示 这 样 的 网 络 的 图 是 完全 二 叉 树 ， 即 一 
个 每 个 树叶 都 在 同一 层 上 的 满 二 又 树 。 这 样 的 网 络 把 n 二 2* 一 1 个 处 理 器 互 连 起 来 ,其 中 是 
正 整 数 。 一 个 非 根 也 非 树 叶 的 顶点 v 所 表示 的 处 理 器 具有 三 个 双向 连接 ， 一 个 连接 通 向 v 的 父 
母 所 表示 的 处 理 器 ， 两 个 连接 通 向 v 的 两 个 孩子 所 表示 的 处 理 器 。 根 所 表示 的 处 理 器 具有 两 个 
双向 连接 ， 分 别 通 向 v 的 两 个 孩子 所 表示 的 处 理 器 。 树 叶 所 表示 的 处 理 器 具有 一 个 双向 连接 ， 
通 向 v 的 父母。 图 12 显示 了 一 个 带 7 个 处 理 器 的 树 形 连 接 网 络 。 


根 为 根 目录 / 
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图 11 一 个 计算 机 文件 系统 图 12 带 7 个 处 理 器 的 树 形 连 接 网 络 


下 面 说 明 并 行 计算 是 如 何 使 用 树 形 连 接 网 络 的 。 具体 地 说 ,说 明 图 12 中 的 处 理 器 如 何 用 3 
步 来 完成 8 个 数 的 相 加 。 第 一 步 ， 用 P, 将 二 和 之 相 加 、 用 P; 将 zs 和 xz, 相 加 、 用 PP; 将 xz 和 
zs 相 加 、 用 PP 将 xz; 和 zs 相 加 。 第 二 步 , 用 P, 将 却 十 zx; 和 zz 十 运 相 加 、 用 P; 将 zs 十 zs 和 
Zi 十 Zs 相 加 。 第 三 步 ， 用 Pi 将 zi 十 zs 十 zs 十 Zz 入 ;十 ze 十 zi 十 ze 相 加 。 这 种 方法 要 优 于 串 行 地 
将 8 个 数 相 加 所 需要 的 7 步 ， 串 行 的 步骤 是 依次 把 一 个 数 与 表 中 前 面 各 数 之 和 相 加 。 4 


11.1.3 树 的 性 质 

我 们 常常 需要 知道 树 中 各 种 边 和 顶点 数目 之 间 的 联系 。 
EEEE 殉 带 有 nn 个 顶点 的 树 含有 n 一 1 条 边 。 

证 将 用 数学 归纳 法 来 证 明 这 个 定理 。 注 意 对 于 所 有 的 树 来 说 ， 这 里 可 以 选择 一 个 树 根 并 
且 认 为 这 个 树 是 有 根 树 。 

基础 步骤 : 当 n=1 时 ， 有 7 二 1 个 顶点 的 树 没有 边 。 所 有 对 于 z 一 1 来 说 ， 定 理 为 真 。 

归纳 步骤 : 归纳 假设 有 上 个 顶点 的 每 棵 树 都 有 一 1 条 边 ， 其 中 是 正 整 数 。 假设 树 工 有 
十 1 个 顶点 并 且 wv 是 工 的 树叶 (wv 必定 存在 ， 因 为 树 是 有 穷 的 )， 设 多 是 v 的 父母 ， 从 工 中 删除 
顶点 vo 以 及 连接 w 和 wv 的 边 ， 就 产生 有 个 顶点 的 树 T'， 因 为 所 得 出 的 图 还 是 连通 的 并 且 没 有 
简单 回路 。 根 据 归纳 假设 ，T' 有 一 1 条 边 。 所 以 荆 有 上 条 边 ， 因 为 全 比 T' 多 1 条 边 ， 即 连接 
v 和 w 的 边 。 这 样 就 完成 了 归纳 步 又。 则 

树 是 一 个 不 带 简 单 回 路 的 连通 无 向 图 。 所 以 ， 当 G 是 一 个 含有 nn 个 顶点 的 无 向 图 时 ， 由 定 
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理 2 可 知 ， 两 个 条 件 : 条 件 1)G 是 连通 的 ; 条 件 2)G 没有 简单 回路 。 这 两 个 条 件 蕴 含 条 件 3)G 
有 nn 一 1 条 边 。 同 时 ， 当 条 件 1) 和 条 件 3) 成 立时 ,条件 2) 也 一 定 成 立 ; 当 条 件 2) 和 条 件 3) 成 
立时 ， 条 件 1) 也 一 定 成 立 。 也 就 是 说 ,车 G 是 连通 的 ,，G 有 7 一 1 条 边 ， 则 G 没有 简单 回路 ， 
所 以 G 是 一 棵 树 ( 见 练习 15a))， 并 且 若 G 没有 简单 回路 ， 并 且 G 有 ?7 一 1 条 边 ， 则 G 是 连通 
的 ， 所 以 G 是 一 棵 树 ( 见 练习 15b))。 同 理 ， 当 条 件 1)、2)、3) 中 的 两 个 成 立时 ， 第 三 个 也 一 
定 成 立 ， 而 且 G 一 定 是 一 棵 树 。 

计算 满 m 叉 树 中 的 项 点 数 ” 如 定理 3 所 示 ， 带 有 指定 内 点 数 的 满 m 叉 树 的 顶点 数 是 确定 
的 。 与 定理 2 一 样 ， 用 来 表示 树 中 的 顶点 数 。 
本 带 有 i 个 内 点 的 满 m 又 树 含 有 nn 二 mi 十 1 个 顶点 。 

证 除了 根 之 外 的 每 个 顶点 都 是 内 点 的 孩子 。 因为 每 个 内 点 有 m 个 孩子 ， Ee 
了 根 之 外 还 有 mi 个 顶点 。 因 此 ， 该 树 含 有 zx 一 ?zi 十 1 个 顶点 。 

假定 TT 是 满 mxr 义 树 。 设 i 是 该 树 的 内 点 数 ，i 是 树叶 数 。 一 旦 nx、i 和 7 中 的 一 个 已 知 ， 
外 的 两 个 量 就 随 之 确定 了 。 定 理 4 解 释 了 如 何 从 已 知 的 一 个 量 求 出 其 他 两 个 量 。 

开 。 一 个 满 n 又 树 若 有 

(Dn 个 顶点 ， 则 有 i 二 (n 一 1)/m 个 内 点 和 4 二 [Cm 一 Dn 十 1]/m 个 树叶 ; 

(Di 个 内 点 ， 则 有 n= 二 mi 十 1 个 顶点 和 7 二 (Cm 一 1)i 十 1 个 树叶 ; 

(iiD7 个 树叶 ， 则 有 n= 《ml 一 1)/(m 一 1) 个 顶点 和 i 二 (1 一 1)/(m 一 1]) 个 内 点 。 

证 设 n 表 示 顶 点 数 ，i 表 示 内 点 数 ，/ 表示 树叶 数 。 利 用 定理 3 中 的 等 式 ， 即 n= 二 mi 十 1， 
以 及 等 式 n= 二 1 十 i( 这 个 等 式 为 真 ， 因 为 每 一 个 顶点 要 么 是 树叶 要 么 是 内 点 )， 就 可 以 证 明 本 定 





理 的 所 有 三 个 部 分 。 这 里 证 明 (D 。(ipD 和 (ii 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 。 
在 nn 二 mi 十 1 中 求解 i 得 出 i==(n 一 1)/m。 然 后 把 i 的 这 个 表达 式 代入 等 式 n 二 1 十 i， 就 证 明 
l=n—i=n—(n—1)/m=[(m—1)ntl1]/m,。 4 


例 9 说明 如 何 使 用 定理 4。 

例 9 假定 某 人 寄 出 一 封 连环 信 。 要 求 收 到 信 的 每 个 人 再 把 它 寄 给 另外 4 个 人 。 有 有些 人 这 
样 做 了 ， 但 是 其 他 人 则 没有 寄 出 信 。 若 没有 人 收 到 超过 一 封 的 信 ， 而 且 若 读 过 信和 但 是 不 寄 出 它 
的 人 数 超过 100 个 后 ， 连 环 信和 就 终止 了 ,那么 包括 第 一 个 人 在 内 ， 有 多 少 人 看 过 信 ? 有 多 少 人 
寄 出 过 信 ? 

解 ”可 以 用 4 又 树 表示 连环 信 。 内 点 对 应 于 寄 出 信 的 人 ， 而 树叶 对 应 于 不 寄 出 信 的 人 。 因 
为 有 100 个 人 不 寄 出 信 ， 所 以 在 这 个 有 根 树 中 ， 树 叶 数 是 :二 100。 因 此 ， 由 定理 4 的 (i 让 说 明 ， 
已 经 看 过 信 的 人 数 是 xz 一 (4。100 一 1)7(4 一 1) 王 133。 另 外 ， 内 点 数 是 133 一 100 王 33， 所 以 33 
个 人 寄 出 过 信 。 4 

平衡 的 闵 叉 树 经常 需要 使 用 这 样 的 有 根 树 ， 它 们 是 “平衡 的 ”， Sloat 点 的 子 树 
都 包含 大 约 相 同 长 度 的 通路 。 下 面 的 一 些 定义 将 解释 这 个 概念 。 在 有 
根 树 中 顶点 v 的 层 是 从 根 到 这 个 顶点 的 唯一 通路 的 长 度 。 根 的 层 定义 
为 0。 有 根 树 的 高 度 就 是 顶点 层 数 的 最 大 值 。 换 句 话 说， 有 根 树 的 层 





数 是 从 根 到 任意 顶点 的 最 长 通路 的 长 度 。 
例 10 求 图 13 所 示 的 有 根 树 中 每 个 顶点 的 层 数 。 这 棵 树 的 高 度 

是 多 少 ? 
解 根 a 在 0 层 上 。 顶 点 6、; 和 上 都 在 1 层 上 。 顶 点 c、e、f 和 / 

都 在 2 层 上 。 顶 点 d、g、i、m 和 n 都 在 3 层 上 。 最 后 ， 顶 点 hh 在 4 层 

上 。 因 为 任意 顶点 的 最 大 层 数 是 4， 所 以 这 棵 树 的 高 度 为 4。 如 图 13 一 棵 有 根 树 
若 一 棵 高 度 为 hh 的 m 了 叉 树 的 所 有 树叶 都 在 h 层 或 一 1 层 ， 则 这 

棵 树 是 平衡 的 。 


例 11 在 图 14 所 示 的 一 些 有 根 树 中 ， 哪 些 有 根 树 是 平衡 的 ? 
解 T, 是 平衡 的 ， 因 为 它 所 有 的 树叶 都 在 3 层 和 4 层 上 。 然 而 ，T 不 是 平衡 的 ， 因 为 它 
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有 树叶 在 2 层 、3 层 和 4 层 上 。 最 后 ，T 是 平衡 的 ， 因 为 它 所 有 的 树叶 都 在 3 层 上 。 


友人 


D3 
图 14 一 些 有 根 树 


在 区 叉 树 中 树叶 数 的 界 ”常常 用 到 m 叉 树 中 树叶 数 的 上 界 。 定 理 5 用 m 叉 树 的 高 度 给 出 
一 个 这 样 的 界 。 
EEEE 国 在 高 度 为 hh 的 m 又 树 中 至 多 有 ms* 个 树叶 。 
证 本 证 明 对 高 度 使 用 数学 归纳 法 。 首 先 ， 考 虑 高 度 为 1 的 m 叉 树 。 这 些 树 都 是 由 一 个 根 
和 不 超过 m 个 孩子 所 组 成 的 ， 每 个 孩子 都 是 树叶 。 因 此 在 高 度 为 1 的 m 叉 树 中 有 不 超过 zm 二 
m 个 树叶 。 这 是 归纳 论证 的 基础 步骤 。 
现在 假定 对 高 度 小 于 有 的 所 有 m 叉 树 来 说 ， 这 个 结果 都 为 真 。 这 是 归纳 假设 。 设 工 是 高 
度 为 h 的 m 又 树 。 工 的 树叶 都 是 通过 删除 从 根 到 每 个 在 1 层 的 顶点 的 边 所 获得 的 了 的 子 树 的 树 
叶 ， 如 图 15 所 示 。 
这 些 子 树 的 高 度 都 小 于 或 等 于 /一 1。 所 以 根据 归纳 假设 ， 每 个 这 样 的 有 根 树 都 至 多 有 
m*-! 个 树叶 。 因 为 最 多 有 m 棵 这 样 的 子 树 ， 每 个 子 树 最 多 有 mx: 个 树叶 ， 所 以 在 这 个 有 根 树 
中 最 多 有 m* m1! 二 mt 个 树叶 。 这 样 就 完成 了 归纳 论证 。 4 





图 15 证 明 的 归纳 步骤 


车 一 棵 高 度 为 hh 的 m 又 树 带 有 7 个 树叶 ， 则 hh 宇 [lognl1。 若 这 棵 mm 又 树 是 满 的 和 平 
衡 的 ， 则 h 二 [log,l1( 这 里 使 用 向 上 取 整 函数 。[z | 是 大 于 或 等 于 工 的 最 小 整数 )。 

证 从 定理 5 知道!<mw。 取 以 m 为 底 的 对 数 就 证 明 log,l 三 h。 因 为 h 是 整数， 所 以 有 
h 宇 [logwl1 。 现 在 假定 这 棵 树 是 平衡 的 。 于 是 每 个 树叶 都 在 h 层 或 h 一 1 层 上 ， 而 且 因 为 树 的 高 度 为 
h， 所 以 在 及 层 至 少 有 一 个 树叶 。 所 以 必然 有 超过 mi 个 树叶 ( 见 本 节 练 习 30)。 因 为 mw ， 所 以 
m! 达 lm 。 在 这 个 不 等 式 中 取 以 m 为 底 的 对 数 就 得 出 h 一 1<log,lh。 因 此 h==[log,i1。 4 





练习 


i. 


. 下 面 哪些 图 是 树 ? 


下 面 哪些 图 是 树 ? 
人 个 
] | | 
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.回答 下 列 图 中 有 根 树 的 问题 。 
a 





u 
a) 哪 个 顶点 是 根 ? b) 哪 些 顶 点 是 内 点 ? 中 哪些 顶点 是 树叶 ? 
dd) 哪些 顶点 是 j 的 孩子 ? e) 哪 些 顶点 是 有 的 父母 ? 个 哪些 顶点 是 o 的 兄弟 ? 
g) 哪 些 顶 点 是 m 的 祖先 ? h) 哪 些 顶 点 是 5 的 后 代 ? 


. 对 于 下 图 所 示 的 有 根 树 ， 回 答 练习 3 所 列 出 的 相同 问题 。 
a 





© mI uh 


10. 


11. 


* 12。 


# 了 3。 


< 14. 
[sx 15. 


16. 
17., 
18. 
19. 
20. 
21. 


22. 


23. 


27。 
28. 
29. 


[5 30. 
31. 
32. 
33. 
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. 练习 3 中 的 有 根 树 对 某 个 正 整数 m 来 说 ， 是 否 是 满 m 叉 树 ? 
. 练习 4 中 的 有 根 树 对 某 个 正 整数 m 来 说 ， 是 否 是 满 m 又 树 ? 
. 练习 3 中 的 有 根 树 的 每 个 顶点 的 层 数 是 什么 ? 

. 练习 4 中 的 有 根 树 的 每 个 顶点 的 层 数 是 什么 ? 

. 画 出 练习 3 中 的 树 以 下 列 顶 点 为 根 的 子 树 。 


a)a by)c Ce 

画 出 练习 4 中 的 树 以 下 列 顶点 为 根 的 子 树 。 

a)a by)c c)e 

a) 有 多 少 种 非 同 构 的 带 有 3 个 顶点 的 无 根 树 ? 

b) 有 和 多少 种 非 同 构 的 带 有 3 个 顶点 的 有 根 树 ( 使 用 有 向 图 的 同 构 )? 

a) 有 多 少 种 非 同 构 的 带 有 4 个 顶点 的 无 根 树 ? 

b) 有 多 少 种 非 同 构 的 带 有 4 个 顶点 的 有 根 树 (使 用 有 向 图 的 同 构 )? 

a) 有 多 少 种 非 同 构 的 带 有 5 个 顶点 的 无 根 树 ? 

b) 有 多 少 种 非 同 构 的 带 有 5 个 项 点 的 有 根 树 ( 使 用 有 向 图 的 同 构 )? 

证 明 : 简单 图 是 树 当 且 仅 当 它 是 连通 的 ， 但 是 删除 它 的 任何 一 条 边 就 产生 不 连通 的 图 。 

设 G 是 带 有 个 顶点 的 简单 图 。 证明: 

a)G 是 树 当 上 且 仅 当 G 是 连通 的 并 且 有 ?一 1 条 边 。 

b)G 是 树 当 且 仅 当 G 没有 简单 回路 并 且 有 ?2 一 1 条 边 。[ 提 示 : 为 了 证 明 当 G 没 有 简单 回路 并 且 有 一 
1 条 边 时 G 是 连通 的 ,证 明 G 不 能 有 多 于 1 个 的 连通 分 部 。] 

哪些 完全 二 分 图 K，,, 是 树 ， 其 中 m 和 nn 都 是 正 整 数 ? 

带 有 10 000 个 顶点 的 树 有 多 少 条 边 ? 

带 有 100 个 内 点 的 满 5 叉 树 有 多 少 个 顶点 ? 

带 有 1000 个 内 点 的 满 二 叉 树 有 多 少 条 边 ? 

带 有 100 个 顶点 的 满 3 叉 树 有 多 少 个 树叶 ? 

假定 1000 个 人 参加 象棋 巡回 赛 。 若 一 个 选手 输 掉 一 盘 就 遭 到 淘汰 ， 而 且 比 赛 进行 到 只 有 一 位 参加 者 还 

没有 输 过 为 止 ， 则 利用 这 个 巡回 赛 的 有 根 树 模型 来 确定 为 了 决 出 冠军 必须 下 多 少 盘 棋 ( 假 定 没 有 平局 ) 。 

一 封 连环 信 开 始 时 有 一 个 人 寄 出 一 封 信 给 其 他 5 个 人 。 收 到 此 信 的 每 个 人 要 么 寄 出 信 给 从 来 没有 收 

到 过 此 信 的 其 他 5 个 人 ， 要 么 不 把 它 寄 给 任何 人 。 假定 在 这 个 连环 终止 以 前 有 10 000 个 人 寄 出 过 此 

信 ， 并 且 没 有 人 收 到 超过 一 封 信 。 有 和 多少 人 收 到 过 信 ? 又 有 多 少 人 收 到 过 信 但 是 没有 寄 出 它 ? 

一 封 连环 信 开 始 时 一 个 人 寄 出 一 封 信 给 其 他 10 个 人 。 要 求 每 个 人 寄 出 此 信 给 其 他 10 个 人 ， 而 且 每 封 信 都 

包含 该 连环 中 前 面 6 个 人 的 列表 。 除 非 表 中 不 足 6 个 名 字 ， 否 则 每 个 人 都 寄 一 美元 给 表 中 的 第 一 个 人 ， 从 

表 中 删除 这 个 人 的 名 字 ， 把 其 他 5 个 人 的 名 字 向 上 移动 一 位 ， 并 且 把 他 自己 的 名 字 插 人 到 表 的 末尾 。 若 没 

有 人 中 断 这 个 连环 ， 并 且 每 人 至 多 收 到 一 封 信 ， 则 这 个 连环 中 的 一 个 人 最 终 将 收 到 多 少 钱 ? 


. 要么 画 出 带 有 76 个 树叶 且 高 度 为 3 的 满 m 叉 树 ， 其 中 m 是 正 整 数 ， 要 人 么 证 明 这 样 的 树 不 存在 。 
. 要 么 画 出 带 有 84 个 树叶 且 高 度 为 3 的 满 w 叉 树 ， 其 中 m 是 正 整 数 ， 要 么 证 明 这 样 的 树 不 存在 。 
. 一 棵 满 叉 树 荆 有 81 个 树叶 并 且 高 度 为 4。 


a) 给 出 m 的 上 界 和 下 界 。 

b) 若 工 也 是 平衡 的 ， 则 m 是 多 少 ? 

一 棵 完全 m 叉 树 是 其 中 每 个 树叶 都 在 同一 层 上 的 满 m 又 树 。 
构造 高 度 为 4 的 完全 二 叉 树 和 高 度 为 3 的 完全 3 又 树 。 

高 度 为 h 的 完全 m 叉 树 具有 多 少 个 顶点 和 多 少 个 树叶 ? 

证 明 : 

a) 定 理 4 的 iD。 b) 定 理 4 的 这 ) 。 

证 明 : 高 度 为 h 的 满 m 叉 平衡 树 具有 超过 m*' 个 树叶 。 

在 包含 总 共 n 个 顶点 的 t 棵 树 的 森林 中 有 多 少 条 边 ? 

解释 如 何 用 树 来 表示 由 章 、 章 中 节 、 节 中 小 节 组 成 的 书 的 目录 表 。 
下 面 的 饱和 碳 氢 化 合 物 有 多 少 种 不 同 的 同 分 异 构 体 ? 

a)Ci Hs b) Cs Hi OC Hu 
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34. 在 组 织 机 构 树 中 下 述 对 象 分 别 表示 什么 内 容 ? 


a) 一 个 顶点 的 父母 b) 一 个 顶点 的 孩子 c) 一 个 顶点 的 兄弟 
d) 一 个 顶点 的 祖先 e) 一 个 顶点 的 后 代 人 ?一 个 顶点 的 层 数 
g) 一 棵 树 的 高 度 


35. 对 表示 计算 机 文件 系统 的 有 根 树 ， 回 答 与 练习 34 所 给 的 那些 相同 的 问题 。 

36. a) 画 出 表示 15 个 处 理 器 的 树 形 连 接 网 络 的 有 15 个 顶点 的 完全 二 叉 树 。 
b) 说 明 如 何 用 a) 中 的 15 个 处 理 器 分 四 步 求 16 个 数 之 和 。 

37. 设 z 是 2 的 宕 。 证 明 : 可 以 用 ”一 1 个 处 理 器 的 树 形 连接 网 络 在 log n 步 中 求 出 n 个 数 之 和 。 

x 38. 标记 树 是 其 中 每 个 顶点 都 指定 了 标记 的 树 。 当 在 两 个 标记 树 之 间 存 在 保持 顶点 标记 的 同 构 时 ， 就 把 
这 两 个 标记 树 当 做 同 构 的 。 用 集合 {1，2，3} 中 3 个 不 同 的 数 来 标记 3 个 顶点 的 、 非 同 构 的 标记 树 有 
多 少 种 ?用 集合 {1，2，3，4} 里 4 个 不 同 的 数 来 标记 四 个 项 点 的 、 非 同 构 的 标记 树 有 多 少 种 ? 
无 根 树 中 顶点 的 离心 度 是 从 这 个 顶点 开始 的 最 长 的 简单 通路 的 长 度 。 若 在 树 中 没有 其 他 顶点 比 一 个 

顶点 的 离心 度 更 小 ， 则 这 个 顶点 就 称 为 中 心 。 在 练习 39 一 41 中 ， 求 每 一 个 所 给 树 的 中 心 。 

a 40. a d a 41. a 





42. 证 明 : 为 了 从 无 根 树 产 生 高 度 最 小 的 有 根 树 ， 就 应 当选 择 中 心 来 作为 根 。 
* 43. 证 明 : 树 有 一 个 中 心 或 两 个 相 邻 的 中 心 。 
44. 证 明 : 每 一 棵 树 都 可 以 用 两 种 颜色 来 着 色 。 

有 根 的 斐 波 那 契 树 T, 是 以 下 面 的 方式 递归 地 定义 的 。 和 Ts 都 是 包含 单个 顶点 的 有 根 树 ， 而 对 "一 
3，4，… 来 说 ， 都 是 由 一 个 根 以 及 以 T -作为 其 左 子 树 并 且 以 T,_, 作 为 其 右 子 树 来 构造 出 的 有 根 树 T, 。 
45. 画 出 前 .7 个 有 根 的 斐 波 那 契 树 。 

* 46. 有 根 的 斐 波 那 契 树 T 有 和 多少 个 顶点 、 树 叶 和 内 点 ?其 中 是 正 整 数 。 它 的 高 度 是 多 少 ? 
47. 下 面 这 个 使 用 数学 归纳 法 的 “证 明 ” 错 在 什么 地 方 ? 命题 : 有 nn 个 顶点 的 每 棵 树 都 有 长 度 为 n 一 1 的 通 

路 。 基 础 步骤 : 有 1 个 顶点 的 每 棵 树 显然 有 长 度 为 0 的 通路 。 归 纳 步 又 : 假设 有 7 个 顶点 的 树 有 长 度 

为 n 一 1 的 通路 ， 且 这 个 通路 以 4 作为 终点 。 加 入 顶点 v 和 从 ww 到 wv 的 边 。 所 得 出 的 树 有 十 1 个 顶点 

并 且 有 长 度 为 n 的 通路 。 这 样 就 完成 了 归纳 步骤。 

[x 48. 证 明 : 有 个 顶点 的 二 叉 树 中 ， 树 叶 的 平均 深度 是 Q(logn)。 


11.2 树 的 应 用 


11.2.1 引言 

下 面 将 要 运用 树 来 讨论 三 个 问题 。 第 一 个 问题 是 : 应当 如 何 对 列表 里 的 元 素 进行 排序 ， 以 便 可 
以 容易 地 找到 元 素 的 位 置 ? 第 二 个 问题 是 : 为 了 在 某 种 类 型 的 一 组 对 象 里 找 出 带 有 某 种 性 质 的 对 
象 ， 应 当做 出 一 系列 什么 样 的 决策 ? 第 三 个 问题 是 : 应 当 如 何 用 位 串 来 有 效 地 编码 一 组 字符 ? 


11.2.2 二 叉 搜索 树 
在 列表 里 搜索 一 些 元 素 ， 是 计算 机 科学 的 一 项 重要 任务 。 主 要 目标 是 实现 一 个 搜索 算法 ，ww 说 
当 元 素 都 完全 排序 时 ， 这 个 算法 有 效 地 找 出 元 素 。 这 个 任务 可 以 通过 使 用 二 叉 搜索 树 来 完成 ， 
二 叉 搜 索 树 是 一 种 二 叉 树 ， 其 中 任何 顶点 的 每 个 孩子 都 指定 为 右 子 或 左 子 ， 没有 顶点 有 超过 一 
个 的 右 子 或 左 子 ,而且 每 个 顶点 都 用 一 个 关键 字 来 标记 ， 这 个 关键 字 是 各 元 素 中 的 一 个 。 另 
外 ， 这 样 指定 顶点 的 关键 字 ， 使 得 顶点 的 关键 字 不 仅 大 于 它 的 左 子 树 里 的 所 有 顶点 的 关键 字 ， 
而 且 小 于 它 的 右 子 树 里 的 所 有 顶点 的 关键 字 。 
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这 个 递归 过 程 用 来 形成 元 素 列表 的 二 又 搜索 树 。 从 只 包含 一 个 顶点 ( 即 根 ) 的 树 开始 。 指 定 
列表 中 第 一 个 元 素 作 为 这 个 根 的 关键 字 。 为 了 添加 新 的 元 素 ， 首先 比较 它 与 已 经 在 树 中 的 顶点 
的 关键 字 ， 从 根 开始 ， 若 这 个 元 素 小 于 所 比较 顶点 的 关键 字 而 且 这 个 顶点 有 左 子 ， 则 向 左 移动 ， 
若 这 个 元 素 大 于 所 比较 顶点 的 关键 字 而 且 这 个 顶点 有 右 子 ， 则 向 右 移动 。 当 这 个 元 素 小 于 所 比 
较 顶 点 的 关键 字 而 且 这 个 顶点 没有 左 子 时 ， 就 插入 以 这 个 元 素 作为 关键 字 的 一 个 新 顶点 ， 并 把 
新 顶点 作为 这 个 顶点 的 左 子 。 同 理 ， 当 这 个 元 素 大 于 所 比较 顶点 的 关键 字 而 且 这 个 顶点 没有 右 
子 时 ， 就 插入 以 这 个 元 素 作 为 关键 字 的 一 个 新 顶点 ， 并 把 新 顶点 作为 这 个 顶点 的 右 子 。 用 例 1 来 
说 明 这 个 过 程 。 

例 1 构造 下 面 这 些 单词 的 二 又 搜 索 树 (用 字母 顺序 ): mathematics、physics、geography、 
zoology、meteorology、geology、psychology 和 chemistry。 

解 图 1 显示 了 构造 这 个 二 叉 搜 索 树 所 用 的 步骤 。 单 词 mathematics 是 根 的 关键 字 。 因 为 
physics 是 在 mathematics 之 后 (按照 字母 顺序 )， 所 以 给 根 添 加 带 关 键 字 physics 的 右 子 。 因 为 
geography 是 在 mathematics 之 前 ， 所 以 给 根 添 加 带 关键 字 geography 的 左 子 。 下 一 步 ， 给 带 关键 
字 physics 的 顶点 添加 右 子 ， 并 且 给 其 指定 关键 字 zoology， 因 为 zoology 是 在 mathematics 之 后 且 
在 physics 之 后 。 同 理 ， 给 带 关键 字 physics 的 顶点 添加 左 子 ， 并 且 给 其 指定 关键 字 meteorology。 
给 带 关键 字 geography 的 顶点 添加 右 子 ， 并 且 给 其 指定 关键 字 geology。 给 带 关键 字 zoology 的 顶 
点 添加 左 子 ， 并 且 给 其 指定 关键 字 psychology。 给 带 关 键 字 geography 的 顶点 添加 左 子 ,并且 给 
其 指定 关键 字 chemistry( 读 者 应 当 完 成 在 每 步 上 所 需 的 所 有 比较 )。 十 


RS Mathematics Mathematics Mathematics 


Physics 
Physics Geography “ Physics Geography 


Zoology 


Zoology > Mathematics 
Physics > Mathematics Geography < Mathematics Zoology > Physics 


Mathematics Mathematics Mathematics Mathematics 
Geography 
Physics 人 
Geography 
Geology 
Meteorology Zoology Meteorology 


Psychology Meteorology Psychology 
Psychology > Mathematics 


Meteorology > Mathematics Geology < Mathematics Psychology > Physics Chemistry < Mathematics 
Meteorology < Physics Geology > Geography Psychology < Zoology Chemistry < Geography 





图 1 构造 二 叉 搜索 树 


一 旦 建立 了 二 又 搜索 树 ， 就 需要 一 种 在 二 又 搜索 树 中 查找 元 素 的 方法 ， 以 及 添加 新 元 素 的 
方法 。 算 法 1 是 插入 算法 ， 尽 管 看 上 去 它 只 是 在 二 又 搜 索 树 上 添加 新 顶点 ， 但 实际 上 它 可 以 完 
成 上 面 提 到 的 两 个 任务 。 也 就 是 说 ， 如 果 一 个 元 素 工 存在 ， 算 法 1 可 以 在 二 叉 搜 索 树 查找 该 元 
素 zx; 如 果 一 个 元 素 zx 不 存在 ， 也 可 以 添加 该 元 素 zx。 在 下 面 的 伪 代 码 中 ，wv 是 当前 正在 查看 
的 顶点 ，label(z) 是 该 顶点 的 关键 字 。 算 法 从 根 开始 查看 。 如 果 的 关键 字 等 于 z， 那 么 算法 就 
找到 了 z 的 位 置 并 结束 ;如 果 工 比 z 的 关键 字 小 ， 就 向 v 的 左 子 顶点 移动 并 重复 这 个 过 程 ; 如 
果 工 比 v 的 关键 字 大 ， 就 向 v 的 右 子 顶点 移动 并 重复 这 个 过 程 。 如 果 在 任何 一 步 ， 要 移动 到 的 
子 顶 点 并 不 存在 ， 那 么 就 知道 在 这 棵 二 又 搜索 树 中 没有 z， 然 后 就 添加 一 个 以 z 为 关键 字 顶 点 
作为 这 个 子 顶 点 。 
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算法 1 在 二 叉 搜索 树 中 查找 或 添加 一 个 元 素 


procedure insertion(T: 二 又 搜索 树 ，Zz: 元 素 ) 
v :三 丁 的 根 
{ 一 个 不 在 工 中 具有 值 null 的 顶点 } 
while v 了 null 并 且 label(v) 关 zz 
证 zlabel(vw) then 
站 wv 的 左 子 关 null then v :二 wv 的 左 子 
else 添加 新 顶点 作为 v 的 左 子 并 且 设 置 v :二 null 
else 
半 w 的 右 子 关 null then v :一 的 右 子 
eise 给 工 添 加 新 顶点 作为 v 的 右 子 并 且 设 置 v :一 null 
认 工 的 根 二 null then 给 树 添 加 顶点 v 并 且 用 zz 标记 它 
else if wv 为 null 或 label(v) 关 zx then 用 之 标记 新 项 点 vw 
return v{v 二 zx 的 位 置 } 











例 2 说 明了 如 何 使 用 算法 1 在 二 又 搜 索 树 中 插入 一 个 新 元 素 。 

例 2 运用 算法 1 在 例 1 的 二 又 搜 索 树 中 插入 oceanography 这 个 词 。 

解 算法 1 从 wv 开 始 ;，v 等 于 工 的 根 顶 点 ， 是 当前 查看 的 顶点 。 因 此 label(v) ==mathematics。 

因为 v 关 null， 且 label(z) 二 mathematics 过 oceanography， 所 以 接 下 来 就 查看 根 的 右 子 顶 
点 。 右 子 存在 ， 因 此 置 当 前 查看 的 顶点 v 等 于 这 个 右 子 。 这 一 步 ， 有 v 关 null， 且 label(w) = 
physics 这 oceanography， 所 以 要 查看 v 的 左 子 。 左 子 存 在 ， 因 此 置 当 前 查看 的 顶点 v 等 于 这 个 
左 子 。 在 这 一 步 ， 有 v 关 null， 目 label(w) = metereology< oceanography， 所 以 试图 查看 v 的 右 
子 。 但 是 ， 这 个 右 子 并 不 存在 ， 所 以 添加 一 个 新 的 顶点 作为 v 的 右 子 ( 此 时 就 是 关键 字 为 
oceanography 的 顶点 )， 然 后 置 v: = 二 null。 因 为 v==null， 所 以 现在 跳出 了 while 循环 。 因 为 了 
的 根 不 是 null 而 v 王 null， 所 以 使 用 算法 结束 处 的 else 证 语句 让 新 顶点 以 oceanography 为 关 
键 字 。 看 

现在 我 们 来 确定 这 个 过 程 的 计算 复杂 度 。 假 定 有 个 元 素 的 列表 的 二 叉 搜 索 树 T。 可 以 从 
工 这 样 构造 一 个 满 二 又 树 U: 在 必要 时 添加 无 标记 的 顶点 ， 使 得 每 个 带 关 键 字 的 顶点 都 有 两 个 
孩子 。 这 个 做 法 在 图 2 里 说 明 。 一 旦 这 样 做 了 ， 就 容易 找 出 新 元 素 的 位 置 ， 或 者 添加 新 元 素 作 
为 关键 字 而 不 添加 顶点 。 


T U 


未 标记 的 顶点 加 了 圆圈 
图 2 添加 无 标记 顶点 以 得 到 一 个 满 二 又 搜索 树 


添加 一 个 新 元 素 所 需要 的 最 多 比较 次 数 ， 等 于 在 U 中 从 根 到 树叶 的 最 长 通路 的 长 度 。U 的 


Pe | 


me 
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内 点 都 是 T 的 顶点 。 所 以 U 有 7 个 内 点 。 现 在 可 以 利用 11.1 节 定 理 4 的 部 分 来 得 出 可 有 
n 十 1 个 树叶 。 利 用 11. 1 节 的 推论 1， 可 以 看 出 UU 的 高 度 大 于 或 等 于 /= [log(z 十 1)]。 所 以 ， 为 
了 添加 某 个 元 素 必 须 至 少 执行 [log(n 十 1)1 次 比较 。 注 意 若 U 是 平衡 的 ， 则 它 的 高 度 是 
[log(z 十 1)1( 根 据 11. 1 节 的 推论 1) 。 因 此 ， 若 二 叉 搜 索 树 是 平衡 的 ， 则 确定 一 个 元 素 的 位 置 
或 者 添加 一 个 元 素 所 需要 的 比较 次 数 不 超 过 [log(n 十 1)1 次 。 当 给 二 又 搜 索 树 添 加 一 些 元 素 时 ， 
该 树 可 能 变 得 不 平衡 。 因 为 平衡 的 二 叉 搜 索 树 给 出 二 叉 搜 索 的 最 优 的 最 坏 情 形 复杂 度 ， 所 以 添 
加 元 素 时 重新 平衡 二 又 搜索 树 的 算法 已 经 设计 出 来 。 感 兴趣 的 读者 可 以 查阅 关于 数据 结构 的 参 
考 文献 来 了 解 这 些 算法 。 


11.2.3 决策 树 

有 根 树 可 以 用 来 为 一 系列 决策 求解 问题 建立 模型 。 例 如 ， 二 又 搜索 树 可 以 用 来 基于 一 系列 
比较 来 找 出 元 素 的 位 置 ， 其 中 每 次 比较 都 说 明 是 否 已 经 找到 了 元 素 的 位 置 ， 或 者 是 否 应 当 向 右 
或 向 左 进入 子 树 。 其 中 每 个 内 点 都 对 应 着 一 次 决策 ， 这 些 顶 点 的 子 树 都 对 应 着 该 决策 的 每 种 可 
能 结果 ， 这 样 的 有 根 树 称 为 决策 树 。 问 题 的 可 能 解 对 应 着 这 个 有 根 树 中 通 向 树叶 的 通路 。 例 3 
说 明了 决策 树 的 一 个 应 用 。 

例 3 假定 有 重量 相同 的 7 枚 硬币 和 重量 较 轻 的 一 枚 伪 币 。 为 了 用 一 一 架 天 平 确定 这 8 枚 入 
币 中 哪个 是 伪 币 ， 需 要 多 少 次 称 重 ? 给 出 找 出 这 个 伪 币 的 算法 。 

解 ” 在 天 平 上 每 次 称 重 结果 有 三 种 可 能 性 。 分 别 是 : 两 个 托盘 有 相同 的 重量 ， 第 一 个 托盘 
较 重 ， 或 第 二 个 托盘 较 重 。 所 以 ， 称 重 序列 的 决策 树 是 3 元 树 。 在 决策 树 中 至 少 有 8 个 树叶 ， 
因为 有 8 种 可 能 的 结果 (因为 每 枚 硬币 都 可 能 是 较 轻 的 伪 币 )， 而 且 每 种 可 能 的 结果 必须 至 少 用 
一 个 树叶 来 表示 。 确 定 伪 币 所 需要 的 最 大 称 重 次 数 是 决策 树 的 高 度 。 从 11.1 节 的 推论 1 得 出 
决策 树 的 高 度 至 少 是 [logs81 二 2。 因 此 ， 至 少 需 要 两 次 称 重 。 

用 两 次 称 重 来 确定 伪 币 是 可 行 的。 说 明 如 何 这 样 做 的 决策 树 如 图 3 所 示 。 4 

基于 比较 的 排序 算法 的 复杂 度 “已 经 开发 了 许多 不 同 的 排序 算法 。 为 了 确定 一 个 具体 的 排 
序 算 法 是 否 有 效 ， 就 要 确定 这 个 算法 的 复杂 度 。 用 决策 树 作 为 模型 ， 可 以 求 出 基于 二 元 比较 的 
排序 算法 的 最 坏 情 形 复杂 度 的 下 界 。 

可 以 用 决策 树 为 排序 算法 建立 模型 并 且 确 定 对 这 些 算 法 的 最 坏 情 形 复杂 度 的 估计 。 注 意 给 
定 n 个 元 素 ， 这 些 元 素 有 n! 种 可 能 的 排序 ， 因 为 这 些 元 素 的 n! 种 排列 中 的 每 一 个 都 可 以 是 
正确 的 顺序 。 本 书 研究 的 排序 算法 以 及 最 常用 的 排序 算法 都 基于 二 元 比较 ， 即 一 次 比较 两 个 元 
素 。 每 次 这 样 的 比较 都 缩小 了 可 能 的 顺序 集合 。 而 且 ， 基 于 二 元 比较 的 排序 算法 可 以 表示 成 二 
叉 决 策 树 ， 其 中 每 个 内 点 表示 两 个 元 素 的 一 次 比较 。 每 个 树叶 表示 n 个 元 素 的 n! 种 排列 中 的 
一 种 。 
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图 3 找 出 伪 币 位 置 的 决策 树 。 每 种 最 终结 果 的 下 面 一 行 是 伪 币 
例 4 4 显示 了 给 列表 wa、2、< 里 的 元 素 排序 的 决策 树 。 4 





图 4 对 3 个 不 同 元 素 进行 排序 的 决策 树 


基于 二 元 比较 的 排序 的 复杂 度 是 用 二 元 比较 的 次 数 来 度量 的 。 排 序 有 个 元 素 的 列表 所 需 
要 的 最 多 比较 次 数 就 给 出 了 这 个 算法 的 最 坏 情形 复杂 度 。 所 用 的 最 多 比较 次 数 等 于 表示 这 个 排 
序 过 程 的 决策 树 里 的 最 长 通路 长 度 。 换 名 话说， 所 需要 的 最 多 比较 次 数 等 于 这 个 决策 树 的 高 
度 。 因 为 带 n! 个 树叶 的 二 叉 树 的 高 度 至 少 是 [logz! 1( 利 用 11.1 节 推 论 1)， 所 以 如 定理 1 所 
说 ， 至 少 需 要 [logn! ] 次 比较 。 
定理 基于 二 元 比较 的 排序 算法 至 少 需 要 [logn! ] 次 比较 。 

可 以 用 定理 1 给 出 基于 二 元 比较 的 排序 算法 所 用 比较 次 数 的 大 O 估计 。 只 需要 根据 3. 2 节 
练习 72 注意 到 [logn! | 是 Bln log n)， 这 是 算法 的 计算 复杂 度 经 常 使 用 的 一 个 参照 函数 。 推 论 1 
是 这 个 估计 的 结果 。 
推论 基于 二 元 比较 的 排序 算法 排序 nn 个 元 素 所 用 的 比较 次 数 是 人 0(n log n)。 

推论 1 的 一 个 结论 是 ， 基 于 二 元 比较 的 排序 算法 在 最 坏 情 形 下 使 用 BC(n log n) 次 比较 来 排 
序 n 个 元 素 是 最 优 的 ， 其 他 这 类 算法 都 没有 更 好 的 最 坏 情 形 复杂 度 ， 在 这 个 意义 下 ， 基 于 二 元 
比较 的 排序 算法 是 最 优 的 。 注 意 根据 5. 4 节 定 理 1 可 以 看 出 ， 在 这 个 意义 下 归并 排序 算法 是 最 
优 的 。 

对 于 排序 算法 的 平均 情形 复杂 度 也 可 以 证 明 类 似 的 结果 。 基 于 二 元 比较 的 排序 算法 所 用 的 
平均 比较 次 数 是 表示 这 个 排序 算法 的 决策 树 中 的 平均 树叶 深度 。 根 据 11. 1 节 练 习 48 知道 ， 有 
NN 个 顶点 的 二 叉 树 的 平均 树叶 深度 是 Q (log N)。 当 令 N= 二 nl 并 且 注 意 因 为 log nl! 是 
Bln log n)， 所 以 是 Q(log n1) 的 函数 也 是 Qln log n) 时 ， 就 会 得 出 下 面 的 估计 。 
基于 二 元 比较 的 排序 算法 排序 nn 个 元 素 所 用 的 平均 比较 次 数 是 Ql(n log n)。 


11.2.4 前 缀 码 

考虑 这 样 的 问题 : 用 位 串 来 编码 英语 字母 表 里 的 字母 (其 中 不 区 分 小 写 和 大 写字 母 )。 可 以 
用 长 度 为 5 的 位 串 来 表示 每 个 字母 ， 因 为 只 有 26 个 字母 而 且 有 32 个 长 度 为 5 的 位 串 。 当 每 个 
字母 都 用 5 位 来 编码 时 ， 用 来 编码 数据 的 总 位 数 是 5 乘 以 文本 中 的 字符 数 。 有 没有 可 能 找 出 这 
些 字母 的 编码 方案 ， 使 得 在 编码 数据 时 使 用 的 位 更 少 ? 若 可 能 ， 那 么 就 可 以 节省 存储 空间 而 且 
缩短 传输 时 间 。 

考虑 用 不 同 长 度 的 位 串 来 编码 字母 。 较 短 的 位 串 用 来 编码 出 现 较 频 繁 的 字母 ， 较 长 的 位 串 
应 当 用 来 编码 不 经 常 出 现 的 字母 。 当 用 可 变 长 的 位 数 来 给 字母 编码 时 ， 就 必须 用 某 种 方法 来 确 
定 每 个 字母 的 位 在 何 处 开始 和 结束 。 例 如 ， 若 把 e 编码 成 0， 把 a 编码 成 1， 而 把 t 编 码 成 01， 
则 位 串 0101 可 能 对 应 着 eat、tea、eaea 或 tt。 

为 了 保证 没有 位 串 对 应 着 多 个 字母 的 序列 ， 可 以 令 一 个 字母 的 位 串 永 远 不 出 现在 另 一 个 字 
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母 的 位 串 的 开头 部 分 。 具 有 这 个 性 质 的 编码 称 为 前 缀 码 。 例 如 ， 把 e 编码 成 0、 把 a 编码 成 10、 
而 把 t 编码 成 11 的 编码 就 是 前 缀 码 。 从 编码 一 个 单词 的 字母 的 唯一 位 串 可 以 恢复 这 个 单词 。 
例如 ， 串 10110 是 ate 的 编码 。 为 了 看 明白 这 一 点 ， 注 意 开始 的 1 不 表 
示 一 个 字符 ， 但 是 10 表示 a( 并 且 它 不 可 能 是 另 一 个 字母 的 位 串 的 开始 
部 分 ) 。 然 后 ， 下 一 个 1 不 表示 一 个 字符 ,但 是 11 表示 t。 最 后 一 位 0 
表示 e。 

前 缀 码 可 以 用 二 叉 树 来 表示 ， 其 中 字符 是 树 中 树叶 的 标记 。 树 的 
边 也 被 标记 ， 使 得 通 向 左 子 的 边 标 记 为 0 而 通 向 右 子 的 边 标记 为 1。 用 
来 编码 一 个 字符 的 位 串 是 在 从 根 到 以 这 个 字符 作为 标记 的 树叶 的 唯一 
通路 上 标记 的 序列 。 例 如 ， 图 5 中 的 树 表示 把 。 编 码 成 0， 把 a 编码 成 
10， 把 上 编码 成 110， 把 n 编码 成 1110 和 把 s 编码 成 1111 。 

表示 编码 的 树 可 以 用 来 解码 位 串 。 例 如 ， 考 虑 一 个 用 图 5 中 的 纺 
码 编 成 11111011100 的 单词 。 这 个 位 串 可 以 这 样 解 码 : 从 根 开始 ， 用 ”图 5 表示 前 级 码 
位 的 序列 来 形成 一 条 到 树叶 为 止 的 通路 。 每 个 0 位 都 使 得 通路 向 下 到 的 二 叉 树 
达 通 向 通路 中 最 后 一 个 顶点 的 左 子 的 边 ， 而 每 个 1 位 都 对 应 到 最 后 一 个 顶点 的 右 子 。 所 以 ， 开 
头 的 1111 对 应 这 样 的 通路 : 从 根 开始 ， 向 右前 进 四 次 ， 到 达 以 s 作为 标记 的 树叶 ， 因 为 串 
1111 是 s 的 编码 。 从 第 五 位 继续 进行 ， 在 向 右 再 向 左 之 后 ， 就 到 达 下 一 个 树叶 ， 这 时 访问 到 以 
a 作为 标记 的 顶点 ， 它 的 编码 是 10。 从 第 七 位 开始 ， 在 向 右 三 次 然后 向 左 之 后 ,访问 到 了 标记 
为 n， 编 码 为 1110 的 顶点 。 最 后 ， 末 位 0 指向 用 e 标 记 的 树叶 。 因 此 ， 原 来 的 单词 是 sane。 

可 以 从 任何 二 叉 树 来 构造 一 个 前 级 码 ， 其 中 每 个 内 点 的 左边 都 用 0 标记 ， 而 右边 都 用 1 标 
记 ， 树 叶 都 用 字符 标记 。 字 符 都 用 从 根 到 这 个 树叶 的 唯一 通路 中 的 边 的 标记 所 组 成 的 位 串 来 
编码 。 

哈 夫 曼 编 码 ”现在 介绍 一 种 算法 ， 这 种 算法 用 一 个 字符 串 中 符号 的 出 现 频率 ( 即 出 现 概率 ) 
作为 输入 ， 并 产生 编码 这 个 字符 串 的 一 个 前 级 码 作为 输出 ， 在 这 些 符号 的 所 有 可 能 的 二 叉 前 组 
码 中 ， 这 个 编码 使 用 最 少 的 位 。 这 个 所 谓 哈 夫 曼 编码 的 算法 是 大 卫 ， 哈 夫 曼 于 1951 年 做 麻 省 
理工 学 院 的 研究 生 时 发 表 在 一 篇 学 期 论文 中 的 。( 注 意 ， 这 个 算法 假定 已 知 字符 串 中 每 个 符号 
出 现 多 少 次 ， 所 以 可 以 计算 每 个 符号 的 出 现 频率 ， 方 法 是 用 这 个 符号 出 现 的 次 数 除 以 这 个 字符 
串 的 长 度 。) 哈 夫 曼 编码 是 数据 压缩 中 的 基本 算法 ， 数据 压 缩 的 目的 在 于 减少 表示 信息 所 需要 的 
位 数 。 哈 夫 曼 编码 广泛 用 于 压缩 表示 文本 的 位 串 ， 并 且 在 压缩 视频 和 图 像 文 件 方面 也 起 到 重要 
作用 。 


us 





大 卫 ， 哈 夫 曼 (David A. Huffman，1925 一 1999) ”了 哈 夫 曼 在 俄亥俄 州长 大 。 他 18 
岁 时 毕业 于 俄亥俄 州立 大 学 并 获得 电机 工程 学 士 学 位 。 此 后 ， 他 在 美国 海军 服役 ， 在 
一 稻 驱 逐 舰 上 担任 雷达 维护 官 ， 该 驱逐 舰 在 第 二 次 世界 大 战 后 主要 负责 在 亚洲 水 域 执 
行 扫雷 任务 。 后 来 ， 他 从 俄 交 俄 州立 大 学 获得 硕士 学 位 并 从 麻 省 理工 学 院 获得 电机 工 
程 的 博士 学 位 。1953 年 ， 哈 夫 曼 成 为 麻 省 理工 学 院 的 一 名 教员 ， 并 在 那 任教 多 年 ， 直 
到 1967 年 他 创建 了 加 州 大 学 桑 塔 " 克 和 鲁 茨 分 校 计算 机 科学 系 才 离开 。 他 在 该 系 的 发 
展 中 起 到 了 举足轻重 的 作用 ， 并 在 那里 度 过 了 最 后 的 职业 生涯 ， 直 到 1994 年 才 退 休 。 

哈 夫 曼 在 信息 论 与 编码 、 雷 达 与 通信 的 信号 设计 、 异 步 逻辑 电路 的 设计 过 程 等 方面 的 卓越 贡献 而 为 
世人 所 知 。 哈 夫 曼 在 零 曲率 表面 上 的 工作 使 得 他 开发 出 把 纸 和 乙烯 基 塑 料 折 县 成 非 同 寻常 的 形状 的 独创 
技术 。 这 些 形状 被 许多 人 当做 艺术 品 并 且 在 多 个 展览 中 公开 展 出 。 但 是 ， 让 哈 夫 曼 一 举 成 名 的 ， 还 是 他 
在 麻 省 理工 学 院 读 研 期 间 所 写 的 一 篇 学 期 论文 中 开发 出 的 哈 夫 曼 编码 。 

哈 夫 曼 喜 爱 户外 探险 ， 经 常 远 足 和 旅游 。 当 他 年 近 60 岁 高 龄 时 ， 他 还 获得 了 水 肺 潜水 员 的 资格 。 他 
饲养 毒蛇 作为 宠物 。 
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算法 2 给 出 了 哈 夫 曼 编码 算法 。 给 定 符号 及 其 频率 ， 目 标 是 构造 一 个 有 根 的 二 叉 树 ， 其 中 
符号 是 树叶 的 标记 。 算 法 从 只 含有 一 个 顶点 的 一 些 树 构成 的 森林 开始 ， 其 中 每 个 顶点 有 一 个 符 
号 作为 标记 ， 并 且 这 个 顶点 的 权 就 等 于 所 标记 符号 的 频率 。 在 每 一 步 ， 都 把 具有 最 小 总 权 值 的 
两 个 树 组 合成 一 个 单独 的 树 ， 方 法 是 引入 一 个 新 的 根 ， 把 具有 较 大 的 权 的 树 作 为 左 子 树 ， 把 具 
有 较 小 的 权 的 树 作 为 右 子 树 。 另 外 ， 把 这 个 树 的 两 个 子 树 的 权 之 和 作为 这 个 树 的 总 权 值 。( 虽 
然 可 以 规定 在 具有 相同 的 权 的 树 之 间 进 行 选 择 以 打破 平局 的 过 程 ， 但 是 这 里 将 不 具体 指定 这 样 
的 过 程 。) 当 构造 出 了 一 个 树 ， 即 森林 缩小 为 单个 树 时 ， 算 法 就 停止 。 um 区 






算法 2 ” 哈 夫 曼 编码 
procedure Huffman(C: 具有 频率 w; 的 符号 aj，;i 一 1，2，…，7) 
F :三 n 个 有 根 树 的 森林 ， 每 个 有 根 树 由 单个 顶点 ai 组 成 并 且 赋 权 w， 
while 下 不 是 树 
把 下 中 满足 w(T) 宇 w(T ) 的 权 最 小 的 有 根 树 和 TT' 换 成 具有 新 树 根 的 一 个 树 ， 
这 个 树 根 以 工作 为 左 子 树 并 且 以 工作 为 右 子 树 。 
用 0 标记 树 根 到 T 的 新 边 ， 并 且 用 1 标记 树 根 到 T' 的 新 边 。 
把 w( 了 T) 十 w(T') 作 为 新 树 的 权 。 
{符号 ai 的 哈 夫 曼 编 码 是 从 树 根 到 a; 的 唯一 通路 上 的 边 的 标记 的 连接 } 

















例 5 说明 如 何 用 算法 2 来 对 6 个 符号 进行 编码 。 

例 5 用 哈 夫 曼 编码 来 编码 下 列 符号 ， 这 些 符 号 具有 下 列 频 率 : A : 0.08，B : 0. 10，C : me 话 ) 
0.12，D : 0.15,，E: 0.20, F :0.35。 编 码 一 个 字符 串 所 需要 的 平均 位 数 是 多 少 ? 

解 ”图 6 表示 了 编码 这 些 符号 所 用 的 步骤 。 所 产生 的 编码 为 : A 是 111, B 是 110, C 是 
011，D 是 010, E 是 10, F 是 00。 使 用 这 种 编码 来 编码 一 个 符号 所 用 的 平均 位 数 是 

3。0.08 十 3。0.10 十 3。0.12 十 3。0.15 十 2。0. 20 十 2。0. 35 一 2. 45 他 

注意 哈 夫 曼 编 码 是 贪心 算法 。 在 每 一 步 替 换 具有 最 小 权 的 两 棵 树 ， 在 没有 任何 二 义 前 缀 码 
能 使 用 更 少 的 位 来 编码 这 些 符号 的 情况 下 ， 这 样 做 就 导出 了 最 优 编码 。 在 本 节 末 把 哈 夫 曼 编 码 
是 最 优 的 证 明 留 作 练习 32。 

哈 夫 曼 编码 有 许多 变种 。 例 如 ， 不 编码 单个 符号 ， 可 以 编码 指定 长 度 的 符号 块 ， 比 如 两 个 
符号 的 块 。 这 样 做 有 可 能 减少 编码 这 个 字符 串 所 需要 的 位 数 ( 参 看 本 节 练 习 30) 。 也 可 以 用 两 
个 以 上 的 符号 来 编码 这 个 符号 串 中 的 原始 符号 (参看 本 节 练 习 28 前 面 的 说 明 )。 男 外 ， 当 事先 
不 知道 一 个 字符 串 中 每 个 符号 的 频率 时 ， 可 以 使 用 一 种 变种 ， 即 所 谓 的 自 适 应 哈 夫 曼 编码 ( 参 
见 L[Sa00]) ， 使 得 在 读 这 个 字符 串 的 同时 来 进行 编码 。 


11.2.5 博弈 树 

可 以 用 树 来 分 析 某 些 类 型 的 游戏 ， 比 如 圈 又 游戏 、 取 石子 游戏 、 跳 棋 和 象棋 。 在 每 一 种 游 we 豆 
戏 中 ， 两 个 选手 轮流 进行 移动 。 每 个 选手 知道 男 一 个 选手 的 移动 并 且 游 戏 不 存在 偶然 因素 。 使 
用 博弈 树 为 这 样 的 游戏 建立 模型 ， 这 些 树 的 顶点 表示 当 游 戏 进行 时 游戏 所 处 的 局 面 ， 边 表示 在 
这 些 局 面 之 间 合 乎 规则 的 移动 。 由 于 博弈 树 常常 很 大 ， 所 以 通过 用 同一 个 顶点 表示 所 有 对 称 的 
局 面 来 简化 博弈 树 。 但 是 ， 如 果 一 个 游戏 的 不 同 移动 序列 导致 同一 个 局 面 ， 则 可 以 用 不 同 的 顶 
点 来 表示 这 个 局 面 。 根 表示 起 始 的 局 面 。 通 常 的 约定 是 用 方 框 表 示 偶 数 层 的 顶点 并 且 用 圆圈 表 
示 奇 数 层 的 顶点 。 当 游戏 处 在 偶数 层 顶 点 所 表示 的 局 面 时 ， 就 轮 到 第 一 个 选手 移动 。 当 游戏 处 
在 奇数 层 顶 点 所 表示 的 局 面 时 ， 就 轮 到 第 二 个 选手 移动 。 博 弈 树 所 表示 的 游戏 可 以 永远 不 结 
束 ， 比 如 进入 了 无 穷 循 环 ， 因 此 博弈 树 可 以 是 无 穷 的 ， 但 是 对 于 大 多 数 游戏 来 说 ， 都 存在 一 些 
规则 导致 有 穷 的 博弈 树 。 

博弈 树 的 树叶 表示 游戏 的 终局 。 给 每 个 树叶 指定 一 个 值 ， 表 示 游 戏 在 这 个 树叶 所 代表 的 局 
面 终止 时 第 一 个 选手 的 得 分 。 对 于 非 胜 即 负 的 游戏 ， 用 1 来 标记 圆圈 所 表示 的 终结 顶点 以 表示 


0 


第 一 个 选手 获胜 ， 用 一 1 来 标记 方 框 所 表示 的 终结 顶点 以 表示 第 二 个 选手 获胜 。 对 于 允许 平局 
的 游戏 ， 用 0 来 标记 平局 所 对 应 的 终结 顶 上 点。 注意， 对 于 非 胜 即 负 的 游戏 ， 为 终结 顶点 指定 
值 ， 这 个 值 越 高 ， 第 一 个 选手 的 结局 就 越 好 。 

0.08 040 0. 12 045 0.20 0.35 最 初 
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D C B A 
图 6 例 5 中 符号 的 哈 夫 曼 编码 


例 6 展示 了 一 个 非常 著名 的 和 经 过 深入 研究 的 游戏 的 博弈 树 。 

例 6 取石 子 游戏 取石 子 游戏 是 这 样 的 ， 在 游戏 的 开始 ， 有 几 堆 石头 。 两 个 选手 轮流 移 
动 石头 ， 一 个 合法 的 移动 包括 从 其 中 一 堆 取 走 一 块 或 多 块 石头 ， 而 不 去 移动 其 余 的 所 有 石头 。 
不 能 进行 合法 移动 的 选手 告 负 。 (也 可 以 规定 取 走 最 后 一 块 石头 的 选手 告 负 ， 因 为 不 允许 没有 
石头 堆 的 局 面 .) 图 7 所 示 的 博弈 树 表 示 了 这 种 形式 的 给 定 开 局 的 取石 子 游戏 ， 其 中 有 3 堆 石 
头 ， 分 别 包含 2 块 、2 块 和 1 块 石头 。 用 不 同 堆 中 石头 数 的 无 序 表 来 表示 每 个 局 面 ( 堆 的 顺序 无 
关 紧 要 ) 。 第 一 个 选手 的 初始 移动 可 以 导致 3 种 可 能 的 局 面 ， 因 为 这 个 选手 可 以 从 有 2 块 石头 
的 堆 中 取 走 1 块 石头 ( 留 下 包含 1 块 、1 块 和 2 块 石头 的 3 堆 )， 可 以 从 包含 2 块 石 头 的 堆 中 取 
走 2 块 石头 ( 留 下 包含 2 块 和 1 块 石头 的 2 堆 )， 或 者 从 包含 1 块 石 头 的 堆 中 取 走 1 块 石头 ( 留 下 
包含 2 块 石头 的 2 堆 )。 当 只 剩 下 包含 1 块 石头 的 1 堆 时 ， 就 不 可 能 进行 合法 移动 了 ， 所 以 这 
样 的 局 面 就 是 终局 。 由 于 取石 子 游戏 是 非 胜 即 负 的 游戏 ， 所 以 用 十 1 标记 表示 第 一 个 选手 获胜 
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的 终结 顶点 ， 用 一 1 标记 表示 第 二 个 选手 获胜 的 终结 顶点 。 q 
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如 果 第 一 个 选手 获胜 ， 

三 [四 "ins 四 国生 

如 果 第 二 个 选手 获胜 ， 

之 a 了 Ey l 终结 顶点 标记 为 -1 

图 7 取石 子 游 戏 的 博弈 树 

例 7 井 字 游戏 井 字 游戏 的 博弈 树 非常 大 ， 这 里 不 能 画 出 ， 尽 管 计算 机 能 轻而易举 地 构 
造 出 这 样 的 树 。 图 8a 显示 了 井 字 游戏 的 博弈 树 的 一 部 分 。 注 意 ， 由 于 对 称 的 局 面 是 等 价 的 ， 
所 以 只 需要 考虑 图 8a 所 示 的 3 种 可 能 的 初始 移动 。 在 图 8b 中 ， 还 显示 了 这 个 博弈 树 的 一 个 导 
致 终局 的 子 树 ， 其 中 一 个 能 够 获胜 的 选手 进行 了 制胜 的 移动 。 4 
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图 8 井 字 游戏 的 部 分 博弈 树 


thks Ba 


652 第 11 章 





可 以 用 某 种 方式 递归 地 定义 博弈 树 中 所 有 顶点 的 值 ， 使 得 可 以 确定 当 两 个 选手 都 遵循 最 优 
策略 时 这 个 游戏 的 结果 。 所 谓 策 略 ， 就 意味 着 一 组 规则 ， 这 些 规则 说 明 一 个 选手 如 何 移动 来 赢 
得 游戏 。 第 一 个 选手 的 最 优 策略 就 是 把 这 个 选手 的 得 分 最 大 化 的 策略 ， 第 二 个 选手 的 最 优 策略 
就 是 把 这 个 得 分 最 小 化 的 策略 。 现 在 递归 地 定义 顶点 的 值 。 

博弈 树 中 顶点 的 值 递 娄 地 定义 为 : 

iD 一 个 树叶 的 值 是 当 游 戏 在 这 个 树叶 所 表示 的 局 面 里 终止 时 第 一 个 选手 的 得 分 。 

ii 偶数 层 内 点 的 值 是 这 个 内 点 的 孩子 的 最 大 值 ， 奇 数 层 内 点 的 值 是 这 个 内 点 的 孩子 的 最 
小 值 。 

使 第 一 个 选手 移动 到 具有 最 大 值 的 孩子 所 表示 的 局 面 并 且 第 二 个 选手 移动 到 具有 最 小 值 的 
孩子 所 表示 的 局 面 的 策略 称 为 最 小 最 大 策略 。 当 两 个 选手 都 遵循 最 小 最 大 策略 时 ， 通 过 计算 树 
根 的 值 就 可 以 确定 谁 将 赢得 游戏 ， 这 个 值 称 为 树 的 值 。 这 是 定理 3 的 结论 。 

[琴瑟 国 博弈 树 项 点 的 值 说 明 ， 如 果 两 个 选手 都 遵循 最 小 最 大 策略 并 且 从 博弈 树 的 菜 一 
个 顶点 所 表示 的 局 面 开始 进行 游戏 ， 则 这 个 顶点 的 值 表明 第 一 个 选手 的 得 分 。 

证 将 用 归纳 法 来 证 明 这 个 定理 。 

基础 步骤 : 如 果 这 个 顶点 是 树叶 ， 则 通过 定义 指定 给 这 个 顶点 的 值 就 是 第 一 个 选手 的 
得 分 。 
归纳 步骤 : 归纳 假设 一 个 顶点 的 孩子 的 值 就 是 第 一 个 选手 的 得 分 ,假定 从 这 些 顶 点 所 表示 的 
每 一 个 局 面 中 开始 进行 游戏 。 需 要 考虑 两 种 情形 ， 即 当 轮 到 第 一 个 选手 时 和 当 轮 到 第 二 个 选手 时 。 

当 轮 到 第 一 个 选手 时 ， 这 个 选手 遵循 最 小 最 大 策略 并 且 移 动 到 具有 最 大 值 的 孩子 所 表示 的 
局 面 。 根据 归纳 假设 ， 当 从 这 个 孩子 所 表示 的 局 面 开 始 游 戏 并 且 遵 循 最 小 最 大 策略 时 ， 这 个 值 
就 是 第 一 个 选手 的 得 分 。 根 据 偶数 层 内 点 的 值 的 定义 的 递归 步骤 (作为 其 孩子 的 最 大 值 );， 当 从 
这 个 顶点 所 表示 的 局 面 开 始 游 戏 时 ， 这 个 顶点 的 值 就 是 这 个 得 分 。 

当 轮 到 第 二 个 选手 时 ， 这 个 选手 遵循 最 小 最 大 策略 并 且 移动 到 具有 最 小 值 的 孩子 所 表示 的 
局 面 。 根 据 归 纳 假设 ， 当 从 这 个 孩子 所 表示 的 局 面 开 始 游戏 并 且 遵 循 最 小 最 大 策略 时 ， 这 个 值 
就 是 第 一 个 选手 的 得 分 。 根 据 把 奇数 层 内 点 的 值 作为 其 孩子 的 最 小 值 的 递归 定义 ， 当 从 这 个 顶 
点 所 表示 的 局 面 开 始 游戏 时 ， 这 个 项 点 的 值 就 是 这 个 得 分 。 4 


评注 ”通过 扩展 定理 3 的 证 明 ， 可 以 证 明 对 于 两 个 选手 来 说 最 小 最 大 策略 都 是 最 优 策略 。 


例 8 解释 最 小 最 大 过 程 如 何 工作 。 它 显示 了 为 例 6 的 博弈 树 中 的 内 点 所 指定 的 值 。 注 意 可 
以 缩短 所 需要 的 计算 ,注意 对 于 非 胜 即 负 游 戏 来 说 ， 一 旦 找到 方 框 顶点 具有 十 1 值 的 一 个 孩 
子 ， 则 方 框 顶点 的 值 也 是 十 1， 因 为 十 1 是 最 大 可 能 的 得 分 。 同 样 , 一旦 找到 圆圈 顶点 具有 一 1 
值 的 一 个 孩子 ， 则 这 个 值 也 是 这 个 圆圈 顶点 的 值 。 

例 8 例 6 构 造 了 具有 包含 2 块 、2 块 和 1 块 的 3 堆 石头 的 开局 的 取石 子 游戏 的 博弈 树 。 图 9 说 
明了 这 个 博弈 树 的 顶点 的 值 。 这 些 顶 点 的 值 是 这 样 计 算 的 : 使 用 树叶 的 值 并 且 每 次 向 上 计算 1 层 。 
这 个 图 的 右边 空白 处 说 明 究竟 使 用 孩子 的 最 大 值 还 是 最 小 值 来 求 出 每 层 内 点 的 值 。 例 如 ,一旦 求 出 
了 树 根 的 3 个 孩子 的 值 ，1、 一 1 和 一 1， 则 这 样 求 出 树 根 的 值 : 计算 max(l1， 一 1， 一 1 二 1。 由 于 根 
的 值 是 1， 所 以 得 出 当 两 个 选手 都 遵循 最 小 最 大 策略 时 第 一 个 选手 获胜 。 4 

有 些 著名 游戏 的 博弈 树 可 能 非 同 寻常 地 大 ， 因 为 这 些 游 戏 有 多 种 移动 选择 。 例 如 ， 据 估计 
象棋 的 博弈 树 有 多 达 10” 个 顶点 ! 由 于 博弈 树 规模 的 原因 ， 也 许 不 可 能 直接 使 用 定理 3 来 研究 
这 样 的 游戏 ， 所 以 设计 了 各 种 方法 来 帮助 确定 好 的 策略 以 及 确定 游戏 的 结果 。 一 种 称 为 -8 前 
枝 的 有 用 技巧 减少 了 许多 计算 ， 它 剪 掉 不 能 影响 祖先 顶点 的 值 的 那 部 分 博弈 树 ( 关 于 -8 剪 枝 的 
信息 ， 参 考 [Gr90]) 。 另 一 种 有 用 的 方法 是 使 用 求 值 函 数 ， 当 精确 地 计算 博弈 树 中 内 点 值 不 可 
行 时 ， 它 就 估计 这 些 值 。 例 如 ， 在 井 字 游戏 中 ， 可 以 使 用 不 含 图 OC(O 用 来 表示 第 二 个 选手 的 
移动 ) 的 直行 ( 行 、 列 、 对 角 线 ) 数 减 去 不 含 又 X(X 用 来 表示 第 一 个 选手 的 移动 ) 的 直行 数 来 作 
为 一 个 局 面 的 求 值 函数 。 这 个 求 值 函 数 给 出 了 关于 哪个 选手 在 游戏 中 占 优 的 一 些 倾向 。 一 旦 插 
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入 求 值 函数 的 值 ， 遵 循 最 小 最 大 策略 使 用 规则 就 可 以 计算 出 游戏 的 值 。 科 学 家 研制 出 用 来 下 棋 
的 计算 机 程序 ， 比 如 著名 的 深蓝 程序 ， 都 是 基于 复杂 的 求 值 函数 。 关 于 计算 机 如 何 下 棋 的 更 多 


信息 请 参看 [Le91]。 
四 本 


习 问 .加 加 各 国 中 问 
1 
+ 2 a +I = 河 


+1 


Cn) 
+1 -1 -] +l +] —l +1] 二 1 


一] -1 +1 


-3 有 村 
图 9 说 明 取 石子 游戏 中 顶点 的 值 


练习 
1. 用 字母 顺序 建立 下 面 这 些 单词 的 二 叉 搜 索 树 : banana、peach、apple、pear、coconut、mango 和 
Papaya。 
2. 用 字母 顺序 建立 下 面 这 些 单 词 的 二 又 搜索 树 : oenology、phrenology、campanology、ornithology、 
ichthyology、limnology、alchemy 和 astrology。 
. 为 了 在 练习 1 的 搜索 树 里 找 出 下 面 每 个 单词 的 位 置 或 者 添加 它们 ， 而 且 每 次 都 重新 开始 ， 分 别 需 要 多 
少 次 比较 ? 
a) pear b)banana c)kumquat d)orange 
4. 为 了 在 练习 2 的 搜索 树 里 找 出 下 面 每 个 单词 的 位 置 或 者 添加 它们 ， 而 且 每 次 都 重新 开始 ， 分 别 需 要 多 
少 次 比较 ? 
a)palmistry b)etymology c)paleontology d)giaciology 
. 用 字母 顺序 构造 下 面 句子 里 的 单词 的 二 又 搜 索 树 :“The quick brown fox jumps over the lazy dog”。 
. 为 了 在 4 枚 硬币 中 找 出 一 枚 较 轻 的 伪 币 ， 需 要 用 天 平 称 多 少 次 ?描述 用 这 些 次 数 的 称 重 来 找 出 较 轻 的 
伪 币 的 算法 。 
7. 车 一 枚 伪 币 与 其 他 硬币 质量 不 等 ， 那 么 为 了 在 4 枚 硬币 中 找 出 这 枚 伪 币 ， 需 要 用 天 平 称 多 少 次 ? 描述 
用 同样 的 称 重 次 数 来 找 出 这 枚 伪 币 的 算法 。 
* 8. 若 一 枚 伪 币 与 其 他 硬币 质量 不 等 ， 或 者 轻 或 者 重 ， 那 么 为 了 在 8 枚 硬币 中 找 出 这 枚 伪 币 ， 需 要 用 天 平 
称 多 少 次 ? 描述 用 同样 的 称 重 次 数 来 找 出 这 枚 伪 币 的 算法 。 
* 9. 若 一 枚 伪 币 比 其 他 硬币 较 轻 ， 那 么 为 了 在 12 枚 硬币 中 找 出 这 枚 伪 币 ， 需 要 用 天 平 称 多 少 次 ? 描述 用 
同样 的 称 重 次 数 来 找 出 这 枚 伪 币 的 算法 。 
* 10. 4 枚 硬币 中 一 枚 可 能 是 伪 币 。 伪 币 与 其 他 硬币 质量 不 等 ， 或 者 轻 或 者 重 。 那 么 为 了 确定 是 否 有 一 个 伪 
币 ， 若 有 伪 币 ， 确 定 它 是 比 其 他 硬币 较 重 还 是 较 轻 ， 使 用 一 台 天 平 称 ， 需 要 称 多 少 次 ? 描述 用 同样 
的 称 重 次 数 来 找 出 这 枚 伪 币 并 且 确 定 它 是 较 轻 还 是 较 重 的 算法 。 
11. 求 排序 4 个 元 素 所 需要 的 最 少 比 较 次 数 并 且 设计 一 个 能 够 依 此 次 数 实现 的 算法 。 
* 12. 求 排序 5 个 元 素 所 需要 的 最 少 比较 次 数 并 且 设 计 一 个 能 够 依 此 次 数 实 现 的 算法 。 
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竞赛 图 排序 是 通过 构造 有 序 二 又 树 来 进行 排序 的 排序 算法 。 用 将 成 为 树叶 的 顶点 来 表示 待 排序 的 元 
素 。 就 像 构造 表示 循环 赛 比 赛 胜 者 的 树 那 样 ， 一 次 构造 这 个 树 的 一 层 。 从 左 向 右 ， 比 较 成 对 的 相 邻 元 素 ， 
加 入 用 所 比较 的 两 个 元 素 中 较 大 的 那个 来 标记 的 一 个 父母 顶点 。 在 每 一 层 顶 点 的 标记 之 间 进 行 类 似 的 比 
较 ， 直 到 到 达 了 用 最 大 元 素 标记 的 树 根 为 止 。22、8、14、17、3、9、27、11 的 竞赛 图 排序 所 构造 的 树 
如 下 图 a 所 示 。 一 旦 确定 了 最 大 元 素 ， 具 有 这 个 标记 的 树叶 就 重新 标记 为 一 oo， 定义 为 比 每 个 元 素 都 小 。 
从 这 个 顶点 直到 树 根 的 通路 上 所 有 顶点 的 标记 都 重新 计算 ， 如 下 图 b 所 示 。 这 样 就 产生 了 第 二 大 元 素 。 
这 个 过 程 继 续 进 行 下 去 ， 直 到 整个 表 都 已 经 排序 为 止 。 


22 是 第 二 大 元 素 





a) b) 
13. 完成 列表 22、8、14、17、3、9、27、11 的 竞赛 图 排序 。 说 明 在 每 个 步骤 上 顶点 的 标记 。 
14. 用 竞赛 图 排序 来 排序 列表 17、4、1、5、13、10、14、6。 
15. 用 伪 码 描述 竞赛 图 排序 。 
16. 假设 对 于 某 个 正 整 数 来 说 ， 待 排序 元 素 的 个 数 nn 等 于 2 ， 若 使 用 竞赛 图 排序 来 求 这 个 列表 的 最 大 
元 素 ， 确 定 竞 赛 图 排序 所 用 的 比较 次 数 。 
17. 用 竞赛 图 排序 求 第 二 大 元 素 、 第 三 大 元 素 …… ， 直 到 第 (z 一 1) 大 (或 第 二 小 ?元素 所 使 用 的 比较 次 数 
是 多 少 ? 
18. 证 明 : 竞赛 图 排序 需要 B(n log n) 次 比较 来 排序 含有 nn 个 元 素 的 列表 。[ 提 示 : 假设 对 于 某 个 正 整数 
来 说 ，z 一 多 ， 插 入 适当 数目 的 哑 元 ， 比 如 一 2 ， 定 义 为 比 所 有 整数 都 小 。] 
19. 下 面 哪些 编码 是 前 级 码 ? 
a)a: 11l, e: 00, t: 10, s: 01 
b)a:0, e:1,t:01, s: O01 
c)a: 101, e: 11, t: 001, s: 011, n: 010 
d)a: 010, e: 11, t: 011, s: 1011, n: 1001, i: 10101 
20. 构造 表示 下 面 编 码 方案 的 前 级 码 的 二 叉 树 。 
a)a; 1l, e:0, t: 101, s: 100 
b)a: 1, e: 01, t: 001, s : 0001, n : 00001 
c)a: 1010, e: 0, t: 11, s: 1011, n: 1001, i: 10001 
21. 车 编码 方案 是 用 下 面 的 树 来 表示 ， 那 么 什么 是 a、e、i、k、o、Pp 和 的 编码 ? 





22, 给 定编 码 方案 a: 001，b : 0001,， e:1, r:0000,，s: 0100, t: 011， x:01010,， 找 出 用 下 面 的 位 串 
来 表示 的 单词 。 


23. 


24. 


25. 
26. 


27. 
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a)01110100011 b)0001110000 ce)0100101010 6G)01100101010 

用 哈 夫 曼 编码 来 编码 具有 给 定 频率 的 如 下 符号 : a : 0.20，b :0.10，c:0.15，d:0.25，e:0.30。 

编码 一 个 符号 所 需要 的 平均 位 数 是 多 少 ? 

用 哈 夫 曼 编码 来 编码 具有 给 定 频率 的 如 下 符号 ， 

A:0.10, B:0.25, C:0.05, D:0.15, E:0.30, 下 : 0.07，G: 0.08。 编码 一 个 符号 所 需要 的 平 

均 位 数 是 多 少 ? 

为 如 下 符号 和 频率 构造 两 个 不 同 的 哈 夫 曼 编码 : t: 0.2, u:0.3, v:0.2, w:0.3。 

a) 以 两 种 不 同 的 方式 用 哈 夫 曼 编码 来 编码 具有 这 些 频率 的 符号 : a : 0.4, b:0.2, c:0.2, d:0.1， 
e: 0.1， 在 算法 中 用 不 同 的 方式 打破 平局 。 第 一 种 ， 在 算法 的 每 个 阶段 从 权 最 小 的 树 中 选择 顶点 
数 最 多 的 两 个 树 来 组 合 。 第 二 种 ， 在 每 个 阶段 从 权 最 小 的 树 中 选择 顶点 数 最 少 的 两 个 树 来 组 合 。 

b) 计 算 用 每 种 编码 来 编码 一 个 符号 所 需要 的 平均 位 数 并 且 对 每 种 编码 计算 这 个 位 数 的 方差 。 对 于 编 
码 一 个 符号 所 需要 的 位 数 的 方差 ， 哪 种 打破 平局 的 过 程 所 产生 的 会 小 一 些 ? 

为 英文 字母 表 的 字母 构造 哈 夫 曼 编码 ， 其 中 典型 英文 文本 中 字母 的 频率 如 下 表 所 示 。 


A N 
B O 
C PF 
D Q 
E R 
F S 
G 要 
U 
I V 
J Ww 
K X 
也 时 
M Z 





假设 m 是 正 整数 且 m 宇 2。 对 于 六 个 符号 的 集合 来 说 ， 类 似 于 二 叉 哈 夫 曼 编码 的 构造 ， 可 以 构造 六 


叉 哈 夫 曼 编码 。 在 初始 步骤 ， 把 由 ((N 一 1)mod(m 一 1)) 十 1 个 权 最 小 的 单个 顶点 所 组 成 的 树 组 合成 以 这 
些 顶 点 作为 树叶 的 一 棵 树 。 在 每 个 后 续 步 又 ， 把 权 最 小 的 m 棵 树 组 合成 一 棵 m 叉 树 。 


28. 
29. 


30. 


31. 


32. 
33. 


34. 


用 伪 码 描述 m 叉 哈 夫 曼 编码 算法 。 

使 用 符号 0、1 和 2， 用 三 义 (m= 二 3) 哈 夫 曼 编码 来 编码 具有 给 定 频率 的 这 些 字 母 : A:0.25，E: 

0.30, N:0.10, R:0.05, T:0.12, Z: 0. 18。 

考虑 具有 频率 A: 0.80，B : 0.19，C : 0. 01 的 三 个 符号 A、B 和 C。 

a) 为 这 三 个 符号 构造 哈 夫 曼 编码 。 

b) 通 过 把 两 个 符号 的 块 AA、AB、AC、BA、BB、BC、CA、CB 和 CC 分 组 ， 形 成 9 个 符号 的 一 个 新 
的 集合 。 为 这 9 个 符号 构造 哈 夫 曼 编码 ， 假 设 在 原始 文本 中 符号 的 出 现 是 独立 的 。 

©) 比 较 a) 中 三 个 符号 的 哈 夫 曼 编码 与 b) 构 造 的 9 个 双 符 号 块 的 哈 夫 曼 编 码 来 编码 文本 所 需要 的 平均 
位 数 。 哪 一 种 编码 方式 更 有 效 ? 

给 定 n 十 1 个 符号 z， Ts 9 Vn ,ntl $ 它们 在 一 个 符号 串 中 分 别 出 现 1， 万 ， feiss ji 次 ， 其 
中 f; 是 第 j 个 斐 波 那 契 数 。 当 在 哈 夫 曼 编 码 算法 的 每 个 阶段 考虑 所 有 可 能 的 打破 平局 的 选择 时 ， 用 

来 编码 一 个 符号 的 最 大 位 数 是 多 少 ? 

证 明 : 对 于 所 有 的 二 又 前 绥 码 来 说 ， 如 果 使 用 最 少 的 位 来 表示 一 个 符号 串 ， 哈 夫 曼 编码 是 最 优 的 。 

画 出 取石 子 游戏 的 博弈 树 ， 假 设 开 局 包括 分 别 有 2 块 和 3 块 石 头 的 两 堆 石头 。 在 画 这 棵 树 的 时 候 ， 

用 同一 个 顶点 表示 相同 移动 所 导致 的 对 称 局 面 。 求 出 这 个 博弈 树 每 个 顶点 的 值 。 如 果 两 个 选手 都 遵 

循 最 优 策略 ， 则 哪个 选手 获胜 ? 

画 出 取石 子 游戏 的 博弈 树 ， 假 设 开局 包括 分 别 有 1 块 、2 块 和 3 块 石头 的 三 堆 石头 。 在 画 这 棵 树 的 时 

候 ， 用 同一 个 顶点 表示 相同 移动 所 导致 的 对 称 局 面 。 求 出 这 棵 博弈 树 每 个 顶点 的 值 。 如 果 两 个 选手 
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都 遵循 最 优 策略 ， 则 哪个 选手 获胜 ? 

35. 假设 在 取石 子 游戏 中 修改 获胜 选手 的 得 分 ， 使 得 当 n 是 到 达 终 局 前 所 做 合法 移动 的 步 数 时 得 分 就 是 n 
美元 。 求 第 一 个 选手 的 得 分 ,假设 开局 包括 : 
a) 分 别 有 1 块 和 3 块 石 头 的 两 堆 石头 。 

b) 分 别 有 2 块 和 4 块 石 头 的 两 堆 石头 。 
ce) 分别 有 1 块 、2 块 和 3 块 石头 的 三 堆 石 头 。 

36. 假设 在 取石 子 游戏 的 一 个 变种 中 ， 人 允许 一 个 选手 要 么 从 一 堆 取 走 1 块 以 上 的 石头 ， 要 么 把 两 堆 石头 
合并 成 一 堆 ， 只 要 至 少 还 剩 下 一 个 石头 。 画 出 这 个 游戏 变种 的 博弈 树 ， 假 设 开 局 由 分 别 含 有 2 块 、2 
块 和 1 块 石头 的 3 堆 石头 组 成 。 求 出 这 棵 博弈 树 中 每 个 顶点 的 值 ， 并 且 确 定 当 两 个 选手 都 遵循 最 优 
策略 时 哪个 选手 获胜 。 

37. 画 出 井 字 游戏 博弈 树 从 下 列 每 个 局 面 开始 的 子 树 。 确 定 每 个 子 树 的 值 。 


OXIxX xtolnns mion .jet 
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38. 假设 井 字 游戏 的 前 4 步 移 动 如 下 图 所 示 。 第 一 个 选手 (用 X 标 记 其 移动 ) 是 否 总 能 获胜 ? 


oud xlolx © |olx wi 
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39. 证 明 : 如 果 取 石子 游戏 从 包含 相同 数目 的 两 堆 石头 开始 ， 而 且 这 个 数目 至 少 是 2， 则 当 两 个 选手 都 遵 
循 最 优 策略 时 第 二 个 选手 获胜 。 

40. 证 明 : 如 果 取 石子 游戏 从 包含 不 同 数目 的 两 堆 石 头 开始 ， 则 当 两 个 选手 都 遵循 最 优 策略 时 第 一 个 选 
手 获胜 。 

41. 跳棋 博弈 树 的 根 有 多 少 个 孩子 ? 有 多 少 个 孙子 ? 

42. 取石 子 游戏 博弈 树 的 根 有 多 少 个 孩子 ? 有 多 少 个 孙子 ? 假设 开局 是 : 

a) 分 别 有 4 块 和 5 块 石 头 的 堆 。 

b) 分 别 有 2 块 、3 块 和 4 块 石头 的 堆 。 

c) 分 别 有 1 块 、2 块 、3 块 和 4 块 石头 的 堆 。 

d) 分 别 有 2 块 、2 块 、3 块 、3 块 和 5 块 石头 的 堆 。 

43. 画 出 井 字 游 戏 博弈 树 前 两 步 移 动 所 对 应 的 层 。 指 明正 文中 所 提 到 的 求 值 函数 的 值 ， 这 个 函数 给 局 面 
指定 不 含 〇 的 直行 数 减 去 不 含 X 的 直行 数 来 作为 这 一 层 每 个 顶点 的 值 ， 并 且 在 求 值 函 数 给 出 这 些 顶 
点 的 正确 值 的 假设 下 ， 对 这 些 顶 点 计算 树 的 值 。 

44. 用 伪 码 描述 当 两 个 选手 都 遵循 最 小 最 大 策略 时 确定 博弈 树 的 值 的 算法 。 


11.3“ 树 的 遍历 


11. 3. 1 引言 

有 序 根 树 常 常用 来 保存 信息 。 掌 握 一 些 访问 有 序 根 树 的 每 个 顶点 以 存 取 数 据 的 算法 是 非常 
必要 的 。 下 面 将 介绍 几 个 重要 的 访问 有 序 根 树 中 所 有 项 点 的 算法 。 有 序 根 树 也 可 以 用 来 表示 各 
种 类 型 的 表达 式 ， 比 如 由 数字 、 变 量 和 运算 所 组 成 的 算术 表达 式 。 对 用 来 表示 这 些 表 达 式 的 有 
序 根 树 来 说 ， 它 的 顶点 的 一 些 不 同 的 列表 在 这 些 表 达 式 的 求 值 中 很 有 用 。 


11.3.2 通用 地 址 系统 

遍历 有 序 根 树 所 有 顶点 的 过 程 ， 都 依赖 于 孩子 的 顺序 。 在 有 序 根 树 中 ， 一 个 内 点 的 孩子 从 
左 向 右 地 显示 在 表示 这 些 有 向 图 的 图 形 中 。 

下 面 将 描述 一 种 完全 地 排序 有 序 根 树 顶 点 的 方法 。 为 了 产生 这 个 顺序 ， 必 须 首先 标记 所 有 
的 顶点 。 如 下 递归 地 完成 这 件 事 : 


Po 
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1) 用 整数 0 标记 根 。 然后 用 ly 2 By oe, k 从 左 向 右 标记 它 的 个 孩子 (在 1 层 上 )。 

2) 对 在 nn 层 上 带 标记 A 的 每 个 顶点 v， 按 照 从 左 向 右 画 出 它 的 &, 个 孩子 的 顺序 ， 用 A. 1， 
A.2，…，A. 上 标记 它 的 &, 个 孩子 。 

遵循 这 个 过 程 ， 对 n 宇 1 来 说 ,在 nn 层 上 的 顶点 v 标记 成 zi. xz.…. zw， 其 中 从 根 到 v 的 唯 
一 通路 经 过 1 层 的 第 zi 个 顶点 ， 以 及 2 层 的 第 z; 个 顶点 ， 以 此 类 推 。 这 样 的 标记 称 为 有 根 树 
的 通用 地 址 系统 。 

可 以 利用 顶点 在 通用 地 址 系统 里 标记 的 字典 顺序 将 这 些 顶 点 完全 排序 。 若 存在 i(0<i<n) 
满足 zi 二 yi， Zz 一 2 Tl™ Ys 并 且 zi 二 yi; 或 者 若 mn<< mm 并 且 对 i=1， 2，…，7 来 说 
Zi 二 Yi， 那么 标记 zi. z2.…. Zz 的 顶点 就 小 于 标记 . y%. …. y 的 顶点 。 

例 1 在 如 图 1 所 示 的 有 序 根 树 的 顶点 的 旁边 ， 显 示 了 通用 地 址 系统 的 标记 。 这 些 标 记 的 
字典 顺序 是 

O01 la 

<3.1.2.3<3.1.2.4<3.1.3<32<4<Z41<5<5l<Zll<52<53 qd 





3.1.2.1 | 3.1.23 | 
3 3.1.2.4 


图 1 有 序 根 树 的 通用 地 址 系统 


11.3.3 遍历 算法 

系统 地 访问 有 序 根 树 每 个 顶点 的 过 程 称 为 遍历 算法 。 下 面 描述 三 个 最 常用 的 算法 : 前 序 遍 
历 、 中 序 亿 历 和 后 序 踪 历 。 这 些 算法 都 可 以 递归 地 定义 。 首 先 定义 前 序 遍 历 。 

定义 设 丁 是 带 根 r 的 有 序 根 树 。 若 工 只 包含 r， 则 7 是 工 的 前 序 遍 历 。 和 否则， 假定 
Ti， T,, …，T, 是 工 的 以 r 为 根 的 从 左 向 右 的 子 树 。 前 序 遍 历 首先 访问 r。 它 接着 以 前 序 来 遍 
历 也 ， 然后 以 前 序 来 遍历 Ta 以 此 类 人 推 ， 直到 以 前 序 遍 历 为 让 

读者 应 当 验 证 ， 有 序 根 树 的 前 序 遍 历 给 出 了 与 利用 通用 地 址 系统 所 得 出 的 顺序 相同 的 顶点 
顺序 。 图 2 说 明 如 何 执行 前 序 遍 历 。 

例 2 说明 前 序 遍 历 。 

例 2 前 序 遍 历 以 什么 顺序 访问 图 3 所 示 的 有 序 根 树 中 的 顶点 ? 

解 工 的 前 序 遍 历 的 步骤 如 图 4 所 示 。 这 样 以 前 序 来 遍历 T， 首 先 列 出 根 a， 接 着 依次 是 带 se 辐 
根 5 的 子 树 的 前 序列 表 ， 带 根 的 子 树 ( 它 只 有 c) 的 前 序列 表 和 带 根 a 的 子 树 的 前 序列 表 。 





658 第 11 章 





步骤 2: 步骤 3: 步骤 mr+1: 
前 序 访 问 m 前 序 访问 7 前 序 访问 7 


图 2 前 序 遍 历 图 3 有 序 根 树 工 








前 序 遍历 : 访问 根 ， 从 左 
至 右 访 问 子 树 
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4 工 的 前 序 遍 历 
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带 根 5 的 子 树 的 前 序列 表 首先 列 出 8， 然后 以 前 序列 出 带 根 e 的 子 树 的 项 点， 然后 以 前 序 
列 出 带 根 f 的 子 树 ( 它 只 有 的 顶点 。 带 根 4 的 子 树 的 前 序列 表 首 先 列 出 4， 接着 是 带 根 g 的 
子 树 的 前 序列 表 ， 接 着 是 带 根 有 的 子 树 ( 它 只 有 Ah)， 接 着 是 带 根 i 的 子 树 ( 它 只 有 他 。 

带 根 。 的 子 树 的 前 序列 表 首 先 列 出 e， 接 着 是 带 根 7 的 子 树 ( 它 只 有 力 的 前 序列 表 ， 接 着 是 
带 根 丰 的 子 树 的 前 序列 表 。 带 根 g 的 子 树 的 前 序列 表 是 g 接着 1， 接着 是 m。 带 根 & 的 子 树 的 
前 序列 表 是 &，?z，o，z。 所 以 ，T 的 前 序 遍 历 是 a, 6b, e, j,k, n, 0, p, f, c,d, g, 1, 


ms, h, i | 
现在 将 定义 中 序 遍历 。 
设 丁 是 带 根 r 的 有 序 根 树 。 若 全 只 包含 r"， 则 7 是 本 的 中 序 人 遍历。 否则， 假定 
Tis Tss wy ST 中 以 7 为 根 的 从 左 向 右 的 子 树 。 中 序 遍 历 首 先 以 中 序 来 遍历 Ti， 然 后 访 


问 ~。 它 接着 以 中 序 来 遍历 Ts ， 中 序 遍 历 Ti ， 以 此 类 推 ， 直 到 以 中 序 遍 历 了 也, 为止。 
图 5 说 明 如 何 执行 中 序 遍 历 。 例 3 说 明 对 一 棵 特定 的 树 ， 如 何 执行 中 序 遍 历 。 


步骤 2: 访问 r 
中 序 遍历 






步骤 1: 步骤 3: 步骤 n+1: 
中 序 访问 中 序 访 问 也 中 序 访问 7 
图 5 中 序 遍 历 


例 3 中 序 遍 历 以 什么 顺序 访问 图 3 所 示 的 有 序 根 树 工 中 的 顶点 ? 

解 工 的 中 序 遍 历 的 步骤 显示 在 图 6 中 。 中 序 遍 历 首先 是 带 根 2 的 子 树 的 中 序 遍 历 ， 然 后 是 
根 a、 带 根 c 的 子 树 ( 它 只 有 c) 的 中 序列 表 和 带 根 a 的 子 树 的 中 序列 表 。 

带 根 2 的 子 树 的 中 序列 表 ， 首 先是 带 根 e 的 子 树 的 中 序列 表 ， 然 后 是 根 5， 以 及 根 记 带 根 
d 的 子 树 的 中 序列 表 ， 首 先是 带 根 g 的 子 树 的 中 序列 表 ， 接 着 是 根 4， 接 着 是 根 h， 接 着 是 
根 i。 

带 根 e 的 子 树 的 中 序列 表 是 ;， 接 着 是 根 。， 接 着 是 带 根 的 子 树 的 中 序列 表 。 带 根 g 的 子 
树 的 中 序列 表 是 :1，g，m。 带 根 的 子 树 的 中 序列 表 是 nx, k，o，p。 所 以 ， 这 个 有 根 树 的 中 序 





遍历 是 j, e, n, k, o, p, b, f, a,c, ll, g, m, d, h, i。 | 
现在 定义 后 序 遍 历 。 

图 设 丁 是 带 根 r 的 有 序 根 树 。 若 本 只 包含 r， 则 rr 是 本 的 后 序 遍 历 。 否则， 假定 

TI，T,，…，T, 是 本 中 以 r 为 根 的 从 左 向 右 的 子 树 。 后 序 遍 历 首 先 以 后 序 来 遍历 全， 然后 以 


后 序 来 遍历 Ti …… 然 后 以 后 序 来 遍历 T,， 最 后 访问 r。 

图 7 说 明 后 序 遍 历 是 如 何 执行 的 。 例 4 说 明 后 序 遍 历 如 何 工 作 。 

例 4 后 序 遍 历 以 什么 顺序 访问 图 3 所 示 的 有 序 根 树 工 中 的 顶点 ? 

解 工 的 后 序 遍 历 的 步骤 显示 在 图 8 里 。 后 序 遍 历 首 先是 带 根 的 子 树 的 后 序 遍 历 ， 然 后 
是 带 根 c 的 子 树 ( 它 只 有 c) 的 后 序 遍 历 ， 带 根 4 的 子 树 的 后 序 遍 历 ， 接 着 是 根 a。 

带 根 的 子 树 的 后 序 遍 历 首 先是 带 根 e 的 子 树 的 后 序 遍 历 ， 接 着 是 根 f/， 接 着 是 根 5。 带 根 
d 的 子 树 的 后 序 遍 历 首 先是 带 根 g 的 子 树 的 后 序 遍 历 ， 接 着 是 根 h， 接 着 是 根 ;1， 接 着 是 根 4 。 

带 根 e 的 子 树 的 后 序 遍 历 是 根 i， 接 着 是 带 根 的 子 树 的 后 序 遍 历 ， 接 着 是 根 e。 带 根 g 的 
子 树 的 后 序 遍历 是 i，m，g。 带 根 率 的 子 树 的 后 序 遍 历 是 xn，o，p， 有 。 因 此 ， 有 根 树 了 的 后 序 
遍历 是 而 | 现款 0 1D 人 炉 才 5 Bes BD ,hy Tds | 
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中 序 遍 历 : 访问 最 左 子 树 ， 
访问 根 ， 从 左 至 右 访问 其 
他 子 树 





~ 
AN 
六 
六 
S 


写 点 天 | 大 6 4 
ee © ©® ©® e@ ® 


@ oo 
六 
@ 忆 


图 6 工 的 中 序 遍 历 
/ ”步骤 n+1: 访问 7 





步骤 1: 步骤 2: 步骤 n: 
后 序 访问 TI ”后 序 访问 72 后 序 访问 
图 7 后 序 遍 历 


有 些 简 易 的 方法 以 前 序 、 中 序 和 后 序 来 列 出 有 序 根 树 的 顶点 。 首 先 从 根 开始 ， 沿 着 边 移动 ， 
围绕 有 序 根 树 画 一 条 曲线 ， 如 图 9 所 示 。 可 以 按照 前 序列 出 顶点 : 当 曲 线 第 一 次 经 过 一 个 顶点 
时 ， 就 列 出 这 个 顶点 。 可 以 按照 中 序列 出 顶点 : 当 曲 线 第 一 次 经 过 一 个 树叶 时 ， 就 列 出 这 个 树 
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叶 ， 当 曲线 第 二 次 经 过 一 个 内 点 时 就 列 出 这 个 内 点 。 可 以 按照 后 序列 出 顶点 : 当 曲 线 最 后 一 次 
经 过 一 个 顶点 而 返回 这 个 顶点 的 父母 时 ， 就 列 出 这 个 顶点 。 当 在 图 9 中 的 有 根 树 这 样 做 时 ， 结 果 是 
前 序 遍 历 给 出 a, b, d, h, e, i, j, c, f, g, k; 中 序 遍 历 给 出 h, d, b, i, e, j, a, f, c, &, 
8; 后 序 遍 历 给 出 h, d, i, j, e, b, f» k, g, c, a。 

这 些 以 前 序 、 中 序 和 后 序 来 遍历 有 序 根 树 的 算法 ， 最 容易 用 递归 来 表示 。 


后 序 遍历 : 从 左 至 右 
访问 子 树 ,访问 根 


@N 








| 
© © 0 0 ee eeee ee ee ee ©。 9 
图 8 工 的 后 序 遍 历 

算法 1 前 序 遍历 

procedure preorder(T: 有 序 根 树 ) 

r :一 工 的 根 

列 出 > 

for 从 左 到 右 的 7 的 每 个 孩子 c 

Tl(c) :一 以 c 为 根 的 子 树 








preorder( T(c)) 
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图 9 以 前 序 、 中 序 和 后 序 来 遍历 有 序 根 树 的 快捷 方法 





算法 2 中 序 遍 历 
procedure inorder(T:， 有 序 根 树 ) 
r :二 全 的 根 
站 rv 是 树叶 then 列 出 + 
else 
2 :二 从 左 到 右 的 7 的 第 一 个 孩子 
T(D :二 以 1 为 根 的 子 树 
inorder( T(71)) 
列 出 > 
for 除 /外 从 左 到 右 的 x 的 每 个 孩子 c 
T(c) :一 以 < 为 根 的 子 树 
inorder(T(c)) 














算法 3 后 序 遍 历 

procedure postorder(T: 有 序 根 树 ) 

r :一 T 的 根 

for 从 左 到 右 的 > 的 每 个 孩子 c 
T(c) :一 以 c 为 根 的 子 树 
postorder( T(c)) 

列 出 > 








注意 ， 当 规定 了 每 个 顶点 的 孩子 数 时 ， 有 序 根 树 的 前 序 遍 历 和 后 序 遍 历 都 编码 了 有 序 根 数 
的 结构 。 也 就 是 说 ， 当 指定 树 的 前 序 遍 历 或 者 后 序 遍 历 所 生成 的 顶点 列表 和 每 个 顶点 的 孩子 数 
目 时 ， 有 序 根 树 是 唯一 确定 的 (见习 题 26 和 27)。 特 别 地 ， 前 序 遍 历 和 后 序 遍 历 都 编码 了 有 序 
m 叉 树 的 结构 。 然 而 ， 当 不 规定 每 个 顶点 的 孩子 数 时 ， 前 序 遍 历 和 后 序 遍 历 都 没有 编码 有 序 根 
树 的 结构 (见习 题 28 和 29) 。 


11.3.4 中 缀 、 前 缀 和 后 缀 记 法 

可 以 用 有 序 树 来 表示 复杂 的 表达 式 ， 比 如 复合 命题 、 集 合 的 组 合 ， 以 及 算术 表达 式 。 例 
如 ， 考 虑 由 运算 十 (加 )、 一 ( 减 )、* ( 乘 ) 、/( 除 )、 人 〈 寡 ) 所 组 成 的 算术 表达 式 的 表示 。 我 们 
将 用 括号 来 说 明 运 算 次 序 。 有 序 根 树 可 以 用 来 表示 这 样 的 表达 式 ， 其 中 内 点 表示 运算 ， 树 叶 表 
示 变 量 或 数字 。 每 个 运算 都 作用 在 它 的 左 子 树 和 右 子 树 上 (以 此 顺序 ) 。 

例 5 表示 表达 式 ((z 十 y)^ 2) 十 ((x 一 4)/3) 的 有 序 根 树 是 什么 ? 


解 ” 这 个 表达 式 的 二 又 树 可 以 自 底 向 上 来 构造 。 首 先 ， 构造 表达 式 z 十 y 的 子 树 ， 然 后 ， 
加 入 这 个 子 树 作为 表示 (zx 十 y)^ 2 的 更 大 子 树 的 一 部 分 。 同 样 ， 构 造 表 达 式 x 一 4 的 子 树 ， 然 
后 ， 加 入 这 个 子 树 到 表示 (zx 一 4)/3 的 子 树 中 。 最 后 ， 组 合 表 示 (Cz 十 y) 个 2 与 (z 一 4)/3 的 子 树 
来 形成 表示 ((zx 十 y)^2) 十 ((zx 一 4)/3) 的 有 序 根 树 。 这 些 步骤 显示 在 图 10 中 。 q 





10 表示 ((z 十 y) 个 2) 十 ((z 一 4)V3) 的 二 又 树 


对 表示 一 个 表达 式 的 二 叉 树 进行 中 序 遍 历 ， 产 生 原 来 的 表达 式 ， 其 中 元 素 和 运算 都 是 按 原 
有 的 次 序 出 现 ， 例 外 的 是 一 元 运算 ， 它 们 紧 随 运算 对 象 。 例 如 ， 图 11 中 的 二 叉 树 分 别 表示 表 
达 式 (z 十 y)/Cz 十 3)、(z 十 (yz)) 十 3 和 xz 十 (CCz 十 3))， 对 它们 的 中 序 遍 历 都 得 出 中 缀 表达 
式 xz 十 y/z 十 3。 为 了 让 这 样 的 表达 式 无 二 义 性 ， 当 遇 到 运算 时 ， 就 有 必要 在 中 序 遍 历 里 包含 括 
号 。 以 这 种 方式 获得 的 带 完整 括号 的 表达 式 称 为 中 缀 形式 。 


沸 + 
pe + 3 x / 
Fe ‘ 从 / 

x y x 3 》 x x \ 
图 11 表示 (x 十 y)/(z 十 3)、(z 十 (y/ZX)) 十 3 和 Zz 十 (y/(z 十 3)) 的 有 根 树 


当 以 前 序 遍 历 表 达 式 的 有 根 树 时 ， 就 获得 它 的 前 缀 形式 。 写 成 前 缀 形式 的 表达 式 称 为 波兰 
记 法 ， 它 的 名 字 来 源 于 逻辑 学 家 扬 ， 武 卡 谢 维 奇 。 用 前 级 记 法 表示 的 表达 式 ( 其 中 每 个 运算 都 
有 规定 的 运算 对 象 数 ) 都 是 无 二 义 性 的 ， 所 以 在 这 样 的 表达 式 中 不 需要 括号 。 对 这 个 事实 的 验 
证 留 给 读者 作为 练习 。 

例 6 (Cz 十 y)^2) 十 ((zx 一 4)/3) 的 前 缀 形式 是 什么 ? 

解 ”通过 遍历 图 11 所 示 的 表示 这 个 表达 式 的 二 义 树 ， 就 可 以 获得 它 的 前 级 形式 。 这 样 就 
产 符 上 和 怕 丰 32/ 二 包 玫 时 a 

在 表达 式 的 前 缀 形式 里 ， 二 元 运算 符 ( 比 如 十 ) 在 它 的 两 个 运算 对 象 之 前 。 因 此 ， 可 以 从 右 
向 左 地 求 前 级 形式 的 表达 式 的 值 。 当 遇 到 一 个 运算 符 时 ， 就 对 在 这 个 运算 对 象 右 边 紧 接 着 的 两 
个 运算 对 象 来 执行 相应 的 运算 。 另 外 ， 当 一 个 运算 执行 时 ， 就 认为 结果 是 新 的 运算 对 象 。 

例 7 前 级 表达 式 十 一 * 235/f+234 的 值 是 什么 ? 

解 ”如 图 12 所 示 ， 用 从 右 向 左 的 步 又 求 这 个 表达 式 的 值 ， 并 用 右边 的 运算 对 象 来 执行 运 
算 。 这 个 表达 式 的 值 是 3。 4 

通过 以 后 序 人 遍历 表达 式 的 二 叉 树 ， 就 可 以 获得 它 的 后 缀 形式 。 写 成 后 缀 形式 的 表达 式 称 为 
逆 波 兰 记 法 。 用 道 波 兰 记 法 表示 的 表达 式 都 是 无 二 义 性 的 ， 所 以 不 需要 括号 。 对 这 个 事实 的 验 内 办 
证 留 给 读者 。 在 20 世纪 70 年 代 和 80 年 代 ， 逆 波兰 记 法 在 电子 计算 器 中 广泛 使 用 。 
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例 8 ((z 十 y) 和 2) 十 ((zx 一 4)/3) 的 后 缀 形式 是 什么 ? 

解 ” 这 个 表达 式 的 后 缀 形式 是 这 样 获得 的 ， 执行 图 10 所 示 的 表示 二 叉 树 的 后 序 遍 历 ， 这 
样 就 产生 后 缀 表达 式 zy 十 2 个 x 4 一 3 /十 。 S| 

在 表达 式 的 后 缀 形式 里 ， 二 元 运算 都 是 在 它 的 两 个 运算 对 象 之 后 。 所 以 ,为 了 从 一 个 表达 
式 的 后 缀 形式 求 它 的 值 ， 就 从 左 向 右 地 进行 ， 当 一 个 运算 符 后 面 跟着 两 个 运算 对 象 时 ， 就 执行 
这 个 运算 。 在 一 个 运算 执行 之 后 ， 这 个 运算 的 结果 就 成 为 一 个 新 的 运算 对 象 。 

例 9 后 缀 表达 式 7 2 3 * 一 4 个 93/ 十 的 值 是 什么 ? 

解 ”如 图 13 所 示 ， 求 这 个 表达 式 的 值 所 用 的 步骤 是 这 样 的 : 从 左边 开始 ， 当 两 个 运算 对 


象 后 面 接着 一 个 运算 符 时 ， 就 执行 这 个 运算 。 这 个 表达 式 的 值 是 4。 4 
人 Wi 入 是 
aa EE 
2 2*3=6 

oem 8 了 
十 未 "分 二 和 J 4 7 看 TT 9. 1 + 
8/4=2 ye 
录 二 二 训 家 1 人 下 辽 ji 
| 
2#3=:6 14=1 
2 1 3 ¥%¥ 症 
| eo 
6=5=1 9/3=3 
小 站 多 i 纪 主 
| 证 
L423 1+3=4 
表达 式 的 值 : 3 表达 式 的 值 : 4 
图 12 求 一 个 前 缀 表达 式 的 值 图 13 求 一 个 后 缀 表达 式 的 值 


有 根 树 可 以 用 来 表示 其 他 类 型 的 表达 式 ， 比 如 表示 复合 命题 、 集 合 组 合 的 表达 式 。 在 这 些 
例子 里 会 出 现 如 命题 否定 这 样 的 一 元 运算 符 。 为 了 表示 这 样 的 运算 符 及 其 运算 对 象 ， 就 用 项 点 
表示 运算 符 并 且 用 这 个 顶点 的 孩子 表示 运算 对 象 。 

例 10 求 表示 复合 命题 (4(p 人 gq))**> (mpV -9) 的 有 序 根 树 。 然 后 用 这 个 有 根 树 求 这 个 表 
达 式 的 前 级 、 后 级 和 中 缀 形式 。 

We | 解 ” 这 个 复合 命题 的 有 序 根 树 是 自 底 向 上 地 构造 的 。 首先 ， 构 造 4p 和 -9 的 子 树 (其 中 把 

5 当做 一 元 运算 符 ) 。 另 外 ， 构 造 pq 的 子 树 。 然 后 构造 4CpAq) 和 (Hp)V (9) 的 子 树 。 最 
后 ， 用 这 两 个 子 树 来 构造 最 终 的 有 根 树 。 这 个 过 程 的 步骤 显示 在 图 14 中 。 





图 14 构造 一 个 复合 命题 的 有 根 树 
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求 表 达 式 的 前 级 、 后 级 和 中 缀 形式 : 分 别 以 前 序 、 后 序 和 中 序 来 遍历 这 个 有 根 树 ( 包 
含 插 号 )。 这 些 人 遍历 分 别 给 出 人 pqV -pq、pqgA-Ipig4V 人 和 (pAg))3 (9p)V 
(9))。 本 

因为 前 缀 表达 式 和 后 缀 表达 式 都 是 无 二 义 性 的 ， 而 且 不 用 来 回 扫描 就 容易 求 出 它们 的 值 ， 
所 以 它们 在 计算 机 科学 里 大 量 使 用 。 这 样 的 表达 式 对 编译 器 的 构造 是 特别 有 用 的 。 


练习 

在 练习 1 一 3 中 ， 对 给 定 的 有 序 根 树 构 造 通用 地 址 系统 。 然 后 利用 这 个 通用 地 址 系统 用 项 点 的 标记 的 
字典 顺序 来 排序 顶点 。 
1, 2. 3, 


4. 假定 在 有 序 根 树 工 中 顶点 v 的 地 址 是 3. 4. 5. 2. 4。 
a)v 是 在 哪 一 层 ? 
b)v 的 父母 的 地 址 是 什么 ? 
cz 的 兄弟 最 少 有 多 少 ? 
d) 车 v 具 有 这 个 地 址 ， 那 么 在 里 最 少 可 能 有 多 少 个 顶点 ? 
e) 求 其 他 必然 出 现 的 地 址 。 
5. 假定 在 有 序 根 树 工 中 ， 地 址 最 大 的 顶点 的 地 址 是 2. 3. 4. 3. 1。 是 否 有 可 能 确定 工 中 的 顶点 数 ? 
6. 有 序 根 树 的 树叶 能 否 具有 下 面 的 通用 地 址 表 ? 若 能 ， 则 构造 出 这 样 的 有 序 根 树 。 
i 
LL 


eal 


扬 . 武 卡 谢 维 育 (Jan Lukasiewicz，1878 一 1956) ” 武 卡 谢 维 奇 出 生 在 勒 沃 的 一 个 
说 波兰 语 的 家 庭 。 在 他 出 生 时 ， 勒 沃 还 是 奥地利 的 一 部 分 ， 现 在 则 属于 乌克兰 。 他 的 
父亲 是 奥地利 军队 的 上 尉 。 武 卡 谢 维 奇 上 高 中 时 开始 对 数学 感 兴趣 。 他 在 勤 沃 大 学 的 
本 科 和 研究 生 阶段 兼 修 数学 和 哲学 。 在 读 完 博 士 后 ， 武 卡 谢 维 奇 留 校 当 了 讲师 ， 并 在 
1911 年 被 提拔 为 教授 。1915 年 当 华沙 大 学 作为 波兰 的 大 学 重新 开办 学 时 ， 武 卡 谢 维 
奇 应 邀 加 入 。1919 年 他 担任 波兰 教育 大 臣 。 从 1920 年 到 1939 年 ， 他 重 返 华沙 大 学 担 
任教 授 ， 并 曾 两 度 任 这 所 大 学 的 校长 。 

武 卡 谢 维 奇 是 著名 的 逻辑 学 华沙 学 派 的 共同 发 起 人 之 一 。1928 年 ， 他 出 版 了 著名 的 教材 4 数理 逻辑 
基础 》(Elements of Mathematical Logic) 。 在 他 的 影响 下 ， 数 理 逻 辑 在 波兰 成 为 数学 和 科学 专业 本 科 生 的 
必修 课程 。 他 的 讲座 独 具 个 人 魅力 ， 其 至 吸引 了 人 文学 科 的 学 生 。 

武 卡 谢 维 奇 和 他 的 妻子 在 第 二 次 世界 大 战 期 间 遭 受 了 极 大 的 迫害 ， 这 些 都 在 他 死 后 出 版 的 自传 中 有 
所 记载 。 战 后 ， 他 们 在 比利时 过 着 流放 生活 。 幸 运 的 是 ，1949 年 他 获得 在 都 柏林 的 爱尔兰 皇家 科学 院 的 
职务 。 

武 卡 谢 维 奇 一 生 都 致力 于 数理 逻辑 的 研究 。 他 关于 三 值 逻 辑 的 研究 是 对 这 个 领域 的 重要 贡献 。 不 过 ， 
在 数学 和 计算 机 科学 界 他 最 为 著名 的 ， 是 他 引入 了 无 括号 记 法 ， 现今 称 为 波兰 记 法 。 
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SP Um 2 
在 练习 7 一 9 中 ， 确 定 前 序 遍历 访问 所 给 的 有 序 根 树 的 顶点 的 顺序 。 





使 用 中 序 遍 历 ， 以 什么 顺序 访问 练习 7 中 有 序 根 树 的 顶点 ? 
使 用 中 序 遍 历 ， 以 什么 顺序 访问 练习 8 中 有 序 根 树 的 顶点 ? 
使 用 中 序 遍 历 ， 以 什么 顺序 访问 练习 9 中 有 序 根 树 的 顶点 ? 
使 用 后 序 遍 历 ， 以 什么 顺序 访问 练习 7 中 有 序 根 树 的 顶点 ? 
使 用 后 序 遍 历 ， 以 什么 顺序 访问 练习 8 中 有 序 根 树 的 顶点 ? 
使 用 后 序 遍 历 ， 以 什么 顺序 访问 练习 9 中 有 序 根 树 的 顶点 ? 
用 二 叉 树 来 表示 表达 式 ((zx 十 2) 和 3) x (y 一 (3 十 zx)) 一 5。 表 示 方 式 应 采用 : 


a) 前 级 记 法 b) 后 级 记 法 ©) 中 缀 记 法 

用 二 又 树 来 表示 表达 式 (z 十 zy) 十 (z/y) 和 <z 十 ((zy 十 zx)/y) 。 表 示 方 式 应 采用 : 

a) 前 级 记 法 b) 后 级 记 法 ©) 中 缀 记 法 

用 有 序 根 树 来 表示 复合 命题 4C(pA 人 gq) 王 (pV -49) 和 (pA (qrw24p))V 49。 表 示 方 式 应 采用 : 
a) 前 级 记 法 b) 后 缀 记 法 ©) 中 缀 记 法 

用 有 序 根 树 来 表示 (Am B) 一 (AU(B 一 A)) 。 表 示 方 式 应 采用 : 

a) 前 缀 记 法 b) 后 级 记 法 ©) 中 缀 记 法 


有 多 少 种 方式 给 字符 串 ” 妃 Ag** VDm9 完全 加 上 括号 以 便 产 生 中 缀 表达 式 ? 

有 多 少 种 方式 给 字符 串 A 门 B 一 AUB 一 A 完全 加 上 括号 以 便 产生 中 缀 表达 式 ? 

画 出 下 面 用 前 级 记 法 写 出 的 每 个 算术 表达 式 所 对 应 的 有 序 根 树 。 然 后 用 中 缀 记 法 写 每 个 表达 式 。 
2) 十 # 二 一 5.3.214,. b) 个 十 2 3 一 5 1 Ox /93 十 * 24 一 76 

下 面 每 个 前 级 表达 式 的 值 是 什么 ? 

D)—*2/843 DD) 全 —*33x*425 

D 放 一 个 32 外 如 六 大 6 一 42 d) x 十 3 十 3 个 3 十 3 3 3 

下 面 每 个 后 缀 表达 式 的 值 是 什么 ? 

D521 -84+ 二 #*” bD93/5+72—% ©32#*'2153—84/*= 


构造 前 序 遍 历 为 a， b， f, c, g， h, i, d, e, j, k, 2 的 有 序 根 树 ， 其 中 a 有 4 个 孩子 ， c 有 3 个 孩 


子 , 7 有 2 个 孩子 , b 和 e 都 有 1 个 孩子 ， 所 有 其 他 顶点 都 是 树叶 。 


证 明 : 当 指 定 了 有 序 根 树 的 前 序 遍历 所 生成 的 顶点 列表 ， 并 且 指 定 了 每 个 顶点 的 孩子 数 时 ， 这 个 有 


序 根 树 是 唯一 确定 的 。 
证 明 : 当 指 定 了 有 序 根 树 的 后 序 遍 历 所 生成 的 顶点 列表 ， 并 且 指 定 了 每 个 顶点 的 孩子 数 时 ， 这 个 有 
序 根 树 是 唯一 确定 的 。 . 


证 明 : 下 图 所 示 的 两 个 有 序 根 树 的 前 序 遍 历 产生 相同 的 顶点 列表 。 注 意 这 个 结果 不 与 练习 26 的 命题 


相 矛 盾 ， 因 为 在 这 两 个 有 序 根 树 中 内 点 的 孩子 数 是 不 同 的 。 
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证 明 : 下 图 所 示 的 两 个 有 序 根 树 的 后 序 遍 历 产生 相 同 的 顶点 列表 。 注 意 这 个 结果 不 与 练习 27 里 的 命 
题 相 矛 盾 ， 因 为 在 这 两 个 有 序 根 树 中 内 点 的 孩子 数 是 不 同 的 。 


a a 


在 区 六 “ 洛 h C d bsg h 

在 符号 集合 和 二 元 运算 符 集合 上 用 前 缀 记 法 表示 的 合式 公式 是 用 下 面 的 规则 来 递归 地 定义 的 : 

D 若 开 是 符号 ， 则 z 是 用 前 缀 记 法 表示 的 合式 公式 ; 

i) 若 X 和 了 都 是 合式 公式 且 * 是 运算 符 ， 则 * XY 是 合式 公式 。 

下 列 哪些 公式 是 在 符号 {z+，y，z} 和 二 元 运算 符 集 {X ， 十 ，o} 上 的 合式 公式 ? 

a) XX 十 十 Ty 工 bozryXzxz CXo ze Ey DX+oxzzroxrzrrz 

证 明 : 在 符号 集合 和 二 元 运算 符 集合 上 用 前 缀 记 法 表示 的 任何 合式 公式 所 包含 的 符号 数 都 比 运算 符 
数 恰 好 多 一 个 。 

给 出 在 符号 集合 和 二 元 运算 符 集合 上 用 后 级 记 法 表示 的 合式 公式 的 定义 。 

给 出 在 符号 {zx，y，x} 和 二 元 运算 符 集 {十 ，X ，o} 上 带 3 个 以 上 运算 的 、 用 后 缀 记 法 表示 的 合式 公 
式 的 6 个 例子 。 

把 用 前 级 记 法 表示 的 合式 公式 的 定义 推广 到 这 样 的 符号 和 运算 符 集合 上 ， 其 中 运算 符 可 能 不 是 二 
元 的 。 


11.4 生成 树 
11.4.1 引言 


考虑 图 1a 所 示 的 简单 图 所 表示 的 缅 因 州 的 道路 系统 。 在 冬天 保持 道路 通畅 的 唯一 方式 就 


是 经 常 扫 雪 。 高 速 公 路 部 门 希望 只 扫 尽 可 能 少 的 道路 上 的 雪 ， 而 确保 总 是 存在 连接 任何 两 个 乡 
镇 的 干净 道路 。 如 何 才能 做 到 这 一 点 ? 


至 少 扫除 5 条 道路 上 的 雪 才 能 保证 在 任何 两 个 乡镇 之 间 有 一 条 通路 。 图 1b 显示 了 一 些 这 


样 的 道路 集合 。 注 意 表示 这 些 道路 的 子 图 是 树 ， 因 为 它 是 连通 的 并 且 包 含 6 个 顶点 和 5 条 边 。 


这 个 问题 是 用 包含 原来 简单 图 的 所 有 顶点 、 边 数 最 小 的 连通 子 图 来 解决 的 。 这 样 的 图 必然 


是 树 。 


设 G 是 简单 图 。G 的 生成 树 是 包含 G 的 每 个 顶点 的 G 的 子 图 。 
有 生成 树 的 简单 图 必然 是 连通 的 ， 因 为 在 生成 树 中 ， 任 何 两 个 顶点 之 间 都 有 通路 。 反 过 来 


也 是 对 的 ， 即 每 个 连通 图 都 有 生成 树 。 在 证 明 这 个 结果 之 前 将 给 出 一 个 例子 。 


例 1 找 出 图 2 所 示 的 简单 图 的 生成 树 。 
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Etmna OQldTown Etna Old Town 
a b C d 
Orono Orono 
Herman Bangor Herman/ Bangor 
Hampden Hampden e 8 
a) 一 个 道路 系统 b) 需要 除雪 的 道路 集 
图 1 图 2 简单 图 G 


解 图 G 是 连通 的 , 但 它 不 是 树 ， 因 为 它 包 含 简单 回路 。 删 除 边 {a，e)}。 这 样 就 消除 了 一 
个 简单 回路 ， 而 且 所 得 出 的 子 图 仍然 是 连通 的 并 且 仍 然 包 含 G 的 每 个 顶点 。 其 次 删除 边 {e， 了 } 
以 便 消除 第 二 个 简单 回路 。 最 后 ， 删 除 边 {(c，g} 以便 产生 一 个 没有 简单 回路 的 简单 图 。 这 个 子 
图 是 生成 树 ， 因 为 它 是 包含 G 的 每 个 顶点 的 树 。 图 3 说 明了 用 来 产生 这 个 生成 树 的 边 的 删除 


序列 。 
a b C d a b € da a b 在 d 
已 8 e 8 e 8 
¥ 法 
删除 边 : {a,e} {e,7} {c, g} 
a) b) C) 


图 3 通过 删除 形成 简单 回路 的 边 来 产生 G 的 一 个 生成 树 
图 3 所 示 的 生成 树 不 是 唯一 的 G 的 生成 树 。 例 如 ， 图 4 所 示 的 每 个 树 都 是 G 的 生成 树 。 


4 
a b 6 d a b C d 
| sm e 8 
e f 8 站 
a b C dad a b C d 
a e 8 
e 四 8 


图 4 G 的 一 些 生 成 树 

简单 图 是 连通 的 当 且 仅 当 它 有 生成 树 。 

证 首先， 假定 简单 图 G 有 生成 树 工 。 工 包含 G 的 每 个 顶点 。 另 外 ， 在 工 的 任何 两 个 顶点 
之 间 都 有 在 开 中 的 通路 。 因 为 工 是 G 的 子 图 ， 所 以 在 G 的 任何 两 个 顶点 之 间 都 有 通路 。 因 此 ， 
G 是 连通 的 。 

现在 假定 G 是 连通 的 。 若 G 不 是 树 ， 则 它 必然 包含 简单 回路 。 从 这 些 简 单 回 路 中 的 一 个 
里 删除 一 条 边 。 所 得 出 的 子 图 少 了 一 条 边 ， 但 是 仍然 包含 G 的 所 有 顶点 并 且 是 连通 的 。 这 个 子 
图 仍然 是 连通 的 ， 因 为 当 两 个 顶点 由 包含 这 条 被 删除 边 的 通路 相连 接 时 ， 它 们 被 一 条 不 包含 这 


条 边 的 通路 相连 接 。 我 们 可 以 通过 在 原来 的 通路 中 ， 在 被 删除 的 边 的 位 置 ， 插 和 一 条 带 有 被 删 
除 边 的 简单 的 回路 构造 这 样 的 通路 。 若 这 个 子 图 不 是 树 ， 则 它 有 简单 回路 ， 所 以 像 前 面 那 样 ， 
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ep 个 简单 回路 里 的 一 条 边 。 重 复 这 个 过 程 直到 没有 简单 回路 为 止 。 这 是 可 能 的 ， 因 为 在 图 

只 有 有 穷 的 边 数 。 当 没有 简单 回路 剩 下 时 ， 这 个 过 程 终 止 。 产 生 一 棵 树 ， 0 
国术 特 汉 过 。 这 棵 树 是 生成 树 ， 因 为 它 包含 G 的 每 个 顶点 。 

例 2 说 明 ， 在 数据 网 络 里 生成 树 是 重要 的 。 

例 2 IP 组 播 ” 在 网 络 互 连 协 议 (IP) 网 络 上 的 组 播 里 ， 生 成 树 起 到 重要 的 作用 。 为 了 从 源 ,ww 癌 
计算 机 发 送 数 据 到 多 个 接收 计算 机 (每 个 接收 计算 机 是 一 个 子 网 )， 可 以 分 别 发 送 数据 到 每 个 计 
算 机 。 这 种 类 型 的 网 络 称 为 单 点 广播 ， 效 率 很 低 ， 因 为 在 网 络 上 发 送 了 存 有 相同 数据 的 多 个 副 
本 。 为 了 更 有 效 地 传送 数据 到 多 个 接收 计算 机 ， 就 使 用 全 组 播 。 在 IP 组 播 里 ,一 个 计算 机 在 
网 络 上 发 送 数 据 的 单一 副本 ， 当 数据 到 达 中 间 路 由 器 时 ， 就 把 数据 分 发 到 一 个 或 更 多 的 其 他 路 
由 器 ， 以 便 接收 计算 机 都 在 它们 不 同 的 子 网 里 最 终 接收 到 这 些 数据 。( 路 由 器 是 专门 在 网 络 子 
网 之 间 分 发 卫 数 据 报 的 计算 机 。 在 组 播 时 ， 路 由 器 使 用 D 类 地 址 ， 每 个 都 表示 接收 计算 机 可 
以 加 入 的 一 个 会 话 ， 见 6. 1 节 例 17。) 

为 了 让 数据 尽 可 能 快 地 到 达 接 收 计算 机 ， 在 数据 穿 过 网 络 的 通路 里 就 不 应 当 存 在 环 路 (在 
图 论 术语 中 它们 是 回路 )。 即 ,一 旦 数据 已 经 到 达 一 个 具体 的 路 由 器 ， 数 据 就 再 也 不 应 当 返 回 
这 个 路 由 器 。 为 了 避免 环 路 ， 组 播 路 由 器 用 网 络 算法 来 构造 图 中 的 生成 树 ， 这 个 图 以 组 播 源 、 
路 由 器 和 包含 接收 计算 机 的 子 网 来 作为 顶点 ， 以 边 表示 计算 机 和 路 由 器 之 间 的 连接 。 这 个 生成 
树 的 根 就 是 组 播 源 。 包 含 接 孝 计算 机 的 子 网 就 是 这 个 树 的 树叶 (注意 不 包含 接收 计算 机 的 子 网 
都 不 包含 在 这 个 图 里 )。 图 5 说 明 这 些 内 容 。 本 

IP 网 络 组 播 生成 树 





a) b) 


口 路 由 
9 子 网 
人 带 接收 站 的 子 网 


图 5 一 个 组 播 生成 树 


11. 4.2 深度 优先 搜索 

定理 1 的 证 明 给 出 了 通过 从 简单 回路 删除 边 来 找 出 生成 树 的 算法 。 这 个 算法 是 低 效 的 ， 因 ,om 癌 
为 它 要 求 找 出 简单 回路 。 另 一 种 不 采用 删除 边 来 构造 生成 树 的 方法 是 ， 通 过 依次 添加 边 来 建立 
生成 树 。 这 里 将 给 出 基于 这 个 原理 的 两 个 算法 。 

可 以 用 深度 优先 搜索 来 建立 连通 简单 图 的 生成 树 。 我 们 将 形成 一 个 有 根 树 ， 而 这 个 生成 oo 辣 
树 将 是 这 个 有 根 树 的 基本 无 向 图 。 任 意 选 择 图 中 一 个 顶点 作为 根 。 通 过 依次 添加 边 来 形成 从 
这 个 顶点 开始 的 通路 ， 其 中 每 条 新 边 都 与 通路 上 的 最 后 一 个 顶点 以 及 还 不 在 通路 上 的 一 个 顶 
点 相关 联 。 继 续 尽 可 能 地 添加 边 到 这 条 通路 。 若 这 条 通路 经 过 图 的 所 有 顶点 ， 则 由 这 条 通路 
组 成 的 树 就 是 生成 树 。 不 过 ， 若 这 条 通路 没有 经 过 图 中 的 所 有 顶点 ， 则 必须 添加 其 他 的 顶点 


cms Ee) 
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和 边 。 退 到 通路 中 的 倒数 第 二 个 顶点 ， 若 有 可 能 ， 则 形成 从 这 个 顶点 开始 的 经 过 还 没有 访问 
过 的 顶点 的 通路 。 若 不 能 这 样 做 ， 则 后 退 到 通路 中 的 另 一 个 顶点 ， 即 在 通路 里 后 退 两 个 项 
点 ， 然 后 再 试 。 

重复 这 个 过 程 ， 从 所 访问 过 的 最 后 一 个 顶点 开始 ， 在 通路 上 一 次 后 退 一 个 顶点 ， 只 要 有 可 
能 就 形成 新 的 通路 ， 直 到 不 能 添加 更 多 的 边 为 止 。 因 为 这 个 图 有 有 穷 的 边 数 并 且 是 连通 的 ， 所 
以 这 个 过 程 以 产生 生成 树 而 告终 。 在 这 个 算法 的 一 个 阶段 上 通路 末端 的 顶点 将 是 有 根 树 中 的 树 
叶 ， 而 在 其 上 开始 构造 一 条 通路 的 顶点 将 是 内 点 。 

读者 应 当 注 意 这 个 过 程 的 递归 本 质 。 另 外 ， 注 意 若 图 中 的 顶点 是 排序 的 ， 则 当 总 是 选择 在 
该 顺序 里 可 用 的 第 一 个 顶点 时 ， 在 这 个 过 程 的 每 个 阶段 上 对 边 的 选择 就 全 都 是 确定 的 。 不 过 ， 
将 不 总 是 明显 地 对 图 的 顶点 排序 。 

深度 优先 搜索 也 称 为 回 滴 ， 因 为 这 个 算法 返回 以 前 访问 过 的 顶点 以 便 添加 边 。 例 3 说 明了 
回溯 。 

例 3 用 深度 优先 搜索 来 找 出 图 6 所 示 图 G a d i j 
的 生成 树 。 

解 图 7 显示 了 用 深度 优先 搜索 产生 G 的 生 
成 树 的 步骤 。 任 意 地 从 项 点 了 开始 。 一 条 通路 是 
这 样 建立 的 : 依次 添加 与 还 不 在 通路 上 的 顶点 相 
关联 的 边 ， 只 要 有 可 能 就 这 样 做 。 这 样 就 产生 通 
路 f/，g，h，k，ji( 注 意 也 可 能 建立 其 他 的 通路 )。 





下 一 步 ， 回 溯 到 有。 不 存在 从 开始 ， 包 含 还 没 图 6 图 G 
有 访问 过 的 顶点 的 通路 。 所 以 回溯 到 hh。 形成 通路 hh，i。 然 后 回溯 到 g， 然 后 再 回溯 到 f。 从 f 
建立 通路 /，d，e，c，a。 然 后 再 回溯 到 c 并 且 形 成 通路 c<，5。 这 样 就 产生 了 生成 树 。 4 
站 A 
Dd 





图 7 G 的 深度 优先 搜索 


一 个 图 的 深度 优先 搜索 所 选择 的 边 称 为 树 边 。 这 个 图 所 有 其 他 的 边 都 必然 连接 一 个 顶点 与 
这 个 顶点 在 树 中 的 祖先 或 后 代 。 这 些 边 都 称 为 背 边 (练习 43 要 求证 明 这 个 事实 )。 

例 4 图 8 中 突出 了 从 顶点 了 开始 的 深度 优 a d i j 
先 搜索 所 找到 的 树 边 ， 用 粗 线 显示 这 些 树 边 。 用 
细 黑 线 显示 背 边 (e， 亡 和 (太刀 ) 。 4 

我 们 已 经 解释 了 如 何 用 深度 优先 搜索 来 求 图 
的 生成 树 。 但 是 ， 迄 今 为 止 的 讨论 还 没有 指出 深 
度 优 先 搜索 的 递归 本 质 。 为 了 和 弄 清楚 深度 优先 搜 
索 的 递归 本 质 ， 需 要 几 个 术语 。 当 执行 深度 优先 
搜索 的 步骤 时 ， 当 把 顶点 加 入 树 时 说 从 顶点 ”图 8 例 4 中 深度 优先 搜索 的 树 边 和 背 边 
开始 探索 ， 当 最 后 一 次 回溯 回 到 时 说 从 顶点 " 结束 探索 。 理 解 算法 的 递归 本 质 所 需要 的 关键 
事实 是 ， 当 加 入 连接 顶点 v 到 顶点 w 的 边 时 ,在 回 到 wv 完成 从 wv 的 探索 之 前 就 结束 了 从 色 
的 探索 。 
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算法 1 构造 了 带 顶 点 ，…，w 的 图 G 的 生成 树 ， 首 先 选择 顶点 ww 作为 树 根 。 开 始 时 令 
开 是 只 有 这 一 个 顶点 的 树 。 在 每 个 步 又 ， 加 入 一 个 新 顶点 到 工 以 及 从 已 在 工 中 的 一 个 顶点 到 
这 个 新 顶点 的 一 条 边 ， 并 且 从 这 个 新 顶点 开始 探索 。 注 意 当 算法 完成 时 ， 工 没有 简单 回路 ， 因 
为 没有 加 入 连接 两 个 已 在 树 中 的 顶点 的 边 。 另 外 ， 工 在 构造 时 保持 连通 (用 数学 归纳 法 可 以 轻 
而 易 举 地 证 明 最 后 这 两 个 事实 )。 由 于 G 是 连通 的 ， 所 以 G 的 每 个 顶点 都 被 算法 访问 到 并 加 入 
到 树 中 (读者 可 以 验证 ) 。 因 此 了 是 CG 的 生成 树 。 





算法 1 深度 优先 搜索 
procedure DFS(G: 带 顶 点 vw ，…，w, 的 连通 图 ) 
T: 二 只 包含 顶点 wi 的 树 
visit(vw ) 
procedure visit(v; G 的 顶点 ) 
for 与 v 相 邻 并 且 还 不 在 T 中 的 每 个 顶点 ww 
加 入 顶点 多 和 边 {v，w} 到 工 


Visit(w) 











现在 分 析 深 度 优先 搜索 算法 的 计算 复杂 度 。 关 键 事 实 是 对 于 每 个 顶点 v 来 说 ， 当 在 搜索 中 
首次 遇 到 顶点 vv 时， 就 调用 过 程 visit(v) 并 且 以 后 不 再 调用 这 个 过 程 。 假 设 G 的 邻接 表 是 可 用 
的 (参见 10. 3 节 )， 那 么 求 出 与 v 相 邻 的 顶点 不 需要 任何 计算 。 当 遵循 算法 的 步骤 时 ， 至 多 检 
查 每 条 边 两 次 以 确定 是 否 加 入 这 条 边 及 其 一 个 端点 到 树 中 。 因 此 ， 过 程 DFS 用 OC(e) 或 On) 
个 步骤 来 构造 一 个 生成 树 ， 其 中 e 和 分别 是 G 的 边 数 和 顶点 数 。( 注 意 一 个 步骤 包括 : 检查 
一 个 顶点 是 否 已 在 正在 构造 的 树 中 ， 如 果 这 个 顶点 还 不 在 树 中 ， 则 加 入 这 个 顶点 和 对 应 的 边 。 
还 利用 了 不 等 式 e<n(n 一 1)/2， 对 于 任意 简单 图 来 说 这 个 不 等 式 都 成 立 。) 

深度 优先 搜索 可 以 作为 解决 许多 不 同 问题 的 算法 的 基础 。 例 如 ， 可 以 用 来 求 图 中 的 通路 和 
回路 、 求 图 的 连通 分 支 ， 并 且 可 以 用 来 求 连通 图 的 割 点 。 将 要 看 到 ， 深 度 优先 搜索 是 用 来 搜索 
计算 困难 问题 的 解 的 回溯 技术 的 基础 (参见 LGrYe05]、LMa89] 和 [CoLeRiSt09] 对 基于 深度 优先 
搜索 算法 的 讨论 ) 。 


11.4.3 “宽度 优先 搜索 

也 可 以 通过 使 用 宽度 优先 搜索 来 产生 简单 图 的 生成 树 。 同 样 ， 将 构造 一 个 有 根 树 ， 而 这 个 
有 根 树 的 基本 无 向 图 就 形成 了 生成 树 。 从 图 的 顶点 中 任意 地 选择 一 个 根 。 然 后 添加 与 这 个 顶点 
相关 联 的 所 有 边 。 在 这 个 阶段 所 添加 的 新 顶点 成 为 生成 树 在 第 1 层 上 的 顶点 。 将 新 顶点 任意 排 
序 。 下 一 步 ， 按 顺序 访问 第 1 层 上 的 每 个 顶点 ， 只 要 不 产生 简单 回路 ， 就 将 与 这 个 顶点 相关 联 的 
每 条 边 添 加 到 树 中 。 任 意 排序 第 一 层 的 每 个 顶点 的 孩子 。 这 样 就 产生 了 树 在 第 2 层 上 的 顶点 。 遵 
循 相同 的 过 程 ， 直 到 已 经 添加 了 树 中 的 所 有 顶点 。 因 为 在 图 中 的 边 数 是 有 限 的 ， 所 以 这 个 过 程 
会 终止 。 在 产生 了 包含 图 中 每 一 个 顶点 的 树 之 后 ， 生 成 树 也 就 产生 
了 。 例 5 给 出 了 宽度 优先 搜索 的 一 个 例子 。 

例 5 用 宽度 优先 搜索 来 找 出 图 9 所 示 的 图 的 生成 树 。 

解 ”图 10 显 示 了 宽度 优先 搜索 过 程 的 各 步骤 。 选 择 顶点 e 作 为 “ 
根 。 然 后 添加 与 e 相 关联 的 所 有 边 ， 所 以 添加 了 从 e 到 5、d、f 和 i 的 
边 。 这 4 个 顶点 都 是 在 树 的 第 1 层 上 。 下 一 步 ， 添加 从 第 1 层 上 的 顶 
点 到 还 不 在 树 上 的 相 邻 顶点 的 边 。 因 此 ， 添 加 从 5 到 a 和 c 的 边 ， 从 d 
到 有 ， 从 f 到 ij 和 g， 以 及 从 i 到 的 边 。 新 顶点 a、c、h、j、g 和 
都 是 在 第 2 层 上 。 下 一 步 ， 添 加 从 这 些 顶 点 到 还 不 在 树 上 的 相 邻 顶点 
的 边 。 这 样 就 添加 从 g 到 7 以 及 从 有 到 产 的 边 。 本 
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图 10 G 的 宽度 优先 搜索 


算法 2 的 伪 码 描述 了 宽度 优先 搜索 。 在 这 个 算法 中 ,假设 连通 图 G 的 顶点 排序 为 ww ，…， 
v,。 在 算法 中 ,我们 用 “处 理 ” 来 描述 这 个 过 程 :只 要 还 没有 产生 简单 回路 ， 就 加 入 与 正在 处 理 
的 当前 顶点 相 邻 的 新 顶点 和 对 应 的 边 到 树 中 。 


算法 2 宽度 优先 搜索 
procedure BFS(G: 带 顶 点 ww， …，w, 的 连通 图 ) 
了 :一 只 包含 顶点 ww 的 树 
L :一 空 表 
把 ww 放 入 尚未 处 理 顶 点 的 表 工 中 
while 工 非 空 

册 除 工 中 第 一 个 顶点 v 

for v 的 每 个 邻居 多 

这 w 既 不 在 工 中 也 不 在 工 中 then 
加 入 w 到 表 的 末尾 


加 入 志和 边 {(v，w} 到 工 


现在 分 析 宽度 优先 搜索 的 计算 复杂 度 。 对 于 图 中 的 每 个 顶点 v 来 说 ,检查 所 有 与 v 相 邻 的 顶点 
并 加 入 每 个 尚未 访问 过 的 顶点 到 树 工 中 。 假 设 图 的 邻接 表 是 可 用 的 ， 确 定 哪 些 顶点 与 给 定 顶点 相 邻 
就 不 需要 任何 计算 。 如 同 在 深度 优先 搜索 算法 的 分 析 中 那样 ， 我 们 检查 每 条 边 至 多 两 次 来 确定 是 否 
应 当 加 入 这 条 边 及 其 尚未 在 树 中 的 端点 。 所 以 宽度 优先 搜索 算法 使 用 OCe) 或 OC ) 个 步骤 。 

宽度 优先 搜索 是 图 论 中 最 有 用 的 算法 之 一 。 特 别 是 ， 它 可 以 作为 求解 各 种 问题 的 算法 的 基 
础 。 例 如 : 求 图 的 连通 分 支 的 算法 、 判 断 图 是 否 是 二 分 图 的 算法 以 及 求 图 中 两 个 顶点 之 间 具 有 
最 少 边 数 的 通路 的 算法 ， 这 些 算法 都 可 以 使 用 宽度 优先 搜索 进行 构造 。 


11.4.4 回溯 的 应 用 

有 些 问 题 只 能 通过 执行 对 所 有 可 行 解 的 穷 举 搜索 来 解决 。 系 统 地 搜索 出 一 个 解 的 一 种 方式 
是 使 用 决策 树 ， 其 中 每 个 内 点 都 表示 一 次 决策 ， 而 每 个 树叶 都 表示 一 个 可 行 解 。 为 了 通过 回 淹 
来 求 出 一 个 解 ， 首 先 尽 可 能 地 做 出 一 系列 决策 来 尝试 得 出 一 个 解 。 可 以 用 决策 树 里 的 通路 来 表 
示 决 策 序列 。 一 旦 知道 了 决策 序列 的 任何 扩展 都 不 能 得 出 解 ， 就 回溯 到 父母 顶点 并 且 若 有 可 
能 ， 则 用 另 一 个 决策 序列 来 尝试 得 出 一 个 解 。 继 续 这 个 过 程 ， 直 到 找到 一 个 解 ， 或 者 证 明 没有 
解 存在 为 止 。 例 6 到 例 8 说 明了 回溯 的 用 处 。 

例 6 图 着 色 如 何 用 回溯 来 判定 是 否 可 以 用 种 颜色 给 一 个 图 着 色 ? 

解 以 下 面 的 方式 用 回溯 来 解决 这 个 问题 。 首 先 选择 某 个 顶点 & 并且 指定 它 的 颜色 为 1。 
然后 挑选 第 二 个 项 点 5， 而 且 若 0 不 与 相 令 ， 则 指定 它 的 颜色 为 1。 否则， 指定 5 的 颜色 为 2。 
然后 来 到 第 三 个 顶点 c。 若 有 可 能 ， 则 对 < 用 颜色 1。 和 否则 若 有 可 能 ， 则 用 颜色 2。 只 有 当 颜 色 
1 和 颜色 2 都 不 能 用 时 才 使 用 颜色 3。 继 续 这 个 过 程 ， 只 要 有 可 能 就 为 每 个 新 顶点 指定 n 种 颜 
色 中 的 一 种 ,而且 总 是 使 用 表 中 第 一 种 允许 的 颜色 。 若 遇 到 不 能 用 n 种 颜色 中 任何 一 种 来 着 色 
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的 顶点 时 ， 则 回溯 到 最 后 一 次 所 指定 的 顶点 ,并 且 若 有 可 能 就 用 表 中 下 一 种 允许 的 颜色 改变 最 
后 着 色 的 顶点 的 颜色 。 若 不 可 能 改变 这 个 颜色 ， 则 再 回溯 到 更 前 面 指定 的 顶点 ， 一 次 后 退 一 
步 ， 直 到 有 可 能 改变 一 个 顶点 的 颜色 为 止 。 然 后 只 要 有 可 能 就 继续 指定 新 顶点 的 颜色 。 若 使 用 
n 种 颜色 的 着 色 存 在 ， 则 可 以 通过 回溯 来 产生 (但 是 这 个 过 程 是 极其 低 效 的 )。 

具体 地 说 ， 考 虑 用 3 种 颜色 来 着 色 图 11 所 示 的 图 。 图 11 所 示 的 树 说 明了 如 何 用 回溯 来 构 
造 3 着 色 。 在 这 个 过 程 中 ， 首 先 用 红色 ， 其 次 用 蓝 色 ， 最 后 用 绿色 。 显 然 不 用 回溯 也 可 以 求解 
这 个 简单 的 例子 ， 这 里 只 是 为 了 能 够 比较 好 地 说 明 这 项 技术 。 

a 红 


a 红 b 蓝 
e d 


a b 全 


a 红 ,b 蓝 ,c 红 ,qd 绿 a 红 ,b 蓝 ,c 绿 ,d 红 


a 红 ,b 蓝 ,c 绿 , d 红 ,e 绿 
图 11 用 回溯 给 图 着 色 


在 这 棵 树 中 ， 从 根 开 始 的 表示 指定 红色 给 a 的 最 初 的 通路 ， 导 致 < 红色、2 蓝 色 、c 红色 
而 4 绿色 的 着 色 。 当 以 这 种 方式 来 着 色 a、5、c 和 4 时 ， 就 不 可 能 用 三 种 颜色 中 的 任何 一 种 来 
着 色 e。 所 以 ， 回 溯 到 表示 这 个 着 色 的 顶点 的 父母 。 因 为 没有 其 他 颜色 可 以 用 在 & 上 ， 所 以 再 
回溯 一 层 。 然 后 改变 c 的 颜色 为 绿色 。 通 过 接着 指定 红色 给 & 和 绿色 给 <。， 就 获得 这 个 图 的 
着 色 。 4 

例 7 nn 皇后 问题 nn 皇后 问题 问 : 在 nXn 棋盘 上 如 何 放 置 n 个 皇后 ， 使 得 没有 两 个 皇后 
可 以 互相 攻击 。 如 何 用 回溯 来 解决 n 皇后 问题 ? 

解 ”为 了 解决 这 个 问题 ,必须 在 nXn 棋盘 上 找 出 n 个 位 置 ， 使 得 这 些 位 置 中 没有 两 个 皇 
后 是 在 同一 行 上 、 同 一 列 上 或 在 同一 斜 线 上 (和 斜 线 是 由 对 某 个 mr 来 说 满足 i 二 +j 王 m 或 对 某 个 
来 说 满足 i 一 三 m 的 所 有 位 置 的 (i， 丫 组 成 的 )。 将 用 回溯 来 解决 皇后 问题 。 从 空 棋盘 开始 。 
在 & 十 1 阶段 ， 尝 试 在 棋盘 上 第 十 1 列 里 放置 一 个 新 皇后 ， 其 中 在 前 & 列 里 已 经 有 了 皇后 。 检 
查 第 十 1 列 里 的 格子 ， 从 第 一 行 的 格子 开始 ， 寻 找 放置 这 个 皇后 的 位 置 , -使 得 它 不 与 已 经 在 
棋盘 上 的 皇后 在 同一 行 或 在 同一 斜 线 上 (已 经 知道 它 不 在 同一 列 里 ) 。 若 不 可 能 在 第 & 十 1 列 里 
找到 放置 皇后 的 位 置 ， 则 回溯 到 第 太 列 里 皇后 放置 的 位 置 。 在 这 一 列 里 下 一 个 允许 的 行 里 放置 
皇后 ， 若 这 样 的 行 存在 。 若 没有 这 样 的 行 存在 ， 则 继续 回溯 。 

具体 地 说 ， 图 12 显示 了 四 皇后 问题 的 回溯 解法 。 在 这 种 解法 里 ， 在 第 一 行 第 一 列 里 放置 
一 个 皇后 。 然 后 在 第 二 列 的 第 三 行 里 放置 一 个 皇后 。 不 过 ， 这 样 就 使 得 不 可 能 在 第 三 列 里 放置 
一 个 皇后 。 所 以 就 回溯 并 且 在 第 二 列 的 第 四 行 里 放置 一 个 皇后 。 当 这 样 做 时 ， 就 可 以 在 第 三 列 
的 第 二 行 里 放置 一 个 皇后 。 但 是 没有 办 法 在 第 四 列 里 添加 一 个 皇后 。 这 说 明 当 在 第 一 行 第 一 列 
里 放置 一 个 皇后 时 就 得 不 出 解 。 回 溯 到 空 棋 盘 ， 在 第 一 列 第 二 行 里 放置 一 个 皇后 。 这 样 就 得 出 
图 12 所 示 的 解 。 4 

例 8 子 集 之 和 考虑 下 面 的 问题 。 给 定 一 组 正 整数 xz, ，x,，…，x, 的 集合 ， 求 这 组 整数 
的 集合 的 一 个 子 集 ， 使 其 和 为 M。 如 何 用 回溯 来 解决 这 个 问题 ? 


加 
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解 ”从 空 无 一 个 元 素 的 和 来 开始 。 通 过 依次 添加 元 素来 构造 这 个 和 。 若 当 添 加 这 个 序列 里 
的 一 个 整数 到 和 里 而 这 个 和 仍然 小 于 M 时 ， 则 子 集中 包含 这 个 整数 。 若 得 出 使 得 添加 任何 一 
个 元 素 就 大 于 M 的 一 个 和 ， 则 通过 去 掉 这 个 和 的 最 后 一 个 元 素来 回溯 。 

图 13 显示 了 下 面 这 个 问题 的 回溯 解法 ， 求 {31，27，15，11，7，5} 的 一 个 和 等 于 39 的 子 集 。 4 














图 12 四 皇后 问题 的 回溯 解法 图 13 用 回溯 求 等 于 39 的 和 


11. 4.5 有 向 图 中 的 深度 优先 搜索 

可 以 轻而易举 地 修改 深度 优先 搜索 和 宽度 优先 搜索 ， 使 得 以 有 向 图 作为 输入 时 它们 也 能 运 
行 。 但 是 ， 输 出 不 一 定 是 生成 树 ， 而 可 能 是 森林 。 在 这 两 个 算法 中 ， 只 有 当 一 条 边 从 正在 访问 
的 顶点 出 发 并 且 到 一 个 尚未 加 入 的 顶点 时 才 加 入 这 条 边 。 如 果 在 其 中 任何 一 个 算法 的 某 个 阶段 
找 不 到 从 已 经 加 入 的 顶点 到 尚未 加 入 的 顶点 的 边 ， 则 算法 加 入 的 下 一 个 顶点 成 为 生成 森林 中 一 
个 新 树 的 根 。 这 一 点 在 例 9 中 解释 。 

例 9 给 定 图 14a 所 示 的 图 作为 输入 ， 深 度 优先 搜索 的 输出 是 什么 ? 


d ®i 





a) b) 
图 14 有 向 图 的 深度 优先 搜索 
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解 ” 从 顶点 a 开始 深度 优先 搜索 并 且 加 入 顶点 5、c 和 gg 以 及 相对 应 的 边 ， 直 到 无 路 可 
走 。 回 溯 到 <， 但 是 仍然 无 路 可 走 ， 于 是 回溯 到 8， 这 里 加 入 顶点 /和 e 以 及 对 应 的 边 。 回 测 
最 终 又 回 到 a。 然 后 在 民 开 始 一 个 新 的 树 并 且 加 入 顶点 六 /、& 和 7 以 及 对 应 的 边 。 回 漳 到 ， 
然后 到 !， 然 后 到 hh 并 且 回 到 4。 最 后 ,在 i 开始 一 个 新 的 树 ， 完 成 深度 优先 搜索 。 输 出 如 
图 14b 所 示 。 本 

有 向 图 中 的 深度 优先 搜索 是 许多 算法 的 基础 (参见 LGrYe05j、[Ma89]j 和 [CoLeRiSt09]) 。 
它 可 以 用 来 确定 有 向 图 是 否 具有 回路 ， 可 以 用 来 完成 图 的 拓扑 排序 ， 也 可 以 用 来 求 有 向 图 的 强 
连通 分 支 。 

用 深度 优先 搜索 和 宽度 优先 搜索 在 网 络 搜索 引 警 上 的 应 用 来 结束 本 节 。 

例 10 网 络 几 蛛 为 了 给 网 站 建立 索引 ，Google 和 Yahoo 等 著名 的 搜索 引擎 从 已 知 的 
网 站 开始 系统 地 探索 网 络 。 这 些 搜索 引擎 使 用 所 谓 的 网 络 蜂 蛛 (或 网 络 息 虫 、 网 络 机 器 人 ) 
的 程序 来 访问 网 站 并 且 分 析 其 内 容 。 网 络 蜘蛛 同时 使 用 深度 优先 搜索 和 宽度 优先 搜索 来 创 
建 索 引 。 如 10.1 节 例 5 所 述 ， 可 以 用 所 谓 的 网 络 图 的 有 向 图 来 为 网 页 和 网 页 之 间 的 链接 
建立 模型 。 用 顶点 表示 网 页 ， 用 有 向 边 表示 链接 。 利 用 深度 优先 搜索 ,选择 一 个 初始 的 网 
页 ， 沿 着 一 个 链接 (如 果 存 在 这 样 的 链接 的 话 ) 到 达 第 二 个 网 页 ， 沿 着 第 二 个 网 页 的 一 个 链 
接 ( 如 果 存 在 这 样 的 链接 ) 到 达 第 三 个 网 页 ， 等 等 ， 直 到 找到 一 个 没有 新 的 链接 的 网 页 为 
止 。 然 后 使 用 回溯 来 检查 前 面 阶段 的 链接 去 寻找 新 的 链接 ， 等 等 。( 由 于 实际 限制 ， 网 络 
蜘蛛 在 深度 优先 搜索 中 的 搜索 深度 是 有 限 的 。) 利 用 宽度 优先 搜索 ,选择 一 个 初始 的 网 页 并 
且 沿 着 这 个 网 页 上 的 一 个 链接 到 达 第 二 个 网 页 ， 然 后 沿 着 初始 网 页 上 的 第 二 个 链接 (如 果 
存在 ) ， 以 此 类 推 ， 直 到 已 经 走 过 了 初始 网 页 上 的 所 有 链接 为 止 。 然 后 逐 页 地 沿 着 下 一 层 
网 页 上 的 链接 ， 以 此 类 推 。 a 


练习 
1. 为 了 产生 生成 树 ， 必 须 从 带 有 个 顶点 和 m 条 边 的 连通 图 里 删除 多 少 条 边 ? 
在 练习 2 一 6 中 ， 通 过 删除 简单 回路 里 的 边 来 求 所 示 图 的 生成 树 。 

b 


Ne pp 全。 
d 


2. a 





7. 求 下 面 每 个 图 的 生成 树 。 
a)K; 有 b)K,,.s CK 
d)Q; e) Cs f)Ws 
在 练习 8 一 10 中 ， 画 出 所 给 的 简单 图 的 所 有 生成 树 。 


676 第 11 章 


8. 多 9. 4 f 8 10., 
A 。 
d h 


人 € 
* 11. 下 面 的 每 个 简单 图 各 有 多 少 棵 不 同 的 生成 树 ? 












a)K; b) K, OK,,, d) Cs 
* 12. 下 面 的 每 个 简单 图 各 有 多 少 棵 不 同 构 的 生成 树 ? 
a) 开 3 b) Ks c)Ks 


在 练习 13 一 15 中 ， 用 深度 优先 搜索 来 构造 所 给 的 简单 图 的 生成 树 。 选 择 a 作为 这 棵 生成 树 的 根 并 且 
假定 顶点 都 以 字母 顺序 来 排序 。 


13. a c d e f 


b 
| 
8 


4. 
© da 


e h i 1 
b 8 j 





15. 





n m 

16. 用 宽度 优先 搜索 来 构造 练习 13 一 15 中 每 个 简单 图 的 生成 树 。 选 择 a 作为 每 棵 生成 树 的 根 。 

17. 用 深度 优先 搜索 求 下 列 这 些 图 的 生成 树 。 
a)Ws (参见 10. 2 节 例 7)， 从 度数 为 6 的 顶点 开始 b) Ks 
C) Ks,a, 从 度数 为 3 的 顶点 开始 d)Qs 

18. 用 宽度 优先 搜索 求 练习 17 中 的 每 个 图 的 生成 树 。 

19. 描述 轮 图 W, 的 宽度 优先 搜索 和 深度 优先 搜索 所 产生 的 树 ， 从 度数 为 的 顶点 开始 ， 其 中 是 整数 满 
足 n 宇 3( 参 见 10. 2 节 例 7)。 说 明 答案 的 合理 性 。 

20. 描述 完全 图 K, 的 宽度 优先 搜索 和 深度 优先 搜索 所 产生 的 树 ， 从 度数 为 m 的 顶点 开始 ， 其 中 是 正 整 
数 。 说 明 答案 的 合理 性 。 

21. 描述 完全 二 分 图 K,,, 的 宽度 优先 搜索 和 深度 优先 搜索 所 产生 的 树 ， 从 度数 为 m 的 顶点 开始 ， 其 中 m 
和 n 都 是 正 整数 。 说 明 答案 的 合理 性 。 

22. 描述 立方体 图 Q, 的 宽度 优先 搜索 和 深度 优先 搜索 所 产生 的 树 ， 其 中 是正 整数 。 

23. 假定 一 家 航空 公司 必须 压缩 它 的 航班 以 节省 资金 。 若 它 原来 的 航线 如 下 图 所 示 ， 则 可 以 中 断 哪些 飞 
行 以 保持 在 所 有 城市 对 之 间 的 服务 (其 中 从 一 个 城市 飞 往 另 一 个 城市 可 能 需要 换 乘 飞 机 )? 
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24. 解释 如 何 用 宽度 优先 搜索 或 深度 优先 搜索 来 排序 连通 图 的 顶点 。 


* 25 


26 


28. 


29. 
30. 


. 证 明 : 在 连通 简单 图 里 顶点 v 和 w 之 间 的 最 短 通 路 的 长 度 ， 等 于 在 以 v 为 根 的 G 的 宽度 优先 生成 树 


里 的 层 数 。 


.用 回溯 来 试验 使 用 3 种 颜色 对 10. 8 节 练 习 ?7 一 9 中 每 个 图 的 着 色 。 
27. 


用 回溯 来 对 下 面 的 ? 值 解决 岂 皇 后 问题 。 

a)7 一 3 b)n=5 c)7 一 6 

用 回溯 来 求 集合 {27，24，19，14，11，8} 的 和 为 下 列 值 的 子 集 ， 若 存在 的 话 。 

a)20 b)41 c)60 

解释 如 何 用 回溯 来 找 出 图 中 的 哈密 顿 通路 或 哈密 顿 回路 。 

2) 解释 如 何 用 回溯 来 找 出 迷宫 的 出 路 ， 给 定 出 发 位 置 和 出 口 位 置 。 考 虑 把 迷宫 划分 成 位 置 ， 其 中 在 
每 个 位 置 上 的 移动 包括 四 种 可 能 性 之 一 (上 、 下 、 右 、 左 )。 

b) 找 出 在 下 面 的 迷宫 里 从 标记 为 X 的 出 发 位 置 到 出 口 的 通路 。 


X 


出 口 
图 G 的 生成 森林 是 包含 G 的 每 个 顶点 的 森林 ， 使 得 当 两 个 顶点 在 G 里 有 通路 时 ， 这 两 个 顶点 就 在 同 


一 个 树 里 。 


31. 
32. 
33. 
34. 


35. 
36. 
37. 
38. 
39. 
40. 
41. 
42. 
43. 


44. 
45. 


证 明 : 每 个 有 穷 简 单 图 都 有 生成 森林 。 

在 图 的 生成 森林 里 有 多 少 棵 树 ? 

对 带 有 nn 个 顶点 、mr 条 边 和 c 个 连通 分 支 的 图 来 说 ， 必 须 删 除 多 少 条 边 才 能 产生 它 的 生成 森林 ? 

设 G 是 连通 图 。 证 明 : 如 果 工 是 用 宽度 优先 搜索 构造 的 G 的 生成 树 ， 则 G 的 不 在 工 中 的 边 必定 连接 
这 个 生成 树 中 在 同一 层 上 或 相差 一 层 的 顶点 。 

解释 如 何 使 用 宽度 优先 搜索 求 无 向 图 中 两 个 顶点 之 间 最 短 通路 的 长 度 。 

设计 一 个 基于 宽度 优先 搜索 的 算法 ， 判 断 一 个 图 是 否 有 简单 回路 ,如 果 有 ， 找 出 该 回路 。 

设计 一 个 基于 宽度 优先 搜索 的 算法 ， 求 一 个 图 的 连通 分 支 。 

解释 如 何 使 用 宽度 优先 搜索 和 如 何 使 用 深度 优先 搜索 判断 一 个 图 是 否 为 二 分 图 。 

哪 种 连通 的 简单 图 恰好 只 有 一 棵 生成 树 ? 

设计 基于 删除 形成 简单 回路 的 边 来 构造 图 的 生成 树 的 算法 。 

设计 基于 深度 优先 搜索 来 构造 图 的 生成 森林 的 算法 。 

设计 基于 宽度 优先 搜索 来 构造 图 的 生成 森林 的 算法 。 

设 G 是 连通 图 。 证 明 : 如 果 工 是 用 深度 优先 搜索 构造 的 G 的 生成 树 ， 则 G 的 不 在 工 中 的 边 必 定 是 背 
边 ， 换 句 话 说， 这 条 边 必定 连接 一 个 顶点 到 这 个 顶点 在 工 中 的 祖先 或 后 代 。 

什么 情况 下 ， 连 通 简单 图 的 一 条 边 一 定 在 该 图 的 每 棵 生成 树 中 ? 

对 于 哪些 图 来 说 ， 无 论 选择 哪个 顶点 作为 树 根 ， 深 度 优先 搜索 和 宽度 优先 搜索 都 产生 同样 的 生成 树 ? 
说 明 答案 的 合理 性 。 


. 用 练习 43 证 明 : 如 果 G 是 含有 7z 个 顶点 的 连通 简单 图 并 且 G 不 含 长 度 为 & 的 简单 通路 ， 则 G 至 多 含 


有 (& 一 1)n 条 边 。 


. 用 数学 归纳 法 证 明 : 宽度 优先 搜索 按照 顶点 在 所 得 出 的 生成 树 中 的 层 数 的 顺序 来 访问 这 些 顶 点 。 
. 用 伪 码 来 描述 深度 优先 搜索 的 一 个 变种 ， 它 把 整数 n 指定 给 在 搜索 中 访问 的 第 x 个 顶点 。 证 明 : 这 


个 编号 对 应 着 生成 树 的 前 序 遍 历 所 建立 的 顶点 的 编号 。 


. 用 伪 码 来 描述 宽度 优先 搜索 的 一 个 变种 ， 它 把 整数 m 指定 给 在 搜索 中 访问 的 第 m 个 顶点 。 
. 假设 G 是 有 向 图 并 且 工 是 用 宽度 优先 搜索 构造 的 生成 树 。 证 明 : G 的 每 条 边 都 连接 同一 层 的 两 个 顶 


点 、 连 接 一 个 顶点 到 低 一 层 的 一 个 顶点 或 者 连接 一 个 顶点 到 更 高 层 的 一 个 顶点 。 


. 证 明 : 如 果 G 是 有 向 图 并 且 T 是 用 深度 优先 搜索 构造 的 生成 树 ， 则 不 在 这 个 生成 树 上 的 每 条 边 都 是 
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连接 祖先 到 后 代 的 前 进 边 、 连 接 后 代 到 祖先 的 后 退 边 ， 或 者 连接 一 个 顶点 到 从 前 访问 过 的 子 树 的 一 
个 顶点 的 交叉 边 。 
* 52. 描述 深度 优先 搜索 的 一 个 变种 ， 当 算法 完全 处 理 完 一 个 顶点 时 ， 它 把 最 小 可 用 的 正 整 数 指定 给 这 个 
顶点 。 证 明 : 在 这 个 编号 中 ， 每 个 顶点 的 编号 大 于 其 孩子 的 编号 并 且 孩 子 的 编号 从 左 到 右 递增 。 
设 工 和 也 都 是 一 个 图 的 生成 树 。T 和 工 之 间 的 距离 是 TT 和 Ts 中 非 和 Ts; 所 共有 的 边 的 数目 。 
53. 求 图 2 所 示 图 G 的 在 图 3c 和 图 4 里 所 示 的 每 对 生成 树 之 间 的 距离 。 
* 54. 假定 T, 、T; 和 T 都 是 简单 图 G 的 生成 树 。 证 明 : 在 T; 和 TT 之 间 的 距离 不 超过 Ti 和 T; 之 间 的 距 
离 与 T。 和 Ts 之 间 的 距离 的 和 ，。 
xx 55. 假定 T 和 T; 都 是 简单 图 G 的 生成 树 。 另 外 ， 假 定 e 是 在 Ti 里 但 不 在 T; 里 的 一 条 边 。 证 明 : 存在 
在 T; 里 但 不 在 Ti 里 的 一 条 边 ez:， 使 得 车 从 Ti 里 删除 e 而 添加 es 到 Ti 里， 则 Ti 仍然 是 生成 树 ， 
并 且 若 从 Ts 里 删除 e 而 添加 ei 到 T; 里 ， 则 T 仍然 是 生成 树 。 
* 56. 证 明 : 通过 依次 删除 一 条 边 而 添加 另外 一 条 边 ， 就 有 可 能 从 任何 一 个 生成 树 得 出 一 个 生成 树 的 序列 。 
有 向 图 的 有 根 生 成 树 是 由 这 个 图 的 边 组 成 的 有 根 树 ， 使 得 这 个 图 的 每 个 顶点 都 是 树 中 一 条 边 的 终点 。 
57, 对 10. 5 节 练 习 18 一 23 中 的 每 个 有 向 图 来 说 ， 求 这 个 图 的 有 根 生成 树 ， 或 者 确定 不 存在 这 样 的 树 。 
* 58. 证 明 : 每 个 顶点 的 人 度 和 出 度 都 相等 的 连通 有 向 图 具有 有 根 生 成 树 。[ 提 示 : 使 用 欧 拉 回 路 。] 
* 59. 给 出 构造 每 个 顶点 的 人 度 和 出 度 都 相等 的 连通 有 向 图 的 有 根 生成 树 的 算法 。 
* 60. 证 明 : 如 果 CG 是 有 向 图 并 且 了 是 用 深度 优先 搜索 构造 的 生成 树 ， 则 G 含有 回路 当 且 仅 当 G 含有 相对 
于 生成 树 了 的 背 边 (参见 练习 51) 。 


* 61. 用 练习 60 来 构造 一 个 确定 有 向 图 是 否 含有 回路 的 算法 。 


jk 


11.5 最 小 生成 树 
11.5.1 引言 
we 一 个 公司 计划 建立 一 个 通信 网 络 来 连接 它 的 5 个 计算 机 中 心 。 可 以 用 租用 的 电话 线 连接 这 


些 中 心 的 任何 一 对 。 应 当 建 立 哪些 连接 ， 以 便 保 证 在 任何 两 个 计算 机 中 心 之 间 都 有 通路 ， 且 网 
络 的 总 成 本 最 小 ? 可 以 用 图 1 所 示 的 带 权 图 为 这 个 问题 建 模 ， 其 中 顶点 表示 计算 机 中 心 ， 边 表 
示 可 能 租用 的 电话 线 ， 边 上 的 权 是 边 所 表示 的 电话 线 的 月 租 费 。 通 过 找 出 一 棵 使 各 边 的 权 之 和 
为 最 小 的 生成 树 ， 就 可 以 解决 这 个 问题 。 这 样 的 生成 树 称 为 最 小 生成 树 。 





图 1 说 明 计算 机 网 络 中 的 线路 的 月 租 费 的 加 权 图 


11.5.2 最 小 生成 树 算 法 
有 大 量 的 问题 可 以 这 样 解决 : 求 加 权 图 里 的 一 棵 生成 树 ， 使 得 这 棵 树 的 各 边 的 权 之 和 为 
最 小 。 
连通 加 权 图 里 的 最 小 生成 树 是 具有 边 的 权 之 和 最 小 的 生成 树 。 
mo) 下 面 将 给 出 构造 最 小 生成 树 的 两 个 算法 。 这 两 个 算法 都 是 通过 添加 还 没有 使 用 过 的 、 具 有 
特定 性 质 的 、 权 最 小 的 边 来 进行 的 。 这 些 算 法 都 是 贪心 算法 。 回 顾 3. 1 节 ， 贪心 算法 是 在 每 个 
步骤 上 都 做 最 优选 择 的 算法 。 在 算法 的 每 个 步 又 上 都 最 优化 ， 并 不 能 保证 产生 全 局 最 优 解 。 不 
过 ， 本 节 里 给 出 的 构造 最 小 生成 树 的 这 两 个 算法 都 是 产生 最 优 解 的 贪心 算法 。 
uu 要 讨论 的 第 一 个 算法 最 早 由 捷克 的 数学 家 Vojtéch Jarnik 在 1930 年 发 现 ， 并 把 它 发 表 于 捷 
克 的 一 个 期 刊 上 。 当 罗伯特 ， 普 林 在 1957 年 重新 给 出 这 个 算法 时 ， 该 算法 就 变 得 很 著名 了 。 
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因此 ， 该 算法 称 为 普 林 (Prim) 算 法 (有 时 也 称 为 prim-Jarnik 算法 ) 。 为 了 执行 普 林 算 法 ， 首 先 
选择 带 最 小 权 的 边 ， 把 它 放 进 生成 树 里 。 依 次 向 树 里 添加 与 已 在 树 里 的 顶点 关联 的 且 不 与 已 在 
树 里 的 边 形成 简单 回路 的 权 最 小 的 边 。 当 已 经 添加 了 z 一 1 条 边 时 就 停止 。 

本 节 稍 后 将 证 明 这 个 算法 产生 任何 连通 加 权 图 的 最 小 生成 树 。 算 法 1 给 出 普 林 算 法 的 伪 码 
描述 。 





算法 1 普 林 算 法 


procedure Prim(G: 带 nn 个 顶点 的 连通 加 权 无 向 图 》 
T :王权 最 小 的 边 
for z :一 1] to 7 一 2 
e :一 与 工 里 顶点 关联 且 若 添加 到 工 里 则 不 形成 简单 回路 的 权 最 小 的 边 
全 :二 添加 e 之 后 的 T , 
return T{T 是 G 的 最 小 生成 树 } 





ER 








注意 ， 当 有 超过 一 条 满足 相应 条 件 的 带 相同 权 的 边 时 ， 在 算法 的 这 个 阶段 里 对 所 添加 
的 边 的 选择 就 不 是 确定 的 。 需 要 排序 这 些 边 以 便 让 选择 是 确定 的 。 在 本 节 剩 下 的 部 分 将 不 
再 考虑 这 个 问题 。 另 外 注意 ， 所 给 的 连通 加 权 简 单 图 可 能 有 多 于 一 个 的 最 小 生成 树 ( 见 练 
习 9)。 

例 1 和 例 2 说明 如 何 使 用 普 林 算 法 。 

例 1 用 普 林 算法 设计 连接 图 1 所 表示 的 所 有 计算 机 的 具有 最 小 成 本 的 通信 网 络 。 

解 ” 办 法 是 求 图 1 的 最 小 生成 树 。 普 林 算法 是 这 样 执行 的 : 选择 权 最 小 的 初始 边 ， 并 且 依 
次 添加 与 树 里 顶点 关联 的 不 形成 回路 的 权 最 小 的 边 。 在 图 2 中 ， 加 颜色 的 边 表示 普 林 算 法 所 产 
生 的 最 小 生成 树 ， 并 且 显 示 在 每 个 步骤 上 所 做 的 选择 。 4 


旧金山 





1 {芝加哥 ， 亚 特 兰 大 } $ 700 
2 {亚特兰大 ， 纽 约 } $ 800 
3 {芝加哥 ， 旧 金山 } $1200 
4 { 旧 人 金山， 丹佛} $ 900 

总 计 : $3600 


2 图 1 加 权 图 的 最 小 生成 树 





罗伯特 克 雷 * 普 林 (Robert Clay Prim， 生 于 1921 年 ) 普 林 1921 年 出 生 在 得 克 

由” 萨 斯 的 斯 威 特 沃 特 。1941 年 ， 普 林 获 得 普林斯顿 大 学 电机 工程 学 士 学 位 ，1949 年 获 

” 得 数学 博士 学 位 。1941 年 到 1944 年 ， 普 林 在 通用 电气 公司 担任 工程 师 。1944 年 到 

1949 年 ， 他 担任 美国 海军 军械 实验 室 的 工程 师 和 数学 家 。1948 年 到 1949 年 担任 普 林 

斯 顿 大 学 的 助理 研究 员 。 除 此 之 外 ， 他 担任 过 的 其 他 职务 还 包括 1958 年 到 1961 年 间 

担任 贝尔 电话 实验 室 的 数学 与 力学 研究 主任 ， 以 及 桑 地 亚 公 司 的 研究 副 总 裁 。 目 前 ， 
他 已 经 退休 。 
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例 2 用 普 林 算 法 求 图 3 所 示 的 图 的 最 小 生成 树 。 
解 ”用 普 林 算 法 构造 的 最 小 生成 树 显示 在 图 4 中 。 依 
次 选择 的 边 都 显示 在 图 中 。 本 
将 要 讨论 的 第 二 个 算法 是 约瑟夫 。 克 鲁 斯 卡尔 在 1956 年 3 
发 现 的 ， 尽 管 在 此 之 前 已 经 有 人 阐述 过 这 一 算法 的 基本 思路 。 
为 了 执行 克 鲁 斯 卡尔 算法 ， 要 选择 图 中 权 最 小 的 一 条 边 。 
依次 添加 不 与 已 经 选择 的 边 形成 简单 回路 的 权 最 小 的 4 
边 。 在 已 经 挑选 了 nn 一 1 条 边 之 后 就 停止 。 
把 克 和 鲁 斯 卡尔 算法 对 每 个 连通 加 权 图 都 产生 最 小 生成 树 
的 证 明 留 作 练习 。 算 法 2 给 出 了 克 鲁 斯 卡尔 算法 的 伪 代 码 。 图 3 一 个 带 权 图 
选择 边 权 
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图 4 用 普 林 算法 构造 的 最 小 生成 树 


算法 2 ” 克 鲁 斯 卡尔 算法 


procedure Kruskal(G: 带 nn 个 顶点 的 加 权 连 通 无 向 图 ) 

T:= 二 空 图 

for i:=]1 ton—1 
e :三 G 中 权 最 小 的 任 一 边 且 当 添加 到 了 里 时 不 形成 简单 回路 边 
了 := 了 添加 e 

| rem T{T 是 G 的 最 小 生成 树 } 


us 站 




















约瑟夫 伯 纳 德 . 克 鲁 斯 卡尔 (Joseph Bernard Kruskal，1928 一 2010) 克 和 鲁 斯 卡 
尔 于 1928 年 出 生 在 纽约 。 他 的 父亲 经 营 皮毛 生意 ， 母 亲 在 电视 上 教授 手工 折纸 。 克 和 鲁 
斯 卡尔 来 到 芝加哥 大 学 学 习 ，1954 年 他 从 普林斯顿 大 学 获得 博士 学 位 。 他 是 普林斯顿 
和 威斯康星 大 学 的 数学 教师 ， 随 后 他 在 密歇根 大 学 任 助理 教授 。1959 年 ， 他 成 为 贝尔 
实验 室 的 技术 委员 会 成 员 ， 并 一 直 担任 这 个 职务 到 20 世纪 90 年 代 末 期 退休 为 止 。 当 克 
鲁 斯 卡尔 还 在 读 研究 生 二 年 级 的 时 候 ， 他 发 现 了 最 小 生成 树 算法 。 当 时 他 还 不 能 肯定 关 
于 这 个 题目 所 写 的 两 页 半 的 论文 是 否 值得 发 表 ， 后 来 经 其 他 人 说 服 之 后 才 递 交 上 去 。 他 
的 研究 兴趣 包括 统计 语言 学 和 心理 测量 学 。 除 了 最 小 生成 树 的 成 果 之 外 ， 克 和 鲁 斯 卡尔 还 因为 对 多 维 分 级 的 
贡献 而 著名 。 另 外 ， 值 得 一 提 的 是 克 和 鲁 斯 卡尔 的 两 个 兄弟 马丁 和 威廉 也 是 著名 的 数学 家 。 

历史 注解 ”约瑟夫 ，。 克 和 鲁 斯 卡尔 和 罗伯特 ， 普 林 在 20 世纪 50 年 代 中 期 提出 了 构建 最 小 生成 树 的 算法 。 
不 过 ， 他 们 不 是 首先 发 现 这 个 算法 的 人 。 例 如 ， 人 类 学 家 扬 ， 切 卡 诺 夫 斯 基 (Jan Czekanowski) 在 1909 年 
的 研究 中 就 涵盖 了 求 最 小 生成 树 所 需要 的 许多 想法 。1926 年 ， 奥 塔 卡 ， 过 鲁 乌 卡 (Otakar Boruvka) 在 与 
构造 电力 网 有 关 的 工作 中 描述 了 构造 最 小 生成 树 的 方法 。 正 如 书 中 提 到 的 ， 现 今 的 普 林 算 法 实际 上 是 由 
沃 伊 切 克 。 亚 尔 尼 克 (Vojtech Jarnik) 在 1930 年 发 现 的 。 
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读者 应 当 注 意 普 林 算 法 与 克 鲁 斯 卡尔 算法 的 区 别 。 在 普 林 算 法 里 ， 选 择 与 已 在 树 中 的 一 个 
顶点 相关 联 且 不 形成 回路 的 权 最 小 的 边 ; 相对 地 ， 在 克 鲁 斯 卡尔 算法 里 ， 选 择 不 一 定 与 已 在 树 
中 的 一 个 顶点 相关 联 且 不 形成 回路 的 权 最 小 的 边 。 注 意 ， 在 普 林 算 法 里 ， 若 没有 对 边 排 序 ， 则 
在 这 个 过 程 的 某 个 阶段 上 ， 对 添加 的 边 来 说 就 可 能 有 多 于 一 种 的 选择 。 因 此 ， 为 了 让 这 个 过 程 
是 确定 的 ， 就 需要 对 边 进行 排序 。 例 3 说 明 如 何 使 用 克 鲁 斯 卡尔 算法 。 

例 3 用 克 和 鲁 斯 卡尔 算法 求 图 3 所 示 的 加 权 图 的 最 小 生成 树 。 

解 ”在 图 5 里 显示 这 个 最 小 生成 树 和 在 克 鲁 斯 卡尔 算法 每 个 阶段 上 对 边 的 选择 。 本 

选择 边 
{c, d} 
{k, /} 
{b, f} 
{c, 8} 
{a, b} 
{£7} 
{b, c} 
{j,k} 
{8, A} 
人 了 
{a, e} 


Do 中 wm 上 PP 一 


一 
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总 计 : 





a) b) 
图 5 克 鲁 斯 卡尔 算法 产生 的 最 小 生成 树 


现在 将 证 明 普 林 算 法 产生 连通 加 权 图 的 最 小 生成 树 。 

证 设 G 是 一 个 连通 加 权 图 。 假 定 普 林 算 法 依次 选择 的 边 是 e，e;，…，e,-1。 设 S 是 以 
1» €2» “""", e,-1 作 为 边 的 树 ， 而 设 S 是 以 ee，e，…，ek 作为 边 的 树 。 设 工 是 包含 边 ei， 
ez，*……，e@ 的 G 的 最 小 生成 树 ， 其 中 & 是 满足 下 列 性 质 的 最 大 整数 : 存在 着 包含 普 林 算 法 所 选 
择 的 前 & 条 边 的 最 小 生成 树 。 若 证 明了 S 二 TT， 则 该 定理 得 证 。 

假定 S 天 了 T， 所 以 &<” 一 1。 因此 ， 工 包含 边 ei， E2， "9 CEk， 但 是 不 包含 ekHie 考虑 由 T 
和 esi 所 组 成 的 图 。 因 为 这 个 图 是 连通 的 并 且 有 条 边 ， 若 是 树 ， 边 过 多 了 ， 所 以 它 必然 包含 
简单 回路 。 这 个 简单 回路 必然 包含 ei， 因为 在 全 里 没有 简单 回路 。 另外， 在 这 个 简单 回路 中 
必然 有 不 属于 Se 的 边 ， 因为 Se: 是 一 棵 树 。 通过 从 et 的 一 个 端点 开始 ， 该 端点 也 是 边 eli， 
ez，*"…，& 之 一 的 端点 ， 并 且 沿 着 回路 直到 它 到 达 一 条 不 在 Si;,; 里 的 边 为 止 ， 就 可 以 找 出 一 条 
不 在 Se+i: 里 的 边 e， 它 有 一 个 端点 也 是 边 ea ，e ，…，ex 之 一 的 端点 。 

通过 从 工 里 删除 e 并 且 添 加 e+ ， 就 获得 带 "一 1 条 边 的 树 T'( 它 是 树 ， 因 为 它 没有 简单 回 
路 ) 。 注意 树 T 包含 €l», €29 “"""» Ektlo 另外 ， 因为 普 林 算 法 在 第 & 十 1 个 步骤 上 选择 e+， 并 
且 在 这 个 步骤 上 e 也 是 可 用 的 ， 所 以 ei4i 的 权 就 小 于 或 等 于 e 的 权 。 根 据 这 个 观察 结果 就 得 出 
全 也 是 最 小 生成 树 ， 因 为 它 的 边 的 权 之 和 不 超过 工 的 边 的 权 之 和 。 这 与 对 & 的 选择 相 矛 盾 ，A 
是 使 得 包含 el ，ee ，…，e&x 的 最 小 生成 树 存 在 的 最 大 整数 。 因 此 ， k==n 一 1 并 且 S=T。 所 以 普 
林 算 法 产生 最 小 生成 树 。 4 

可 以 证 明 ( 参 见 [CoLeRiSt09]) 为 了 求 出 具有 滩 条 边 和 个 顶点 的 图 的 最 小 生成 树 ， 克 鲁 斯 卡 
尔 算 法 需要 用 OCm log m) 次 运算 来 完成 ， 而 普 林 算法 需要 用 Olm log 办 次 运算 来 完成 。 因 此 ， 对 
于 稀疏 图 来 说 ， 使 用 克 鲁 斯 卡尔 算法 更 好 。 在 稀 政 图 中 ，m 和 远 远 小 于 Cl(n，2) 二 n(n 一 1)/2， 即 
具有 个 顶点 的 无 向 图 的 可 能 的 总 边 数 。 否 则 ， 这 两 个 算法 的 复杂 度 没 有 什么 差别 。 


练习 
1. 下 图 所 表示 的 道路 都 还 没有 铺设 路 面 。 边 的 权 表 示 在 成 对 的 乡镇 之 间 的 道路 长 度 。 哪 些 道路 应 当铺 设 
路 面 ， 以 便 在 每 对 乡镇 之 间 都 有 铺设 路 面 的 道路 ， 而 且 使 得 铺设 的 道路 的 长 度 最 短 ? (注意: 这 些 乡 
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镇 都 在 内 华 达 州 。) 


Manhattan 









Tonopah Warm Springs 


Goldfield 


Gold 
Point ZX7 


Deep Springs 


Beatty 
在 练习 2 一 4 中， 用 普 林 算 法 求 所 给 的 加 权 图 的 最 小 生成 树 。 


全 


2. a 


4 





5. 用 克 重 斯 卡尔 算法 设计 在 本 节 开 头 所 描述 的 通信 网 络 。 

6. 用 克 和 鲁 斯 卡尔 算法 求 练习 2 里 加 权 图 的 最 小 生成 树 。 

7. 用 克 和 鲁 斯 卡尔 算法 求 练 习 3 里 加 权 图 的 最 小 生成 树 。 

8. 用 克 和 鲁 斯 卡尔 算法 求 练习 4 里 加 权 图 的 最 小 生成 树 。 

9. 找 出 具有 多 于 一 棵 最 小 生成 树 的 、 带 有 最 少 可 能 边 数 的 连通 加 权 简 单 图 。 

10. 加 权 图 里 的 最 小 生成 森林 是 权 最 小 的 生成 森林 。 和 解释 如 何 修改 普 林 算法 和 克 重 斯 卡尔 算法 来 构造 最 
小 生成 森林 。 
连通 加 权 无 向 图 的 最 大 生成 树 是 带 最 大 可 能 的 权 的 生成 树 。 

11. 设计 与 普 林 算 法 类 似 的 、 构 造 连通 加 权 图 的 最 大 生成 树 的 算法 。 

12. 设计 与 克 和 鲁 斯 卡尔 算法 类 似 的 、 构 造 连通 加 权 图 的 最 大 生成 树 的 算法 。 

13. 求 练习 2 里 加 权 图 的 最 大 生成 树 。 

14. 求 练习 3 里 加 权 图 的 最 大 生成 树 。 

15. 求 练习 4 里 加 权 图 的 最 大 生成 树 。 

16. 求 在 本 节 开 头 所 提出 问题 中 连接 5 个 计算 机 中 心 的 次 最 便宜 的 通信 网 络 。 

* 17. 设计 求 连通 加 权 图 里 次 最 短 生成 树 的 算法 。 

* 18. 证 明 : 连通 加 权 图 里 权 最 小 的 边 ， 必 然 属 于 任何 一 个 最 小 生成 树 。 

19. 证 明 : 若 所 有 边 的 权 都 不 相同 ， 则 连通 加 权 图 里 有 唯一 的 最 小 生成 树 。 

20. 假定 连接 图 1 里 城市 的 计算 机 网 络 必须 包含 纽约 与 丹佛 之 间 的 直接 连接 。 那 么 应 当 包含 哪些 其 他 的 
连接 ， 使 得 在 每 两 个 计算 机 中 心 之 间 都 存在 连接 ， 并 且 费 用 最 少 ? 

21. 求 图 3 的 加 权 图 里 包含 边 {e, 由 和 {g,， 上} 的 总 权 最 小 的 生成 树 。 
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22. 
23. 





描述 一 个 算法 ， 它 求 连通 加 权 无 向 简单 图 里 包含 所 规定 的 一 组 边 的 权 最 小 的 生成 树 。 
用 伪 码 表达 练习 22 设计 的 算法 。 
索 林 (Sollin) 算 法 从 连通 加 权 简 单 图 G 二 (V，E) 这 样 产 生 最 小 生成 树 : 依次 添加 成 组 的 边 。 假 定 对 V 


中 的 顶点 进行 了 排序 。 这 样 产生 边 的 一 个 顺序 ， 其 中 若 Uo 先 于 Us, 或 者 若 Wo 一 2 并 且 Uo 先 于 Ti， 则 
{uo，w}) 先 于 {w，w1)。 这 个 算法 首先 同时 选择 每 个 顶点 关联 的 权 最 小 的 边 。 在 平局 情形 下 选择 在 上 述 
顺序 里 的 第 一 条 边 。 这 样 就 产生 出 一 个 没有 简单 回路 的 图 ， 即 一 些 树 组 成 的 一 个 森林 (练习 24 要 求证 明 
这 个 事实 )。 其 次 ， 对 森林 中 的 每 棵 树 ， 同 时 选择 在 该 树 中 一 个 顶点 与 在 不 同 的 一 棵 树 中 顶点 之 间 的 最 短 
的 边 。 同 样 在 平局 情形 下 选择 在 上 述 顺序 里 的 第 一 条 边 。( 这 样 就 产生 出 一 个 没有 简单 回路 的 图 ， 它 包含 
比 在 这 一 步 之 前 出 现 的 更 少 的 树 。 参 见 练习 24。) 继 续 进 行 同 时 添加 连接 树 的 边 的 过 程 ， 直 到 已 经 选择 了 
n 一 1 条 边 为 止 。 在 这 个 阶段 已 经 构造 了 一 棵 最 小 生成 树 。 


x* 24. 
25. 


* 26. 
#2 
* 28. 
* 29, 
* 30. 


#31 


32. 
33. 


证 明 : 在 索 林 算法 的 每 个 阶段 ， 边 的 添加 都 产生 一 个 森林 。 

用 索 林 算法 产生 下 列 加 权 图 的 最 小 生成 树 。 

a) 图 1 b) 图 3 

用 伪 代 码 表达 索 林 算法 。 

证 明 : 索 林 算法 产生 连通 无 向 加 权 图 里 的 最 小 生成 树 。 

证 明 : 当 输 入 为 含有 个 顶点 的 无 向 图 时 ， 索 林 算 法 的 第 一 步 产 生 至 少 包含 [n/2| 条 边 的 森林 。 
证 明 : 若 在 索 林 算法 的 某 个 中 间 步 又 存在 >” 棵 树 ， 则 算法 的 下 一 次 迭代 至 少 添加 [ /21 条 边 。 

证 明 : 当 输 入 为 含有 ?个 顶点 的 无 向 图 时 ， 在 已 经 完成 索 林 算法 的 第 一 步 ， 并 且 已 经 一 1 次 执行 索 
林 算 法 的 第 二 步 之 后 ， 还 剩 下 不 超过 | n/2*] 棵 树 。 

证 明 : 索 林 算法 至 少 需要 log n 次 迭代 ， 以 便 从 带 有 个 顶点 的 连通 无 向 加 权 图 产生 一 棵 最 小 生 
成 树 。 

证 明 : 克 和 鲁 斯 卡尔 算法 产生 最 小 生成 树 。 

证 明 : 若 G 是 各 边 权 值 都 不 同 的 加 权 图 ， 则 对 于 G 中 的 每 条 简单 回路 ,该 回路 中 权 值 最 大 的 边 不 属 
于 G 的 任何 一 棵 最 小 生成 树 。 

当 克 和 鲁 斯 卡尔 发 明了 按 权 值 递增 的 顺序 增加 不 形成 简单 回路 的 边 的 求 最 小 生成 树 的 算法 时 ， 他 还 发 


明了 另外 一 个 称 为 着 删除 的 算法 。 该 算法 从 连通 图 中 依次 删除 不 使 图 变 成 不 可 连通 的 权 值 最 大 的 边 。 


34. 
35. 


用 伪 码 描述 逆 删 除 算法 。 
证 明 : 若 输入 为 各 边 权 值 都 不 同 的 加 权 图 ， 则 逆 删 除 算法 总 能 产生 最 小 生成 树 。[ 提 示 : 用 练习 33。] 


关键 术语 和 结论 
术语 
树 (tree) : 没有 简单 回路 的 连通 无 向 图 。 


森林 (forest) : 没有 简单 回路 的 无 向 图 。 
有 根 树 (rooted tree) : 具有 一 个 规定 的 顶点 ( 称 为 根 )， 使 得 从 这 个 根 到 任意 其 他 项 点 有 唯一 通 


路 的 有 向 图 。 


子 树 (subtree) : 树 的 子 图 ， 该 子 图 本 身 也 是 一 棵 树 。 

有 根 树 中 顶点 也 的 父母 (parent of v in a rooted tree) : 使 得 (u，wv) 是 有 根 树 的 一 条 边 的 顶点 w。 
有 根 树 中 顶点 v 的 孩子 (child of a vertex v in a rooted tree) : 以 v 作 为 父母 的 任何 顶点 。 

有 根 树 中 顶点 v 的 兄弟 (sibling of a vertex v in a rooted tree) : 与 v 具 有 相同 父母 的 顶点 。 

有 和 根 树 中 顶点 也 的 祖先 (ancestor of a vertex v in a rooted tree): 在 从 根 到 wv 的 通路 上 的 任何 


顶点 。 


有 根 树 中 顶点 vv 的 后 代 (descendant of a vertex v in a rooted tree) : 以 v 作 为 祖先 的 任何 顶点 。 
内 点 (internal vertex) : 具有 和 孩子 的 顶点 。 

树叶 (leaf) : 没有 和 孩子 的 顶点 。 

顶点 的 层 (level of a vertex) : 从 根 到 这 个 顶点 的 通路 的 长 度 。 

树 的 高 度 (height of a tree) : 树 里 顶点 的 最 大 层 数 。 
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m 又 树 (m-ary tree) : 每 个 内 点 都 有 不 超过 m 个 孩子 的 树 。 

满 m 又 树 (full mm-ary tree) : 每 个 内 点 都 有 恰好 mx 个 孩子 的 树 。 

二 叉 树 (binary tree) : 满足 m 二 2 的 m 叉 树 ( 可 以 指定 每 个 孩子 作为 父母 的 左 子 或 右 子 )。 

有 序 树 (ordered tree) : 对 每 个 内 点 的 孩子 都 线性 地 排序 的 树 。 

平衡 树 (balanced tree) : 每 个 顶点 都 是 在 hh 层 或 h 一 1 层 上 的 树 ， 其 中 是 这 棵 树 的 高 度 。 

二 又 搜索 树 (binary seaich tree): 二 叉 树 ， 在 其 中 以 元 素 对 顶点 进行 标记 ， 使 得 一 个 顶点 的 标 
记 大 于 这 个 顶点 的 左 子 树 里 所 有 顶点 的 标记 ， 并 且 小 于 这 个 顶点 的 右 子 树 里 所 有 顶点 的 
标记 。 

决策 树 (decision tree) : 人 性质 如 下 的 有 根 树 ， 在 其 中 每 个 顶点 表示 一 次 决策 的 可 能 输出 ， 而 树叶 
表示 可 能 的 解 。 

博弈 树 (game tree) : 顶点 表示 博弈 过 程 中 的 局 面 ， 边 表示 这 些 局 面 间 的 合法 移动 的 有 根 树 。 

前 组 码 (prefix code) : 一 种 编码 ， 其 中 一 个 字符 的 编码 永远 不 是 另外 一 个 字符 的 编码 的 前 级 。 

最 小 最 大 策略 (minmax strategy) : 第 一 个 选手 和 第 二 个 选手 分 别 移动 到 具有 最 大 值 和 最 小 值 的 
孩子 项 点 所 表示 的 局 面 的 策略 。 

博弈 树 里 顶点 的 值 (value of a vertex in a game tree): 对 于 树叶 来 说 ， 就 是 当 游 戏 在 这 个 树叶 所 
表示 的 局 面 里 结束 时 第 一 个 选手 的 得 分 。 对 于 分 别 在 偶数 或 奇数 层 上 的 内 点 来 说 ， 就 是 这 
个 内 点 的 孩子 的 最 大 值 或 最 小 值 。 

树 的 遍历 (tree traversal) : 树 的 顶点 的 列表 。 

前 序 遍 历 (preorder traversal) : 通过 递归 地 定义 的 有 序 根 树 的 顶点 列表 一 一 列 出 根 ， 接 着 列 出 
第 一 棵 子 树 ， 接 着 以 从 左 到 右 的 出 现 顺 序列 出 其 余子 树 。 

中 序 遍 历 (inorder traversal) : 通过 递归 地 定义 的 有 序 根 树 的 顶点 列表 一 一 列 出 第 一 棵 子 树 ， 接 
着 列 出 根 ， 接 着 以 从 左 到 右 的 出 现 顺序 列 出 其 余子 树 。 

后 序 遍 历 (postorder traversal) : 通过 递归 地 定义 的 有 序 根 树 的 顶点 列表 一 一 以 从 左 到 右 的 出 现 
顺序 列 出 各 子 树 ， 接 着 列 出 根 。 

中 缓 记 法 (infix notation): 从 表示 表达 式 ( 包 括 全 套 括号 ) 的 二 叉 树 的 中 序 遍 历 所 获得 的 表达 式 
形式 。 

前 缓 记 法 ， 或 波兰 记 法 (prefix(or Polish)notation): 从 表示 表达 式 的 二 叉 树 的 前 序 遍 历 所 获得 
的 表达 式 形式 。 

后 缓 记 法 ， 或 逆 波 兰 记 法 (postfix(or reverse Polish)notation) : 从 表示 表达 式 的 二 又 树 的 后 序 遍 
历 所 获得 的 表达 式 形式 。 

生成 树 (spanning tree) : 包含 图 的 所 有 顶点 的 树 。 

最 小 生成 树 (minimum spanning tree) : 边 的 权 之 和 最 小 的 生成 树 。 


结论 

一 个 图 是 树 ， 当 和 且 仅 当 在 它 的 任何 两 个 顶点 之 间 都 存在 唯一 简单 通路 。 

带 有 nn 个 顶点 的 树 具有 nn 一 1 条 边 。 

带 有 i 个 内 点 的 满 m 义 树 具有 mi 十 1 个 顶点 。 

在 满 m 叉 树 的 顶点 数 、 树 叶 数 和 内 点 数 之 间 的 关系 ( 见 11. 1 节 定 理 4)。 

在 高 度 为 hh 的 满 m 叉 树 中 至 多 有 m’ 个 树叶 。 

车 m 叉 树 有 1 个 树叶 ， 则 它 的 高 度 h 至 少 是 [log,l11。 若 这 树 也 是 满 的 和 平衡 的 ， 则 它 的 高 度 就 
是 [log,i1。 

哈 夫 曼 编 码 (Huffman coding) : 给 定 一 组 符号 的 频率 ， 为 这 些 符 号 构造 最 优 二 元 码 的 过 程 。 

深度 优先 搜索 ， 或 回溯 (depth-first search，or backtracking) : 构造 生成 树 的 过 程 ， 通 过 添加 形 
成 通路 的 边 ， 直 到 不 可 能 这 样 做 为 止 ， 然 后 沿 这 条 通路 往 回 移动 ， 直 到 找到 可 以 形成 新 的 
通路 的 顶点 为 止 。 
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宽度 优先 搜索 (breadth-first search) : 构造 生成 树 的 过 程 ， 通 过 依次 添加 与 上 次 添加 的 边 相 关联 


的 所 有 边 ， 除 非 形 成 简单 回路 。 


普 林 算 法 (Prim’”s algorithm): 产生 加 权 图 里 最 小 生成 树 的 过 程 ， 通 过 依次 添加 与 已 经 在 树 里 


的 顶点 相关 联 的 所 有 边 中 权 最 小 的 边 ， 使 得 再 添加 边 时 不 会 产生 简单 回路 。 


克 鲁 斯 卡尔 算法 (Kruskal”’s algorithm) : 产生 加 权 图 里 最 小 生成 树 的 过 程 ， 通 过 依次 添加 还 不 


在 树 里 的 权 最 小 的 边 ， 使 得 再 添加 边 时 不 会 产生 简单 回路 。 


复习 题 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


a) 定 义 树 。b) 定 义 森 林 。 


在 树 的 顶点 之 间 能 否 有 两 条 不 同 的 简单 通路 ? 

至 少 给 出 3 个 例子 说 明 如 何 用 树 建 模 。 

a) 定 义 有 根 树 和 这 样 的 树 的 根 。 

b) 定 义 有 根 树 中 顶点 的 父母 和 顶点 的 孩子 。 

中 什么 是 有 根 树 中 的 内 点 、 树 叶 和 子 树 ? 

d) 画 出 至 少 带 10 个 顶点 的 有 根 树 ， 其 中 每 个 顶点 的 度 都 不 超过 3。 指 出 树 根 、 每 个 顶点 的 父母 、 每 个 
顶点 的 孩子 、 内 点 和 树叶 。 


a) 带 n 个 顶点 的 树 有 多 少 条 边 ? 


b) 为 确定 带 有 个 顶点 的 森林 里 的 边 数 ， 你 需要 知道 什么 值 ? 


. 2) 定义 满 m 又 树 。 


b) 若 满 m 叉 树 有 i 个 内 点 ， 则 它 有 多 少 个 顶点 ?此 树 有 多 少 个 树叶 ? 
a) 什 么 是 有 根 树 的 高 度 ? 

b) 什 么 是 平衡 树 ? 

中 高 度 为 h 的 m 叉 树 可 以 有 和 多少 个 树叶 ? 


. a) 什 么 是 二 又 搜索 树 ? 


b) 描 述 构造 二 叉 搜 索 树 的 算法 。 
ce) 构造 单词 vireo、warbler、egret、grosbeak、nuthatch 和 kingfisher 的 二 叉 搜索 树 。 


. a) 什 么 是 前 级 码 ? 


b) 二 又 树 如 何 表 示 前 缀 码 ? 

a) 定 义 前 序 遍 历 、 中 序 遍 历 和 后 序 遍 历 。 

b) 给 出 至 少 带 12 个 顶点 的 二 叉 树 的 前 序 遍 历 、 中 序 遍 历 和 后 序 遍 历 的 实例 。 

a) 解 释 如 何 用 前 序 遍 历 、 中 序 遍 历 和 后 序 遍 历来 求 算 术 表 达 式 的 前 级 形式 、 中 缀 形式 和 后 缀 形式 。 
b) 画 出 表示 ((zx 一 3) 十 ((z / 4) 十 (z 一 y) 和 3)) 的 有 序 根 树 。 

©) 求 在 b) 里 的 表达 式 的 前 级 和 后 缀 形式 。 

证 明 : 排序 含有 ?个 元 素 的 列表 ， 排 序 算法 所 使 用 的 比较 次 数 至 少 是 [log z! ] 

a) 描 述 哈 夫 曼 编码 算法 ， 这 个 算法 求 一 组 给 定 频 率 的 符号 的 最 优 编码 。 

b) 用 哈 夫 曼 编 码 求 下 列 符号 和 频率 的 最 优 编码 : A : 0.2, B:0.1, C:0.3, C:0.4。 

画 出 取石 子 游戏 的 博弈 树 ， 假 设 初始 局 面 由 两 堆 石 头 组 成 ， 分 别 含有 1 块 和 4 块 石 头 。 假 如 两 个 选 
手 都 遵循 最 优 策略 的 话 ， 谁 将 赢得 游戏 呢 ? 

a) 什 么 是 简单 图 的 生成 树 ? 

b) 哪 些 简单 图 具有 生成 树 ? 

c) 描 述 需 要 求 出 简单 图 的 生成 树 的 应 用 ， 至 少 举 两 个 不 同 的 应 用 。 

a) 描 述 求 简单 图 里 生成 树 的 两 个 不 同 算法 。 

b) 用 你 所 选择 的 至 少 带 8 个 顶点 和 15 条 边 的 图 ， 来 解释 你 在 a) 里 所 描述 的 两 个 算法 是 如 何 求 简单 图 
的 生成 树 的 。 

a) 解 释 如 何 用 回溯 来 确定 能 和 否 用 ) 种 颜色 来 着 色 简 单 图 。 

b) 用 例子 说 明 如 何 用 回溯 来 证 明 : 色 数 等 于 4 的 图 不 能 用 3 种 颜色 来 着 色 ， 但 是 可 以 用 4 种 颜色 
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来 着 色 。 


18. a) 什 么 是 连通 加 权 图 的 最 小 生成 树 ? 


b) 至 少 描述 出 两 个 不 同 的 、 需 要 求 出 连通 加 权 图 的 最 小 生成 树 的 应 用 。 


19. a) 描 述 求 最 小 生成 树 的 普 林 算 法 和 克 鲁 斯 卡尔 算法 。 


b) 用 至 少 带 8 个 顶点 和 15 条 边 的 图 ， 来 解释 克 鲁 斯 卡尔 算法 和 普 林 算 法 是 如 何 求 最 小 生成 树 的 。 


补充 练习 


关 下 < 


证 明 : 简单 图 是 树 当 且 仅 当 它 不 包含 简单 回路 ， 并 且 添 加 连接 两 个 不 相 邻 顶 点 的 一 条 边 产生 的 新 图 恰 
好 有 一 条 简单 回路 图 (这 里 包含 相同 边 的 回路 只 算 作 一 个 ) 。 


， 有 多 少 种 非 同 构 的 带 6 个 顶点 的 有 根 树 ? 


证 明 : 每 一 个 至 少 有 一 条 边 的 树 都 至 少 有 两 个 悬挂 点 。 


证明: 有 "一 1 个 悬挂 点 的 、 带 有 半 个 顶点 的 树 必 然 同 构 于 天: 。 
. 带 有 ?个 顶点 的 树 的 顶点 的 度 之 和 是 什么 ? 
. 假定 d1，d。，…，d, 是 和 为 2n 一 2 的 个 正 整数 。 证 明 : 存在 一 个 带 有 ?个 顶点 的 树 ， 使 得 这 些 顶 点 


的 度 为 di，ds，…，d,。 


7. 证 明 : 每 个 树 都 是 可 平面 图 。 
8. 证 明 : 每 个 树 都 是 二 分 图 。 


加 


. 证 明 : 每 个 森林 都 可 以 用 两 种 颜色 来 着 色 。 


k 度 B 树 是 一 个 有 根 树 ， 它 的 所 有 树叶 都 是 在 同一 层 上 ， 它 的 根 具 有 至 少 两 个 并 且 至 多 & 个 孩子 ， 


除了 非 根 就 是 树叶 ， 并 且 除 了 根 外 每 个 内 点 有 至 少 [k/2] 个 但 不 超过 个 孩子 。 当 用 B 树 来 表示 计算 机 文 
件 时 ， 就 可 以 有 效 地 访问 这 些 文件 。 


10. 
* 11 
* 12, 


画 出 3 种 不 同 的 高 度 为 4 的 3 度 B 树 。 

给 出 高 度 为 h 的 & 度 B 树 里 树叶 数 的 上 界 和 下 界 。 

给 出 有 个 树叶 的 & 度 B 树 的 高 度 的 上 界 和 下 界 。 

二 项 式 树 Bi(i 一 0，1，2，…) 是 如 下 递归 定义 的 有 序 根 树 : 

基础 步骤 : 二 项 式 树 Bo 是 具有 单个 顶点 的 树 。 

递归 步骤 : 设 是 非 负 整数 。 为 了 构造 二 项 式 树 Bt+:， 把 Bi 的 一 个 副本 加 入 Bi 的 第 二 个 副本 ， 方 


法 是 加 入 一 条 边 ， 这 条 边 让 Bi 的 第 一 个 副本 的 根 成 为 B 的 第 二 个 副本 的 最 左 子 。 


13. 
14. 
15. 
16. 
17, 
18. 


说 ， 
S，_ 
19. 
20. 
x* 21. 


对 k=0，1，2，3，4， 画 出 B,。 

B: 有 和 多少 个 顶点 ? 证 明 你 的 答案 是 正确 的 。 

求 B 的 高 度 。 证 明 你 的 答案 是 正确 的 。 

Bi 在 深度 j 有 多 少 个 顶点 ? 其 中 0<j<k。 证 明 你 的 答案 是 正确 的 。 

Bi 的 根 的 度数 是 多 少 ? 证 明 你 的 答案 是 正确 的 。 

证 明 : B 中 度数 最 大 的 顶点 是 根 。 

车 有 根 树 工 满足 下 面 的 递归 定义 ， 则 称 它 为 Se 树 。 若 它 只 有 一 个 顶点 ， 则 它 是 So。 树 。 对 二 0 来 
若 通过 把 一 个 Si 树 的 根 作 为 一 个 新 树 的 根 ， 把 另外 一 个 Se-: 树 的 根 作 为 新 树 的 根 的 孩子 ， 从 两 个 
1 树 来 建立 一 个 新 树 ， 则 这 个 新 树 是 S; 树 。 

对 &=0，1，2，3，4， 画 出 一 个 Se 树 。 

证 明 : St 树 有 2* 个 顶点 并 且 在 上 层 上 有 唯一 一 个 顶点。 在 & 层 上 的 这 个 顶点 称 为 柄 。 

假定 工 是 带 有 柄 的 Sx 树 。 证 明 : 下 可 以 从 根 分 别 为 ri, re…re-1 的 不 相交 的 树 Tos Fyy, Ti-i 
来 获得 ， 其 中 wv 不 在 这 些 树 的 任何 一 个 中 ， 对 i 二 0，1，…，k& 一 1 来 说 ，T 是 通过 对 ;一 0，1，…， 

k 一 2， 连 接 v 到 wv 并且 连接 r; 到 -+ 得 到 的 S; 树 。 

有 序 根 树 在 层 顺 序 下 的 顶点 列表 从 根 开始 ， 接 着 是 从 左 到 右 在 1 层 上 的 顶点 ， 从 左 到 右 在 2 层 上 的 


顶点 ， 以 此 类 推 。 


22. 
23. 
x 24. 


列 出 11. 3 节 图 3 和 图 9 中 的 有 序 根 树 在 层 顺序 下 的 顶点 列表 。 
设计 列 出 有 序 根 树 在 层 顺序 下 的 顶点 列表 的 算法 。 
设计 一 种 算法 ， 确 定 一 组 通用 地 址 能 否 成 为 有 根 树 的 树叶 地 址 。 
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25. 设计 从 树叶 的 通用 地 址 来 构造 有 根 树 的 算法 。 

图 的 割 集 是 边 的 集合 ， 使 得 删除 这 些 边 就 产生 一 个 子 图 ， 这 个 子 图 的 连通 分 支 比 原来 的 图 要 多 ,但 
是 这 些 边 的 任何 真子 集 都 没有 这 个 性 质 。 
26. 证 明 : 图 的 割 集 必 然 与 这 个 图 的 任何 生成 树 都 有 至 少 一 条 公共 边 。 

仙人 掌 图 是 连通 图 ， 其 中 没有 边 是 在 多 于 一 条 的 简单 回路 上 ， 这 些 简单 回路 不 经 过 除了 起 点 以 外 的 
任何 顶点 超过 一 次 ， 而 且 不 在 除了 终点 以 外 的 其 他 地 方 经 过 起 点 (其 中 不 认为 由 相同 的 边 所 组 成 的 两 个 回 
路 是 不 同 的 )。 
27. 下 面 的 图 哪些 是 仙人 掌 图 ? 


1 b) 机 c) 
28. 树 是 否 必然 是 仙人 掌 图 ? 
29. 证 明 : 若 在 树 里 添加 一 条 回路 ， 它 包含 一 些 起 止 于 树 里 顶点 上 的 新 边 ， 则 形成 一 个 仙人 掌 图 。 
* 30. 证 明 : 若 在 连通 图 里 ， 每 条 不 经 过 任何 顶点 ( 除 起 点 以 外 ) 超 过 一 次 的 回路 都 包含 奇数 条 边 ， 则 这 个 
图 必然 是 仙人 掌 图 。 
简单 图 G 的 限制 度数 生成 树 具 有 下 面 性 质 ， 在 这 个 树 中 顶点 的 度 不 能 超过 某 个 规定 的 界限 。 限 制度 
数 生 成 树 在 运输 系统 的 模型 (该 模型 在 交叉 路 口 处 的 道路 数目 是 有 限 的) 、 在 通信 网 络 的 模型 (该 模型 进入 
一 个 结 点 的 连接 数目 是 有 限 的 ) 等 很 多 模型 中 都 很 有 用 。 
在 练习 31 一 33 中 ， 求 所 给 图 的 限制 度数 生成 树 ， 其 中 每 个 顶点 的 度 都 小 于 或 等 于 3， 或 者 证 明 不 存 


在 这 样 的 生成 树 。 
31. 32. b 


TY 
SS 从 


34. 证 明 : 每 个 顶点 的 度 都 不 超过 2 的 简单 图 的 限制 度数 生成 树 包含 读 四 中 的 站 尖 “条 哈密 顿 通路 ， 
35. 车 可 以 用 整数 1，2，…，n 来 标记 带 有 个 顶点 的 树 的 顶点 ， 使 得 相 邻 顶点 的 标记 之 差 的 绝对 值 都 
是 不 同 的 ， 则 称 这 棵 树 为 优美 的 。 证 明 : 下 面 的 树 都 是 优美 的 。 


毛虫 图 是 含有 一 条 简单 通路 的 树 ， 使 得 不 包含 在 这 条 通路 中 的 每 个 顶点 都 与 这 条 通路 中 的 一 个 顶点 
相 邻 。 
36. 练习 35 的 图 ， 哪 些 是 毛虫 图 ? 
37. 带 6 个 顶点 的 互 不 同 构 的 毛虫 图 有 多 少 种 ? 
xx 38. a) 证 明 或 反 证 : 其 边 形 成 一 条 唯一 通路 的 所 有 树 都 是 优美 的 。 
b) 证 明 或 反 证 : 所 有 的 毛虫 图 都 是 优美 的 。 
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39. 假设 在 一 个 很 长 的 位 串 中 ， 位 0 出 现 的 频率 是 0.9, 位 1 出 现 的 频率 是 0.1， 并 且 位 都 是 独立 地 出 
现 的 。 

a) 为 4 个 2 位 的 块 00、01、10 和 11 构造 哈 夫 曼 编码 。 用 这 个 编码 来 编码 一 个 位 串 ， 所 需要 的 平均 位 
数 是 多 少 ? 
b) 为 8 个 3 位 的 块 构造 哈 夫 曼 编 码 。 用 这 个 编码 来 编码 一 个 位 串 ， 所 需要 的 平均 位 数 是 多 少 ? 

40. 假设 G 是 没有 回路 的 有 向 图 。 描 述 如 何 用 深度 优先 搜索 来 完成 G 的 顶点 的 拓扑 排序 。 

41. 假定 e 是 加 权 图 里 与 顶点 v 关联 的 一 条 边 ， 使 得 e 的 权 不 超过 与 顶点 v 关联 的 任何 其 他 边 的 权 。 证 
明 : 存在 一 棵 包含 这 条 边 的 最 小 生成 树 。 

42. 3 对 夫妇 到 达 一 条 河流 的 岸 边 。 每 个 妻子 都 容易 嫉妒 ， 当 她 的 丈夫 与 其 他 的 妻子 (或 其 他 人 ) 在 一 起 ， 
但 是 她 不 在 场 时 ， 她 就 不 信任 她 的 丈夫 。6 个 人 如 何 用 一 条 只 能 装载 不 超过 两 个 人 的 船 来 渡河 ， 使 得 
每 位 丈夫 无 法 与 妻子 之 外 的 女人 单独 相处 ? 解答 时 使 用 图 论 模型 。 

43. 证 明 : 车 在 加 权 图 里 没有 两 条 边 具 有 相同 的 权 ， 则 在 每 个 最 小 生成 树 里 都 包含 着 与 顶点 v 关 联 的 权 
最 小 的 边 。 

44. 求 下 面 两 个 图 的 最 小 生成 树 ， 其 中 在 生成 树 里 每 个 顶点 的 度 都 不 超过 2。 

a) a 3 b) 5 


jms 





e 交 2 8 
设 G=(V，E) 是 有 向 图 ,+ 是 G 中 的 顶点 。 以 7 为 根 的 G 的 树 形 图 是 G 的 子 图 T 一 (V，F)， 使 得 工 
的 基本 无 向 图 是 G 的 基本 无 向 图 的 生成 树 且 对 于 每 个 vc€V， 在 中 都 有 一 条 从 r 到 wv 的 通路 (考虑 边 的 
方向 )。 
45. 证 明 : G 二 (V，E) 的 子 图 T= 二 (V， 下 ) 是 以 7 为 根 的 G 的 树 形 图 ， 当 和 且 仅 当 全 包含 +*，T 中 没有 简单 
回路 ， 对 荆 中 每 一 个 非 r 的 顶点 v€V， deg (wv) 二 1。 
46. 证 明 : 有 向 图 G= 二 (V，E) 有 一 个 以 7 为 根 的 树 形 图 ， 当 且 仅 当 每 一 个 顶点 vc€EV， 有 一 条 从 7r 到 wv 的 
有 向 通路 。 
47. 在 本 练习 中 ， 将 开发 一 个 求 有 向 图 G= 二 (V，E) 的 强 连通 分 支 的 算法 。 当 有 一 条 从 wv 到 ww 的 有 向 通路 
时 ， 顶 点 wEV 是 从 顶点 vEV 可 到 达 。 
a) 解 释 如 何 用 有 向 图 G 中 的 宽度 优先 搜索 ， 求 从 顶点 v€EG 可 达 的 所 有 顶点 。 
b) 解 释 如 何 用 G~™ 中 的 宽度 优先 搜索 ， 求 从 顶点 vc€G 可 达 的 所 有 顶点 。(G”" 是 把 G 中 所 有 边 的 方 
向 取 反 后 得 到 的 有 向 图 .) 
©) 解 释 如 何 使 用 a) 和 b) 构 造 一 个 求 有 向 图 G 的 强 连通 分 支 的 算法 ， 并 且 解 释 你 所 设计 的 算法 的 正 
确 性 。 
计算 机 课题 
按 给 定 的 输入 和 输出 写 程序 。 
1. 给 定 无 向 简单 图 的 相 邻 和 矩阵， 确定 这 个 图 是 不 是 树 。 
2. 给 定 有 根 树 的 相 邻 矩阵 和 这 棵 树 的 一 个 顶点 ， 求 出 这 个 顶点 的 父母 、 孩 子 、 祖 先 、 后 代 和 层 数 。 
3. 给 定 有 根 树 的 边 的 列表 和 这 棵 树 的 一 个 顶点 ， 求 出 这 个 顶点 的 父母 、 孩 子 、 祖 先 、 后 代 和 层 数 。 
4. 给 定 元 素 的 列表 ， 构 造 包 含 这 些 元 素 的 二 又 搜索 树 。 
5. 给 定 二 又 搜索 树 和 一 个 元 素 ， 在 这 个 二 又 搜索 树 里 求 出 这 个 元 素 的 位 置 或 添加 这 个 元 素 。 
6. 给 定 有 序 根 树 的 边 的 有 序列 表 ， 求 出 它 的 边 的 通用 地 址 。 
7. 给 定 有 序 根 树 的 边 的 有 序列 表 ， 以 前 序 、 中 序 和 后 序列 出 它 的 顶点 。 
8. 给 定 前 级 形式 的 算术 表达 式 ， 求 它 的 值 。 
9. 给 定 后 缀 形式 的 算术 表达 式 ， 求 它 的 值 。 
10. 给 定 一 组 符号 的 频率 ， 用 哈 夫 曼 编码 来 求 这 些 符 号 的 最 优 编码 。 


11. 
12. 
13. 
14. 
15. 
16. 
17. 
18. 
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给 定 取 石子 游戏 的 开局 ， 确 定 第 一 个 选手 的 最 优 策略 。 

给 定 连 通 无 向 简单 图 的 相 邻 矩阵 ， 用 深度 优先 搜索 找 出 这 个 图 的 生成 树 。 

给 定 连 通 无 向 简单 图 的 相 邻 矩阵 ， 用 宽度 优先 搜索 找 出 这 个 图 的 生成 树 。 

给 定 一 组 正 整 数 和 一 个 正 整数 N， 利 用 回溯 求 这些 整 数 的 一 个 子 集 ， 使 其 和 为 NN。 

给 定 无 向 简单 图 的 相 邻 矩阵 ， 若 有 可 能 ， 则 利用 回溯 ， 用 3 种 颜色 为 这 个 图 着 色 。 

给 定 一 个 正 整 数 >， 利 用 回潮 来 解决 皇后 问题 。 

给 定 加 权 无 向 连通 图 的 边 的 列表 和 它们 的 权 ， 用 普 林 算 法 求 这 个 图 的 最 小 生成 树 。 

给 定 加 权 无 向 连通 图 的 边 的 列表 和 它们 的 权 ， 用 克 鲁 斯 卡尔 算法 求 这 个 图 的 最 小 生成 树 。 


计算 和 探索 


用 


人 
8. 


一 个 计算 程序 或 你 自己 编写 的 程序 做 下 面 的 练习 。 

.显示 所 有 的 带 有 6 个 顶点 的 树 。 

. 显示 全 部 的 互 不 同 构 的 带 有 7 个 顶点 的 树 。 

. 根据 ASCII 码 字符 在 典型 输入 中 出 现 的 频率 ， 构 造 它 们 的 哈 夫 曼 编码 。 

- 对 ?一 1，2，3，4，5，6， 计 算 K, 的 不 同 的 生成 树 的 个 数 。 当 半 是 正 整数 时 ， 猜 想 这 种 生成 树 的 个 数 


的 公式 。 


. 对 于 xz 一 100、? 一 1000 和 x 一 10 000 来 说 ， 比 较 排 序 个 从 小 于 1 000 000 的 正 整 数 的 集合 中 随机 选择 


的 正 整数 所 需要 的 比较 次 数 ， 使 用 选择 排序 、 插 入 排序 、 归 并 排序 和 快速 排序 。 


- 对 于 不 超过 10 的 所 有 正 整 数 来 说 ， 计 算 在 nXn 棋盘 上 放置 n 个 皇后 ,使 得 这 些 皇后 不 能 互相 攻击 


的 不 同方 式 数 。 
求 把 美国 50 个 州 的 首府 互相 连接 起 来 的 图 的 最 小 生成 树 ， 其 中 每 条 边 上 的 权 是 首府 之 间 的 距离 。 
画 出 4X4 棋盘 上 跳棋 游戏 的 完全 博弈 树 。 


写作 课题 
用 本 教材 以 外 的 资料 ， 按 下 列 要 求 写成 论文 。 


on Dr 


. 解释 凯 菜 如 何 用 树 来 枚 举 特定 类 型 的 碳水 化 合 物 的 个 数 。 

. 解释 在 研究 进化 论 时 ， 如 何 使 用 树 表 示 祖 先 关系 。 

.讨论 分 层 的 簇 树 以 及 如 何 使 用 它们 。 

. 定义 AVL 树 ( 有 时 也 称 为 高 度 平衡 树 )。 解 释 如 何以 及 为 什么 在 许多 不 同 的 算法 中 都 用 到 AVL 树 。 

. 定义 四 叉 树 并 解释 如 何 用 四 叉 树 来 表示 图 像 。 描 述 如 何 通过 操纵 对 应 的 四 叉 树 来 旋转 、 缩 放 和 转换 


图 像 。 


. 定义 一 个 堆 ， 并 解释 如 何 把 树 转化 成 堆 。 堆 为 什么 在 排序 中 有 用 ? 

. 描述 针对 连续 读 和 人 字符 时 字母 频率 发 生变 化 的 数据 压缩 的 动态 规划 算法 ， 比 如 自 适应 哈 夫 曼 编 码 。 
. 解释 如 何 用 -8 剪 枝 来 简化 对 博弈 树 的 值 的 计算 。 

. 描述 下 棋 程序 (比如 深蓝 ) 所 使 用 的 技术 。 

. 为 树 网 这 种 类 型 的 图 下 定义 。 解 释 这 种 图 如 何 用 在 非常 大 的 系统 集成 和 并 行 计算 中 。 

. 讨论 在 组 播 中 避免 路 由 器 之 间 回 路 所 用 的 算法 。 

. 描述 基于 深度 优先 搜索 来 求 图 的 断 点 的 算法 。 

. 描述 基于 深度 优先 搜索 来 求 有 向 图 的 强 连通 分 支 的 算法 。 

. 描述 在 Web 上 不 同 搜索 引擎 的 网 络 息 虫 和 网 络 蜘蛛 所 用 的 搜索 技术 。 

. 描述 求 图 的 最 小 生成 树 的 算法 ， 使 得 生成 树 上 任意 顶点 的 最 大 度数 不 超过 一 个 固定 的 常数 &。 
. 就 复杂 度 和 应 用 场合 而 言 ， 对 一 些 最 重要 的 排序 算法 进行 比较 。 

. 讨论 构造 最 小 生成 树 的 算法 的 历史 和 起 源 。 

. 描述 产生 随机 树 的 算法 。 


第 12 章 | 


Discrete Mathematics and Its Applications, 7E 


布尔 代数 


计算 机 和 其 他 电子 设备 中 的 电路 都 有 输入 和 输出 ， 输 入 是 0 或 1， 输 出 也 是 0 或 1。 电 路 
可 以 用 任何 具有 两 个 不 同 状态 的 基本 元 件 来 构造 ， 开 关 和 光学 装置 都 是 这 样 的 元 件 ， 开 关 可 
能 处 于 开 或 关 的 位 置 ， 光 学 装置 可 能 是 点 亮 或 未 点 亮 的 。1854 和 年， 乔治， 布尔 (George 
Boole) 在 《The Laws of Thought》 一 书 中 第 一 次 给 出 了 逻辑 的 基本 规则 。1938 年 ， 克 劳 德 。 香 
农 (Claude Shannon) 揭 示 了 怎么 用 逻辑 的 基本 规则 来 设计 电路 ， 这 些 基 本 规则 形成 了 布尔 代 
数 的 基础 。 本 章 将 逐步 展开 布尔 代数 基本 性 质 的 讨论 。 电 路 的 操作 可 以 用 布尔 函数 来 定义 ， 
这 样 的 布尔 函数 对 任意 一 组 输入 都 能 指出 其 输出 的 值 。 构 造 电路 的 第 一 步 是 用 由 布尔 代数 的 
基本 运算 构造 的 表达 式 来 表示 布尔 函数 。 我 们 将 介绍 一 个 能 产生 这 些 表 达 式 的 算法 ， 所 得 到 
的 表达 式 可 能 包含 一 些 宛 余 运算 。 本 章 的 后 面部 分 将 描述 一 个 求 表达 式 的 方法 ， 求 得 的 表达 
式 中 所 包含 的 和 与 积 的 个 数 是 表示 一 个 布尔 函数 所 需 数量 中 最 少 的 。 将 要 展开 讨论 的 这 些 方 
法 称 为 卡 诺 (Karnaugh) 图 方法 和 奎 因 莫 可 拉 斯 基 (CQuine-McCluskey) 方 法 ， 它 们 对 于 有 效 电路 
的 设计 十 分 重要 。 


12.1 布尔 函数 
12.1.1 引言 


布尔 代数 提供 的 是 集合 {0，1} 上 的 运算 和 规则 ， 这 个 集合 及 布尔 代数 的 规则 还 可 以 用 来 研 
究 电子 和 光学 开关 。 我 们 用 得 最 多 的 三 个 布尔 代数 运算 是 补 、 布 尔 和 与 布尔 积 。 元 素 的 补 用 上 
划 线 加 以 标记 ， 其 定义 为 : 0 天 1，I 王 0。 布 尔 和 记 为 十 或 OR， 它 的 值 如 下 : 
I 十 1 一 1，1 寺 0 三 1， 0 十 1= 一 1，0 十 0 一 0 
布尔 积 记 为 。 或 AND， 它 的 值 如 下 : 
1。1 王 1，1。0 王 0，0。1 王 0，0。0 一 0 
在 不 引起 混淆 时 ， 可 以 删 去 。， 就 像 写 代 数 积 时 一 样 。 除 非 使 用 括号 ， 否 则 布尔 运算 的 优 
先 级 规则 是 : 首先 计算 所 有 补 ， 然 后 是 布尔 积 ， 然 后 是 布尔 和 ， 如 例 1 所 示 。 
例 1 计算 1. 0 十 (0 干 站 的 值 。 
解 ” 根 据 补 、 布 尔 积 与 布尔 和 的 定义 ,得 到 
1。0 十 (0 二 1) = 0 十 1 
一 0 十 0 本 
一 0 
补 、 布 尔 和 与 布尔 积分 别 对 应 于 逻辑 运算 a、V 和 人 ， 且 0 对 应 于 F( 假 )，1 对 应 于 T( 真 )。 
布尔 代数 中 的 恒等式 可 以 直接 转换 为 复合 命题 中 的 等 价 式 。 反 之 ， 复合 命题 中 的 等 价 式 也 可 以 
转换 为 布尔 代数 中 的 恒等式 。 本 节 后 面部 分 将 会 介绍 ， 为 什么 这 些 转 换 产 生 有 效 的 逻辑 等 价 式 
和 布尔 代数 恒等式 。 例 2 显示 了 如 何 把 布尔 代数 恒等式 转换 为 命题 逻辑 等 价 式 。 
例 2 把 例 1 中 的 恒等式 1。 0 十 (0 十 1) 王 0 转换 成 逻辑 等 价 式 。 
解 ”把 恒等式 中 的 1 转换 成 T、0 转换 成 E、 布 尔 和 转换 成 析 取 、 布 尔 积 转换 成 合 取 、 衬 
转换 成 否定 ， 就 可 以 得 到 逻辑 等 价 式 
‘TAFV- TVDPED=F S| 
下 面 的 例 3 显示 了 如 何 把 命题 逻辑 等 价 式 转换 为 布尔 代数 恒等式 。 
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例 3 把 逻辑 等 价 式 (TAT) VEF=T 转 换 成 布尔 代数 恒等式 。 

解 ”把 逻辑 等 价 式 中 的 工 转换 成 1、 了 转换 成 0、 析 取 转 换 成 布尔 和 、 合 取 转 换 成 布尔 积 、 
否定 转换 成 补 ， 就 可 以 得 到 布尔 代数 恒等式 
(1。I) 十 0=1 本 


12. 1.2 布尔 表达 式 和 布尔 函数 

设 B 二 {0, 1}, 则 B" 二 {(zi， zi， "ZX,) |x;EB,，1<i<n) 是 由 0 和 1 能 构成 的 所 及 
元 组 的 集合 。 变 元 xz 如 果 仅 从 B 中 取 值 ， 则 称 该 变 元 为 布尔 变 元 ， 即 它 的 值 只 可 能 为 0 或 1。 
从 B" 到 B 的 函数 称 为 n 元 布尔 函数 。 

例 4 从 布尔 变 元 有 序 对 的 取 值 集合 到 集合 {0，1) 的 函数 F(zx，y)= 二 zy 就 是 一 个 2 元 布尔 


函数 ， 且 F(1，1)= 二 0，F(1,，0)= 二 1]，F(0, 1) 二 0，F(0，0)= 二 0。F 下 的 值 如 表 1 所 示 。 本 
布尔 函数 也 可 用 由 变 元 和 布尔 运算 构成 的 表达 式 来 表示 。 关 于 变 元 表 1 
Ti Ty "9 Xn 的 布尔 表达 式 可 以 递归 地 定义 如 下 : 


DO Ly wy ys Sr 是 布尔 表达 式 ; 

2) 如 果 巨 和 E, 是 布尔 表达 式 ， 则 巨 、(EEE,) 和 (EE 十 E,) 是 布尔 表 
达 式 。 

每 个 布尔 表达 式 表 示 一 个 布尔 函数 ， 此 函数 的 值 是 通过 在 表达 式 中 
用 0 和 1 蔡 换 变 元 得 到 的 。 在 12. 2 节 中 我 们 将 介绍 怎么 用 布尔 表达 式 来 表示 布尔 函数 。 

例 5 求 由 F(z，y，) 三 xy 十 z 表 示 的 布尔 函数 的 值 。 

解 ” 这 个 函数 的 值 由 表 2 表示 。 司 














克 劳 德 ， 艾 尔 伍 德 . 香农 (Claude Elwood Shannon，1916 一 2001) 1916 年 ， 香 农 
出 生 于 密歇根 州 的 配 托 斯 基 (Petoskey) ， 并 在 盖 劳 得 (Gaylod) 长 大 。 他 的 父亲 是 商人 
同时 也 是 遗嘱 检验 法 官 ， 母 亲 是 语言 教师 兼 中 学 校长 。1936 年 ， 他 毕业 于 密歇根 大 
学 ， 之 后 他 来 到 了 麻 省 理工 学 院 继续 学 业 ， 并 得 到 了 一 份 维护 微 分 分 析 器 的 工作 。 这 
种 机 器 是 由 轴 和 齿轮 构成 的 机 械 计算 装置 ， 由 他 的 硕士 论文 指导 老师 文 那 瓦 。 布什 
(Vannevar Bush) 构 建 。 他 的 硕士 论文 写 于 1936 年 ， 主 要 研究 微分 分 析 器 的 逻辑 性 质 。 
他 在 论文 中 第 一 次 提出 了 布尔 代数 在 开关 电路 设计 中 的 应 用 ， 使 得 这 几乎 成 为 了 20 
世纪 最 著名 的 硕士 论文 。1940 年 ， 他 在 麻 省 理工 学 院 获得 博士 学 位 ， 同 年 加 入 贝尔 实验 室 。 在 这 里 他 主 
要 负责 数据 有 效 传输 方面 的 工作 ， 他 也 是 首 批 用 位 表示 信息 的 人 之 一 。 同 时 ， 他 还 从 事 确定 电话 线 所 能 
承载 的 流量 方面 的 研究 。 香 农 对 信息 论 做 出 了 卓越 的 贡献 。 在 20 世纪 50 年 代 初 期 ,他 是 人 工 智能 的 主 
要 奠基 人 之 一 。1956 年 ， 他 来 到 麻 省 理工 学 院 继续 从 事 信息 论 研 究 。 

香农 有 不 合 传统 的 一 面 。 他 被 认为 是 以 火箭 为 动力 的 塑料 玩具 飞盘 的 发 明 者 。 他 曾 在 贝尔 实验 室 的 
门厅 里 骑 着 单 轮 脚 踏 车 ， 并 同时 页 着 4 个 球 ， 也 因此 成 了 家 喻 户 晓 的 名 人 。 香 农 50 岁 就 退休 了 ， 但 在 其 
后 的 十 多 年 中 还 零星 地 发 表 了 一 些 文章 。 他 在 晚年 将 精力 主要 放 在 了 研制 一 些 宠物 用 品 上 ， 例 如 他 建造 
了 机 动 化 的 跳跃 用 高 跷 杖 。 香 农 曾 经 说 过 一 句 很 有 意思 的 话 :“ 我 可 以 想象 ， 我 们 成 为 机 器 人 ， 狗 成 为 人 
的 时 代 将 会 到 来 ,我 为 机 器 鼓 气 加 油 .” 这 句 话 发 表 在 1987 年 的 Omni Magazine》 杂 志 上 。 
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注意 ,布尔 函数 还 可 用 图 形 来 表示 ,方法 是 : 将 nn 元 二 进 制 数 组 与 n 方 体 的 顶点 一 一 对 
应 ， 再 标 出 那些 函数 值 为 1 的 顶点 。 

例 6 例 5 中 从 Bi 到 B 的 函数 Fz，y，z) 二 xy 十 z 可 如 下 表示 : 标 出 满足 F(zx,，y,，z)==1 
的 五 个 3 元 组 (1; 4; 了、C1ls 1s 0)s (1; 0, 0)、(0, 1, 0) 和 (C0, 0,， 
0) 所 对 应 的 顶点 。 如 图 1 所 示 ， 这 些 顶 点 用 实心 的 黑 圈 标 出 。 4 

2 个 变 元 的 布尔 函数 下 和 G 是 相等 的 ， 当 且 仅 当 F(b，b，…，b,) 二 
G(b1,b,，…，b,)， 其 中 6b，5b,，…，, ,6b, 属于 B。 表 示 同 一 个 函数 的 不 
同 的 布尔 表达 式 称 为 是 等 价 的 。 例 如 ， 布 尔 表 达 式 zy、zy 十 0 和 zy。1 





都 是 等 价 的 。 布 尔 函 数 下 的 补 函 数 是 下 ， 其 中 下 (zi，…，z) 一 
到 dd 2 设 下 和 G 是 n 元 布尔 函数 ， 函数 的 布尔 和 下 十 G 与 布 
尔 积 FG 分 别 定 义 为 


(FO(Rs mi) (Rm) G(R sy ms) 
(FG sr sm) = FER sen vp) Gm yn oy 
2 元 布尔 函数 是 从 一 个 4 个 元 素 的 集合 到 B 的 函数 ， 这 4 个 元 素 是 B= 二 {0，1) 中 元 素 构 成 
的 元 素 对 ，B 是 有 2 个 元 素 的 集合 。 因 此 有 16 个 不 同 的 2 元 布尔 函数 。 在 表 3 中 ,我 们 列 出 了 
这 16 个 不 同 的 2 元 布尔 函数 的 值 ， 这 16 个 不 同 的 2 元 布尔 函数 记 为 Fl，F,，…，Fl。。 


表 3 16 个 2 元 布尔 函数 


ym Fm | FF |F |F | FF |F [Fs | Fs | Fu | ms 
2 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 


0 0 


1 

0 1 L 1 0 0 
1 1 0 1 0 1 1 
0 1 1 0 0 1 0 





例 7 有 多 少 个 不 同 的 nn 元 布尔 函数 ? 

解 ” 由 计数 的 乘积 法 则 可 知 : 有 2" 个 由 0 和 1 构成 的 不 同 的 n 元 组 。 因 为 布尔 函数 就 是 对 
这 2" 个 nn 元 组 中 的 每 一 个 进行 赋值 ， 所 以 乘积 法 则 表明 有 2* 个 不 同 的 元 布尔 函数 。 4 

表 4 列 出 了 1 一 6 元 不 同 布尔 函数 的 个 数 。 这 种 函数 的 个 数 增长 非常 快 。 


表 4 度 布尔 函数 的 个 数 












65 536 
4294 967 296 
18 446 744 073 709 551 616 


12.1.3 布尔 代数 恒等式 
布尔 代数 有 许多 恒等式 ， 表 5 列 出 了 其 中 最 重要 的 恒等式 。 这 些 恒 等 式 对 于 电路 设计 的 简 
化 特别 有 用 。 表 5 中 的 每 个 恒等式 都 可 以 用 表 来 证 明 。 例 8 就 以 这 种 方法 证 明了 一 个 分 配 律 。 
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其 余 性 质 的 证 明 留 作 练习 。 
表 5 布尔 恒等式 
E A 2 
三 一 并 十 yz 一 (Z 十 y)(z 十 z) 
人 双重 补 律 ZT(y 十 z) 一 并 y 十 Zz 分 配 律 
十 工 一 ey ee 
es 知 等 和 ee 德 ， 摩根 律 
和 (z 十 7) 一 工 》 
天 十 0 一 并 并 十 并 y 一 工 2 
rx*1=x 同一 律 zx(Zz+y)=z 豚 收 委 
z+1=1 
a 支配 律 wt | 。 单位 元 性 质 
Z 十 y 一 y 十 工 
交换 律 zz=0 零 元 性 质 


Z 十 (y 十 z) 一 (z 十 y) 十 z 


全 
CO) 尖 i 


例 8 证 明 分 配 律 z(y 十 z) 二 xy 十 zz 是 正确 的 。 
解 ” 表 6 表示 了 此 恒等式 的 验证 。 这 个 恒等式 成 立 ， 因 为 此 表 的 最 后 两 列 相 同 。 本 


表 6 验证 分 配 率 


| To 


、 











SO oO ~ ~ OO OO ~ -~ 
© 口 口 口 口 口 上 王 





读者 应 该 将 表 5 中 的 布尔 恒等式 与 1. 3 节 表 6 中 的 逻辑 等 价 式 和 2. 2 节 表 1 中 的 集合 恒 等 
式 相 比较 。 所 有 这 些 都 是 一 个 更 抽象 结构 中 恒等式 集合 的 特殊 情形 。 每 个 恒等式 集合 都 可 以 通 
过 适当 的 转换 得 到 。 例 如 ， 通 过 把 布尔 变 元 变 为 命题 变 元 、0 变 为 F、1 变 为 T、 布 尔 和 变 为 析 
取 、 布 尔 积 变 为 合 取 以 及 补 变 为 否定 ， 这 样 就 可 以 把 表 5 中 的 布尔 恒等式 转换 成 逻辑 等 价 式 ， 
如 例 9 所 示 。 

例 9 把 表 5 中 的 分 配 律 x 十 yz 二 (zx 十 y) (zx 十 z) 转 换 成 逻辑 等 价 式 。 

解 ”为 了 把 布尔 恒等式 转换 成 逻辑 等 价 式 ， 首 先 需要 把 布尔 变 元 变 为 命题 变 元 。 这 里 的 布 
尔 变 元 z+、y 和 >z 分 别 变 为 命题 变 元 p、g 和 +。 然 后 把 布尔 和 变 为 析 取 ， 布 尔 积 变 为 合 取 ( 注 意 
在 这 个 布尔 恒等式 中 ，0、1 和 补 都 没有 出 现 ) 。 这 样 就 把 此 布尔 恒等式 转换 成 了 逻辑 等 价 式 

p'VY. (qkA TD (piV q) MPIVI7) 

此 逻辑 等 价 式 是 1. 3 节 表 6 中 命题 逻辑 的 一 个 分 配 律 。 a 

布尔 代数 中 的 恒等式 可 以 用 来 证 明 其 他 的 恒等式 ， 如 例 10 所 示 。 

例 10 用 表 5 所 示 的 布尔 代数 的 其 他 恒等式 证 明 吸 收 律 x-(z 十 y) 二 x( 这 称 为 吸收 律 ， 因 为 
将 zx 十 y 吸收 进而 保持 xz 不 变 .) 

解 ”推导 此 恒等式 的 步骤 以 及 每 步 使 用 的 定律 如 下 : 


Erte > 
Exemies 
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ZX(ZX 十 y) 一 (z 十 0)(Cz 十 y) 布尔 和 的 同一 律 


= By 布尔 和 对 布尔 积 的 分 配 律 

一 工 十 y“.0 布尔 积 的 交换 律 4 
一 工 十 0 布尔 积 的 支配 律 

一 工 布尔 和 的 同一 律 


12. 1.4 对 偶 性 

表 5 中 的 恒等式 都 是 成 对 出 现 的 (除了 双重 补 律 、 单 位 元 性 质 及 零 元 性 质 外 ) 。 为 了 解释 每 
一 对 恒等式 中 两 个 式 子 的 关系 ， 我 们 使 用 对偶? 这 个 概念 。 一 个 布尔 表达 式 的 对 偶 可 用 如 下 方 
法 得 到 : 交换 布尔 和 与 布尔 积 ， 并 交换 0 与 1 。 

例 11 写 出 z(Cy 十 0) 和 元 "1 十 (7 十 z) 的 对 偶 。 

解 ”在 这 两 个 表达 式 中 交换 符号 十 和 “。 以 及 0 和 1， 就 产生 它们 的 对 偶 ， 这 两 个 对 偶 分 别 
是 z 十 (>》。1) 和 (元 十 0) ( 交 ) 。 可 

布尔 表达 式 所 表示 的 布尔 函数 下 的 对 偶 是 由 这 个 表达 式 的 对 偶 所 表示 的 函数 ， 这 个 对 偶 函 
数 记 为 玉 ， 它 不 依赖 于 表示 下 的 那个 特定 的 布尔 表达 式 。 对 于 由 布尔 表达 式 表 示 的 函数 的 恒 
等 式 ， 当 取 恒 等 式 两 边 的 函数 的 对 偶 时 ， 等 式 仍然 成 立 ( 原 因 参 见 练习 30) ， 此 结果 叫做 对 偶 
性 原理 ， 它 对 于 获得 新 的 恒等式 十 分 有 用 。 

例 12 通过 取 对 偶 的 方法 ， 用 吸收 律 x(zx 十 y) 二 xz 构造 一 个 恒等式 。 

解 ” 取 此 恒等式 两 边 的 对 偶 ， 得 到 恒等式 z 十 zy 一 z， 它 也 称 为 吸收 律 ， 见 表 5。 S| 


12. 1.5 布尔 代数 的 抽象 定义 

虽然 本 节 着 重 讨论 布尔 函数 和 表达 式 ， 但 所 有 的 结论 都 可 以 转换 成 关于 命题 的 结论 ， 也 可 
以 转换 成 关于 集合 的 结论 。 因 此 ， 抽 象 地 定义 布尔 代数 十 分 有 用 。 一 旦 一 个 特定 的 结构 被 证 明 
是 布尔 代数 ， 则 所 有 关于 布尔 代数 的 一 般 结果 都 可 应 用 于 这 个 特定 的 结构 。 

布尔 代数 可 以 用 多 种 方法 来 定义 ， 最 常用 的 方法 是 指明 运算 所 必须 满足 的 性 质 ， 如 定义 1 
所 示 。 

一 个 布尔 代数 是 一 个 集合 B， 它 有 两 个 二 元 运算 V 和 八 、 元 素 0 和 1， 以 及 一 个 
一 元 运算 ， 且 对 BB 中 的 所 有 元 素 +、y 和 xz， 下 列 性 质 成 立 : 


rhe 一人 
forbesde 补 律 

A “全 
ei 交换 人 
ep dd 2 


zxXA(yVz)=(zAy)V (zrAz) 

使 用 定义 1 所 给 的 定律 ， 可 以 证 明 ， 对 于 每 个 布尔 代数 ， 许 多 其 他 的 定律 成 立 ， 例 如 短 等 
律 和 支配 律 。( 见 练习 35 一 42。) 

以 前 讨论 过 ，B= 二 {0，1} 连 同 OR、AND 运算 及 “ 补 ” 运 算 满 足 所 有 这 些 性 质 。 有 个 变 元 
的 所 有 命题 构成 的 集合 ， 连 同 V 和 人 运算 、F 和 工 及 “ 非 ” 运 算 ， 也 满足 布尔 代数 的 所 有 性 质 ， 
这 可 以 从 1.3 节 中 的 表 6 看 出 来 。 类 似 地 ， 一 个 全 集 U 的 所 有 子 集 构成 的 集合 ， 连 同 并 和 交 运 
算 、 空 集 和 全 集 以 及 集合 的 补 运算 是 一 个 布尔 代数 ， 这 可 以 从 2.2 节 的 表 1 中 看 出 来 。 所 以 ， 
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为 了 建立 关于 布尔 表达 式 、 命 题 和 集合 的 结果 ， 我 们 只 要 证 明 关 于 抽象 布尔 代数 的 结果 即 可 。 


布尔 代数 也 可 以 用 第 9 章 中 所 讨论 的 格 的 概念 来 定义 。 一 个 格 工 是 一 个 偏 序 集 ， 其 每 对 


元 素 z、 y 都 有 一 个 最 小 上 界 ， 记 为 lubCz， y)s 也 有 一 个 最 大 下 界 ， 记 为 glb(Cz， Ss 给 定 工 
的 两 个 元 素 和 yy， 我 们 可 以 定义 工 的 两 个 运算 V 和 人 如 下 : xzV y= lub(zx,，y)， 
工 人 y 一 glb(z，y) 。 


要 使 一 个 格 工 成 为 定义 1 中 所 定义 的 布尔 代数 ， 它 必须 还 有 两 个 性 质 。 第 一 ， 它 必须 是 有 


补 的 。 为 使 一 个 格 成 为 有 补 的 ， 它 必须 有 一 个 最 小 元 素 0 和 一 个 最 大 元 素 1， 且 对 格 的 每 个 元 


素 


ZX， 必须 存在 一 个 元 素 ， 使 得 xV ==1 且 x 人 二 0。 第 二 ， 它 必须 是 分 配 的 。 也 就 是 说 ， 


对 于 工 中 的 每 个 z、y 和 xz, zxXV (yAz)= 二 (xzVy)A(rzVz) 且 zxXA(yVz)= 二 (Ay)V (zxzAz)。 证 
明 有 补 分 配 格 是 布尔 代数 已 在 第 9 章 练习 39 中 留 作 补充 练习 。 


练 
1. 


7。 
8. 
9. 


10. 
11. 
ts 12. 
13. 


习 
求 下 列表 达 式 的 值 。 
a)1。0 b)1 二 1 c)0。0 d) (1 十 0) 





. 求 满足 下 列 方程 的 布尔 变 元 = 的 值 (如 果 有 的 话 )。 


a)r* 1=0 b)z 十 z 一 0 cr:1=zx dj)zx* z=1 


。 3) 证 明 (1。1) 十 (0。1 十 0) 王 1。 


b) 通 过 如 下 方式 把 a) 中 的 布尔 恒等式 转换 成 命题 等 价 式 : 0 变 为 F、1 变 为 T、 布 尔 和 变 为 析 取 、 布 尔 
积 变 为 合 取 、 补 变 为 否定 以 及 等 于 号 变 为 命题 逻辑 的 等 价 符号 。 


. a) 证 明 (I。0) 十 (1。0) 一 1。 


b) 通 过 如 下 方式 把 a) 中 的 布尔 恒等式 转换 成 命题 等 价 式 : 0 变 为 F、1 变 为 T、 布 尔 和 变 为 析 取 、 布 尔 
积 变 为 合 取 、 补 变 为 否定 以 及 等 于 号 变 为 命题 逻辑 的 等 价 符号 。 


. 用 表 来 表示 下 列 每 个 布尔 函数 的 值 。 
a)F(z, y, 2z)=Zy b)FCz，y，z) 王 Z 十 yz 
cJ)FCz，y，z) 一 zz 了 7 十 (zyz) d)F(r, y, z)=Zz(yzt+yz) 
. 用 表 来 表示 下 列 每 个 布尔 函数 的 值 。 
a)F(z, y, z)=z b)FCz，y，z) 一 了 十 交 
F(z, y, 2)=zyzt+ (ryz) d)FCz，y，z) 一 7(CZZz 十 元 元 ) 


用 3 立方体 Qi 表示 练习 5 中 的 每 个 布尔 函数 ， 将 函数 值 为 1 的 3 元 组 所 对 应 的 顶点 画 成 黑 圈 。 
用 3 立方体 Qs 表示 练习 6 中 的 每 个 布尔 函数 ， 将 函数 值 为 1 的 3 元 组 所 对 应 的 顶点 画 成 黑 圈 。 
布尔 变 元 z 和 y 取 什 么 值 可 满足 zy 一 z 十 y? 机 

有 多 少 个 不 同 的 7 度 布尔 函数 ? 

用 表 5 中 的 其 他 定律 证 明 吸收 律 zx 十 zy 一 并 

证 明 F(z，y，z) 一 zy 十 zz 十 yz 取 值 为 1 当 且 仅 当 变 元 zx、y 和 zx 中 至 少 有 两 个 取 值 为 1。 

证 明 zy 十 yz 十 Zz 二 Ty 十 YW 十 之 。 

练习 14 一 23 处 理由 本 节 开 始 定义 的 {0，1} 上 的 加 法 、 乘 法 和 补 所 定义 的 布尔 代数 。 对 每 一 题 ， 采 用 


与 例 8 中 的 表 相 似 的 形式 进行 验证 。 


14. 
15. 
16. 
17. 
18. 
19. 
20. 
21. 
22. 
23. 


验证 双重 补 律 。 

验证 寡 等 律 。 

验证 同一 律 。 

验证 支配 律 。 

验证 交换 律 。 

验证 结合 律 。 

验证 表 5 中 的 第 一 个 分 配 律 。 
验证 德 ， 摩根 律 。 

验证 单位 元 性 质 。 
验证 零 元 性 质 。 
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布尔 运算 符 四 的 定义 如 下 : 1 四 1=0，1 申 0=1,， 0 四 1=1，0 申 0==0。 此 算 子 称 为 “ 异 或 ">(XOR) 
算 子 。 
24. 化 简 下 列表 达 式 。 


a) 工 中 0 b)z 申 1 c) 并 由 工 d)zx OT 
25. 证 明 下 列 恒 等 式 成 立 。 
a)z 由 y 王 (Cz 十 y)Czy) b)z 由 y> 王 (zy) 十 (CZy) 


26. 证 明 工 四 y 一 > 四 =。 

27. 证 明 下 列 等 式 成 立 或 不 成 立 。 
a)rOBYyBz)=(rOBy Dz b)z 十 (> 由 z) 王 (z 十 y) 由 (z 十 z) 
cz 四 (> 十 z) 一 (zz 由 y) 十 (z 由 >z) 

28. 求 下 列 布尔 表达 式 的 对 偶 。 


ED bzy zxryzt+iyz 全 去 十 到 0 十 去 = 工 
29. 设 下 是 一 个 布尔 防 数 ， 它 由 一 个 含有 变 元 zI1，…，z 的 布尔 表达 式 表 示 。 证 明 F(x，…，z) 一 
F(R , “ys Le)s 


30. 设 下 和 G 是 由 7 个 变 元 的 布尔 表达 式 表示 的 布尔 函数 且 下 二 G。 证 明 Fr 二 G*， 其 中 F 和 6G? 分 别 是 
由 表示 下 和 G 的 布尔 表达 式 的 对 偶 表 示 的 布尔 函数 。[ 提 示 : 使 用 练习 29 的 结果 。] 

31. 有 多 少 个 不 同 的 布尔 函数 F(zx，y，z) 使 得 对 于 布尔 变 元 zx、y、z 的 所 有 值 ，F(3,， 35, z) 二 F(z,，y, 2)。 

32. 有 多 少 个 不 同 的 布尔 函数 F(x，y，z) 使 得 对 于 布尔 变 元 xz、y、z 的 所 有 值 ，F(3，y, z) 二 F(x,， 3,，z) 二 
F(x, ys 3 二。 

33. 证 明 : 把 表 6 中 的 布尔 代数 的 德 。 摩根 律 转换 成 逻辑 等 价 式 时 ， 它 就 是 命题 逻辑 中 的 德 ， 摩根 律 ( 见 
1. 3 节 中 的 表 6) 。 

34. 证 明 : 把 表 6 中 的 布尔 代数 的 吸收 律 转换 成 逻辑 等 价 式 时 ， 它 就 是 命题 逻辑 中 的 吸收 律 ( 见 1. 3 节 中 
的 表 6)。 
在 练习 35 一 42 中 ， 用 定义 1 中 的 定律 来 证 明 所 述 性 质 对 每 个 布尔 代数 成 立 。 

35. 在 布尔 代数 中 证 明 ， 寡 等 律 xV zx 二 zx 和 xzAz= 工 对 每 个 元 素 z 成立。 

36. 在 布尔 代数 中 证 明 ， 每 个 元 素 都 有 唯一 的 一 个 补 却 使 得 zx V 均 一 1 且 工人 元 一 0。 

37. 在 布尔 代数 中 证 明 ， 元 素 0 的 补 是 1， 反 之 也 成 立 。 

38. 证 明 双 重 补 律 在 布尔 代数 中 成 立 ， 即 对 每 个 元 素 Tz， 二 工 。 

39. 证 明 德 。 摩根 律 在 布尔 代数 中 成 立 ， 即 对 任意 元 素 z 和 y,， (xzVy) 一 人 5 有 (zxAy)=zV3。 

40. 证 明 模 性 质 在 布尔 代数 中 成 立 ， 即 证 明 zxA(CyV (rzAz))= 二 (rzAy)V(zAz) 且 ZzV (yA (zVz))= 
(ZW 人 人 (CZYV Es 

41. 在 布尔 代数 中 证 明 ， 如 果 zVy=0， 则 z=0 且 y= 二 0; 如 果 zAy=1, 则 z=1 且 y=1。 

42. 在 布尔 代数 中 证 明 ， 一 个 恒等式 的 对 偶 还 是 一 个 恒等式 ， 其 中 ， 人 恒等式 的 对 偶 是 如 下 得 到 的 : 交换 
入 和 V 运算 符 ， 并 交换 元 素 0 和 1。 

43. 证 明 一 个 有 补 的 分 配 格 是 一 个 布尔 代数 。 


12.2 布尔 函数 的 表示 

本 节 将 研究 布尔 代数 的 两 个 重要 问题 。 第 一 个 问题 是 : 给 定 一 个 布尔 函数 的 值 ， 怎 样 才能 
找到 表示 这 个 布尔 函数 的 布尔 表达 式 ? 这 个 问题 将 通过 证 明 如 下 结论 来 解决 : 任何 一 个 布尔 函 
数 都 可 由 变 元 及 其 补 的 布尔 积 的 布尔 和 表示 。 这 个 问题 的 答案 还 说 明了 任意 布尔 函数 都 可 用 三 
个 布尔 运算 符 (。、 十 和 - ) 表 示 。 第 二 个 问题 是 : 有 没有 一 个 更 小 的 运算 符 集合 可 以 用 来 表示 
所 有 的 布尔 函数 ? 我 们 将 通过 证 明 下 列 结论 来 解决 这 个 问题 : 所 有 的 布尔 函数 都 可 以 仅 用 一 个 
运算 符 来 表示 。 这 两 个 问题 在 电路 设计 中 都 有 特殊 的 重要 性 。 


12.2.1 积 之 和 展开 式 
下 面 用 例子 来 说 明 寻 找 表 示 布 尔 函 数 的 布尔 表达 式 的 一 个 重要 方法 。 
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例 1 函数 Fzx，y，z) 和 GCl(zx，y，z) 如 表 1 所 示 ， 求 表示 这 两 个 函数 的 布尔 表达 式 。 

解 ”我 们 需要 这 样 一 个 表达 式 来 表示 下 当 表 1 
Z 一 “一 1 且 > 一 0 时 它 的 值 为 1， 否则 它 的 值 为 0。 
此 表达 式 可 取 为 zx、3 和 zz 的 布尔 积 ， 这 个 积 xz yz 
具有 值 1 当 且 仅 当 z 一 7 一 z 一 1， 即 当 且 仅 当 z= 
z=] 且 y=0。 

为 了 表示 G， 我 们 需要 一 个 表达 式 满足 : 当 
Z 一 y 一 1 且 z 王 0 时 ， 或 当 z=z=0 且 y= 二 1 时 ， 
它 的 值 为 1。 此 表达 式 可 以 取 为 两 个 不 同 的 布尔 
积 的 布尔 和 。 布 尔 积 zyz 具 有 值 1 当 且 仅 当 z== 
2 一 1 且 zx 一 0; 类 似 地 ， 布 尔 积 入 二 具有 值 1 当 且 仅 当 z=>z=0 且 y= 二 1。 这 两 个 布尔 积 的 布尔 
和 zyz 十 zy z 就 表示 G， 因 为 它 具 有 值 1 当 且 仅 当 z=y 王 1 且 z 一 0， 或 zx 一 z=0 且 y 一 1。 4 

例 1 说 明 一 个 过 程 ， 用 这 个 过 程 可 以 构造 布尔 表达 式 来 表示 具有 给 定 值 的 函数 。 如 果 变 
元 值 的 一 个 组 合 使 得 函数 值 为 1， 则 此 组 合 确 定 了 变 元 或 其 补 的 一 个 布尔 积 。 

布尔 变 元 或 其 补 称 为 文字 。 布 尔 变 元 ZI，Zs，…，Z, 的 小 项 是 一 个 布尔 积 y 
Ya'**Ya， 其 中 yi 二 xi; 或 yi; 二 TI;。 因 此 小 项 是 nn 个 文字 的 积 ， 每 个 文字 对 应 于 一 个 变 元 。 

一 个 小 项 对 一 个 且 只 对 一 个 变 元 值 的 组 合 取 值 1。 更 确切 地 说 ， 小 项 yy,…y, 为 1 当 且 仅 
当 每 个 y; 为 1; 并 且 它 成 立 当 且 仅 当 yw 一 zi 时 z 为 1，y 一 元 时 zi 为 0。 

例 2 求 一 个 小 项 使 得 当 z= 二 xs==0 且 xz, 二 zx, 二 xs 二 1 时 ， 它 为 1; 否则 为 0。 

解 ” 小 项 zx zzxxs 有 正确 的 值 集合 。 本 

通过 取 不 同 小 项 的 布尔 和 ， 就 能 构造 布尔 表达 式 ， 使 其 具有 给 定 的 值 集合 。 特 别 地 ， 小 项 的 布 
尔 和 具有 值 1 仅 当 和 中 的 某 个 小 项 具有 值 1 时 才 成 立 。 对 于 变 元 值 的 其 他 组 合 ， 它 具有 值 0。 因 此 ， 
给 定 一 个 布尔 函数 ， 可 以 构造 小 项 的 布尔 和 使 得 ， 当 该 布尔 函数 具有 值 1 时 它 的 值 为 1， 当 该 布尔 
函数 具有 值 0 时 它 的 值 为 0。 该 布尔 和 中 的 小 项 与 使 得 该 函数 值 为 1 的 值 的 组 合 相 对 应 。 表 示 布 尔 
函数 的 小 项 的 和 称 为 此 函数 的 积 之 和 展开 式 或 析 取 范式 。( 命 题 逻辑 的 析 取 范式 见 1. 3 节 练 习 42。) 

例 3 求 函数 下 (xzx，y，z) 二 (Zz 十 y)z 的 积 之 和 展开 式 。 

解 下面 用 两 种 方法 求 F(zx，y，z) 的 积 之 和 展开 式 。 第 一 种 方法 是 用 布尔 恒等式 将 这 个 ， 
积 展开 然后 化 简 。 过 程 如 下 : 

F(zx,y,z) = ( 工 十 y) 过 
三 灾 包 十: 必 芝 分 配 律 
= Z1Z 十 1y 乏 同一 律 
一 忆 (y 十 刃 过 十 (z 十 元 )y 志 单位 元 性 质 
一 Zy 志 十 ZyzE 十 zyz 十 Z 壹 分 配 律 
= Zy 浆 十 工 y 过 十 郊 y 垃 震 等 律 

构造 积 之 和 展开 式 的 第 二 种 方法 是 ， 对 z、> 和 
z 所 有 可 能 的 取 值 都 计算 出 下 的 值 ， 这 些 值 见 表 2。 
下 的 积 之 和 展开 式 是 三 个 小 项 的 布尔 和 ， 这 三 个 小 
项 对 应 于 表 2 的 三 行 ， 它 们 使 该 函数 的 值 为 1。 从 
而 F(x, y, 2z)=xyzZ+rxyZ+iyz。 >| 

也 可 以 通过 取 布 尔 和 的 布尔 积 来 求 一 个 布 
尔 表 达 式 ， 使 其 表示 一 个 布尔 函数 ， 所 得 到 的 
展开 式 称 为 这 个 函数 的 合 取 范式 或 和 之 积 展开 
式 ， 这 个 展开 式 可 以 通过 求 积 之 和 展开 式 的 对 
偶而 得 到 。 本 节 练 习 10 描述 了 怎样 直接 求 这 样 的 展开 式 。 
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12.2.2 函数 完备 性 
每 个 布尔 函数 都 可 以 表示 为 小 项 的 布尔 和 。 每 个 小 项 都 是 布尔 变 元 或 其 补 的 布尔 积 。 这 说 
明 每 个 布尔 函数 都 可 以 用 布尔 运算 ，、 十 和 ”来 表示 。 因 为 每 个 布尔 函数 都 可 以 由 这 些 布尔 运算 
表示 ， 所 以 我 们 称 集合 {。 ， 十 ，} 是 函数 完备 的 。 还 有 没有 更 小 的 函数 完备 运算 符 集合 呢 ?” 如 果 这 
三 个 运算 中 的 某 一 个 能 够 由 其 余 两 个 表示 ， 则 就 还 有 更 小 的 函数 完备 运算 符 集合 。 用 德 ， 摩根 律 可 
以 做 到 这 一 点 。 使 用 等 式 
ZX 十 y= Ey 
可 以 消去 所 有 的 布尔 和 ， 此 等 式 可 如 下 得 到 : 先 对 12. 1 节 中 的 表 5 的 第 二 个 德 。 摩根 律 的 两 
边 求 补 ， 再 应 用 双重 补 律 。 这 意味 着 {。,， } 是 函数 完备 的 。 类 似 地 ， 使 用 等 式 
Zy 一 元 十 了 
可 以 消去 所 有 的 布尔 积 ， 此 等 式 可 如 下 得 到 : 先 对 12. 1 节 中 的 表 5 的 第 一 个 德 ， 摩根 律 的 两 
边 求 补 ， 再 应 用 双重 补 律 。 因 此 ，{ 十 ，} 是 函数 完备 的 。 注 意 ，{ 十 ，…}) 不 是 函数 完备 的 ， 因 
为 用 这 两 个 运算 符 不 可 能 表示 布尔 函数 F(z) 一 元 ( 见 练习 19) 。 
我 们 已 经 找到 了 一 些 含有 两 个 运算 符 的 函数 完备 集合 ， 还 能 不 能 找到 更 小 的 集合 ( 即 只 含 一 
个 运算 的 集合 ) ， 它 仍然 是 函数 完备 运算 符 集合 呢 ? 这 样 的 集合 是 存在 的 。 定 义 运算 符 “| ?或 
“NAND ”如 下 : 1|1==0 且 1|0==0|1==010==1。 定 义 运算 符 “y ”或 “NOR” 如 下 : 1y1=1y0= 
0y1=0 且 0y0==1。 集 合 {|} 和 {vy } 都 是 函数 完备 的 。 因 为 {，， } 是 函数 完备 的 ， 所 以 要 说 明 
{| } 是 函数 完备 的 ， 只 要 证 明 两 个 运算 符 。 和 -都 可 以 只 用 运算 符 | 表示 ， 这 可 由 下 面 两 式 完成 : 


=|z 





zy = (zx|y) |(z|y) 
读者 应 当 验 证 这 些 等 式 ( 见 练习 14) 。 证 明 { } 的 函数 完备 性 留 给 读者 ( 见 练习 15 和 16) 。 


练习 

1. 求 布尔 变 元 zx、,y、z 或 其 补 的 布尔 积 ， 使 得 它 具 有 值 为 1 当 且 仅 当 
a)Z 一 y 一 0，z 一 1 Dz=0, y=1, z=0 
z=0, y=z=1 z=y=z=0 

2. 求 下 列 布尔 函数 的 积 之 和 展开 式 。 
a) 下 (z，y) 王 元 十 y b) 下 (zz，y) 一 工 了 
OF(z, y)=1 d)F(rz, y=y 

3. 求 下 列 布尔 函数 的 积 之 和 展开 式 。 
a)F(xz, y, z)=Zz+y 二 z b)FCz，y，z) 一 (Z 十 z)y 
OF(z, y, 2)=Zx Fz, y, z)=rzy 

4. 求 布尔 函数 F(z，y，z) 的 积 之 和 展开 式 ，F(zx，y，z) 等 于 1 当 且 仅 当 
a)z=0 b)zy 王 0 c)Z 十 y 一 0 d)Zyz 一 0 

5. 求 布尔 函数 F(w，z，y，z) 的 积 之 和 展开 式 ，F(w，z，y，z) 等 于 1 当 且 仅 当 w、zx、y 和 x 中 有 奇 
数 个 变 元 的 值 为 1。 


6. 求 布尔 函数 F(z ，zi，z，z，z) 的 积 之 和 展开 式 ，F(GCzi，z，za，Zi， xs) 等 于 1 当 且 仅 当 zi、 
zz、Xx3、Xz4 和 zs 中 至 少 有 三 个 变 元 的 值 为 1。 
求 表示 布尔 函数 的 布尔 表达 式 的 另 一 种 方法 是 : 构造 文字 之 布尔 和 的 布尔 积 。 练习 7 一 11 涉及 这 种 表示 。 
7. 求 布尔 和 ， 它 包含 xz 或 了 、y 或 7、z 或 =， 使 得 它 具 有 值 0 当 且 仅 当 
2) 工 一 7 一 1 =0 Dz=y=z=0 cr=z=0, y=1 
8. 求 文字 之 布尔 和 的 布尔 积 ， 使 得 它 的 值 为 0 当 且 仅 当 z= 二 y==1 且 z= 二 0, 或 者 x 二 zx 二 0 且 y 一 1， 或 者 
Z 一 y 一 z 一 0。[ 提 示 : 取 练 习 7 的 (a)、(b)、(c) 求 得 的 布尔 和 的 布尔 积 。] 
9. 设 布尔 和 为 yi 十 yz 十 … 十 y,;， 其 中 yi 二 zi 或 y; 二 到 :。 证 明 此 布尔 和 对 且 只 对 变 元 值 的 一 个 组 合 取 0 
值 ， 这 个 组 合 为 ,车 y; 二 z+,， 则 zi 二 0; 若 yi 二:， 则 zi 二 1。 这 样 的 布尔 和 叫做 大 项 。 
10. 证 明 : 布尔 函数 可 以 表示 为 大 项 的 布尔 积 。 此 表示 称 为 该 函数 的 和 之 积 展开 式 或 合 取 范式 。[ 提 示 : 


布尔 代数 699 


对 于 使 得 函数 值 为 0 的 每 个 变 元 值 组 合 ， 此 积 都 含有 一 个 对 应 的 大 项 。] 
11. 求 练习 3 中 每 个 函数 的 和 之 积 展开 式 。 
12. 用 运算 符 。 和 表示 下 列 布尔 函数 。 


a) 工 十 y 十 = b)zx 十 7( 均 十 z) Cz d) 艾 (并 十 7 十 去 ) 
13. 用 运算 十 和 ”表示 练习 12 中 的 布尔 函数 。 
14. 证 明 : 
a)z=zx|z bzy=(z|y) | (xz|y) cz 十 y 一 (zz)|(Cy|y) 
15. 证 明 : 
3) 元 一 工 + 工 bzry= (zy zrz)y (yyy) cz 十 y 一 (zyy)yCzyy) 


16. 利用 练习 15 证 明 { y } 是 函数 完备 集 。 
17. 用 运算 | 表示 练习 3 中 的 布尔 函数 。 
18. 用 运算 y 表示 练习 3 中 的 布尔 函数 。 
19. 证 明 运算 符 集 {十 ，，} 不 是 函数 完备 的 。 
20. 下 列 运算 符 集 是 否 为 函数 完备 的 呢 ? 


a){ 十 ， 人 申 ) b){ ,©®} cftsy 电 ) 
12.3 逻辑 门 电 路 
12.3.1 引言 


布尔 代数 用 于 为 电子 装置 的 电路 建立 模型 ， 这 种 装置 的 输入 和 输出 都 可 以 认为 是 集合 ww 说 
{0，1} 中 的 元 素 。 计 算 机 或 其 他 的 电子 装置 就 是 由 许多 电路 构成 的 。 电 路 可 以 根据 布尔 代数 的 规 
则 来 设计 ， 这 些 规则 已 经 在 12. 1 节 和 12. 2 节 中 讨论 过 。 电 路 的 基本 元 件 是 1. 2 节 中 介绍 过 的 所 谓 
的 门 ， 每 种 类 型 的 门 实现 一 种 布尔 运算 。 本 节 将 定义 几 种 类 型 的 门 。 应 用 布尔 代数 的 结果 ， 使 用 这 
些 门 就 可 以 设计 电路 来 执行 各 种 任务 。 在 本 章 所 讨论 的 电路 中 ， 输 出 都 只 与 输入 有 关 ， 而 与 电路 的 
当前 状态 无 关 。 换 句 话说， 这 些 电路 都 没有 存储 能 力 ， 这 样 的 电路 叫做 组 合 电路 或 门 电路 。 

我 们 将 使 用 三 种 元 件 来 构造 组 合 电路 ， 第 一 种 是 反 相 器 ， 它 以 布尔 值 作为 输入 ， 并 产生 此 
布尔 值 的 补 作为 输出 。 用 来 表示 反 相 器 的 符号 如 图 1a 所 示 ， 进 和 元件 的 输入 画 在 左边 ， 离 开 
元 件 的 输出 画 在 右边 。 

第 二 种 元 件 是 或 门 (OR gate)， 其 输入 是 两 个 或 两 个 以 上 的 布尔 值 ， 输 出 是 这 些 值 的 布尔 
和 。 用 来 表示 或 门 的 符号 如 图 1b 所 示 ， 进 入 元 件 的 输入 画 在 左边 ， 离 开元 件 的 输出 画 在 右边 。 

第 三 种 元 件 是 与 门 (AND gate) ， 其 输入 是 两 个 或 两 个 以 上 的 布尔 值 ， 输 出 是 这 些 值 的 布尔 
积 。 用 来 表示 与 门 的 符号 如 图 lc 所 示 ， 进 入 元 件 的 输入 画 在 左边 ， 离 开元 件 的 输出 画 在 右边 。 


< 一 一 ”| >o 一 一 全 
» bd 


a) 反 相 器 b) 或 门 c) 与 门 
图 1 门 的 基本 类 型 
与 门 和 或 门人 多 许 有 多 个 输入 ， 进 入 元 件 的 输入 都 画 在 左边 ， 离 开元 件 的 输出 都 画 在 右边 。 
具有 个 输入 的 与 门 和 或 门 如 图 2 所 示 。 


Xl XI 
x x 

2 号 XIX2 "mn 2 四 XI 十 和 十 "十 匣 
和 一 一 类 一 一 


图 2 具有 ?个 输入 的 门 


12.3.2 门 的 组 合 

使 用 反 相 器 、 或 门 和 与 门 的 组 合 可 以 构造 组 合 电路 。 在 构造 电路 的 组 合 时 ， 某 些 门 可 能 有 
公共 的 输入 。 有 两 种 方法 可 以 描述 公共 输入 ,一 种 方法 是 用 分 支 标 出 使 用 给 定 输 入 的 所 有 门 ; 
另 一 种 方法 是 对 每 个 门 ， 分 别 标 出 其 输入 。 图 3 说 明了 这 两 种 方法 ， 其 中 的 门 有 相同 的 输入 
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值 。 注 意 ， 一 个 门 的 输出 可 能 作为 另 一 个 元 件 或 更 多 元 件 的 输入 ， 如 图 3 所 示 。 图 3 中 的 两 个 
图 描述 了 输出 为 zy 十 zy 的 电路 。 

例 1 构造 产生 下 列 输出 的 电路 : a) (zx 十 y)T; b)z(y 十 Z); c) (zx 十 y 十 z)TYZ。 

解 ” 产 生 这 些 输 出 的 电路 如 图 4 所 示 。 本 





(xX+y+zZ)xyZ 


c) 
图 4 产生 例 1 中 输出 的 电路 


12.3.3 电路 的 例子 

下 面 给 出 一 些 具有 实际 功能 的 电路 。 

例 2 ” 某 个 组 织 的 一 切 事 务 都 由 一 个 三 人 委员 会 决定 。 每 个 委员 对 提出 的 建议 可 以 投 赞成 
票 或 反对 票 。 一 个 建议 如 果 得 到 了 至 少 两 张 釉 成 票 就 获 通 过 。 设 计 一 个 电路 ， 判 断 建 议 是 否 获 
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解 ” 如 果 第 一 个 委员 投 赞 成 票 ， 则 令 x 二 1; 如 果 这 个 委员 投 反 对 票 ， 则 令 x 二 0。 如 果 第 wa 区 
二 个 委员 投 赞成 票 ， 则 令 y= 二 1; 如 果 这 个 委员 投 反 对 票 ， 则 令 y= 二 0。 如 果 第 三 个 委员 投 赞成 
票 ， 则 令 z= 二 1; 如 果 这 个 委员 投 反 对 票 ， 则 令 z= 二 0。 必 须 设计 一 个 电路 使 得 对 于 输入 x+、y 和 
z， 如 果 其 中 至 少 有 两 个 为 1， 则 此 电路 产生 输出 1。 具 有 这 样 输出 值 的 一 个 布尔 函数 表示 是 
ZY 十 Xz 十 yz( 见 12. 1 节 练 习 12) 。 实 现 这 个 函数 的 电路 如 图 5 所 示 。 本 

例 3 有 时 候 灯 需要 由 多 个 开关 来 控制 ， 因 此 有 必要 设计 这 样 的 电路 : 当 灯 不 亮 时 ， 殴 击 
任何 一 个 开关 都 可 以 使 此 灯 变 亮 ; 反之 ， 当 灯 是 打开 时 ， 敲 击 任何 一 个 开关 都 可 以 使 灯 不 亮 。 
在 有 两 个 开关 和 三 个 开关 的 两 种 情形 下 ， 设 计 电 路 来 完成 这 个 任务 。 

解 ”首先 设计 使 用 两 个 开关 的 电路 来 控制 灯 。 当 第 一 个 开关 关闭 时 ， 令 z= 二 1; 当 它 打开 时 ， 
令 z 一 0。 当 第 二 个 开关 关闭 时 ， 令 y= 二 1; 当 它 打开 时 ， 令 > 王 0。 当 灯亮 时 ， 令 F(z，J) 一 1; 当 
灯 不 亮 时 ， 令 F(z，y) 二 0。 我 们 可 以 随意 地 假定 : 当 两 个 开关 都 是 关闭 的 时 候 ， 灯 是 亮 的 ， 即 
F(1，1) 王 1。 这 个 假定 决定 了 下 的 所 有 其 他 值 : 当 两 个 开关 中 有 一 个 是 打开 的 时 候 ， 灯 变 灭 了 ， 
故 FII，0)=FGO0，1)= 王 0 当 第 二 个 开关 也 被 打开 的 时 候 ， 灯 又 变 亮 了 ,， 故 F(0,，0) 二 1。 表 1 列 出 
了 这 些 值 。 我 们 可 以 看 到 F(x，y) 二 zy 十 区 y》。 实 现 这 个 函数 的 电路 如 图 6 所 示 。 


x XZ 
V+Xxz+yz 
z 






图 6 由 两 个 开关 控制 灯 的 电路 


现在 设计 有 三 个 开关 的 电路 。 设 zx、> 和 z 是 三 个 布尔 变 元 ， 它 们 分 别 表示 这 三 个 开关 是 
否 是 关闭 的 。 当 第 一 个 开关 处 于 关闭 时 ， 令 z=1; 当 它 处 于 打开 时 ， 令 z= 二 0。 当 第 二 个 开关 
处 于 关闭 时 ， 令 y=1; 当 它 处 于 打开 时 ， 令 y 二 0。 当 第 三 个 开关 处 于 关闭 时 ， 令 z 一 1; 当 它 处 
于 打开 时 ， 令 z= 二 0。 灯 亮 时 , 令 F(x，y,， z) 二 1; 家 2 
灯 不 亮 时 ， 令 F(z，y，z) 王 0。 当 所 有 开关 都 关 
闭 时 ， 我 们 可 以 随意 地 指定 灯 是 亮 的 ， 即 F(1， 
1，1)= 二 1， 这 确定 了 下 的 所 有 其 他 值 。 当 一 个 开 
关 被 打开 时 ， 灯 就 变 灭 ， 故 F(1，1，0) 王 下 (1， 
0，1) 王 F(C0，1，1) 王 0。 当 第 二 个 开关 被 打开 时 ， 
灯 又 变 亮 了 ， 故 FI，0，0) 王 F(O0，1，0) 一 F(C0， 
0，1) 王 1。 最 后 ， 当 三 个 开关 都 打开 时 ， 灯 又 变 
灭 了 , 故 下 (0，0，0)=0。 这 个 函数 的 值 如 
表 2 所 示 。 













©O OO oP ~ ~|% 
OO OP ~ OO OP ~ 
口上 口上 口上 口 = 
OP ~ OO ~ OO OO ~ 
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函数 下 可 以 表示 成 积 之 和 展开 式 : F(x，y，x) 二 xyz 十 ZTyZ 十 XZy Z 十 区 yz。 实 现 这 个 函数 
的 电路 如 图 7 所 示 。 4 





XyYZ 十 X7E + XYZ + XY 





图 7 由 3 个 开关 混合 控制 灯 的 电路 


12. 3.4 加 法 器 

下 面 说 明 如 何 用 逻辑 电路 从 两 个 正 整数 的 二 进 制 表示 来 实现 加 法 。 我 们 先 构造 一 些 分 支 电 
路 ， 然 后 再 从 这 些 分 支 电路 来 构造 加 法 电路 。 首 先 构造 电路 来 计算 z 十 y， 其 中 xz 和 y 是 两 位 。 
因为 z 和 yy 的 值 为 0 或 1， 所 以 此 电路 的 输入 就 表 3 半 加 法 器 的 输入 和 输出 
是 z 和 y。 输 出 由 两 位 s 和 cc 构成， 其 中 s 和 cc 分 
别 是 和 位 与 进位 。 因 为 这 种 电路 具有 多 个 输出 ， 
所 以 称 为 多 重 输出 电路 。 又 由 于 此 电路 只 是 将 两 
位 相 加 ， 而 没有 考虑 以 前 加 法 所 产生 的 进位 ， 所 
以 这 样 电路 称 为 半 加 法 器 。 表 3 说 明了 半 加 法 器 
的 输入 和 输出 。 由 此 表 可 以 看 出 c 二 xy 且 s 一 zy 
十 zy 二 (zx 十 y) (zy)。 因 此 图 8 所 示 的 电路 计算 
了 Zz 与 y 的 和 位 ;与 进位 c。 














和 =(x + y)(xy) 


图 8 半 加 法 器 
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当 两 位 与 一 个 进位 相 加 时 ， 我 们 用 全 加 法 器 来 计算 和 位 与 进位 。 全 加 法 器 的 输入 是 位 
表 4 全 加 法 器 的 输入 和 输出 


工 和 位 y 以 及 进位 c;， 输 出 是 和 位 ;与 
新 的 进位 cs 。 全 加 法 器 的 输入 和 输出 
如 表 4 所 示 。 

全 加 法 器 的 两 个 输出 ， 和 位 ;与 进位 
cx， 可 分 别 由 积 之 和 展开 式 Zzyci 十 
元 到 十 向 ) THIEN: 与 ry zy Tt ye 
十 zyc; 表示 。 但 我 们 并 不 直接 构造 全 加 
法 器 ， 而 是 使 用 半 加 法 器 来 产生 所 需 的 
输出 。 使 用 半 加 法 器 构造 全 加 法 器 的 方 
法 如 图 9 所 示 。 

最 后 ， 图 10 说 明了 怎样 用 全 加 法 器 和 
半 加 法 器 来 计算 两 个 3 位 整数 (zzizo)。 与 
(yy%)s 之 和 (sssom)z。 注 意 ， 和 中 的 
最 高 位 53 是 由 进位 Cz 产生 的 。 











5 = XYyCi + Xei + Tei + To; 
Ci 






Ci#l = XYCi+ XyE; + 


| > - > 





Ls C2=53 
图 9 全 加 法 器 图 10 用 全 加 法 器 和 半 加 法 器 将 
两 个 3 位 整数 相 加 
练习 
在 练习 1 一 5 中 ， 求 所 给 电路 的 输出 。 

I。 无 2.x 

了 

y 


2 


7 
8. 


9. 
10. 
11, 


12. 
* 了 3。 


< 14. 
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. 用 反 相 器 、 与 门 和 或 门 构造 产生 下 列 输出 的 电路 : 


3a) 元 十 y b) (zy) x 
C) XxXyz 二 元 VE d) (zz) (yz) 
试 设计 一 个 电路 来 实现 5 个 人 的 多 数 表决 器 。 
试 设计 一 个 由 4 个 开关 混合 控制 灯 的 电路 ， 使 得 当 灯亮 时 ， 按 任意 一 个 开关 都 可 使 它 不 亮 ， 或 者 当 电 
灯 不 亮 时 ， 按 任意 一 个 开关 都 可 使 它 变 亮 。 
说 明 如 何 可 以 使 用 全 加 法 器 和 半 加 法 器 来 计算 两 个 5 位 整数 的 和 。 
一 个 半 减 法 器 的 输入 是 两 位 ， 输 出 是 差 位 和 借 位 。 试 用 与 门 、 或 门 和 反 相 器 构造 一 个 半 减 法 器 电路 。 
一 个 全 减法 器 的 输入 是 两 位 及 一 个 借 位 ， 输 出 是 差 位 和 借 位 。 试 用 与 门 、 或 门 和 反 相 器 构造 一 个 全 
减法 器 电路 。 
使 用 练习 10 和 11 中 的 电路 计算 两 个 4 位 整数 的 差 ， 其 中 第 一 个 整数 大 于 第 二 个 整数 。 
构造 一 个 电路 来 比较 2 位 整数 (zi zo)。 和 (yi yo);， 使 得 当 第 一 个 整数 大 于 第 二 个 时 ,输出 1， 否 则 输 
出 0。 
构造 一 个 计算 2 位 整数 (zizo)。 与 (y1yo)s 之 积 的 电路 。 此 电路 应 该 有 4 个 输出 位 。 
与 非 (NAND) 门 和 或 非 (NOR) 门 也 是 电路 中 常用 的 两 种 门 ， 如 果 使 用 这 两 种 门 来 表示 电路 ， 就 没有 


必要 使 用 其 他 类 型 的 门 了 。 这 两 种 门 的 记号 如 下 : 


* 15, 
x* 16. 
* 了 7;， 
* 18. 


19. 


XNANDy XNORy 
Xx Xx 
| 人 


使 用 与 非 门 构造 具有 下 列 输出 的 电路 : 

3) 元 b)z 十 y Cry d) 工 中 y 

使 用 或 非 门 构造 具有 练习 15 中 的 输出 的 电路 。 

试用 与 非 门 构造 半 加 法 器 。 

试用 或 非 门 构造 半 加 法 器 。 

多 路 转 接 器 是 一 种 开关 电路 ， 它 根据 控制 位 的 值 将 某 组 输入 位 输出 。 

用 与 门 、 或 门 和 反 相 器 构造 一 个 多 路 转 接 器 ， 它 的 4 位 输入 是 z。、zi1、zz 和 zs， 控制 位 是 和 cl。 
构造 此 电路 使 得 zx; 为 输出 ， 其 中 是 2 位 整数 (cico)* 的 值 。 

组 合 电路 的 深度 可 如 下 定义 : 初始 输入 的 深度 为 0; 如 果 一 个 门 有 nn 个 输入 ， 且 其 深度 分 别 为 di， 


ds ，…，d,， 则 它 的 输出 的 深度 为 max(di，d;,，…，d,) 十 1。 这 个 值 也 定义 为 该 门 的 深度 。 组 合 电路 的 
深度 为 该 电路 中 门 的 最 大 深度 。 
20. 求 下 列 电路 的 深度 : 

a) 例 2 中 构造 的 3 人 多 数 表决 器 。 b) 例 3 中 构造 的 2 个 开关 控制 灯 的 电路 。 

c) 图 8 所 示 的 半 加 法 器 。 d) 图 9 所 示 的 全 加 法 器 。 


12.4 电路 的 极 小 化 


12 


于 


.4.1 引言 
组 合 电 路 的 效率 依赖 于 门 的 个 数 及 排列 。 在 组 合 电路 的 设计 过 程 中 ， 首 先 构 造 一 个 表 ， 对 
每 种 可 能 的 输入 值 ， 此 表 说 明 对 应 的 输出 值 。 对 于 任 一 个 电路 ， 总 可 以 用 “ 积 之 和 展开 式 ” 找 
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到 一 组 逻辑 门 来 实现 这 个 电路 。 但 是 ， 积 之 和 展开 式 可 能 包含 许多 不 必要 的 项 。 在 一 个 积 之 和 
展开 式 中 ， 若 其 中 的 一 些 项 只 在 一 个 变 元 处 不 一 样 ， 即 在 某 个 项 中 此 变 元 本 身 出 现 ， 而 在 另 一 
个 项 中 此 变 元 的 补 出 现 ， 则 这 些 项 可 以 合并 。 例 如 ， 考 虑 这 样 的 电路 ， 它 输出 1 当 且 仅 当 z= 
y 二 xz 二 1,， 或 x 二 z= 二 1 且 y 二 0。 此 电路 的 积 之 和 展开 式 为 zyz 十 zyz， 在 这 个 展开 式 的 两 个 积 
中 ， 只 有 一 个 变 元 以 不 同 的 形式 出 现 ， 即 y。 它 们 可 以 如 下 合并 : 
ZyzZ 十 并 和 2 一 (yy 十 y)(Czz) 
一 1]s (2zz) 

这 样 ，zz 也 是 一 个 表示 这 个 电路 的 布尔 表达 式 ， 但 包含 更 少 的 运算 符 。 图 1 说 明了 这 个 
电路 两 个 不 同 实现 ， 第 二 个 电路 只 使 用 一 个 x 
门 ， 但 第 一 个 却 使 用 了 三 个 门 和 一 个 反 相 器 。 

这 个 例子 说 明 ， 在 一 个 电路 的 积 之 和 展开 
式 中 ， 将 一 些 项 合并 会 导出 这 个 电路 更 简单 的 
表达 式 。 下 面 将 描述 化 简 积 之 和 展开 式 的 两 个 
过 程 。 

这 两 个 过 程 的 目的 都 是 产生 表示 布尔 函数 》 
满足 下 列 条 件 的 积 之 和 ， 它 在 该 布尔 函数 的 所 
有 积 之 和 表达 式 中 ， 包 含 最 少 的 布尔 积 而 且 包 “ 
含 最 少 的 文字 。 寻 求 这 种 积 之 和 称 为 布尔 函数 | 
的 最 小 化 。 最 小 化 布尔 函数 可 以 为 这 个 函数 构 :了 一 
造 一 个 电路 ， 这 个 电路 在 最 小 化 布尔 表达 式 的 
所 有 电路 中 ， 用 最 少 的 门 并 在 电路 中 对 AND ” 汪 有 入 合生 人 作 人 人 全 村 
门 和 OR 门 有 最 少 的 输入 。 

直到 20 世纪 60 年 代 早 期 ， 逻 辑 门 都 是 单独 的 组 件 。 为 了 降低 成 本 ， 采 用 最 少 的 门 得 到 期 
望 的 结果 是 非常 重要 的 。 在 20 世纪 60 年 代 中 期 ， 集 成 电路 技术 的 发 展 使 得 将 多 个 门 组 合 到 一 
个 芯片 成 为 可 能 。 即 使 现在 可 以 用 非常 低 的 成 本 对 许多 芯片 构建 非常 复杂 的 集成 电路 ， 布 尔 函 
数 的 最 小 化 仍然 十 分 重要 。 

减少 芯片 上 门 数量 可 以 得 到 更 可 靠 的 电路 ， 并 降低 芯片 的 生产 成 本 。 同 时 ， 最 小 化 还 可 以 
在 同一 芯片 上 设计 更 合适 的 电路 。 而 且 ， 最 小 化 减少 了 电路 中 对 门 的 输入 的 个 数 。 这 就 减少 了 
用 电路 计算 输出 结果 所 用 的 时 间 。 此 外 ， 因 为 在 构建 还 辑 门 的 电路 时 采用 了 特殊 的 技术 ， 所 以 
使 得 门 的 输入 是 有 限 的 。 

在 第 一 个 过 程 中 ， 我 们 介绍 20 世纪 50 年 代 发 明 的 手动 最 小 化 电路 的 、 著 名 的 卡 诺 图 (或 
K 图 ) 。K 图 在 最 多 6 个 变量 的 最 小 化 电路 中 非常 有 用 ， 尽 管 对 于 五 六 个 变量 来 说 已 经 变 得 相 
当 复 杂 。 第 二 个 过 程 将 介绍 20 世纪 60 年 代 发 明 的 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 方法 。 这 是 一 个 自动 的 最 
小 化 组 合 电路 的 过 程 ， 可 以 用 计算 机 程序 实现 。 

布尔 函数 最 小 化 的 复杂 度 “ 遗 估 的 是 ， 最 小 化 有 许多 变量 的 布尔 函数 需要 深入 的 计算 。 已 
经 证 明 这 个 问题 是 NP 完全 问题 ( 见 3. 3 节 和 [Ka93])， 因 此 ， 最 小 化 布尔 电路 的 多 项 式 时 间 算 
法 也 不 太 可 能 存在 。 奎 因 - 葛 可 拉 斯 基 方法 具有 指数 复杂 度 。 实 际 上 ， 只 能 用 于 文字 数量 不 超 
过 10 的 情况 。 自 从 20 世纪 70 年 代 ， 在 最 小 化 组 合 电路 方面 开发 了 大 量 的 新 算法 ( 见 L[Ha93] 和 
[KaBe04]) 。 但 是 ， 最 好 的 算法 也 只 能 计算 不 超过 25 个 变量 的 电路 的 最 小 化 。 也 可 以 用 启发 式 
(或 者 经 验 式 ) 方 法 对 有 许多 变量 的 布尔 表达 式 进行 简化 ， 但 不 一 定 是 最 小 化 。 


12. 4.2 卡 诺 图 
对 于 表示 电路 的 一 个 布尔 表达 式 ， 为 了 减少 其 中 项 的 个 数 ， 有 必要 去 发 现 可 以 合并 的 项 。wo 攻 3 
如 果 布 尔 函 数 所 包含 的 变 元 相对 较 少 ， 可 以 用 一 种 图 形 法 来 发 现 能 被 合并 的 项 ， 此 方法 称 为 卡 





XyZ + Xxyz 
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诺 图 (或 者 K 图 ), 它 是 由 Maurice Karnaugh 在 1953 年 发 现 的 。 他 的 方法 建立 在 更 早 的 
E. W. Veitch 工作 的 基础 上 (Veitch 的 方法 通常 只 适用 于 6 个 或 者 6 个 以 下 变 元 的 函数 ) 。 卡 诺 
图 给 出 了 一 种 化 简 积 之 和 展开 式 的 可 视 化 方法 ,但 此 方法 不 适合 机 械 化 。 下 面 首先 说 明 怎 么 用 
卡 诺 图 来 化 简 包 含 2 个 变 元 的 布尔 函数 的 展开 式 ， 然 后 说 明 如 何 用 卡 诺 图 来 化 简 包 含 3 个 变 元 
和 4 个 变 元 的 布尔 函数 ， 最 后 ， 我 们 将 介绍 卡 诺 图 的 扩展 概念 ， 可 用 于 化 简 包 含 4 个 以 上 变 元 
的 布尔 函数 。 

在 具有 两 个 变 元 zx 和 y 的 布尔 函数 的 积 之 和 展开 式 中 ， 有 4 种 可 能 的 
小 项 。 具 有 这 两 个 变 元 的 布尔 函数 的 卡 诺 图 由 4 个 方 格 组 成 ， 如 果 一 个 小 
项 在 此 展开 式 中 出 现 ， 则 表示 这 个 小 项 的 方 格 就 被 放置 1。 如 果 有 些 方 格 
所 表示 的 小 项 只 有 一 处 文字 不 同 ， 则 称 这 两 个 方 格 是 相 邻 的 。 例 如 ， 表 
示 Zzy 的 方 格 与 表示 zy 的 方 格 和 表示 zy 的 方 格 都 相 邻 。4 个 方 格 及 其 表 
示 的 项 如 图 2 所 示 。 

例 1 找 出 下 列 各 式 的 卡 诺 图 : a)zy 十 Ty; b)zxy 十 Ty; c)xy 十 元 y 十 
元 y。 

解 ” 当 一 个 方 格 所 表示 的 小 项 在 积 之 和 展开 式 中 出 现时 ， 我 们 就 在 这 个 方 格 中 放置 一 个 
1。3 个 卡 诺 图 如 图 3 所 示 。 4 





bed 
ba 
| 


a) b) C) 
图 3 例 1 中 积 之 和 展开 式 的 卡 诺 图 


我 们 可 以 从 卡 诺 图 中 识别 出 能 够 合并 的 小 项 。 在 卡 诺 图 中 ,一 旦 有 两 个 方 格 是 相 邻 的 ， 则 
由 这 两 个 方 格 所 表示 的 小 项 就 可 合并 成 一 个 积 ， 且 此 积 只 涉及 其 中 的 一 个 变 元 。 例 如 ，z 了 和 
元 7 是 由 两 个 相 邻 的 方 格 表示 的 ， 它 们 可 以 合并 成 y， 因 为 zy 十 元 7 一 (Zz 十 元 )7 一 7。 而 且 ， 如 果 
所 有 4 个 方 格 都 是 1， 则 4 个 小 项 可 以 合并 成 一 个 项 ， 即 布尔 表达 式 1， 它 不 涉及 任何 变 元 。 
在 卡 诺 图 中 ， 如 果 有 些小 项 能 够 合并 ， 则 在 卡 诺 图 中 ， 我 们 将 表示 这 些小 项 的 方 格 所 组 成 的 块 
用 圆圈 圈 起 来 ， 然 后 找 出 对 应 的 积 之 和 。 其 目的 是 尽 可 能 找 出 最 大 的 块 ， 并 以 最 少 的 块 覆盖 所 
有 的 1， 在 此 过 程 中 ， 首 先 使 用 最 大 的 块 ， 并 总 是 使 用 最 大 的 可 能 块 。 

例 2 化 简 例 1 中 的 积 之 和 展开 式 。 

解 ” 用 这 些 展开 式 的 卡 诺 图 对 小 项 进行 分 组 的 方式 如 图 4 所 示 。 这 些 积 之 和 式 的 最 小 展开 
式 是 a)y; b)zy 十 过; c) 元 十 7。 本 


us 


莫 里 斯 " 卡 诺 (Maurice Karnaugh， 生 于 1924 年 ) 卡 诺 出 生 于 纽约 。 他 从 纽约 城 
市 学 院 获 得 学 士 学 位 ， 从 耶鲁 大 学 获得 硕士 和 博士 学 位 。1952 年 至 1966 年 ， 卡 诺 一 
直 在 贝尔 实验 室 从 事 技术 工作 ，1966 年 至 1970 年 ， 他 担任 AT&T 公司 联邦 系统 事业 
部 的 研发 主管 。1970 年 ， 卡 诺 加 入 IBM 并 成 为 一 名 研究 员 。 卡 诺 对 数字 技术 在 计算 
和 远程 通信 和 领域 的 应 用 做 出 了 重要 贡献 。 他 目前 的 研究 兴趣 包括 计算 机 中 基于 知识 的 
系统 和 启发 式 搜索 方法 。 
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a) b) ©) 
4 例 2 中 的 积 之 和 展开 式 的 化 简 
3 个 变 元 的 卡 诺 图 被 分 成 8 个 方 格 的 矩形 ， 这 些 方 格 代表 由 3 个 变 元 组 成 的 8 个 可 能 的 小 
项 。 两 个 方 格 称 为 是 相 邻 的 ， 如 果 它 们 表示 的 小 项 只 在 一 个 文字 处 不 一 样 。 一 种 画 3 个 变 元 卡 
诺 图 的 方法 如 图 5a 所 示 。 这 个 卡 诺 图 可 以 认为 是 贴 在 圆柱 体 的 表面 上 ， 如 图 5b 所 示 。 在 这 个 
圆柱 体 的 表面 上 ， 两 个 方 格 有 公共 边界 当 且 仅 当 它们 是 相 邻 的 。 


Xyz Xz 


无 yZ Xz 





a) b) 
5 3 个 变 元 的 卡 诺 图 
为 了 化 简 3 个 变 元 的 积 之 和 展开 式 ， 我 们 用 卡 诺 图 来 识别 由 可 以 合并 的 小 项 组 成 的 块 。 两 
个 相 邻 方 格 组 成 的 块 代表 了 一 对 可 以 合并 成 两 个 文字 的 积 的 小 项 ，2X2 和 4X1 方 格 组 成 的 块 
代表 可 以 合并 成 一 个 文字 的 小 项 ， 全 部 8 个 方 格 组 成 的 块 表示 一 个 不 包含 任何 文字 的 积 ， 即 代 
表 函 数 1。1X2、2X1、2X2、4X1l1 和 4X2 块 及 其 代表 的 积 如 图 6 所 示 。 





T= D+ i++ 1 = xyz + xyZ + XZ + xyz + 
yz + WZ+ E+ Wz 
d) e) 
图 6 3 个 变 元 的 卡 诺 图 中 的 块 


i 


对 应 于 卡 诺 图 中 全 是 1 的 块 的 文字 之 积 称 为 极 小 化 函数 的 隐 含 。 如 果 这 个 全 1 的 块 没有 包 
含 在 一 个 更 大 的 由 1 组 成 的 表示 更 少 文字 的 积 的 块 中 ， 则 称 它 为 素 隐 含 。 

我 们 的 目的 是 在 图 中 标 出 最 大 可 能 块 ， 然 后 用 最 大 块 优 先 法 则 以 最 少 的 块 覆盖 图 中 所 有 的 
1。 最 大 可 能 的 块 总 是 会 被 选取 ， 但 如 果 卡 诺 图 中 只 有 一 个 块 覆盖 一 个 1， 则 必须 选取 它 ， 这 
样 的 块 表示 本 原 素 隐 含 。 通 过 使 用 素 隐 含 对 应 的 块 来 覆盖 图 中 所 有 的 1， 就 可 以 用 素 隐 含 之 和 
来 表达 积 之 和 。 注 意 ， 以 最 少 的 块 覆盖 所 有 的 1 可 能 有 不 止 一 种 方法 。 

例 3 说 明了 如 何 使 用 三 变 元 卡 诺 图 。 

例 3 用 卡 诺 图 最 小 化 下 列 积 之 和 展开 式 : 

(al) zy 过 十 工 乏 十 元 yz 十 元 7 闷 

(b)zxFz 十 也 十 yz 十 元 Tz 十 元 可 世 

(crxyzt ryztryztryat a+rtiyz 

(d)zxyz++zyz+iyTiyIZ 

解 ” 这 些 积 之 和 展开 式 的 卡 诺 图 如 图 7 所 示 。 块 的 分 组 表明 ， 这 些 积 之 和 展开 式 的 最 
小 表达 式 为 : a)zz 十 yz 十 Tyz; b)y 十 Zz; c)z 十 7 十 z; d)zz 十 元 y。 在 d) 中 ， 注意 素 隐 含 
Z 过 和 元 7 是 本 原 素 隐 含 ， 但 素 隐 含 yz 则 不 是 本 原 的 ， 因 为 它 覆 盖 的 方 格 被 其 他 两 个 素 隐 含 
覆盖 了 。 S| 





yz yz yz Yz yz 3 B23 yz 





图 7 三 变 元 卡 诺 图 的 使 用 


四 变 元 卡 诺 图 是 被 分 成 16 个 方 格 的 正方 形 ， 这 些 方 格 代表 由 4 个 变 元 组 成 的 16 个 可 能 的 
小 项 。 一 种 画 四 个 变 元 卡 诺 图 的 方法 如 图 8 所 示 。 eT 站) 页 

两 个 方 格 是 相 邻 的 当 且 仅 当 它们 表示 的 小 项 只 在 一 个 
文字 处 不 一 样 。 因 此 ， 每 个 方 格 都 与 男 外 4 个 方 格 相 邻 。4 
个 变 元 的 积 之 和 展开 式 的 卡 诺 图 可 以 认为 是 贴 在 圆 环 面 上 ， 
因此 相 邻 的 方 格 具 有 公共 的 边界 ( 见 练习 28) 。4 个 变 元 的 
积 之 和 展开 式 的 化 简 也 是 通过 识别 一 些 块 来 实现 的 ， 这 些 
块 可 能 由 2、4、8 或 16 个 方 格 组 成 ， 它 们 代表 的 小 项 可 以 
合并 。 每 个 表示 小 项 的 方 格 都 必须 产生 更 少 个 文字 的 积 ， 
或 者 包含 在 展开 式 中 。 在 图 9 中， 给 出 了 一 些 块 的 例子 ， 
这 些 块 表示 3 个 文字 的 积 、2 个 文字 的 积 或 1 个 文字 的 积 。 - 

就 像 2 个 或 3 个 变 元 卡 诺 图 一 样 ， 我 们 的 目的 也 是 在 图 图 8 四 变 元 卡 诺 图 
中 标 出 1 构成 的 对 应 于 素 隐 含 的 最 大 块 ， 然 后 用 最 大 块 优先 法 则 以 最 少 的 块 覆 盖 所 有 的 1。 也 
总 是 使 用 最 大 可 能 块 。 例 4 说 明了 四 变 元 卡 诺 图 的 使 用 。 





布尔 代数 709 





WX = WXyz + WiyZ+ 
WXyZ + WXyz 





XZ = WXYZ + WX7Z 十 Z= wxyz + WwWX72 + WIyZ+ 
WXyZ + WXYzZ WE + WEyZ + WIZ + WXYZ + Wxdz 
©) d) 


图 9 四 变 元 卡 诺 图 中 的 块 


例 4 用 卡 诺 图 化 简 下 列 积 之 和 展开 式 : 

a)wzryzwryz+wryz+wryzt+ wi y+wryztur ytYHIyDIyT 

b)wrx yz+wzyzi+wzyz+wrytur y+ ry THVTYIT 

c) wryz+wr y+wrzyzt+wryzZ+wr yuryzt+ ury 过 十 OZ 十 Er yry ZHUTIT 

解 ” 这 些 展开 式 的 卡 诺 图 如 图 10 所 示 。 用 所 示 的 块 可 导出 如 下 的 积 之 和 : a)wyz 十 wz 十 
矶 元 7 十 而 元 y 十 现 r yr; b)7 过 十 好 元 y 十 元 有 c)z+wrtwry, 读者 应 该 确定 ， 在 每 部 分 中 是 否 
可 能 选择 其 他 的 块 ， 它 们 导致 表示 这 些 布尔 函数 的 不 同 积 之 和 。 4 


yz B23 殉 到 yz 交 大 次 yz yz 运 yz 





a) b) C) 
10 ”四 变 元 卡 诺 图 的 使 用 
卡 诺 图 可 以 实际 用 于 化 简 五 变 元 或 六 变 元 的 布尔 函数 ， 但 对 更 多 变 元 的 布尔 函数 就 很 少 使 
用 卡 诺 图 了 ， 因 为 它们 非常 复杂 。 然 而 ， 卡 诺 图 中 用 到 的 概念 在 更 新 的 算法 中 起 着 重要 的 作 
用 。 而且， 掌握 这 些 概 念 有 助 于 理解 这 些 新 算法 及 实现 算法 的 计算 机 辅助 设计 (CAD) 程 序 。 在 
介绍 这 些 概念 时 ， 会 用 到 前 面 化 简 三 变 元 、 四 变 元 布尔 函数 的 内 容 。 


us 
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用 于 化 简 两 变 元 、 三 变 元 和 四 变 元 布尔 函数 的 卡 诺 图 分 别 是 用 2X2、2X4 和 4X4 的 矩形 
构建 的 。 而 且 ， 在 顶 行 和 底 行 、 最 左 列 和 最 右 列 中 的 相应 方 格 是 相 邻 的 ， 因 为 它们 表示 的 小 项 
只 在 一 个 文字 处 不 同 。 我 们 可 以 用 类 似 的 方法 构造 有 4 个 以 上 变 元 的 布尔 函数 卡 诺 图 。 我 们 使 
用 包含 254 行 和 2w”" 列 的 矩形 (这 些 卡 诺 图 包含 2" 个 方 格 ， 因 为 [n/21 十 Ln/2」 = 二 n)。 其 中 行 和 
列 的 安排 需要 满足 如 下 条 件 : 如 果 两 个 小 项 只 在 一 个 文字 处 不 同 ， 则 表示 这 两 个 小 项 的 方 格 是 
相 邻 的 或 者 通过 特别 指定 相 邻 行 和 相 邻 列 之 后 被 认为 是 相 邻 的 。 因 此 (但 不 只 限于 此 原因 )， 用 
格雷 码 ( 见 10. 5 节 ) 安 排 卡 诺 图 的 行 和 列 。 其 中 通过 指明 1 对 应 于 变量 的 出 现 和 0 对 应 于 变量 
的 补 的 出 现 ， 可 以 将 位 串 和 积 关 联 起 来 。 例 如 ， 在 一 个 10 变 元 卡 诺 图 中 ， 格 雷 码 01110 标记 
的 行 对 应 于 积 z zz zas zt 去; 。 

例 5 用 于 化 简 四 变 元 布尔 函数 的 卡 诺 图 有 两 行 两 列 。 行 和 列 均 用 格雷 码 11、10、00、01 
来 安排 。 行 分 别 表示 积 wx、w 五 、 克 和 而 x 。 列 分 别 对 应 积 yz、yz、7z 和 yz。 使 用 格雷 码 并 
且 认 为 第 1 行 和 最 末 行 、 第 1 列 和 最 末 列 的 方 格 相 邻 ， 我 们 确保 只 在 一 个 变 元 上 不 同 的 小 项 总 
是 相 邻 的 。 4 

例 6 为 了 化 简 五 变 元 的 布尔 函数 ,我 们 使 用 2 一 8 列 和 2 二 4 行 的 卡 诺 图 。 使 用 格雷 码 
11、10、00、01 标记 4 行 ， 分 别 对 应 于 Ti Ts Li Tis Ti Ts MLN 使 用 格雷 码 Lv、 A410 
100、101、001、000、010、011 标记 8 列 ， 分 别 对 应 项 xXxs、X3X 元、 TZ Xs 、X3 元 Ts、 
2 ET 、Zs TX Xs 、Zsxi Ts 和 Zsxixs。 使 用 格雷 码 标 记 行 和 列 确保 相 邻 方 格 表示 的 小 项 只 在 一 
个 变 元 上 不 同 。 然 而 ， 要 确保 所 有 只 在 一 个 变 元 上 不 同 的 小 项 表示 的 方 格 是 相 邻 的 ， 我 们 认为 
顶 行 和 底 行 的 方 格 是 相 邻 的 ， 第 1 列 和 第 8 列 , 第 1 列 和 第 4 列 , 第 2 列 和 第 7 列 , 第 3 列 和 
第 6 列 ， 第 5 列 和 第 8 列 方 格 的 是 相 邻 的 (读者 可 自行 验证 )。 4 

为 了 用 卡 诺 图 化 简 n 变 元 的 布尔 函数 ， 首 先 应 画 出 合适 大 小 的 卡 诺 图 。 我 们 在 积 之 和 扩展 
式 中 的 小 项 对 应 的 所 有 方 格 中 放 和 人 1， 然 后 确定 函数 的 所 有 素 隐 含 。 要 做 到 这 一 点 ,我 们 寻找 
由 2* 个 聚 复方 格 ( 全 包含 1) 组 成 的 块 ， 其 中 1<kn。 这 些 块 对 应 于 2 一 & 个 文字 的 积 。( 练 习 
33 要 求 读者 对 此 进行 验证 。) 而 且 ， 若 2* 个 方 格 (全 包含 1) 的 块 没有 包含 在 一 个 2… 个 方 格 (全 
含 1) 组 成 的 块 中 ， 则 这 2* 个 方 格 的 块 表示 一 个 素 隐 含 ， 因 为 没有 一 个 删除 一 个 文字 后 得 到 的 
文字 积 还 能 用 全 是 1 的 方 格 组 成 的 块 表示 。 

例 7 在 化 简 五 变 元 布尔 函数 的 卡 诺 图 中 ， 有 一 个 表示 两 个 文字 之 积 的 8 个 方 格 全 是 1 的 
块 ， 若 它 没有 包含 在 一 个 16 个 方 格 全 是 1 且 表 示 单 个 文字 的 块 中 ， 则 此 块 是 素 隐 含 的 。 q 

一 旦 所 有 的 素 隐 含 确定 后 ， 我 们 的 目标 是 找 出 具有 如 下 性 质 的 这 些 素 隐 含 的 最 小 可 能 子 
集 : 子 集中 的 素 隐 含 覆 盖 了 卡 诺 图 中 所 有 包含 1 的 方 格 。 首 先 应 选择 本 原 素 隐 含 ， 因 为 每 个 本 
原 素 隐 含 由 一 个 块 表示 ， 这 个 块 覆 盖 了 不 能 由 其 他 素 隐 含 覆 盖 的 是 1 的 方 格 。 然 后 增加 其 他 素 
隐 含 以 确保 覆盖 图 中 所 有 为 1 的 方 格 。 当 变 元 的 数量 较 大 时 ， 这 最 后 一 步 会 极为 复杂 。 


12. 4.3 无 需 在 意 的 条 件 

在 某 些 电路 中 ， 由 于 输入 值 的 一 些 组 合 从 未 出 现 过 ， 所 以 我 们 只 关心 电路 对 输入 值 的 其 他 
组 合 的 输出 ， 这 使 得 我 们 在 生产 具有 所 需 输 出 的 电路 时 有 很 大 自由 ， 因 为 对 于 所 有 不 出 现 的 输 
和信 值 的 组 合 ， 其 输出 值 可 以 任意 选择 。 对 于 这 种 组 合 的 函数 值 称 为 无 需 在 意 条 件 。 在 卡 诺 图 
中 ， 对 于 那些 其 函数 值 可 以 任意 选择 的 变 元 值 组 合 ， 用 4 对 其 做 记号 。 在 化 简 过 程 中 ， 我 们 可 
以 将 这 些 输入 值 的 组 合 赋值 1， 以 便 在 卡 诺 图 中 得 到 最 大 的 块 。 例 8 说 明了 这 一 点 。 

例 8 用 二 进 制 数字 对 十 进 制 表达 式 进行 编码 的 一 种 方法 是 : 对 十 进 制 表 达 式 中 的 每 一 
位 ， 在 编码 的 二 进 制 表 达 式 中 用 4 位 对 其 编码 。 例 如 ，873 的 编码 为 100001110011。 十 进 制 表 
达 式 的 这 种 编码 方式 称 为 二 进 制 编码 的 十 进 制 展 开 式 。 因 为 有 16 个 4 位 二 进 制 数 ， 但 只 有 10 
个 十 进 制 数字 ， 所 以 还 有 6 个 4 位 二 进 制 数 没 有 用 来 对 数 进行 编码 。 假 设 现在 需要 构造 一 个 电 
路 使 得 ， 如 果 十 进 制 数 大 于 或 等 于 5， 则 输出 1; 若 十 进 制 数 小 于 5， 则 输出 0。 怎么 仅 用 与 
门 、 或 门 和 反 相 器 来 构造 这 个 电路 ? 


二 玉 


解 以 F(w，z，2?，z) 表 示 此 电路 的 输出 ， 其 中 wzyz 是 一 个 十 进 制 数 的 二 进 制 扩展 式 。 
下 的 值 如 表 1 所 示 ， 图 11a 是 下 的 卡 诺 图 ， 其 中 无 须 在 意 位置 都 是 &。 我 们 可 以 将 d 包括 在 块 
中 或 者 将 它 剔除 ， 这 样 块 就 有 很 多 可 能 的 选择 。 例 如 ， 如 果 剔 除 所 有 的 吉方 格 ， 则 形成 如 
图 11b 所 示 的 块 ， 所 产生 的 表达 式 为 wy 十 Wry 十 Wzz。 如 果 包 括 某 些 4 而 剔除 其 余 的 ， 则 形 
成 的 块 如 图 1lc 所 示 ， 且 所 产生 的 表达 式 为 wT 十 可 [ry 十 Tyz。 最 后 ， 如 果 包 括 所 有 的 d 块 ， 
且 使 用 如 图 11d 所 示 的 块 ， 则 产生 最 简单 的 积 之 和 展开 式 ， 即 F(z,， y, z) 二 w+zxy 二 Xz。 司 
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图 11 表明 其 无 需 在 意 位 置 的 卡 诺 图 
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12. 4.4 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 方 法 
| 我 们 已 经 看 到 ， 可 以 用 卡 诺 图 将 布尔 函数 展开 为 形 如 积 之 和 的 极 小 表达 式 。 但 当 变 元 超过 
4 个 时 ， 卡 诺 图 就 变 得 难以 使 用 。 而 且 ， 卡 诺 图 的 使 用 还 要 依赖 于 用 目测 方法 将 项 分 成 组 。 鉴 
于 这 些 原因 ， 需 要 可 以 机 械 化 的 过 程 来 化 简 积 之 和 展开 式 。 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 方 法 就 是 这 样 一 
种 过 程 ， 它 可 以 用 于 含有 任意 多 个 变 元 的 布尔 函数 。 此 方法 是 由 W.V 奎 因 和 E.J 莫 可 拉 斯 基 
于 20 世纪 50 年 代 提 出 的 。 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 方 法 由 两 部 分 组 成 ， 第 一 部 分 寻找 可 能 包含 在 积 
之 和 的 最 小 展开 式 中 的 候选 项 ， 第 二 部 分 才 确 定 哪些 项 将 真正 使 用 。 下 面 用 例 9 来 说 明 这 个 过 
程 是 怎样 通过 将 隐 含 合并 到 含有 更 少 文字 的 隐 含 来 进行 的 。 
例 9 下 面 说 明 怎 么 用 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 方 法 寻找 等 价 于 zyz 十 工 冯 十 元 yz 十 元 和 十 元 7z 的 极 


小 展开 式 。 


我 们 用 位 串 来 表示 此 展开 式 中 的 小 项 。 如 果 z 
出 现 ， 则 第 一 位 为 1; 如 果 元 出 现 ， 则 第 一 位 为 0。 
如 果 y 出 现 ， 则 第 二 位 为 1; 如 果 7 出 现 ， 则 第 二 位 
为 0。 如 果 z 出 现 ， 则 第 三 位 为 1; 如果 z 出 现 ， 则 
第 三 位 为 0。 然 后 根据 对 应 位 串 中 1 的 个 数 来 对 这 些 
项 进行 分 组 。 这 些 信息 如 表 2 所 示 。 

可 以 合并 的 小 项 只 在 一 个 文字 处 不 同 。 所 以 ， 





对 于 两 个 可 以 合并 的 小 项 ， 在 表示 它们 的 位 串 中 ，1 的 个 数 仅 相差 1。 当 两 个 小 项 合并 成 一 个 
积 时 ， 这 个 积 只 含有 两 个 文字 。 两 个 文字 的 积 可 以 如 下 表示 : 以 短 划 线 来 表示 没有 出 现 的 变 
元 。 例 如 ， 位 串 101 和 001 所 表示 的 小 项 zyz 和 yz 可 以 合并 成 yz， 而 yz 可 以 用 位 串 -01 表 
示 。 表 3 列 出 了 所 有 可 以 合并 的 成 对 小 项 以 及 它们 合并 后 所 产生 的 积 。 

下 一 步 ， 对 于 由 两 个 文字 构成 的 积 ， 如 果 两 个 这 样 的 积 能 够 合并 ， 则 将 它们 合并 成 一 个 文 
字 。 两 个 这 样 的 积 能 够 合并 的 条 件 是 : 它们 所 包含 的 文字 是 两 个 相同 变 元 的 文字 ， 并 且 只 有 其 
中 一 个 变 元 的 文字 不 一 致 。 就 表示 这 些 积 的 串 来 说 ， 它 们 必定 在 相同 位 置 有 一 个 短 划 线 ， 且 在 
其 余 的 两 个 位 置 中 必定 有 一 个 位 置 的 内 容 不 相同 。 我 们 可 以 将 串 -11 和 -01 所 表示 的 积 yz 和 yz 
合并 成 >， 并 用 串 -1 表示 。 所 有 能 够 以 这 种 方式 合并 的 项 如 表 3 所 示 。 








测试 和 逻辑 设计 


爱德华 . 莫 可 拉 斯 基 (Edward J. McCluskey， 生 于 1929 年 ) 莫 可 拉 斯 基 生 于 1929 
年 ， 就 读 于 鲍 登 学 院 和 麻 省 理工 学 院 ， 并 于 1956 年 获得 麻 省 理工 学 院 电 子 工程 学 博士 
学 位 。1955 年 ， 葛 可 拉 斯 基 进 和 贝尔 电话 实验 室 ， 并 在 那里 工作 了 五 年 。1959 年 到 
1966 年 ， 莫 可 拉 斯 基 在 普林斯顿 大 学 担任 电子 工程 学 教授 ， 并 在 1961 年 到 1966 年 期 间 
， 兼任 在 普林斯顿 大 学 计算 中 心 主任 一 职 。1967 年 ， 他 在 斯 坦 福 大 学 担任 计算 机 科学 和 
电子 工程 学 教授 ， 并 于 1969 年 到 1978 年 期 间 ， 担 任 数字 系统 实验 室 的 主任 。 莫 可 拉 斯 
基 的 研究 范围 很 广泛 ， 涉 及 计算 机 科学 的 许多 领域 ， 包 括 容 错 计算 、 计 算 机 体系 结构 、 
。 他 现在 是 斯 坦 福 大 学 可 靠 性 计算 中 心 的 主任 ， 同 时 也 是 美国 计算 机 协会 的 会 员 。 
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在 表 3 中 ， 我 们 还 指出 了 哪些 项 可 以 用 来 形成 更 少 文字 的 积 ， 在 极 小 展开 式 中 不 需要 这 些 
项 。 下 一 步 是 找 出 积 的 一 个 极 小 集合 ， 使 之 可 以 用 来 表示 此 布尔 函数 。 我 们 从 那些 还 没有 被 用 
来 形成 更 少 文字 之 积 的 积 着 手 。 再 下 一 步 ， 我 们 构造 表 4， 通 过 合并 原来 项 所 形成 的 每 一 个 候 
选 积 构成 此 表 的 行 ， 原 来 的 项 构成 列 。 如 果 积 之 和 展开 式 中 原来 的 项 被 用 来 形成 这 个 候选 积 ， 
则 在 相应 的 位 置 打 上 X， 此 时 称 此 候选 项 覆盖 了 原来 的 小 项 。 我 们 需要 至 少 一 个 积 ， 它 覆盖 原 
来 的 每 一 个 小 项 。 因 此 ,一 旦 此 表 的 某 一 列 只 有 一 个 X， 则 此 X 所 在 的 行 所 对 应 的 积 必定 被 使 
用 。 从 表 4 可 以 看 出 ，z 和 zy 都 是 必需 的 。 所以， 最 后 的 管 案 是 = 十 元 7。 a 





就 像 例 9 所 说 明 的 那样 ， 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 方 法 用 下 面 一 系列 步 又 来 化 简 一 个 积 之 和 展开 式 。 

1) 将 由 个 变 元 构成 的 每 一 个 小 项 表示 成 一 个 长 度 为 n 的 位 串 ， 如 果 xz; 出 现 ， 则 此 串 的 第 
i 个 位 置 为 1; 如 果 z; 出 现 ， 则 此 串 的 第 i 个 位 置 为 0。 

2) 根 据 串 中 1 的 个 数 将 串 分 组 。 

3) 确 定 所 有 这 样 ”一 1 个 变 元 的 积 ， 它 们 可 以 通过 取 展 开 式 中 小 项 的 布尔 和 得 到 。 将 能 够 
合并 的 小 项 表示 成 位 串 ， 且 这 些 串 只 在 一 个 位 置 不 相同 。 将 这 些 n 一 1 个 变 元 的 积 用 如 下 的 串 
表示 : 如 果 z; 出 现在 此 积 中 ， 则 此 串 的 第 i 个 位 置 为 1; 如 果 z; 出 现 ， 则 此 位 置 为 0; 如 果 此 
积 中 没有 涉及 z; 的 文字 ， 则 此 位 置 为 短 划 线 。 

4) 确 定 所 有 这 样 "一 2 个 变 元 的 积 ， 它 们 可 以 取 为 在 前 一 个 步骤 形成 的 一 1 个 变 元 的 积 的 
布尔 和 。 将 能 够 合并 的 "一 1 个 变 元 的 积 ， 表 示 成 如 下 的 串 : 在 同一 位 置 有 一 个 短 划 线 ， 且 只 
在 一 个 位 置 不 相同 。 

5) 只 要 可 能 ， 继 续 将 布尔 积 合 并 成 更 少 变 元 的 积 。 

6) 找 到 所 有 这 样 的 布尔 积 : 它们 虽然 出 现 ， 但 还 没有 被 用 来 形成 少 一 个 文字 的 布尔 积 。 

7) 找 到 这 些 布尔 积 的 最 小 集合 ， 使 得 这 些 积 之 和 表示 此 布尔 函数 。 这 可 以 用 如 下 方法 来 完 
成 : 构造 一 个 表 ， 列 出 哪些 积 覆盖 了 哪些 小 项 。 每 一 个 小 项 必定 被 至 少 一 个 积 覆盖 。 使 用 此 表 
的 第 一 步 是 找到 所 有 的 本 原 素 隐 含 。 每 个 本 原 素 隐 含 必须 被 包含 ， 因 为 它 是 覆盖 某 个 小 项 的 唯 


威 拉 德 . 冯 . 奥 曼 . 奎 因 (Wilard Van Orman Quine，1908 一 2000) ” 奎 因 生 于 俄 
亥 俄 州 阿 克 伦 郡 ， 早 年 就 读 于 奥 柏 林学 院 ， 之 后 考 人 哈佛 大 学 ， 并 于 1932 年 获得 哲 
学 博士 学 位 。1933 年 ， 他 成 为 哈佛 大 学 的 初级 研究 员 ，3 年 后 他 在 该 学 院 任 职 并 执教 
终身 。 第 二 次 世界 大 战 期 间 ， 他 在 美国 海军 服役 ， 破 译 来 自 德国 潜艇 的 密码 。 奎 因 对 
算法 有 着 浓厚 的 兴趣 ， 而 不 是 硬件 方面 。 他 发 明 的 现今 称 为 “ 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 方 法 ”， 
在 当时 是 一 种 数理 逻辑 的 教学 设备 ， 而 不 仅仅 是 化 简 开 关 电 路 的 方法 。 奎 因 是 20 世 
纪 最 著名 的 哲学 家 之 一 。 他 对 知识 理论 、 数 理 逻 辑 、 集 合 论 以 及 语言 和 逻辑 哲学 都 做 
出 了 重要 的 贡献 。 他 1937 年 出 版 的 4 数理 逻辑 的 新 基础 XINew Foundations of Mathematical Logic) 和 1960 
年 出 版 的 《词语 和 对 和 象 XWord and Object) 都 有 着 深远 的 影响 。1978 年 他 从 哈佛 大 学 退 体 后， 继续 奔波 于 
办 公 室 和 他 在 比 根山 住所 之 间 。 他 一 生 都 在 使 用 1927 年 生产 的 雷 明 顿 打 字 机 ， 也 正 是 用 该 打字 机 他 完成 
了 博士 论文 。 他 甚至 对 此 打字 机 做 了 改造 : 增加 了 一 些 特殊 符号 ， 去掉 了 第 二 句号 、 第 二 逗号 和 问号 。 
当 他 被 问 到 是 否 漏 掉 了 问号 时 ， 他 回答 说 :“ 你 看 ， 我 只 做 确定 的 事 。”《 新 黑客 词典 》(New Hacker$ 
Dictionary) 中 用 奎 因 的 姓名 命名 了 一 个 新 词 即 “ 奎 因 ”， 其 含义 是 能 复制 其 源 代码 作为 完整 输出 的 一 个 程 
序 。 对 黑客 而 言 ， 用 特定 的 程序 语言 中 产生 最 短 的 奎 因 是 个 非常 流行 的 难题 。 
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一 素 隐 含 。 如 果 找 到 了 本 原 素 隐 含 ， 就 可 以 通过 除去 由 此 素 隐 含 覆 盖 的 小 项 的 行 化 简 此 表 。 第 
二 步 ， 去 掉 所 有 满足 如 下 条 件 的 素 隐 含 ， 此 素 隐 含 覆盖 一 个 小 项 集合 ， 此 小 项 集合 被 另 一 个 素 
隐 含 覆盖 (读者 应 该 证 明 ) 。 第 三 步 ， 从 表 中 去 掉 满 足 如 下 条 件 的 小 项 所 在 的 行 ， 覆 盖 此 小 项 的 
某 些 素 隐 含 也 覆盖 另 一 个 小 项 。 首 先 找 到 必须 被 包含 的 本 原 素 隐 含 ， 然 后 去 掉 完 余 的 素 隐 舍 ， 
最 后 找到 可 以 被 忽略 的 小 项 ， 和 迭代 此 过 程 直到 此 表 不 再 改变 为 止 。 这 里 使 用 回溯 过 程 寻找 最 优 
解 ， 为 覆盖 所 有 的 文字 积 逐 步 添加 素 隐 含 以 寻找 可 能 的 解 ， 在 每 一 步 都 与 已 经 找到 的 最 优 解 进 
行 比 较 。 

最 后 一 个 例子 说 明了 怎么 用 这 个 过 程 来 化 简 4 个 变 元 的 积 之 和 展开 式 。 

例 10 用 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 法 化 简 积 之 和 展开 式 wryz 十 wzyz 十 wzy 过 十 元 cyz 十 元 z yz 十 
可 TYyZ 十 可 二 yz。 

解 ”首先 将 小 项 表示 成 位 串 ， 然 后 根据 位 串 中 1 的 个 数 来 对 项 进行 分 组 ， 如 表 5 所 示 。 
表 6 给 出 了 所 有 由 这 些 积 的 布尔 和 得 到 的 布尔 积 。 





没有 被 用 来 形成 更 少 变 元 之 积 的 只 有 zw、wyz、wZzy 和 zyz。 表 7 表明 了 每 个 这 样 的 积 覆 
盖 的 小 项 。 为 覆盖 这 些小 项 ， 必 须 包 括 Wz 和 wy z， 因 为 它们 是 分 别 履 盖 yz 和 wzy z 的 唯一 
的 积 。 一 旦 将 这 两 个 积 包括 进来 ,我 们 就 可 以 看 到 ， 剩 下 的 两 个 积 中 只 有 一 个 是 必要 的 。 因 
此 ,十 wyz 十 wzy 或 者 Wz 十 wyz 十 Tyz 都 可 以 看 做 是 最 后 答案 。 4 
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练习 


1 


2 


ww 


6 


7 


9 


1 


1 


1 


， a) 画 出 二 变 元 函数 的 卡 诺 图 ， 并 在 表示 zy 的 方 格 中 放置 1。 
b) 与 上 述 方 格 相 邻 的 方 格 所 表示 的 小 项 是 什么 ? 
. 寻找 下 列 每 个 卡 诺 图 所 表示 的 积 之 和 展开 式 。 
让》 沪 水 b) 丈 世 ec) 浊 , 


. 画 出 下 列 两 个 变 元 的 积 之 和 展开 式 的 卡 诺 图 : 


3) 工 了 b)zy 十 元 c)Zy 十 工 7 十 元 y 十 元 7 
. 用 卡 诺 图 找 出 下 列 关于 变 元 x 和 y 的 布尔 函数 的 极 小 展开 式 ， 且 此 展开 式 具有 积 之 和 的 形式 。 
83) 元 y 十 元 了 b)zy 十 并 了 c)zy 十 Z7 十 元 "十 元 7 


.3a) 画 出 三 变 元 函数 的 卡 诺 图 ， 并 在 表示 到 z 的 方 格 里 放置 1 。 
b) 与 上 述 方 格 相 邻 的 方 格 表 示 的 小 项 是 什么 ? 
. 对 于 下 列 电路 图 ， 用 卡 诺 图 画 出 具有 相同 输出 的 更 简单 的 电路 图 。 


a)x XYyzZ + xXyz b) x 













过 
XYyZ + XYZ + XYyZ + XYZ 


Ox—Do= zyzl(x +z) + (7+)] 


(x++(y+D 


. 画 出 下 列 三 变 元 积 之 和 展开 式 的 卡 诺 图 : 
8a) 工 7 三 b) 元 yz 十 元 7 闷 cC) 工 yZ 十 并 yy 元 十 元 y z+i yz 





. 构造 F(z，y，) 二 zz 十 3z 十 zyz 的 卡 诺 图 。 使 用 此 卡 诺 图 找 出 FCz，?，z) 的 隐 含 、 素 隐 含 和 本 原 素 


隐 合 。 


. 构造 (zx，y，z) 二 zz 十 zyz 十 yz 的 卡 诺 图 。 使 用 此 卡 诺 图 找 出 F(zx，y，z) 的 隐 含 、 素 隐 含 和 本 原 素 


隐 含 。 


0. 画 一 个 3 立方 体 Q;， 用 布尔 变 元 zx、y 和 z 组 成 的 小 项 标记 每 一 个 顶点 ， 这 些 项 与 顶点 表示 的 位 串 关 


联 。 对 这 些 变 元 中 的 每 一 个 文字 ， 指 出 表示 这 个 文字 且 是 Qs 的 子 图 的 2 立方 体 Q。 


1. 画 一 个 4 立方体 Q,， 用 布尔 变 元 w、z、y 和 z 组 成 的 小 项 标记 每 一 个 顶点 ， 这 些 项 与 顶点 表示 的 位 
串 关联 。 对 这 些 变 元 中 的 每 一 个 文字 ， 指 出 哪个 3 立方 体 Q 表示 这 个 文字 且 是 Q 的 子 图 。 指 出 哪 


个 2 立方体 Q 表示 积 wz、Zzy 和 yz 且 是 Q 的 子 图 。 
2. 用 卡 诺 图 找 出 下 列 关 于 变 元 z、y 和 zz 的 函数 的 一 个 极 小 展开 式 ， 且 此 展开 式 具有 积 之 和 的 形式 。 
83) 元 yz 十 元 yz b)zyz 十 工 y 乏 十 元 yz 十 元 y 素 
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13, 


14. 


15, 


16， 


17, 


18. 


19. 


* 20. 


* 21, 


22. 
23. 
24. 
25. 
# 26. 


27, 
* 28. 
29. 


30. 


33. 


cC)Zy 达 十 过 yz 十 工 了 莹 十 元 yz 十 元 7 d)Zyz 十 工 这 十 工 了 和 十 元 yz 十 元 y 乏 十 元 了 丈 

a) 画 出 四 变 元 函数 的 卡 诺 图 ， 并 在 ry z 所 表示 的 方 格 里 填 和 人 1。 

b) 与 上 述 方 格 相 邻 的 方 格 表示 的 小 项 是 什么 ? 

用 卡 诺 图 找 出 下 列 关 于 变 元 w、z、y 和 zz 的 函数 的 一 个 极 小 展开 式 ， 且 此 展开 式 具 有 积 之 和 的 形式 。 
a)wzryz wr yz wryT+wryT+wryz 

b)wzyz+wzr yzt+wzyzi Wr yyYryzZ+yI yz 
wzryziwryzi+wr yz wizy+wryztur 六 十 耐克 Ti+ ry 

d)wzyzt+ wzryz+wr yetwryzi+wzyzi+WwryzwWTyz 二 可 Ty Zz 十 可 天 yz 


在 表示 五 变 元 布尔 函数 的 卡 诺 图 中 ， 找 出 对 应 于 下 列 积 的 方 格 。 


a) x1 x2 3 xh b)zi za zs C) x2 Th 

d)z; 2 €) x3 f)zs 

在 六 变 元 布尔 函数 的 卡 诺 图 中 ， 表 示 zx1、Zzizxe、Kzixs Ze、Zzzx3z4xs 和 Xl Zzxs 率 ; 分 别 需 要 多 少 
方 格 ? 


a) 六 变 元 函数 的 卡 诺 图 具有 多 少 个 方 格 ? 
b) 在 六 变 元 函数 的 卡 诺 图 中 ， 对 于 任意 给 定 的 一 个 方 格 ， 有 多 少 个 方 格 与 之 相 邻 ? 
证 明 : 在 五 变 元 布尔 函数 的 卡 诺 图 中 ， 两 个 小 项 恰 在 一 个 文字 处 不 同 当 且 仅 当 表 示 这 些小 项 的 方 格 
相 邻 ， 或 者 顶 行 和 底 行 的 方 格 相 邻 ， 第 1 列 和 第 8 列 的 方 格 相 邻 ， 第 1 列 和 第 4 列 ， 第 2 列 和 第 7 
列 ， 第 3 列 和 第 6 列 ， 第 5 列 和 第 8 列 的 方 格 相 邻 。 
在 六 变 元 布尔 函数 的 4X16 卡 诺 图 中 ， 若 用 格雷 码 1111、1110、1010、1011、1001、1000、0000、 
0001、0011、0010、0110、0111、0101、0100、1100、1101 标记 列 ， 用 11、10、00、01 标记 行 ， 则 
哪些 行 和 列 应 当 相 邻 才 可 使 得 恰 在 一 个 文字 上 不 同 的 小 项 的 方 格 相 邻 ? 
用 卡 诺 图 找 出 下 列 函 数 的 极 小 展开 式 ， 使 得 此 展开 式 具 有 积 之 和 的 形式 ， 这 些 函 数 满足 其 输入 为 十 
进 制 数字 的 二 进 制 编码 ， 其 输出 为 1 当 且 仅 当 对 应 于 输入 的 数 为 
a) 奇 数 b) 不 可 由 3 整除 c) 不 是 4、5 或 6 
假设 一 个 委员 会 中 有 5 个 成 员 ， 其 中 的 施 密斯 和 琼斯 的 投票 总 与 马 库 斯 的 投票 相反 。 试 用 这 个 投票 
关系 设计 一 个 电路 ， 实 现 此 委员 会 的 多 数 表决 器 。 
使 用 奈 因 - 莫 可 拉 斯 基 法 化 简 例 3 中 的 积 之 和 展开 式 。 
使 用 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 法 化 简练 习 12 中 的 积 之 和 展开 式 。 
使 用 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 法 化 简 例 4 中 的 积 之 和 展开 式 。 
使 用 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 法 化 简练 习 14 中 的 积 之 和 展开 式 。 
试 解释 怎么 用 卡 诺 图 方法 简化 3 个 变 元 的 和 之 积 展开 式 。[ 提 示 : 用 0 来 标记 展开 式 的 大 项 ， 然 后 构 
造 大 项 的 块 。] 
用 练习 26 的 方法 化 简 和 之 积 展开 式 (z 十 y 十 z) Cz 十 y 十 习 (Cz 十 7 十 Z)(Cz 十 7 十 z) (元 十 y 十 z) 。 
在 圆 环 面 上 画 出 4 个 变 元 的 16 个 极 小 项 的 卡 诺 图 。 
用 或 门 、 与 门 和 反 相 器 构造 一 个 电路 ， 使 得 当 输入 的 十 进 制 数字 可 以 被 3 整除 时 输出 1， 否则 输出 0。 
其 中 输入 的 十 进 制 数字 是 二 进 制 编码 的 十 进 制 展开 式 。 
对 于 练习 30 一 32， 在 所 给 的 卡 诺 图 中 ，& 表示 无 须 在 意 条 件 。 试 找 出 它们 的 极 小 积 之 和 展开 式 。 

六 六 下 了 汉 31. 六 闫 焉 到 32. yz 歼 殉 





证 明 : & 个 文字 的 积 对 应 于 n 立方 体 Q, 的 2 一 ' 维 子 立 方 体 ， 其 中 立方 体 的 顶点 对 应 于 标识 顶点 的 位 
串 表示 的 小 项 ， 如 10. 2 节 例 8 的 描述 。 


关键 术语 和 结论 


术语 
布尔 变 元 (Boolean variable): 只 取 0 或 1 值 的 变 元 。 


布尔 代数 ?717 


元 (Z 的 补 ，complement of xz): 一 个 表达 式 ， 当 工 取 值 0 时 ， 它 取 值 1; 当 z 取 值 1 时, 它 取 
值 0。 

TI，y( 或 zy)(X 与 y 的 布尔 积 或 合 取 ，Boolean product or conjunction of x and y): 一 个 表达 式 ， 
当 工 和 y?y 都 取 值 1 时 ， 它 取 值 1; 否则 取 值 0。 

Z 十 y( 工 与 y 的 布尔 和 或 析 取 ，Boolean sum or disjunction of z and y) :一 个 表达 式 ， 当 工 或 y 
取 值 1 时 , 或 者 当 z 和 yy 都 取 值 1 时 , 它 取 值 1; 否则 取 值 0。 

布尔 表达 式 (Boolean expressions) : 如 下 递归 得 到 的 表达 式 : 0，1，zi，…，x, 是 布尔 表达 式 ; 
且 如 果 已 和 E, 是 布尔 表达 式 ， 则 瓦 、( 已 十 及) 和 (E 已 ) 也 是 布尔 表达 式 。 

布尔 表达 式 的 对 偶 (dual of a Boolean expression) ; 通过 交换 十 号 和 ， 号 、0 和 1 得 到 的 表达 式 。 

妹 元 布尔 函数 (Boolean function of degree n): 从 B" 到 B 的 函数 ， 其 中 B={0，1})。 

布尔 代数 (Boolean algebra) : 具有 两 个 二 元 运算 V 和 八 、 元 素 0 和 1、 一 元 补 运算 -的 集合 ， 它 
满足 同一 律 、 补 律 、 结 合 律 、 交 换 律 和 分 配 律 。 

布尔 变 元 工 的 文字 (literal of the Boolean variable x): 或 者 为 x， 或 者 为 工 。 


DT mr 的 小 项 (minterm of zi，z，…，z): 布尔 积 my …y， 其 中 每 个 2% 或 为 z 
或 为 亏 ;。 

积 之 和 展开 式 ( 或 析 取 范式 ，sum-of-products expansion or disjunctive normal form) : 形 如 小 项 
之 析 取 的 布尔 函数 的 表示 。 


函数 完备 的 (functionally complete) : 布尔 运算 的 一 个 集合 称 为 是 函数 完备 的 ， 如 果 每 个 布尔 函 
数 都 能 由 这 些 布尔 运算 表示 。 

ZK|y( 或 TNAND y，zly or x NAND y): 一 个 表达 式 ， 当 zz 和 y 都 取 值 1 时， 它 取 值 0; 否则 
取 值 1。 

TIVy( 或 TNOR y，zyy，or 工 NOR y): 一 个 表达 式 ， 当 工 或 y 取 值 1 时 , 或 x 和 y 都 取 值 1 
时 ， 它 取 值 0; 否则 取 值 1。 

反 相 器 (inverter) : 一 种 装置 ， 它 以 布尔 变 元 的 值 作 为 输入 ， 产 生 输 入 的 补 。 

或 门 (OR gate) : 一 种 装置 ， 它 以 两 个 或 更 多 布尔 变 元 的 值 作 为 输入 ， 输 出 它们 的 布尔 和 。 

与 门 (AND gate) : 一 种 装置 ， 它 以 两 个 或 更 多 布尔 变 元 的 值 作为 输入 ， 输出 它们 的 布尔 积 。 

半 加 法 器 (half adder) : 一 种 电路 ， 它 将 两 位 相 加 ， 产 生 一 个 和 位 与 一 个 进位 。 

全 加 法 器 (full adder) : 一 种 电路 ， 它 将 两 位 及 一 个 进位 相 加 ， 产 生 一 个 和 位 与 一 个 进位 。 

nn 个 变 元 的 卡 诺 图 (K-map for n variables) : 被 分 成 2” 多 个 方 格 的 和 矩形， 每 个 方 格 表示 这 些 变 元 
的 一 个 小 项 。 

布尔 函数 的 最 小 化 (minimization of a Boolean function) ， 把 布尔 函数 表示 为 积 之 和 ， 其 中 包含 的 积 最 
少 ， 而 且 这 些 积 包含 的 文字 也 最 少 ， 是 此 函数 的 所 有 积 之 和 表示 中 包含 文字 最 少 的 。 

布尔 函数 的 隐 含 (implicant of a Boolean function) : 满足 下 述 条 件 的 文字 积 : 如 果 文 字 积 为 1， 
那么 布尔 函数 的 值 为 1 。 

布尔 函数 的 素 隐 含 (prime implicant of a Boolean function) : 布尔 函数 的 隐 含 文字 积 ， 而 且 删 除 
一 个 文字 之 后 得 到 文字 积 不 再 是 此 函数 的 隐 含 。 

布尔 函数 的 本 原 素 隐 仿 (essential prime implicant of a Boolean function): 布尔 函数 的 素 隐 含 ， 
而 且 必 须 包 括 在 这 个 函数 的 最 小 化 中 。 : 

无 需 在 意 的 条 件 (don’t care condition) : 电路 的 一 组 输入 值 ， 电 路 中 不 可 能 也 不 会 出 现 这 样 的 
输入 。 

结论 

布尔 代数 中 的 恒等式 ( 见 12. 1 节 的 表 5) 。 

对 于 布尔 表达 式 表 示 的 布尔 函数 间 的 任意 等 式 ， 如 将 等 式 的 两 边 取 对 偶 ， 则 等 式 依然 成 立 。 

每 个 布尔 函数 都 可 由 积 之 和 展开 式 表 示 。 
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集合 {十 ，} 和 { ，} 都 是 函数 完备 的 。 

集合 { + } 和 { | } 都 是 函数 完备 的 。 

使 用 卡 诺 图 来 极 小 化 布尔 表达 式 。 

使 用 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 法 来 极 小 化 布尔 表达 式 。 


复习 题 
1. 给 出 n 元 布尔 函数 的 定义 。 
2. 有 多 少 个 2 元 布尔 函数 ? 
3. 给 出 布尔 表达 式 集合 的 递归 定义 。 
4. a) 什 么 是 布尔 表达 式 的 对 偶 ? 

b) 什 么 是 对 偶 原 理 ? 怎么 应 用 它 找到 关于 布尔 表达 式 的 新 的 恒等式 ? 
5. 试 解 释 怎 么 构造 一 个 布尔 函数 的 积 之 和 展开 式 。 
6. a) “由 运算 符 构 成 的 集合 是 函数 完备 的 ”是 什么 含义 ? 

b) 集 合 { 十 ，。} 是 函数 完备 的 吗 ? 

c) 有 没有 单 运算 符 构成 的 集合 是 函数 完备 的 ? 
7. 试 解释 怎么 用 或 门 、 与 门 和 反 相 器 构造 一 个 电路 ， 它 用 两 个 开关 控制 一 者 灯 。 
8. 用 或 门 、 与 门 和 反 相 器 构造 一 个 半 加 法 器 。 
9. 是 否 有 这 样 一 种 逻辑 门 ， 用 它 可 以 构造 或 门 、 与 门 和 反 相 器 所 能 构造 的 所 有 电路 ? 
10. a) 解 释 怎么 用 卡 诺 图 来 化 简 3 个 布尔 变 元 的 积 之 和 展开 式 。 

b) 用 卡 诺 图 化 简 积 之 和 展开 式 zyz 十 Zz yz 十 XYZ 十 Tyz 十 过。 
11. a) 解 释 怎 么 用 卡 诺 图 来 化 简 4 个 布尔 变 元 的 积 之 和 展开 式 。 

b) 用 卡 诺 图 化 简 积 之 和 展开 式 

WIYyZ+ wryZ+ wry+wryzt+wryzi+ wt y+uryzi Ty rirIyZ 
12. a) 什 么 是 无 需 在 意 条 件 ? 

b) 试 解释 怎么 用 无 需 在 意 条 件 由 或 门 、 与 门 和 反 相 器 构造 这 样 一 个 电路 ， 当 十 进 制 数 字 大 于 等 于 6 

时 输出 1， 当 这 个 数字 小 于 6 时 输出 0。 

13. a) 试 解释 怎么 用 奎 因 - 莫 克 拉 斯 基 方法 来 化 简 积 之 和 展开 式 。 

bp) 用 这 个 方法 化 简 zryz 十 x yz 十 Ty 乏 十 元 yz 十 元 7 每。 


补充 练习 

1. 对 于 布尔 变 元 z、y 和 zz 的 哪些 值 使 下 式 成 立 ? 
a) 工 十 y 十 z 一 工 yZ b)z(y 十 z) 一 并 十 yz c) 元 了 过 一 并 十 y 十 z 

2. 设 z 和 yy 属于 {0，1}。 如 果 存 在 {0，1} 中 的 值 z 使 得 下 式 之 一 成 立 ， 能 否 得 到 z 一 y 的 结论 ? 
a) 工 zx 一 yz b)z 十 z 一 y 十 = cz 由 z 一 > 由 = 
d)zyzx 一 yy zx ezr|z=y|z 


布尔 函数 下 称 为 是 自 对 偶 的 当 且 仅 当 下 (zi ,zx,) 二 F(T, "**，Z,)。 
3. 下 列 函 数 哪些 是 自 对 偶 的 ? 
38) 下 (zx，y) 一 工 b)F(z，y) 一 Zzy 十 元 了 
F(z y)=z+y d)F(z, y)=zyt+iy 
4. 试 给 出 一 个 三 变 元 自 对 偶 布尔 函数 的 例子 。 
* S。 有 多 少 个 对 元 布尔 函数 是 自 对 偶 的 ? 


在 nn 元 布尔 函数 构成 的 集合 上 ， 定 义 关系 三 使 得 ，F<G 当 且 仅 当 若 下 (zi ，z ，…，z) 一 1 就 有 
G(Xzi, Zss …，Zna) 一 ]。 
6. 对 于 下 列 函 数 对 ， 确 定 是 否 有 F<G 或 G<F， 
a)F(z，y) 一 Z，GCTZ，y) 一 并 十 y bD)F(z, y)=Zzx++y, G(rz, y)=xy 


Flr, y) =z, G(r, y)=z+ty 
7. 设 下 和 G 是 nn 元 布尔 函数 ,证 明 : 
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a)F<F+G b)FG<F 


8. 设 F、G 和 五 都 是 元 布尔 函数 。 证 明 : F+G<H 当 且 仅 当 F<H 且 G<H.。 
* 9. 证 明 : 二 关系 是 元 布尔 函数 集合 上 的 一 个 偏 序 关 系 。 


x* 10. 
x* 11, 


12. 
13. 
14. 


15. 


*16. 
* 17, 


18. 


ES 


画 出 由 16 个 2 元 布尔 函数 (如 12. 1 节 表 3 所 示 ) 组 成 的 集合 在 偏 序 志 下 的 哈 斯 图 (Hasse diagram)。 
对 于 下 列 每 个 等 式 ， 或 者 证 明 其 为 恒等式 ,或 者 找到 变 元 的 一 组 值 使 之 不 成 立 。 

a)z| (y|z) 一 (zy) |z 

bzy(yyz) 一 (zyy)yCzyz) 

czy(y|z) 一 (zyy)|(Czyz) 

定义 布尔 运算 符 ©@: 101=1，1O0=0，0O1=0，0@O0=1。 

证 明 zy 二 zy 十 7。 

证 明 zxOy= 一 (z 田 y)。 

证 明 下 列 各 等 式 成 立 。 

a)z@z 一 1 b) z 名 均一 0 CIOy=yOx 
(zy)©z 二 xO (yOz) 是 否 总 成 立 ? 

确定 集合 {@ } 是 不 是 函数 完备 的 。 

在 16 个 两 变 元 z 和 y 的 布尔 函数 中 ， 有 多 少 个 能 够 用 下 列 运 算 符 、 变 元 z+ 和» 以 及 值 0 和 1 来 表示 ? 
a){ } b){。》 全 dt ， 填 } 
异 或 门 (XOR gate) 的 记号 如 下 ， 它 从 zx 和 > 产生 输出 z 四 >y。 


> xDy 
确定 下 列 电 路 a) 和 b) 的 输出 。 
ks 
y 了 
» rm 本 


i 


.如果 除 了 或 门 、 与 门 和 反 相 器 之 外 ， 还 可 以 使 用 异 或 门 ， 说 明 怎 么 用 比 12. 3 节 图 8 中 所 用 的 更 少 的 


门 来 构造 一 个 半 加 法 器 。 


. 试 设计 一 个 电路 来 确定 ， 在 一 个 四 人 委员 会 中 ， 是 否 有 三 人 或 更 多 的 人 就 某 事 投了 赏 成 票 ， 其 中 的 


每 个 人 用 一 个 开关 来 投票 。 
给 定 布尔 变 元 z;，zs，，…，z, 的 一 组 输入 值 ， 阅 值 门 产生 输出 y， 其 中 > 为 0 或 1。 每 个 阔 值 门 都 


有 一 个 阐 值 工 以 及 一 组 权 wi ，w: ，…，w,， 其 中 伍 和 wi ，ws。，…，w, 都 是 实数 。 阅 值 门 的 输出 y 是 1 
当 且 仅 当 wz 十 wszz 十 … 十 wz, 宇 T。 具 有 阅 值 和 权 w;，w:，…，w，, 的 阐 值 门 如 下 图 所 示 。 阔 值 门 
对 于 神经 生理 学 和 人 工 智 能 的 建 模 都 非常 有 用 。 


21. 


Xx] 


长 


阔 值 门 表示 了 一 个 布尔 函数 。 试 找 出 由 下 面 阔 值 门 表示 的 布尔 函数 的 布尔 表达 式 。 


关 关 
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22. 


23. 
24. 


Xl 


X3 


能 够 由 阔 值 门 表示 的 布尔 函数 称 为 阐 值 函数 。 证 明 下 列 每 个 函数 都 是 阔 值 函数 。 


3) 下 (并 ) 一 元 b)FCz，y) 一 Z 十 y F(zr, y)=xy 
DF(z, y=z|y e)FCz，y) 一 Zyy fF(z, y, z)=Zz+yz 
Fw, xX, y, z)=w 二 xyz RF(w, x, y, 2)=wzrz xy 


证 明 : F(z，y) 二 zx 名 yy 不 是 阔 值 函数 。 
证 明 ，F(w，z，y，z) 一 zz 十 yz 不 是 阔 值 函数 。 


计算 机 课题 
按 给 定 的 输入 和 输出 写 程序 。 


有 人 人 人 


. 给 定 两 个 布尔 变 元 z 和 y 的 值 ， 计 算 z 十 y、zy、z 田 y、z|> 和 zyy 的 值 。 

. 构造 一 个 表 ， 列 出 所 有 256 个 3 元 布尔 函数 的 值 。 

. 给 定 一 个 元 布尔 函数 的 所 有 值 ， 其 中 是正 整 数 ， 构 造 这 个 函数 的 积 之 和 展开 式 。 
. 给 定 一 个 布尔 函数 值 的 列表 ， 只 用 运算 ， 和 ”表示 这 个 函数 。 

. 给 定 一 个 布尔 函数 值 的 列表 ， 只 用 运算 十 和 ”表示 这 个 函数 。 

. 给 定 一 个 布尔 函数 值 的 列表 ， 只 用 运算 | 表示 这 个 函数 。 

. 给 定 一 个 布尔 函数 值 的 列表 ， 只 用 运算 + 表示 这 个 函数 。 

. 给 定 一 个 3 元 布尔 函数 值 的 列表 ， 构 造 它 的 卡 诺 图 。 

. 给 定 一 个 4 元 布尔 函数 值 的 列表 ， 构 造 它 的 卡 诺 图 。 

10. 
11. 
12. 


给 定 一 个 布尔 函数 值 的 列表 ， 用 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 方 法 寻找 这 个 函数 的 极 小 积 之 和 表示 。 
对 于 一 个 阐 值 门 和 个 布尔 变 元 的 值 作为 输入 ， 给 定 它 的 阐 值 和 一 组 权 ， 确 定 这 个 门 的 输出 。 
给 定 一 个 正 整 数 ， 构 造 一 个 元 随机 布尔 表达 式 ， 且 为 析 取 范式 。 


计算 和 探索 
用 一 个 计算 程序 或 你 自己 编写 的 程序 做 下 列 的 练习 。 


1. 


2 
2 
4 


计算 7、8、9、10 元 布尔 函数 的 个 数 。 


. 构造 3 元 布尔 函数 的 表 。 


构造 4 元 布尔 函数 的 表 。 


. 将 每 个 不 同 的 三 元 布尔 表达 式 表示 成 仅 含 与 非 运 算 符 的 析 取 范式 ， 所 使 用 的 与 非 运算 符 越 少 越 好 。 所 


需 与 非 运 算 符 的 最 大 数量 是 多 少 ? 


. 将 每 个 不 同 的 布尔 表达 式 表 示 成 含有 4 个 变 元 和 仅 含 或 非 运 算 符 的 析 取 范式 ， 所 使 用 的 或 非 运 算 符 越 


少 越 好 。 所 需 或 非 运算 符 的 最 大 数量 是 多 少 ? 


. 随机 生成 10 个 不 同 的 四 变 元 布尔 表达 式 ， 判 断 使 用 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 方法 简化 它们 所 需 的 平均 步 


又 数 。 


. 随机 生成 10 个 不 同 的 五 变 元 布尔 表达 式 ， 判 断 使 用 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 方法 简化 它们 所 需 的 平均 步 


又 数 。 


写作 课题 
用 本 教材 以 外 的 资料 按 下 列 要 求 写 成 论文 。 


1. 


描述 一 些 早期 设计 的 、 用 来 解 逻 辑 问题 的 机 器 ， 如 印刷 示范 器 (Stanhope Demonstrator)、 杰 文 
(Jevons) 的 逻辑 机 以 及 马 昆 德 机 器 (Marquand Machine) 。 
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. 解释 组 合 电路 与 顺序 电路 之 间 的 差别 ， 然 后 解释 怎么 用 触发 器 构造 顺序 电路 。 

. 定义 移 位 寄存 器 ， 且 讨论 怎么 使 用 移 位 寄存 器 。 说 明 怎 么 用 触发 器 和 逻辑 门 构造 移 位 寄存 器 。 

. 说 明 怎么 用 逻辑 门 构造 乘法 器 。 

- 找 出 逻辑 门 的 物理 构造 。 讨 论 在 构造 电路 时 ， 是 否 要 用 到 与 非 门 和 或 非 门 。 

. 解释 怎么 用 相关 性 记号 描述 复杂 的 开关 电路 。 

. 描述 怎么 用 乘法 器 构造 开关 电路 。 

， 以 用 阅 值 门 构造 半 加 法 器 和 全 加 法 器 为 例 ， 解 释 用 阅 值 门 构造 开关 电路 的 优点 。 

. 描述 无 危险 开关 电路 的 概念 ， 并 给 出 一 些 设计 这 种 电路 的 原则 。 

10, 解释 怎么 用 卡 诺 图 将 六 元 函数 极 小 化 。 

11. 讨论 用 于 极 小 化 布尔 函数 的 新 方法 (如 Espresso 方法 ) 的 思想 。 解 释 怎 么 用 这 些 方法 来 解决 高 达 25 元 
的 布尔 函数 最 小 化 问题 。 

12. 描述 = 元 布尔 函数 的 函数 分 解 的 含义 。 讨 论 将 布尔 函数 分 解 为 元 数 更 少 的 布尔 函数 的 过 程 。 


有 有 
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计算 机 能 够 执行 许多 任务 。 提 出 一 个 任务 后 就 存在 两 个 问题 : 第 一 ， 它 能 否 由 计算 机 来 完 
成 ? 一 旦 知道 这 个 问题 的 答案 是 肯定 的 ， 就 会 问 第 二 个 问题 ， 怎 么 执行 这 个 任务 ? 计算 模型 就 
是 用 来 帮助 回答 这 两 个 问题 的 。 

下 面 将 讨论 三 种 类 型 的 计算 模型 : 文法 、 有 限 状态 机 和 图 灵机 。 文 法 是 用 来 产生 一 种 语言 
中 的 词 ， 并 且 确 定 一 个 词 是 否 属于 一 个 语言 。 文 法 产生 的 形式 语言 不 仅 可 以 作为 自然 语言 的 模 
型 ， 如 英语 ， 还 可 以 作为 程序 设计 语言 的 模型 ， 如 Pascal、Fortran、Prolog、C 和 Java。 特 别 
是 ， 文 法 在 编译 器 的 理论 和 构造 中 极为 重要 。 在 20 世纪 50 年 代 ， 美 国语 言 学 家 诺 姆 。 乔 姆 斯 
基 (Noam Chomsky) 首 先 使 用 了 下 面 将 要 讨论 的 文法 。 

在 建 模 中 ， 使 用 着 各 种 类 型 的 有 限 状 态 机 。 每 个 有 限 状 态 机 都 有 一 个 状态 集合 (包含 初始 
状态 ) 和 一 个 输入 字母 表 ， 还 有 一 个 转移 函数 ( 它 对 每 个 由 状态 和 输入 构成 的 对 ， 指 定 下 一 个 状 
态 )。 有 限 状 态 机 的 状态 使 得 它 具 有 有 限 的 存储 能 力 。 有 些 有 限 状 态 机 对 每 个 转移 产生 一 个 输 
出 符号 。 这 类 机 器 可 以 用 做 许多 种 机 器 的 模型 ， 如 自动 售 货 机 、 延 迟 机 、 二 进 制 数 加 法 器 和 语 
言 识别 器 。 我 们 还 将 讨论 没有 输出 但 具有 终结 状态 的 有 限 状 态 机 ， 这 样 的 机 器 广泛 用 于 语言 的 
识别 ， 它 们 所 识别 的 串 是 能 使 自动 机 从 初始 状态 运行 到 终结 状态 的 串 。 文 法 和 有 限 状态 机 的 概 
念 具有 紧密 的 联系 ， 我 们 将 要 刻画 有 限 状 态 机 所 能 识别 的 集合 的 特征 ， 并 且 证 明 这 些 集 合 恰恰 
就 是 某 种 类 型 文法 所 产生 的 集合 。 

最 后 将 介绍 图 灵机 的 概念 。 我 们 将 说 明 怎 么 用 图 灵机 来 识别 集合 ， 还 要 说 明 怎 么 用 图 灵机 
来 计算 数论 函数 。 最 后 讨论 丘 奇 -图 灵 理 论 : 每 个 有 效 的 计算 都 可 由 图 灵机 来 完成 。 我 们 将 解 
释 如 何 使 用 图 灵机 研究 求解 某 类 问题 的 难度 ， 特 别 是 我 们 将 描述 如 何 使 用 图 灵机 将 问题 分 类 成 
理论 可 实现 的 和 不 可 实现 的 ， 以 及 可 解 的 和 不 可 解 的 。 


13. 1 语言 和 文法 


13. 1.1 引言 

英语 中 ， 单 词 能 以 各 种 方式 进行 组 合 ， 单 词 的 哪些 组 合 可 以 构成 有 效 的 句子 是 由 英语 的 语 
法 确定 的 。 例 如 : the frog writes neatly( 青 蛙 的 字 写 得 很 匀称 ) 是 一 个 有 效 的 句子 ， 因 为 它 是 由 
一 个 名 词 短语 the frog 接 一 个 动词 短语 writes neatly 构成 的 ， 其 中 名 词 短语 the frog 是 由 冠 词 
the 和 名 词 frog 组 成 的 ， 动 词 短 语 writes neatly 是 由 动词 writes 和 副词 neatly 组 成 的 。 我 们 并 
不 在 意 这 是 一 个 毫 无 意义 的 句子 ， 因 为 我 们 只 关心 句子 的 语法 ,或 者 说 形式 ， 而 不 在 意 它 的 语 
义 ， 或 者 说 含义 。 我 们 也 要 指出 ， 词 的 组 合 swims quickly mathematics 不 是 有 效 的 句子 ， 因 为 
它 不 符合 英语 的 语法 规则 。 

自然 语言 ( 即 口语 ) ， 如 英语 、 法 语 、 德 语 或 西班牙 语 ， 都 极为 复杂 。 事 实 上 ， 对 于 一 种 自 
然 语言 ， 看 起 来 不 大 可 能 说 出 它 的 所 有 语法 规则 。 将 一 种 语言 自动 翻译 成 男 一 种 语言 的 研究 引 
出 了 形式 语言 的 概念 。 与 自然 语言 不 同 ， 形 式 语 言 是 由 一 组 意义 明确 的 语法 规则 定义 的 ， 语 法 
规则 不 仅 对 于 语言 学 和 自然 语言 的 研究 十 分 重要 ， 而 且 对 于 程序 设计 语言 的 研究 也 很 重要 。 

我 们 要 用 文法 描述 形式 语言 的 句子 。 在 程序 设计 语言 的 应 用 中 ， 经 常 出 现 两 类 问题 : 1) 怎 
么 能 够 确定 一 组 单词 是 否 组 合成 了 形式 语言 的 一 个 有 效 句 子 ? 2) 怎 么 才能 产生 形式 语言 的 一 个 
有 效 句 子 。 使 用 文法 可 以 帮助 求解 这 两 类 问题 。 在 给 出 文法 的 技术 定义 之 前 ， 先 描述 文法 的 一 
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个 例子 ， 这 个 例子 产生 英语 的 一 个 子 集 。 此 英语 子 集 是 用 下 列 规则 定义 的 ， 这 些 规则 描述 怎么 
产生 有 效 的 句子 。 这 些 规 则 是 : 

1) 旬 子 是 由 一 个 名 词 短 语 后 接 一 个 动词 短语 形成 的 ; 

2) 名 词 短 语 由 一 个 冠 词 接 一 个 形容 词 再 接 一 个 名 词组 成 ， 或 者 

3) 名 词 短 语 由 一 个 冠 词 接 一 个 名 词组 成 ; 

4) 动 词 短语 由 一 个 动词 接 一 个 副词 组 成 ， 或 者 

5) 动 词 短 语 由 一 个 动词 组 成 ; 

6) 冠 词 是 ay 或 者 

7) 冠 词 是 the; 

8) 形 容 词 是 large， 或 者 

9) 形 容 词 是 hungry; 

10) 名 词 是 rabbit， 或 者 

11) 名 词 是 mathematician; 

12) 动 词 是 eats， 或 者 

13) 动 词 是 hops; 

14) 副 词 是 quickly， 或 者 

15) 副 词 是 wildly。 

从 这 些 规则 出 发 ,使 用 一 系列 代替 直到 不 能 再 应 用 规则 ， 就 能 形成 一 个 有 效 的 句子 。 例 
沿 着 下 列 代替 序列 就 能 得 到 一 个 有 效 句 子 : 

句子 

名 词 短 语 动词 短语 

冠 词 ”形容词 名 词 动词 短语 

冠 词 ”形容词 名词” 动词 副词 

the 形容 词 名 词 动词 副词 

the large 名 词 ”动词 副词 

the large rabbit 动词 副词 

the large rabbit hops 副词 

the large rabbit hops quickly 

容易 看 出 ， 其 他 的 有 效 句 子 是 : a hungry mathematician eats wildly, a large mathematician hops， 
the rabbit eats quickly 等 。 也 可 以 看 出 ，the quickly eats mathematican 不 是 有 效 句 子 。 


13. 1.2 短语 结构 文法 

在 给 出 文法 的 形式 定义 之 前 ， 先 引入 一 个 小 术语 。 

二 再 词汇 表 ( 或 字母 表 )V 是 由 称 为 符号 的 元 素 构 成 的 一 个 有 限 的 非 空 集合 。V 上 的 一 
个 词 ( 或 句子 ) 是 由 V 中 元 素 组 成 的 有 限 长 度 的 事 。 空 囊 ( 或 零 串 ) 是 不 包含 任何 符号 的 事 ， 记 为 
4。 上 所 有 词 的 集合 记 为 V' 。V 上 的 一 个 语言 是 V' 的 一 个 子 集 。 

注意 ， 空 串 4 是 不 包含 任何 符号 的 串 。 它 不 同 于 空 集 名 。 因 此 {4} 是 仅 包含 一 个 串 的 集合 ， 
此 串 为 空 串 。 

可 以 用 多 种 方式 来 定义 语言 。 一 种 方式 是 列 出 语言 中 的 所 有 词 ; 还 有 一 种 方式 是 给 出 一 些 
标准 ， 使 得 在 这 个 语言 中 的 每 个 词 ， 都 必须 满足 这 些 标准 。 本 节 将 描述 另 一 种 定义 语言 的 重要 
方式 : 使 用 文法 ， 如 使 用 本 节 引 言 中 给 出 的 规则 集合 。 为 了 产生 词 ， 文 法 提供 一 个 由 各 种 类 型 
符号 组 成 的 集合 和 一 个 由 规则 组 成 的 集合 。 更 确切 地 说 ， 文 法 有 一 个 词汇 表 V，YVY 是 一 个 由 符 
号 组 成 的 集合 ， 语 言 中 的 成 分 就 是 由 这 些 符号 导出 的 。 词 汇 表 中 的 某 些 元 素 不 能 由 其 他 符号 替 
换 ， 这 些 元 素 称 为 终结 符 ; 词汇 表 中 的 其 他 元 素 可 以 用 其 他 符号 替换 ， 它 们 称 为 非 终结 符 。 终 
结 符 和 非 终 结 符 集 合 通常 分 别 记 为 工 和 和 。 在 本 节 引 言 所 给 的 例子 中 ， 终 结 符 集 是 {a，the， 


如 
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rabbit，mathematician，hops，eats，quickly，wildly)， 非 终结 符 集 是 { 句 子 ， 名 词 短 语 ， 动 词 
短语 ， 形 容 词 ， 冠 词 ， 名 词 ， 动 词 ， 副 词 } 。 词 汇 表 中 有 一 个 称 为 初始 符 的 特殊 元 素 ， 记 为 S， 
我 们 总 是 从 这 个 特殊 元 素 开 始 定义 其 他 符号 。 在 引言 的 例子 中 ， 初 始 符 是 句子 。 由 词汇 表 V 中 
元 素 构成 的 所 有 串 的 集合 记 为 六 ， 指 明 V* 中 的 串 能 被 什么 样 的 串 代 替 的 规则 称 为 文法 的 产生 
式 ， 指 明 z。 可 以 替换 为 二 的 产生 式 记 为 z, 一 zi 。 在 本 节 引 言 所 给 的 文法 中 ， 我 们 列举 了 所 有 
产生 式 。 使 用 刚才 定义 的 记号 ， 其 中 第 一 个 产生 式 为 句子 一 名 词 短 语 动 词 短语 。 我 们 在 定义 2 
中 总 结 这 些 术 语 。 
央 一 个 短语 结构 文法 G 二 (V，T，S，PP) 由 下 列 四 部 分 组 成 : 词汇 表 V， 由 VV 的 所 
有 终结 符 组 成 的 V 的 子 集 丁 ,VV 的 初始 符 S， 以 及 产生 式 集合 PP。 集 合 V 一 丁 记 为 N，N 中 的 
元 素 称 为 非 终结 符 。 书 中 的 每 个 产生 式 的 左边 必须 至 少 包含 一 个 非 终 结 符 。 

例 1 设 G=(V，T，S,，P), 其 中 V=={a, 6,，A，B，S}， T= 二 {a,b}，S 是 初始 符 ，P= 
{S>ABa,，A 一 BB，B>abp，AB->b}。 则 G 是 一 个 短语 结构 文法 的 例子 。 4 

我 们 对 短语 结构 文法 的 产生 式 所 产生 的 词 感 兴趣 。 

FE 设 G=(V，T，S，P) 是 一 个 短语 结构 文法 ，t 二 lzr( 即 1、z, 和 的 连接 ) 和 也 一 
lr 是 V 上 的 串 。 若 % 一 z 是 G 的 一 个 产生 式 ， 则 称 由 wo 可 直接 派生 wi， 记 为 tw 过 tw。 如 果 
VV 上 的 串 wo， 如， ，wWw,(n 这 0) 满足 怨 沪 友 ， 入 W，，1 访 Ww,， 则 称 由 wo 可 派生 


ww， 记 为 wo 之 tw,。 由 wo 得 到 w, 的 序列 称 为 派生 。 

例 2 在 例 1 的 文法 中 ， 由 串 ABa 可 直接 派生 Aaba， 因 为 B>ab 是 此 文法 中 的 一 个 产生 

式 。 由 串 ABa 可 派生 apapapa ， 因 为 接续 使 用 产生 式 B>ab5、A 一 BB、B->ab 和 吾 -~ap， 可 得 
ABa=> Aaba—> BBaba=> Bapapa 一 apapapa 本 

设 G 一 (V，T，S， 忆 ) 是 短语 结构 文法 ， 由 G 生 成 的 语言 (或 G 的 语言 ) 是 初始 符 

S 能 够 派生 的 所 有 终结 符 串 构成 的 集合 ， 记 为 工 (G) 。 即 
L(G)={wE T* |SSOw} 

在 例 3 和 例 4 中， 我 们 寻找 短语 结构 文法 所 生成 的 语言 。 

例 3 设 G 是 一 个 文法 ， 其 词汇 表 为 V={S，A，a， 0b)， 终结 符 集 T= {a，b}， 初 始 符 为 
S， 产 生 式 为 P= 二 {SaA，S->bp，A 一 aa)}。 求 这 个 文法 产生 的 语言 工 (G) 。 

解 ” 使 用 产生 式 S->aA， 可 以 从 初始 符 S 派 生 aA， 还 可 用 产生 式 Sb 派生 5。 使 用 产生 
式 A>aa， 可 以 从 ah 派生 aaa。 没 有 其 他 的 词 还 能 派生 ， 故 L(G) 二 {6，aaa}。 本 

例 4 设 G 是 一 个 文法 ， 其 词汇 表 为 V={S，0，1}， 终结 符 集 T= 二 {0，1}， 初始 符 为 S， 
产生 式 为 P={S 一 11S，S 一 0}。 求 这 个 文法 产生 的 语言 L(G)。 

解 ” 分 别 使 用 S->0 和 S 一 11S, 可 以 从 S 派 生出 0 和 11S。 从 11S 可 以 派生 出 110 和 
1111S。 从 1111S 可 以 派生 出 11110 和 111111S。 在 派生 过 程 的 每 一 步 ， 或 者 在 串 的 末尾 加 两 
个 1， 或 者 在 串 的 未 尾 加 0 后 终止 派生 。 总 之 , 工 (G) =(0，110，11110，111110，…}， 即 
EL(G) 是 如 下 串 的 集合 ;开始 是 偶数 个 1， 最 后 是 一 个 0。 这 个 结论 可 用 如 下 的 归纳 假设 证 明 : 
使 用 nn 次 产生 式 之 后 ， 所 生成 的 终结 符 串 只 能 是 这 样 的 串 : 先是 n 一 1 个 11 的 连接 ， 后 面 跟 一 
个 0( 留 作 练习 ) 。 4 

经 常 出 现 的 问题 是 要 构造 一 个 文法 来 生成 一 个 给 定 的 语言 。 例 5、 例 6 和 例 7 描述 这 类 问题 。 

例 5 给 出 生成 集合 {0"1" |n 二 0，1，2，…} 的 一 个 短语 结构 文法 。 i 

解 ”此 集合 中 的 元 素 是 这 样 的 串 : 先是 一 串 0， 后 跟 含 同样 多 个 1 的 串 。 可 以 用 两 个 产生 
式 来 生成 所 有 这 些 串 (包括 空 串 ) ， 第 一 个 产生 式 对 语言 中 的 串 不 断 地 产生 更 长 的 串 ， 方 法 是 在 
串 前 面 加 一 个 0， 串 末尾 加 一 个 1; 第 二 个 产生 式 以 空 串 来 替代 S。 所 求 的 文法 是 G=(V，T， 
S，P)， 其 中 V= 二 {0，1，S}， 终结 符 集 T 一 (0，1)， 初 始 符 为 S， 产 生 式 为 

S—>0S1 
S—A 
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此 文法 能 够 生成 所 给 集合 的 证 明 作为 练习 留 给 读者 。 qa 

例 5 讨论 的 是 如 下 串 的 集合 : 前 面 是 一 串 0， 后 面 跟 一 串 1， 其 中 0 的 个 数 和 1 的 个 数 相 
同 。 例 6 还 是 讨论 这 样 的 串 ， 但 0 的 个 数 与 1 的 个 数 不 一 定 相 同 。 

例 6 给 出 生成 集合 {0"1" |m 和 为 非 负 整数 } 的 一 个 短语 结构 文法 。 

解 下 面 构造 生成 这 个 集合 的 两 个 文法 C 和 G,。 这 也 说 明 两 个 文法 可 能 生成 相同 的 
语言 。 
文法 Gi 的 字母 表 V 王 (5S， Oly, 终结 符 集 T={0, 1)}, 产生 式 为 S—0S、S 一 Sl 和 S 一 4。 
G 能 生成 所 给 集合 ， 因 为 应 用 第 一 个 产生 式 m 次 就 在 串 的 前 面 增加 了 mm 个 0， 应 用 第 二 个 产 
生 式 nn 次 就 在 串 的 后 增加 了 个 1。 详 细 证 明 留 给 读者 。 

文法 G: 的 字母 表 V= 二 {5，A，0，1},， 终结 符 集 T= 二 {10，1)}， 产 生 式 为 S00S、S 一 1A、 
S 一 1、A 一 1A、A 一 l 和 S 一 4。 该 文法 也 能 生成 所 给 集合 的 详细 证 明 留 作 练 习 。 4 

有 时 候 ， 一 些 很 容易 描述 的 集合 不 得 不 用 非常 复杂 的 文法 来 生成 ， 例 7 就 是 这 样 一 个 例子 。 

例 7 生成 集合 {0"1"2" |n= 二 0，1，2，3，…}) 的 一 个 文法 是 : G={V，T，S，P}, 其 中 V= 
{0，1，2，S，A，B，C}， 终结 符 集 T= 二 {0，1，2}， 初 始 符 为 S， 产 生 式 有 SC、C->0CAEB、 
S>4、BA 一 AB、0A>01、1A 一 11、1B 一 12、2B 一 22。 此 命题 的 正确 性 证 明 留 给 读者 作为 练 
习 ( 见 练习 12) 。 在 某 种 意义 下 ， 此 文法 是 生成 这 个 语言 的 最 简单 类 型 的 文法 ， 在 本 节 后 面部 
分 会 讲 清楚 。 | 


13. 1.3 短语 结构 文法 的 类 型 

短语 结构 文法 可 以 根据 其 产生 式 的 类 型 来 分 类 。 下 面 我 们 来 描述 诺 姆 ， 乔 姆 斯 基 引 入 的 分 we 总 
类 方法 。 在 13.4 节 将 会 看 到 ， 以 这 种 方法 定义 的 不 同 语言 类 型 与 不 同 的 计算 机 器 模型 识别 的 
语言 类 相对 应 。 

0 型 文法 对 其 产生 式 没 有 限制 。1 型 文法 只 有 两 种 形式 的 产生 式 : 一 种 是 wm 一 形式 的 
产生 式 ， 其 中 w= 二 LAr 和 w= 二 lwr，A 是 一 个 非 终 结 符 ，! 和 vr 是 0 个 或 多 个 终结 符 或 非 终结 
符 构 成 的 串 ，w 是 终结 符 或 非 终 结 符 构 成 的 非 空 串 。 它 还 可 以 有 产生 式 S->4,， 但 S 不 能 出 现 
在 任何 其 他 产生 式 的 右边 。2 型 文法 只 有 形 如 w 一 ww, 的 产生 式 ， 其 中 w 是 一 个 单个 的 非 终结 
符 的 符号 。3 型 文法 只 有 形 如 一 的 产生 式 ， 同 时 满足 w 二 A 且 w, 二 aB 或 w; 二 a， 其 中 A 
和 B 是 非 终结 符 ，a 是 终结 符 ， 或 者 满足 wi 二 S，w; 王 4。 

2 型 文法 又 称 为 上 下 文 无 关 文 法 ， 因 为 出 现在 一 个 产生 式 左 侧 的 非 终结 符 可 以 被 一 个 字符 
串 替 换 ， 而 不 管 此 串 中 的 符号 是 什么 。2 型 文法 生成 的 语言 称 为 上 下 文 无 关 语言 。 当 一 个 文法 
具有 形 如 lwir 一 lwsr( 而 不 是 形 如 内 一 zw ) 的 产生 式 时 ， 这 样 的 文法 称 为 1 型 文法 或 上 下 文 有 
关 文 法 ， 因 为 只 有 当 w 被 串 1 和 7 包围 时 ， 才 能 替换 为 w,。1 型 文法 生成 的 语言 称 为 上 下 文 
有 关 语 言 。3 型 文法 又 称 为 正则 文法 。 正 则 文法 生成 的 语言 称 为 是 正则 的 。13.4 节 讨论 正则 语 
言 和 有 限 状态 机 之 间 的 关系 。 

在 已 经 定义 的 四 种 文法 中 ， 上 下 文 有 关 文 法 的 定义 最 复杂 。 有 了 时， 这 些 文法 可 以 用 一 种 不 
同 的 方式 来 定义 。 在 形 如 一 z 的 产生 式 中 ， 如 果 mm 的 长 度 小 于 等 于 ww， 称 这 个 产生 式 是 
非 缔 约 的 。 根 据 所 定义 的 上 下 文 有 关 文 法 的 特征 ， 每 个 1 型 文法 的 产生 式 ， 除 了 产生 式 S 一 4 
(如 果 它 存在 ) ， 都 是 非 缔 约 的 。 这 表明 在 上 下 文 有 关 语 言 的 派生 中 串 的 长 度 是 非 递 减 的 ， 除 非 
使 用 了 S->)。 这 就 意味 着 空 串 属于 某 个 上 下 文 有 关 文 法 生成 的 语言 的 唯一 途径 就 是 产生 式 S 一 
4 是 文法 的 一 部 分 。 上 下 文 有 关 文 法 定义 的 另外 一 种 方式 就 是 确定 所 有 的 产生 式 都 是 非 缔约 
的 。 具 有 这 种 性 质 的 文法 称 为 是 非 缔约 的 或 者 单调 的 。 非 缔约 文法 与 上 下 文 有 关 文 法 是 不 同 
的 。 然 而 ， 这 两 类 文法 又 是 紧密 相关 的 。 除 了 非 缔 约 文 法 不 能 生成 任何 包含 空 串 4 的 语言 外 ， 
它们 可 以 定义 相同 的 语言 集合 。 

例 8 由 例 6 可 知 ，{0"1" | 和 ，2 一 0，1，2，…} 是 正则 语言 ， 因 为 它 是 由 正则 文法 生成 :ec 芋 
的 ， 即 由 例 6 的 文法 C; 生成 的 。 4 
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上 下 文 无 关 文 法 和 正则 文法 在 编程 语言 中 起 着 重要 的 作用 。 上 下 文 无 关 文 法 可 以 用 于 定义 
几乎 所 有 编程 语言 的 语法 ， 这 些 语 法 强 得 足以 定义 大 多 数 的 语言 。 而 且 ， 可 以 设计 出 有 效 的 算 
法 来 确定 是 否 可 以 以 及 如 何 生成 一 个 串 。 正 则 文法 则 用 于 搜索 特定 模式 的 文本 和 进行 词法 分 
析 ， 词 法 分 析 过 程 将 输入 流转 变 为 标记 流 以 供 语法 分 析 器 使 用 。 

例 9 由 例 5 可 知 ，{0"1" | 一 0，1，2，…} 是 上 下 文 无 关 语言 ， 因 为 这 个 文法 的 产生 式 为 


S-~>~0S1 和 S 一 +4。 在 13.4 节 中 我 们 将 证 明 它 不 是 正则 语言 。 4 
例 10 集合 {0"1"2"|n= 二 0， 1，2，3,，…}) 是 上 下 文 有 关 语 言 ， 因 为 它 是 由 例 7 中 的 1 型 文 
法 生成 的 。 但 它 不 是 2 型 语言 (如 本 章 补充 练习 中 的 练习 28 所 证 )。 本 
表 13-1 概括 了 用 来 对 短语 结构 文法 进行 分 类 的 术语 。 
表 1 文法 的 类 型 





对 产生 式 w1 一 w2 的 限制 
wi 二 A， 其 中 A 是 非 终 结 符 














一 LAr 和 w= 二 lwr， 其 中 AEN; i,r， 
“wwE (NUT)* 目 w 隐 4; 或 者 , wi 二 S 和 ws 二 4， 
只 要 S 不 在 另 一 个 产生 式 的 右边 


wi 二 A 和 ww: 二 aB 或 ws 一 a， 其 中 AEN， 
BEN 和 aE€ET, 或 w=S 有 征 ws 二 A 









13. 1.4 派生 树 

对 上 下 文 无 关 文 法 生成 的 语言 ， 其 派生 可 以 用 有 序 根 树 表示 成 图 形 ， 这 样 的 树 称 为 派生 树 
或 语法 分 析 树 。 树 根 表示 初始 符 ， 树 的 内 部 结 点 表 甸子 
示 在 派生 过 程 中 产生 的 非 终结 符 ， 树 的 叶 结 点 表示 Ce 


终结 符 。 如 果 在 派生 过 程 中 ， 用 到 了 产生 式 Auw， hy 
其 中 必 是 一 个 词 ， 则 表示 A 的 结 点 就 有 一 些 子 结 点 ， 人 
它们 表示 岂 中 的 每 一 个 符号 ， 并 且 从 左 到 右 排列 。 | 7 \ 

例 11 对 于 本 节 引 言 所 给 的 例子 ， 构 造 派生 the 吞 向 ” 形 窜 说 分。 动机 
hungry rabbit eats quickly 的 派生 树 。 | | 








解 派生 树 如 图 1 所 示 。 the hungry rabbit eats quickl 
在 许多 应 用 中 ， 都 会 遇 到 这 样 的 问题 ， 确定 一 y 
个 串 是 否 在 一 个 上 下 文 无 关 文 法 生成 的 语言 中 ， 例 图 1 派生 树 


如 编译 器 的 构造 。 例 12 指出 了 解决 这 样 问题 的 两 个 方法 。 
例 12 确定 词 cbab 是 否 在 文法 G={V，T，S，P} 生 成 的 语言 中 ， 其 中 ，V 王 (ae，D，c， 
A， B,C，S}，T={a，6b6，c}，S 为 初始 符 ， 产 生 式 为 
S—>AB 
A—Ca 
B—Ba 
B—>Cb 
B—b 


艾 弗 拉 姆 ， 诺 姆 ， 乔 姆 斯 基 (Avram Noam Chomsky， 生 于 1928 年 ) 乔 姆 斯 基 出 
生 在 费城 。 他 的 父亲 是 一 位 希 伯 来 语 的 学 者 。 乔 姆 斯 基 在 宾夕法尼亚 大 学 获得 语言 学 
学 士 、 硕 士 和 博士 学 位 。1950 一 1951 年 ， 他 在 宾夕法尼亚 大 学 任教 。1955 年 受聘 于 
4。 麻 省 理工 学 院 ， 开 始 执教 法 语 和 德语 。 乔 姆 斯 基 现今 被 授予 麻 省 理工 学 院外 国语 和 语 
言 学 的 费 拉 雷 。 华 德 教授 衔 。 他 因 在 语言 学 方面 的 杰出 贡献 (包括 对 语法 的 研究 ) 而 闻 
”名 于 世 。 此 外 ， 乔 姆 斯 基 还 因 对 政治 的 直言 不 讳 而 知名 于 世 。 
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C—cb 
C->0 
解 ”解决 这 个 问题 的 一 种 办 法 是 : 从 S 出 发 ， 用 一 系列 产生 式 试 着 派生 出 cgap。 因 为 只 有 
一 个 产生 式 的 左边 是 S， 所 以 必须 从 S=>AB 开始 。 下 一 步 ， 用 左边 是 A 的 唯一 产生 式 A 一 Ca 得 
到 S>AB=>CaB。 因 为 cbab 以 符号 cb 开始， 所 以 我 们 使 用 产生 式 C 一 cbp， 这 样 就 得 到 了 S> 
AB 二 CaB 二 cbaB。 最 后 ， 使 用 产生 式 Bb 就 可 得 到 S 二 AB 二 CaB 二 cbaB 二 cbab。 这 种 方法 称 
为 自 项 向 下 的 语法 分 析 ， 因 为 它 从 初始 符号 开始 ， 一 个 接 一 个 地 用 产生 式 来 处 理 。 
解决 这 个 问题 的 另 一 个 办 法 称 为 自 底 向 上 的 语法 分 析 。 这 种 办 法 从 后 向 前 处 理 。 因 为 cbab 
是 需要 派生 的 串 ， 所 以 可 以 使 用 产生 式 C-cpg， 从 而 得 到 Cab= 一 cbap。 再 使 用 产生 式 A 一 Ca 得 
到 Ab 之 Cab=->cba0。 由 产生 式 B->b 可 得 AB 二 Ab 二 Cab 二 cbab。 最 后 再 用 产生 式 S->AB， 就 可 
得 到 cbab 的 一 个 完整 的 派生 S 二 AB= 二 >Ab 二 > Cab 二 cbab。 


13. 1.5 巴克 斯 -诺尔 范式 
有 时 候 还 用 另 一 个 方法 来 表示 2 型 文法 ， 这 就 是 巴克 斯 -诺尔 范式 (BNF) ， 这 个 方法 是 根据 
约翰 。 巴 克 斯 和 彼得 .诺尔 命名 的 。 约 翰 。 巴 克 斯 是 它 的 发 明 人 ， 彼 得 .诺尔 则 改进 了 它 ， 并 


ms 








约翰 ， 巴克 斯 (John Backus， 生 于 1924 年 ) 巴克 斯 出 生 在 费城 ， 在 特 拉 华 州 的 
威 明 顿 市 长 大 。 他 中 学 就 读 于 希 尔 中 学 ,但 他 并 不 是 好 学 生 ， 也 不 爱 学 习 ， 所 以 每 年 
都 需要 参加 暑期 学 校 。 他 非常 喜欢 在 新 军 布什 尔 度 过 暑假 ， 因 为 在 这 里 参加 里 期 学 校 
的 同时 还 有 很 多 诸如 冲浪 类 的 课外 活动 ， 让 他 开心 不 已 。 他 央求 他 的 父亲 同意 他 在 弗 
吉 尼 亚 大 学 学 习 化 学 专业 ， 但 他 很 快 发 现 化 学 并 不 适合 自己 ， 于 是 1943 年 他 放弃 了 
学 业 选 择 了 参军 。 在 军队 ， 他 接受 了 医疗 训练 ， 并 在 军队 的 附属 医院 的 神经 外 科 病 房 
工作 了 一 段 时 间 。 极 具 讽 刺 的 是 ， 没 过 多 久 ， 巴 克 斯 就 被 诊断 出 了 头盖骨 上 长 了 一 个 
肿瘤 ， 最 后 用 一 块 金属 板 将 其 治愈 。 他 在 军队 的 从 医 经 历 促使 他 去 医学 院 继续 深造 ， 但 9 个 月 之 后 他 再 
次 选择 了 放弃 ， 因 为 他 实在 无 法 忍受 大 量 的 需要 死记 硬 背 的 医学 知识 。 在 医学 院 退 学 之 后 ， 他 参加 了 一 
个 培训 无 线 电 技术 员 的 学 校 ， 因 为 他 想 制造 一 个 自己 的 高 保 真 度 接收 机 。 这 个 学 校 的 一 个 老师 看 到 了 巴 
克 斯 的 潜力 ， 于 是 让 他 帮忙 完成 一 篇 需要 发 表 的 文章 中 的 一 些 数学 运算 题 。 这 一 次 ， 巴 克 斯 终于 发 现 了 
他 真正 的 兴趣 点 : 数学 及 其 应 用 。 于 是 他 申请 了 哥伦比亚 大 学 ， 并 最 终 获得 理学 学 士 和 数学 硕士 学 位 。 
1950 年 ， 巴 斯 克 加 入 IBM， 成 了 一 名 程序 设计 员 。 他 参与 了 IBM 早期 的 两 种 计算 机 的 设计 与 开发 。1954 
年 到 1958 年 ， 他 带领 IBM 的 一 个 小 组 开发 了 FORTRAN。1958 年 ， 他 成 为 [BM 沃 森 研 究 中 心 的 一 员 。 
他 同时 也 是 程序 设计 语言 ALGOL 设计 委员 会 的 一 员 。 正 是 在 该 语言 的 设计 过 程 中 ， 他 使 用 了 现今 叫做 
巴克 斯 -诺尔 范式 的 方法 来 描述 此 语言 的 名 法。 后来， 巴克 斯 从 事 集合 簇 的 数学 研究 和 函数 型 程序 设计 的 
研究 。1963 年 他 成 为 IBM 的 特别 会 员 ，1974 年 他 获 美国 国家 科学 奖 ， 并 在 3 年 后 荣获 美国 计算 机 协会 
颁发 的 具有 崇高 声誉 的 图 灵 奖 。 





彼得 ， 诺 尔 (Peter Naur， 生 于 1928 年 ) 诺尔 生 于 哥本哈根 附近 的 腓 特 烈 斯 
贝 。 孩 提 时 代 ， 诺 尔 就 对 天 文学 很 感 兴趣 。 他 不 局 限于 观察 天 体 ， 还 计算 艳星 和 小 行 
星 的 轨道 。 诺 尔 就 读 于 哥本哈根 大 学 ， 并 于 1949 年 获得 学 位 。1950 一 1951 年 ， 他 在 
剑桥 大 学 进修 ， 在 此 期 间 他 用 早期 的 计算 机 来 计算 趋 星 和 行星 的 运动 。 回 到 丹麦 后 ， 
他 虽然 继续 从 事 天 文学 的 研究 ， 但 也 并 没 放弃 对 计算 机 的 喜爱 。1955 年 ， 他 作为 顾问 
参与 了 丹麦 第 一 台 计 算 机 的 研发 工作 。1959 年 ， 诺 尔 放弃 天 文学 转 而 进行 计算 的 研 
究 ， 并 将 其 作为 专职 工作 。 作 为 一 名 专职 计算 机 科学 家 ， 他 的 第 一 项 工作 就 是 是 参加 
程序 设计 语言 ALGOL 的 开发 。1960 一 1967 年 ， 他 继续 从 事 ALGOL 和 COBOL 编译 器 的 研究 。1969 年 ， 
他 成 为 哥本哈根 大 学 的 计算 机 科学 专业 的 教授 ， 专 攻 程 序 设 计 方法 学 的 研究 。 他 的 研究 兴趣 包括 计算 机 
程序 的 设计 、 结 构 和 执行 。 诺 尔 可 谓 是 软件 构架 和 软件 工程 领域 的 先驱 。 他 并 不 认同 计算 机 编程 属于 数 
学 的 一 个 分 支 这 一 观点 ， 他 更 倾向 于 把 它 归 为 计算 机 科学 的 一 部 分 。 
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将 之 应 用 于 程序 设计 语言 ALGOL 的 规范 说 明 中 。( 奇 怪 的 是 ， 在 大 约 2500 年 前 ， 与 巴克 斯 - 
诺尔 范式 非常 相似 的 一 个 记 法 用 来 表示 焚 语 文法 .) 巴 克 斯 -诺尔 范式 已 用 来 对 许多 程序 设计 语 
言 ( 包 括 Java) 的 语法 规则 进行 规范 说 明 。 在 2 型 文法 中 ， 产 生 式 的 左边 都 是 单个 非 终 结 符 。 在 
巴克 斯 -诺尔 范式 中 ， 将 左边 是 同一 个 非 终 结 符 的 所 有 产生 式 合并 成 一 个 式 子 ， 而 不 是 将 这 些 
产生 式 都 列 出 来 。 我 们 还 用 符号 :: 二 代替 一 ， 将 非 终 结 符 用 二 二 > 括 起 来 ， 并 在 一 个 式 子 里 列 出 
所 有 这 些 产生 式 的 右边 ， 用 竖 线 将 这 些 产 生 式 分 开 。 例 如 ， 产 生 式 A 一 Aa、A 一 a、A 一 AB 可 
以 合并 成 (A)::=(A)ala|(A)(B)。 
例 13 给 出 了 如 何 用 巴克 斯 -诺尔 范式 来 描述 编程 语言 的 语法 。 本 例 来 自 于 巴克 斯 -诺尔 范 
式 在 ALGOL 60 中 的 使 用 。 
例 13 在 ALGOL60 中 ,标识 符 ( 如 同 变量 这 样 的 实体 的 名 字 ) 是 由 字母 数字 字符 (字母 和 
pes 居 3 数 字 ) 组 成 的 字符 串 组 成 ， 且 必须 以 字母 开头 。 我 们 可 以 用 巴克 斯 -诺尔 范式 描述 可 用 的 标识 符 
集合 。 
《标识 符 ): :一 (字母 ) | (标识 符 )( 字 母 》| (标识 符 )( 数 字 》 
(字母 ):: 二 a|b|…|y|z (省 略 号 表示 包括 全 部 26 个 字母 ) 
《数字 :: 王 0|1|2|1314|15|16171819 
例如 ， 我 们 可 以 如 下 生成 有 效 的 标识 符 x99a: 用 第 一 条 规则 将 《标识 符 ) 替 换 成 (标识 符 》 
字母》， 用 第 二 条 规则 得 到 (标识 符 )a， 两 次 使 用 第 一 条 规则 得 到 (标识 符 )( 数 字 )( 数 字 ?a， 两 
次 使 用 第 三 条 规则 得 到 《标识 符 )99a， 再 用 第 一 条 规则 得 到 《字母 ?99a， 最 后 用 第 二 条 规则 得 到 
X99a。 本 
例 14 本 节 引 言 描述 了 英语 的 一 个 子 集 ， 其 对 应 文法 的 巴克 斯 -诺尔 范式 是 什么 ? 
解 ” 这 个 文法 的 巴克 斯 -诺尔 范式 是 : 
(身子 ):: 二 (名 词 短 语 )( 动 词 短语 》 
《名词 短 语 ):: 二 ( 冠 词 )《 形 容 词 )( 名 词 )|( 冠 词 )( 名 词 》 
(动词 短语 ): :一 (动词 (副词 | (动词 》 


〈 冠 词 ): :一 a|the 

《形容 词 ): :一 large| hungry 

《名 词 ): :一 rabbit | mathematician 

《动词 ):: 二 eats |hops 

(副词 ):: 二 quickly | wildly 4 


例 15 给 出 带 符号 十 进 制 整数 的 产生 式 的 巴克 斯 -诺尔 范式 ( 带 符号 整数 是 非 负 整数 前 面 
加 上 一 个 加 号 或 减 号 ) 。 
解 ”一 个 产生 带 符号 整数 的 文法 的 巴克 斯 -诺尔 范式 为 : 
〈 带 符号 整数 ): :一 (符号 (整数 ) 


〈 符 号): :一 十 | 一 
(整数 ):: 二 (数字 ) | (数字 (整数 》 
(数字 )::= 二 011|2|3|4|5|16|17|8|9 可 


具有 多 种 扩展 的 巴克 斯 -诺尔 范式 广泛 用 于 定义 编程 语言 (如 Java 和 LISP)、 数 据 库 语 言 
(如 SQL) 和 标记 语言 (如 XML) 的 语法 。 一 些 常 用 的 描述 编程 语言 的 巴克 斯 -诺尔 范式 在 本 节 练 
习 34 的 导语 中 有 介绍 。 


练习 
练习 1 一 3 中 的 文法 是 : 初始 符 为 句子 ， 终结 符 集 T= {the，sleepy，happy，tortoise，hare，passes， 
runs，quickly，slowly} ， 非 终结 符 集 N= 二 {名 词 短 语 ， 及 物 动词 短语 ， 不 及 物 动 词 短 语 ， 冠 词 ， 形 容 词 ， 
名 词 ， 动 词 ， 副 词 } ， 产 生 式 为 
句子 一 名 词 短 语 及 物 动词 短语 ”名词 短语 
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ww 
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10. 


11. 
* 12, 
13. 


句子 一 名 词 短语 不 及 物 动词 短语 
名 词 短语 一 冠 词 ”形容词 ”名词 
名 词 短 语 一 冠 词 名词 

及 物 动词 短语 一 及 物 动词 

不 及 物 动词 短语 一 不 及 物 动词 ”副词 
不 及 物 动 词 短语 一 不 及 物 动词 
冠 词 一 the 

形容 词 一 sleepy 

形容 词 一 happy 

名 词 一 tortoise 

名 词 一 hare 

及 物 动词 一 passes 

不 及 物 动词 一 runs 
副词 一 quickly 

副词 一 Slowly 


. 用 产生 式 集合 证 明 下 列 每 个 句子 都 是 有 效 句子 : 


a)the happy hare runs b)the sleepy tortoise runs quickly 
c)the tortoise passes the hare d)the sleepy hare passes the happy tortoise 
. 除了 练习 1 中 的 有 效 句 子 外 ， 再 给 出 五 个 有 效 句子 。 


. 证 明 : the hare runs the sleepy tortoise 不 是 有 效 句 子 。 
. 令 G=(V，T，S，P) 是 短语 结构 文法 ， 并且 有 V=={0, 1，A，S},， T= 二 {0，1}。 产 生 式 集合 包含 


S->1S,S-=>004，A->04 以 及 A 一 0。 
a) 证 明 111000 属于 由 G 生成 的 语言 。 
b) 证 明 11001 不 属于 由 G 生成 的 语言 。 
c) 由 G 生 成 的 语言 是 什么 ? 


. 令 G=(V，T，S，P) 是 短语 结构 文法 ,并且 有 V={0, 1，A，B，S}， T= 二 {0，1}。 产 生 式 集合 包 合 


S—>0A，S 一 1]A，A 一 0B，B->1A 以 及 B 一 1。 
a) 证 明 10101 属于 由 G 生成 的 语言 。 

b) 证 明 10110 不 属于 由 G 生成 的 语言 。 

中 由 G 生 成 的 语言 是 什么 ? 

设 V={S, A，B，, a，b}，T={a，6b}。 当 产生 式 集合 为 下 列 情形 之 一 时 ， 求 文法 {V，T，S，P} 生 成 
的 语言 。 

a)S—>AB, A—>ab, B—bb. 

b)S—>AB, S—>aA, A—a, B—ba., 

c)S—AB, S—AA, A—aB, A—ab, B—0.。 
d)S—>AA, S—>B, A>aaA, A—>aa, B—>bB, B—b. 
e)S>AB, A—>aAb, B—bBa, A—>A, BA。 


. 用 例 5 所 给 的 文法 构造 01 的 派生 。 
. 证 明 : 例 5 所 给 的 文法 生成 集合 {0"1" |n 二 0，1，2，…)。 
. a) 用 例 6 中 的 文法 G1 构造 01 的 派生 。 


b) 用 例 6 中 的 文法 Cs 构造 0*1* 的 派生 。 

a) 证 明 : 例 6 中 的 文法 G, 生成 集合 {0"1” |m,， n==0，1，2，…}。 
b) 证 明 : 例 6 中 的 文法 Gs 生成 同一 个 集合 。 

用 例 7 所 给 的 文法 构造 021?22 的 派生 。 

证 明 : 例 7 所 给 的 文法 生成 集合 {0"1"2" |z 一 0，1，2，…) 。 

求 下 列 语言 的 短语 结构 文法 : 

2) 包含 位 串 0、1、11 的 集合 。 


14. 


关 5, 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


* 21, 


22. 
23. 
24. 
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bb) 只 包含 1 的 位 串 的 集合 。 


ec) 以 0 开始 ， 以 1 结束 的 位 串 的 集合 。 

d) 由 0 后 面 跟 偶 数 个 1 的 位 串 的 集合 。 

求 下 列 语言 的 短语 结构 文法 。 

a) 包 含 位 串 10、01 和 101 的 集合 。 

b) 以 00 开始 ， 以 一 个 或 更 多 个 1 作为 结束 的 位 串 的 集合 。 
c) 包 含 偶数 个 1 最 后 跟 一 个 0 的 位 串 的 集合 。 

d) 既 不 含有 两 个 连续 的 0， 也 不 含有 两 个 连续 的 1， 这 样 的 二 进 制 串 构成 的 集合 。 
求 下 列 语言 的 短语 结构 文法 : 

a) 包 含 偶数 个 0 但 没有 1 的 所 有 位 串 的 集合 。 

b) 由 1 后面 跟 奇数 个 0 的 所 有 位 串 的 集合 。 

c) 包 含 偶数 个 0 和 偶数 个 1 的 所 有 位 串 的 集合 。 

d) 包 含 10 个 以 上 0 但 没有 1 的 所 有 位 串 的 集合 。 

e) 所 包含 0 的 个 数 多 于 1 的 个 数 的 所 有 位 串 的 集合 。 

人 包含 相同 个 数 的 0 和 1 的 所 有 位 串 的 集合 。 

g) 包 含 不 同 个 数 的 0 和 1 的 所 有 位 串 的 集合 。 

构造 生成 下 列 集合 的 短语 结构 文法 。 


a) {1" |” 志 0)} b){10" |n>0} ©){(11)" |n>0) 

构造 生成 下 列 集合 的 短语 结构 文法 。 

a) {0" |n 宕 0} b) {1"0 | n>0} c){(000)" |n>>0} 

构造 生成 下 列 集合 的 短语 结构 文法 。 

a){012 |z 之 0) b){0"12 |n>0)} ce){0"1”0" |m 宕 0 且 n=0) 

设 V={S,， A，B, a,b},，T=={a，6b}。 若 产生 式 集 已 为 下 列 集合 时 ， 问 文法 G=(V，T，S，P) 是 
否 为 0 型 但 不 是 1 型 文法 ? 是 否 为 1 型 但 不 是 2 型 文 句子 

法 ? 或 者 是 否 为 2 型 但 不 是 3 型 文法 ? WW” ad 2 
a)S->aAB，A->BD，B->)。 

DSah, A->a, AB 名 词 短 语 动词 短语 
CS—>ABa, AB—a., Eg | Te pA i 


e)S—bA, A—>B, Ba.。 


f)S—>aA, aA—>B, B—>aA, A—b., 
gS—>bA, A—>b, S—4。 
h)S—>AB, B—>aAb, aAb—>b, 有 符号 整数 

DS—aA, A—bB, B—>b, B—A.。 

DS>A, A—>B, B—7,. 

回 文 是 从 前 向 后 读 和 从 后 向 前 读 都 一 样 的 串 ， 也 就 是 ， ”数字 WA 








a large mathematician hops wildly 


串 ww，w 二 wR ，wR 是 串 双 的 道 。 试 求 一 个 上 下 文 无 关 





的 文法 ， 使 得 其 生成 的 集合 是 字母 表 {0，1} 上 的 所 有 


回 文 。 + 数字 

设 G, 和 G; 是 两 个 上 下 文 无 关 的 文法 ， 它 们 生成 的 语 -ey 
言 分 别 为 L(G1) 和 L(G:)。 试 证 : 对 于 下 列 每 个 集合 ， | i Pm 
都 有 一 个 上 下 文 无 关 文法 生成 下 列 集合 : 

aL(G) UL(G;,) b)L(G)L(G;) | | 
‘OLCG)" | 8 数字 
求 用 右面 的 两 个 图 中 的 派生 树 构造 的 串 。 | 


构造 练习 1 中 句子 的 派生 树 。 7 
设 G 是 一 个 文法 , 其 中 V={a, b, c，S}, T= (ae，5，c)， 初 始 符号 为 S， 产 生 式 为 S 一 abS、 


S->pcS、S 一 00S、S- 一 a、S-~cb。 构 造 下 列 串 的 派生 树 。 
a)bcbba b) bbbcbba C€) bcabbbbbcb 
* 25. 对 于 下 列 每 个 串 ， 用 自 顶 向 下 的 语法 分 析 方 法 ， 确 定 其 是 否 属于 例 12 中 的 文法 生成 的 语言 。 
a)baba b)abab €) cbaba d)bbbcba 
* 26. 对 于 练习 25 中 的 串 ， 用 自 底 向 上 的 语法 分 析 方法 ， 确 定 其 是 否 属于 例 12 中 的 文法 生成 的 语言 。 
27. 用 例 15 所 给 的 文法 构造 一 109 的 派生 树 。 
28. a) 如 果 一 个 文法 的 产生 式 由 下 列 巴 克 斯 -诺尔 范式 给 出 ， 那 么 这 些 产生 式 是 什么 ? 


(表达 式 ):: = 二 (( 表 达 式 )) | 
(表达 式 ) 十 (表达 式 ) | 
(表达 式 ) * (表达 式 ) | 
〈 变 元 》 

( 变 元 )::=z|y 


b) 求 此 文法 中 (zx y) 十 z 的 派生 树 。 

29. a) 构 造 一 个 短语 结构 文法 ， 使 其 生成 如 下 所 有 带 符号 的 十 进 制 数 : 这 些 数 由 符号 (十 或 一 )、 非 负 整 
数 和 十 进 制 小 数 三 部 分 构成 ， 且 十 进 制 小 数 部 分 或 者 是 空 串 ， 或 者 是 小 数 点 后 面 跟 一 个 正 整 数 ， 
其 中 ， 整 数 的 开始 部 分 允许 有 0。 

b) 给 出 这 个 文法 的 巴克 斯 -诺尔 范式 。 
c) 构 造 此 文法 中 一 31.4 的 派生 树 。 
30. a) 构 造 一 个 短语 结构 文法 ， 使 其 生成 所 有 形 如 a/b 的 分 数 构成 的 集合 ， 其 中 a 为 带 符号 的 十 进 制 数 ， 
8 是 正 整数 。 
b) 给 出 这 个 文法 的 巴克 斯 -诺尔 范式 。 
©) 构 造 此 文法 中 十 311/17 的 派生 树 。 
31. 对 于 包含 如 下 内 容 的 标识 符 ， 给 出 其 巴克 斯 -诺尔 范式 的 产生 式 规则 。 
a) 一 个 或 多 个 小 写字 母 。 
b) 至 少 3 个 但 至 多 6 个 小 写字 母 。 
c)1 一 6 个 大 写 或 小 写字 母 并 以 大 写字 母 开头 。 
d) 一 个 小 写字 母 ， 后 跟 一 个 数字 或 下 划 线 ， 后 跟 三 四 个 字母 数字 字符 (大 小 写字 母 和 数字 ) 。 
32. 给 出 如 下 人 名 的 巴克 斯 -诺尔 范式 产生 式 规则 ， 人 名 包含 :“ 名 ”， 它 是 一 个 仅 有 首 字 母 大 写 的 字母 
串 ;“ 中 间 名 ”;“ 姓 ”， 它 可 以 是 任意 字母 串 。 
33. 给 出 生成 C 语言 中 所 有 标识 符 的 巴克 斯 -诺尔 范式 产生 式 规 则 。 在 C 语言 中 ， 标 识 符 以 一 个 字母 或 下 
划 线 开始 ， 后 跟 一 或 多 个 小 写字 母 、 大 写字 母 、 下 划 线 和 数字 。 

圈 巴 克 斯 -诺尔 范式 的 一 些 扩展 常 用 于 定义 短语 结构 文法 。 在 其 中 的 一 种 扩展 中 ， 问 号 (?) 表 明 其 左边 的 

符号 或 括号 中 的 一 组 符号 可 以 出 现 零 次 或 一 次 ( 即 它 是 可 选 的 )， 星 号 (* ) 表 明 其 左边 的 符号 可 出 现 零 次 

或 多 次 ， 加 号 (十 ) 表 明 其 左边 的 符号 可 出 现 一 次 或 多 次 。 这 些 扩展 均 为 扩展 的 巴克 斯 -诺尔 范式 (EBNF) 

的 一 部 分 ， 符 号 ?、* 和 十 称 为 元 字符 。 在 EBNF 中 ， 用 于 表示 非 终结 符 的 括号 通常 不 显示 。 

34. 描述 由 下 列 EBNF 产生 式 集合 定义 的 串 的 集合 。 

a)5t7riz2g : :二 L 十 D?L 十 b)string:: =sign D+ | D+ 
L::=albl|ec sign:: 二 十 | 一 
D::=0|1 D::=0|1|2|3|4|5|6|7|8|9 
C)string:: =L x* (D+)?L* 
L::=z|y 
D::=0|1 
35. 给 出 生成 下 述 十 进 制 数 的 扩展 的 巴克 斯 -诺尔 范式 的 产生 式 规 则 ， 此 十 进 制 数 由 可 选 的 符号 、 非 负 整 
数 和 小 数 部 分 组 成 ， 小 数 部 分 或 者 为 空 串 ， 或 者 为 小 数 点 后 加 一 个 可 选 的 正 整数 ， 这 个 正 整 数 前 可 
能 带 有 若干 个 零 。 
36. 如 果 三 明治 由 下 列 东西 组 成 : 底部 的 一 片面 包 ; 并 末 或 蛋黄 效 ; 生菜 (可 选 ); 一 片 西红柿 (可 选 ); 


us 
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一 片 或 多 片 火 鸡 肉 、 鸡 肉 或 烤 牛肉 (任意 组 合 ); 一 些 奶 酪 (可 选 ); 顶部 的 一 片面 包 。 给 出 其 扩展 的 
巴克 斯 -诺尔 范式 的 产生 式 规则 。 

37. 给 出 C 语言 中 标识 符 的 EBNF 产生 式 规则 ( 见 练习 33) 。 

38. 描述 如 何 将 文法 的 扩展 的 巴克 斯 -诺尔 范式 产生 式 转换 成 巴克 斯 -诺尔 范式 产生 式 。 
下 面 给 出 的 是 在 后 级 (或 逆 波 兰 ) 记 法 中 描述 表达 式 语 法 的 巴克 斯 -诺尔 范式 。 


(expression):: = (term) | (term) (term) (addOperator) 
(addOperator):: = 十 | 一 
(term):: = (factor) | factor’ (factor) (mulOperator) 


(mulOperator)::= x |/ 
(factor):: = (identifier) | (expression) 
(identifier)::=alb|… |z 
39. 对 下 列 字 符 串 ， 判断 其 是 否 由 后 级 记 法 的 文法 生成 。 如 果 是 ， 给 出 生成 步骤 。 
a)abc x 十 b)zy 十 十 Cxy— 2 
d)wzyz— */ e)ade— * 
40. 用 巴克 斯 -诺尔 范式 描述 中 级 记 法 中 表达 式 的 语法 ， 其 中 运算 符 和 标识 符 与 练习 39 前 的 导言 中 后 级 
表达 式 的 BNF 相同 ,但 对 用 作 因 子 的 表达 式 必须 加 括号 。 
41. 对 下 列 字 符 串 ， 判 断 其 是 否 由 练习 40 中 的 中 缀 表达 式 文 法 生成 。 若 是 ， 给 出 生成 步骤 。 
a) 工 十 y 十 之 b)a/bt+c/d Cm (np) 
d) 二 mn 二 pg €) m+n) * (p—g) 
42. 设 G 是 一 个 文法 ，R 是 一 个 关系 ， 有 序 对 (wo。，w ) ER 当 且 仅 当 wi 可 以 从 wo 在 G 中 直接 派生 出 
来 。 求 RR 的 自 反 传递 闭 包 。 


13.2 带 输 出 的 有 限 状态 机 


13.2.1 引言 

许多 种 机 器 ， 包 括 计算 机 的 某 些 部 件 ， 都 可 以 用 有 限 状 态 机 作为 模型 。 经 常用 来 作为 模型 
的 有 限 状 态 机 也 有 多 种 形式 ,但 所 有 这 些 形式 都 包括 一 个 有 限 的 状态 集合 (其 中 有 一 个 指定 的 
初始 状态 )、 一 个 输入 字母 表 和 一 个 转移 函数 (对 每 个 由 状态 和 输入 构成 的 对 指定 下 一 个 状态 )。 
有 限 状 态 机 广泛 应 用 于 计算 机 科学 和 数据 网 络 中 。 例 如 ， 有 限 状 态 机 是 许多 程序 的 基础 ， 如 拼 
写 检查 、 语 法 检查 、 索 引 或 搜索 大 的 文本 、 语 音 识别 、 采 用 XML 和 HTML 等 标记 语言 转换 文 
本 ， 以 及 规范 计算 机 如 何 通信 的 网 络 协议 。 

本 节 将 研究 产生 输出 的 有 限 状态 机 。 将 介绍 如 何 使 用 有 限 状 态 机 为 机 器 建 模 ， 包 括 : 自动 
售 货 机 、 输 入 延迟 机 、 整 数 加 法 器 以 及 判断 位 串 是 否 包含 指 定 模式 的 机 器 。 

在 给 出 形式 化 定义 之 前 ， 先 说 明 怎 么 建立 自动 售 货 机 的 模型 。 自 动 售 货 机 可 以 接受 5 分 、 
1 角 和 25 分 硬币 。 如 果 将 30 分 或 更 多 硬币 投 到 机 器 里 ， 则 机 器 立刻 退出 超过 30 分 的 部 分 。 如 
果 顾 客 投放 了 30 分 且 超 出 部 分 已 被 退还 ， 则 顾客 可 以 按 橙色 按钮 得 到 一 负 橘 子 汁 ， 或 者 按 红 
色 按 钮 得 到 一 负 苹 果汁 。 可 以 如 下 描述 这 个 机 器 是 怎么 工作 的 : 详细 描述 它 的 状态 ， 且 说 明 它 
在 接受 输入 后 怎么 改变 状态 ， 还 要 说 明 对 输入 和 当前 状态 的 各 种 组 合 所 产生 的 输出 。 

这 个 机 器 可 能 处 于 7 种 状态 s(i 二 0，1，2，…，6)， 其 中 状态 s; 指 机 器 已 经 收集 了 5 分 。 
机 器 以 表示 收集 了 0 分 的 状态 so 开始。 输入 可 能 是 : 5 分 、1 角 、25 分 、 橙 色 钮 (O) 或 红色 钮 
CR) 。 输 出 可 能 是 : 空 (n)、5 分、1 角 、15 分 、20 分 、25 分 、 一 饶 橘 子 汗 或 一 镀 苹 果汁 。 

本 例子 将 说 明 此 机 器 的 模型 是 怎么 工作 的 。 假 设 一 个 学 生 先 投入 了 1 角 ， 又 投入 了 25 分 ， 
得 到 了 5 分 的 找 赎 ， 然 后 按 橙色 按钮 就 得 到 一 镑 橘子 汁 。 机 器 从 状态 s。 开始 。 它 的 第 一 个 输入 
是 10 分 ， 这 就 将 机 器 的 状态 改变 为 % ， 但 没有 输出 。 第 二 个 输入 是 25 分 ， 这 将 状态 从 so 改变 
为 ss， 并 返回 5 分 作为 输出 。 下 一 个 输入 是 橙色 按钮 ， 它 将 状态 从 ss 改 回 到 % (因为 机 器 返回 
到 初始 状态 )， 并 送出 一 钠 橘 子 汁 作为 输出 。 
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可 以 将 机 器 的 所 有 这 些 状态 变化 和 输出 用 一 个 表 来 表示 。 为 此 ， 对 状态 和 输入 的 每 个 组 
合 ， 我 们 都 需要 指明 下 一 个 状态 和 产生 的 输出 。 表 1 对 每 对 状态 和 输入 都 指明 了 转移 和 输出 。 


表 1 自动 售 货 机 的 状态 表 








NN WN xx SS a 


说 明 机 器 动作 的 另 一 个 方法 是 使 用 边 带 有 标号 的 有 向 图 ， 其 中 状态 表示 为 小 圈 ， 边 表示 转 
移 ， 并 用 输入 和 转移 产生 的 输出 对 边 进 行 标号 。 自 动 售 货 机 的 有 向 图 如 图 1 所 示 。 





13. 2.2 ” 带 输出 的 有 限 状 态 机 

现在 给 出 带 输出 的 有 限 状 态 机 的 形式 化 定义 。 

EEEI 有限 状态 机 M=(S,， I，O，f，g，56) 由 如 下 部 分 组 成 : 一 个 有 限 的 状态 集合 S; 
一 个 有 限 的 输入 字母 表 T; 一 个 有 限 的 输出 字母 表 O; 一 个 转移 函数 1， 为 每 个 状态 和 输入 对 
指派 一 个 新 状态 ; 一 个 输出 函数 g，g 为 每 个 状态 和 输入 对 指派 一 个 输出 ; 还 有 一 个 初始 状 
态 so。 

设 M=(S,， I，O，f，g，5) 是 一 个 有 限 状 态 机 。 可 以 用 状态 表 来 表示 状态 函数 f 和 输出 
函数 g 的 值 。 在 本 节 引 言 中 ， 我 们 已 经 构造 了 自动 售 货 机 的 状态 表 。 

例 1 表 2 中 的 状态 表 描 述 了 一 个 有 限 状 态 机 ， 其 中 S={s, 51, 52， ss}、 T= {05 让 
O=={0，1)}。 转 移 函 数 f 的 值 在 前 两 列 给 出 ， 输 出 函数 g 的 值 在 后 两 列 给 出 。 a 

表示 有 限 状 态 机 的 另 一 种 方法 是 状态 图 ， 这 是 一 个 边 带 有 标号 的 有 向 图 。 在 这 个 图 中 ， 状 
态 由 圈 表 示 ， 转 移 由 带 输 入 和 输出 对 标号 的 箭头 表示 。 

例 2 构造 状态 表 如 表 2 所 示 的 有 限 状 态 机 的 状态 图 。 

解 ” 这 个 机 器 的 状态 图 如 图 2 所 示 。 a 
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图 2 表 2 所 示 的 有 限 状 态 机 的 状态 图 


例 3 构造 如 图 3 中 状态 图 所 示 的 有 限 状 态 机 的 状态 表 。 
解 ”这 个 机 器 的 状态 表 如 表 3 所 示 。 4 








图 3 有 限 状 态 机 


一 个 输入 串 使 初始 状态 经 历 一 系列 状态 ， 这些 状态 都 是 由 转移 函数 确定 的 。 当 我 们 (从 左 
向 右 ) 一 个 符号 一 个 符号 地 读 输 入 串 时 ， 每 个 输入 符号 都 使 机 器 从 一 个 状态 变 为 另 一 个 状态 。 
因为 每 个 转移 产生 一 个 输出 ， 所 以 一 个 输入 串 产生 一 个 输出 串 。 

设 输入 串 为 zx 二 zx,…Zxs。 读 这 个 输入 使 得 机 器 从 状态 % 变 为 状态 ss， 其 中 5 二 f(s0，zx1)， 
然后 变 为 状态 5,， 其 中 s =f(s, Zz2), 以 此 类 推 ， 对 于 j=1， 25 sss hs $=f(s-1s ZX), 最 
后 ， 以 状态 5 二 f(s!1，xzi) 结 束 。 这 个 转移 序列 就 产生 了 输出 串 y= 二 yyp…y%， 其 中 以 = 
g(Ca，2z) 是 对 应 于 从 % 到 5 的 转移 的 输出 ，y, 二 g(s,，z;) 是 对 应 于 从 5 到 s; 的 转移 的 输出 ， 等 
等 。 一 般 地 ， 下 一 BC9-1， 厂 )， j=1s 2, es Rs 这 样 ， 我 们 可 以 将 输出 函数 g 的 定义 扩展 到 输 
和 串 ， 即 定义 g(z) 二 y， 其 中 y 是 对 应 于 输入 串 z 的 输出 。 在 许多 应 用 中 ， 这 个 记 法 都 很 有 用 。 

例 4 对 于 图 3 表示 的 有 限 状 态 机 ， 求 其 对 输入 串 101011 生成 的 输出 串 。 

解 输出 是 001000。 状 态 和 输出 的 逐次 变化 如 表 4 所 示 。 4 


表 4 





我 们 现在 来 看 几 个 有 限 状 态 机 的 有 用 例子 。 例 5、 例 6 和 例 7 表示 了 内 存 容量 受 限 的 有 限 
状态 机 的 状态 。 这 些 状态 用 来 记 住 机 器 读 取 的 符号 的 属性 。 然 而 ， 由 于 状态 数 有 限 ， 所 以 有 限 
状态 机 不 能 用 于 一 些 重要 的 目的 。 这 一 点 会 在 13. 4 节 中 讲 到 。 

例 5 单位 延迟 机 是 许多 电子 装置 中 的 一 个 重要 部 件 ， 它 将 输入 串 延 迟 一 定 的 时 间 量 后 输 
出 。 怎 么 构造 一 个 有 限 状态 机 使 其 将 输入 串 延 迟 一 个 单位 时 间 呢 ? 即 ， 对 于 输入 的 位 串 zi zx,… 


计算 模型 735 








Zit， 人 怎么 才能 输出 位 串 OQ mani? 

解 ” 可 以 如 下 构造 一 个 延迟 机 : 它 有 两 种 可 能 的 输入 ， 即 0 和 1; 它 还 必须 有 一 个 初始 状 
态 % 。 因 为 它 还 要 记 住 前 一 个 输入 是 0 还 是 1， 所 以 它 还 需要 另外 两 个 状态 % 和 s;， 使 得 如 果 
前 一 个 输入 是 1， 则 机 器 处 于 状态 5 ， 如 果 前 一 个 输入 是 0， 则 机 器 处 于 状态 s: 。 从 % 出 发 的 
第 一 个 转移 产生 输出 0， 从 s, 出 发 的 每 个 转移 都 产生 输出 1， 从 s 出 发 的 每 个 转移 都 产生 输出 
0。 则 对 应 于 输入 串 zz2…zi 的 输出 是 这 样 的 一 个 串 : 从 0 开始 ， 后 面 跟 mm ， 再 跟 xz;,，…， 最 
后 以 zi- 结束 。 这 个 机 器 的 状态 图 如 4 所 示 。 本 

例 6 试 构 造 一 个 有 限 状 态 机 ， 使 其 利用 整数 的 二 进 制 展开 式 将 两 个 整数 相 加 。 

解 按 如 下 过 程 将 Cz…zizo)s 和 (2 …》yo)2 相 加 (如 4. 2 节 所 描述 ) ; 首先 ， 将 位 Zo 和 
2 相 加 ， 产 生 和 位 z 与 进位 c。， 且 此 进位 要 么 是 0， 要么 是 1; 然后 将 位 xz; 、y 连同 进位 c 
一 起 相 加 ， 产 生 和 位 z 与 进位 c;; 将 这 个 过 程 一 直 进 行 下 去 ; 第 nn 步 将 xz,、y, 连同 前 一 个 进 
位 c,_; 一 起 相 加 ， 产 生 和 位 z, 与 进位 c,，c， 也 就 是 和 位 zi。 

只 用 两 个 状态 就 能 构造 执行 这 个 加 法 的 有 限 状态 机 。 为 了 简单 起 见 ， 假 设 两 个 初始 位 z， 
和 >， 都 是 0( 否 则 ， 必 须 对 和 位 z+ 做 特殊 安排 )。 我 们 用 初始 状态 % 表示 前 一 个 进位 是 0( 或 
者 是 最 右边 位 的 加 法 )， 用 另 一 个 状态 % 表示 前 一 个 进位 是 1。 

因为 这 个 机 器 的 输入 是 一 对 二 进 制 数 ， 所 以 只 有 4 种 可 能 的 输入 。 这 4 种 可 能 的 输入 为 : 
00( 两 位 都 是 0) 、01( 第 一 位 为 0， 第 二 位 为 1) 、10( 第 一 位 为 1， 第 二 位 为 0) 和 11( 两 位 都 是 
1) 。 转 移 和 输出 是 根据 下 面 两 个 因素 来 构造 的 : 一 个 是 输入 所 表示 的 两 位 的 和 ， 另 一 个 是 状态 
所 表示 的 进位 。 例 如 ， 当 机 器 处 于 状态 5 且 所 接受 的 输入 是 01 时 ， 则 下 一 个 状态 是 % 且 输 出 
是 0， 因 为 所 产生 的 和 是 0 十 1 十 1 二 (10);。 此 机 器 的 状态 图 如 图 5 所 示 。 4 





10, 1 10,0 


图 4 单位 延迟 机 图 5 做 加 法 的 有 限 状 态 机 


例 7 在 某 种 编码 方法 中 ， 当 一 个 信息 中 出 现 了 3 个 连续 的 1 时 ， 信 息 接收 器 就 知道 已 经 
发 生 了 一 个 传送 错误 。 试 构造 一 个 有 限 状 态 机 ， 使 得 它 输 出 1 当 且 仅 当 它 所 接收 的 最 后 3 位 都 
是 1。 

解 ” 这 个 机 器 需要 3 个 状态 。 初 始 状态 w 记 住 前 一 个 不 是 1 的 输入 值 (如 果 存 在 ); 状态 5 
记 住 前 一 个 是 1， 但 再 前 一 个 输入 (如 果 存 在 ) 不 是 1 的 输入 值 ， 状 态 s 记 住 前 两 个 都 是 1 的 输 
入 值 。 

输入 一 个 1 将 状态 w% 变 为 a， 因为 机 器 现在 读 到 的 是 单个 的 1， 而 不 是 两 个 连续 的 1; 它 
将 s 变 为 ss。， 因 为 它 现在 读 到 了 两 个 连续 的 1; 发 
它 还 将 5 变 为 本身， 当 它 已 经 至 少 读 到 了 谎 
两 个 连续 的 1。 输入 一 个 0 将 每 个 状态 都 变 为 
so。， 因 为 这 打 断 了 任何 由 连续 1 构成 的 串 。 如 
果 现 在 机 器 所 读 的 是 1， 则 由 s, 到 s 自身 的 
转移 所 产生 的 输出 为 1， 因 为 此 状态 与 输入 
的 组 合 表明 机 器 已 经 读 到 了 3 个 连续 的 1。 


其 他 情形 的 输出 都 是 0。 此 机 器 的 状态 图 如 ”图 6 一 个 有 限 状 态 机 ， 它 输出 1 当 且 仅 当 所 读 
图 6 所 示 。 ;| 的 输入 串 以 111 结尾 





0, 0 
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例 7 所 构造 的 有 限 状 态 机 的 最 终 输 出 是 1， 当 且 仅 当 输 入 串 以 111 作为 结束 。 因 此 ， 我 们 
说 有 限 状态 机 能 够 识别 以 111 作为 结束 的 串 。 这 就 引出 定义 2。 

天 今 M=(S, I,，O, f，g，5o) 是 一 个 有 限 状 态 机 ， 并且 LCI",， 那么 当 输 入 串 
XEL， 并且 当 且 仅 当 工作 为 M 的 输入 ，M 的 最 后 一 个 输出 位 是 1 时 ,我们 说 有 限 状 态 机 M 能 
够 识别 (或 接受 ) 工 。 

有 限 状 态 机 的 类 型 “为 了 建立 计算 机 的 模型 ， 人 们 开发 了 许多 种 不 同 的 有 限 状态 机 。 本 节 
给 出 了 一 类 有 限 状 态 机 的 定义 ， 在 这 种 类 型 的 机 器 中 ， 输 出 与 状态 之 间 的 转移 相对 应 ， 这 种 类 
型 的 机 器 称 为 米兰 机 (Mealy machine) ， 因 为 它 是 由 米兰 (G. H. Mealy) 在 1955 年 首先 研究 的 。 
还 有 另外 一 类 重要 的 带 输 出 的 有 限 状 态 机 ， 其 输出 仅仅 由 状态 确定 ， 这 种 类 型 的 有 限 状 态 机 称 
为 摩尔 机 (Moore machine) ， 因 为 它 是 摩尔 (E. F. Moore) 在 1956 年 提出 的 。 本 节 结 尾 有 一 系列 
练习 讨论 摩尔 机 。 

例 7 说 明了 怎么 用 米兰 机 来 识别 语言 。 然 而 ， 我 们 通常 用 另 一 种 不 带 输出 的 有 限 状 态 机 来 
识别 语言 。 不 带 输出 的 有 限 状 态 机 也 称 为 有 限 状 态 自动 机 ， 它 有 一 个 由 终结 状态 组 成 的 集合 ， 
它 识别 一 个 串 当 且 仅 当 该 串 能 够 将 初始 状态 变 为 一 个 终结 状态 。13. 3 节 将 讨论 这 种 类 型 的 有 
限 状态 机 。 


练习 
1. 画 出 具有 下 列 状态 表 的 有 限 状 态 机 的 状态 图 。 





3. 对 于 具有 下 列 状态 表 的 有 限 状 态 机 ， 确 定 输入 串 01110 所 产生 的 输出 : 

a) 练 习 1(a) b) 练 习 1(b) 中 练习 1(c) 
4. 对 于 具有 下 列 状态 图 的 有 限 状 态 机 ， 确 定 输入 串 10001 所 产生 的 输出 : 

a) 练 习 2(a) b) 练 习 2(b) 中 练习 2(c) 
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. 在 例 2 所 给 的 有 限 状 态 机 中 ， 对 于 下 列 每 个 输入 串 ， 试 确定 其 输出 。 


a)0111 b)11011011 c)01010101010 


- 在 例 3 所 给 的 有 限 状态 机 中 ， 对 于 下 列 每 个 输入 串 ， 试 确定 其 输出 。 


a)0000 b)101010 c)11011100010 


. 试 构造 一 个 有 限 状 态 机 作为 下 列 饮料 机 的 模型 : 饮料 机 接受 5 分 、1 角 和 25 分 的 硬币 ， 一 直到 它 接受 


了 35 分 钱币 时 它 才 开始 找 回 零钱 ， 退 出 超过 35 分 的 所 有 钱币 。 然 后 顾客 就 可 以 按 某 些 按钮 ， 得 到 一 
简 可 乐 ， 或 一 瓶 软饮料 ， 或 一 瓶 姜 计 啤酒 。 


. 试 构造 一 个 有 限 状 态 机 作为 下 列 售 报 机 的 模型 : 它 有 一 个 门 ， 此 门 只 在 下 列 两 种 情形 下 才 可 打开 : 一 


是 放 和 人 了 3 个 1 角 硬 币 ( 和 任意 数量 的 其 他 硬币 ); 二 是 放 人 了 一 个 25 分 的 硬币 和 一 个 5 分 的 硬币 (和 
任意 数量 的 其 他 硬币 )。 一 旦 门 能 够 被 打开 ， 顾客 就 打开 门 ， 取 出 一 份 报纸 ， 再 关上 门 。 不 管 塞 进去 
多 少 额 外 的 钱币 ， 机 器 都 不 找 回 零钱 。 下 一 个 顾客 重新 开始 时 也 不 能 使 用 上 一 位 多 余 的 钱 。 

构造 一 个 有 限 状 态 机 ， 将 输入 延迟 两 位 ， 且 以 00 作为 输出 的 头 两 位 。 


. 构造 一 个 有 限 状 态 机 ， 对 输入 串 每 隔 一 位 改变 一 次 值 ， 且 从 第 二 位 开始 。 但 保持 其 他 位 不 变 。 


11. 构造 一 个 有 限 状 态 机 来 模拟 计算 机 的 登录 过 程 : 用 户 首先 输入 用 户 标 识 码 ， 然 后 输入 口令 ; 用 户 标 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 
17, 


18. 
19. 


态 集 S; 输入 字母 表 I; 输出 字母 表 O; 转移 函数 f， 它 将 每 个 由 
状态 和 输入 组 成 的 对 映射 为 下 一 个 状态 ; 输出 函数 g， 它 对 每 个 状 
态 指定 一 个 输出 ; 初始 状态 % 。 摩 尔 机 可 以 用 状态 表 来 表示 ， 也 可 
以 用 状态 图 来 表示 。 状 态 表 列 出 对 应 于 每 个 状态 和 输入 对 的 转移 ， 
以 及 对 每 个 状态 的 输出 。 状 态 图 画 出 状态 、 状 态 之 间 的 转移 以 及 状 
态 的 输出 。 在 状态 图 中 ， 转 移 用 标记 着 输入 的 箭头 表示 ， 输 出 写 在 
状态 的 旁边 。 

20. 构造 具有 右 表 所 示 的 状态 表 的 摩尔 机 的 状态 图 。 

21. 构造 具有 右 表 所 示 的 状态 图 的 摩尔 机 的 状态 表 。 对 每 个 输入 


22. 


识 码 和 口令 分 别 被 看 做 是 一 个 输入 ; 如 果 输 入 的 口令 不 对 ， 则 要 求 用 户 重新 输入 用 户 标 识 码 。 
构造 一 个 有 限 状 态 机 来 模拟 组 合 锁 ， 此 锁 包 含 数 1 到 40， 只 有 在 输入 正确 的 组 合 时 它 才 能 被 打开 ， 
正确 组 合 是 : 10 右 ，8 左 ，37 右 。 每 个 输入 都 是 “一 个 数 、 旋 转 方向 、 在 此 方向 旋转 锁 的 时 间 ” 构 成 
的 三 元 组 。 

构造 一 个 有 限 状 态 机 来 模拟 下 列 道路 收费 机 : 放 入 25 分 钱币 之 后 此 机 器 将 打开 一 个 门 。 可 以 使 用 面 
额 为 5 分 、1 角 和 25 分 的 硬币 。 不 找 零钱 ， 多 于 25 分 的 超额 部 分 也 不 提供 下 一 位 驾驶 者 使 用 。 
构造 一 个 有 限 状 态 机 模拟 自动 出 纳 机 (ATM) 的 密码 登录 过 程 : 用 户 输入 一 个 4 位 数 的 串 ， 一 次 输入 
一 个 数字 。 如 果 用 户 正确 输入 这 4 个 数字 的 口令 ，ATM 显示 欢迎 界面 。 当 用 户 输入 不 正确 时 ， 
ATM 提示 用 户 密码 输入 错误 。 如 果 用 户 输入 错误 密码 3 次 ， 账 户 就 被 锁定 。 

构造 一 个 有 限 状 态 机 来 模拟 有 一 定 限 制 的 电话 交换 系统 ， 发 送 到 网 络 的 电话 号 码 要 求 是 以 0、911 和 
1 开头 ， 后跟 以 212、800、866、877 和 888 开始 的 10 位 电话 号 码 。 所 有 其 他 数字 串 都 被 系统 锁定 ， 
并 且 用 户 会 听 到 一 个 报错 信息 。 

构造 一 个 有 限 状 态 机 ， 当 读 取 的 输入 符号 所 代表 的 数 能 够 被 3 整除 时 ， 输 出 1; 否则 ， 输 出 0。 

构造 一 个 有 限 状 态 机 ， 确 定 在 输入 串 中 当前 所 读 取 的 最 后 一 个 符号 是 否 为 1， 且 倒数 第 三 个 符号 是 否 
为 0。 

构造 一 个 有 限 状态 机 ， 确 定 到 目前 为 止 所 读 取 的 输入 串 中 ， 其 结尾 是 否 有 至 少 5 个 连续 的 1。 
构造 一 个 有 限 状 态 机 ， 确 定 到 目前 为 止 所 读 取 的 输入 中 ， 其 最 后 的 8 个 字符 是 否 为 computer。 输 入 
可 能 是 任意 的 英文 字母 。 | 

摩尔 机 M 二 (S，I，O，f，g，5o) 由 下 列 6 部 分 构成 : 有 限 状 


串 ， 摩 尔 机 都 产生 一 个 输出 串 。 特 别 地 ， 对 应 于 输入 串 aaz… 
ax 的 输出 是 gC(so0)gC5)…gls.)， 其 中 5: 二 f(s5i-1， ai),， i 二 1， 
2 "Rk, 

对 于 下 列 每 个 输入 串 ， 求 练习 20 中 的 摩尔 机 所 生成 的 输出 串 。 
a)0101 b)11111 

c)11101110111 





| 
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23. 对 于 练习 22 中 的 每 个 输入 串 ， 求 练习 21 中 的 摩尔 机 所 生成 的 输出 串 。 

24. 构造 一 个 摩尔 机 ， 只 要 读 取 的 输入 符号 的 个 数 能 够 被 4 整除 时 ， 就 输出 1 。 

25. 构造 一 个 摩尔 机 ， 使 其 能 够 判断 输入 串 是 包含 偶数 个 1 还 是 奇数 个 1。 如 果 输 入 串 中 有 偶数 个 1， 则 
输出 1; 如 果 输 入 串 中 有 奇数 个 1， 则 输出 0。 


13.3 不 带 输出 的 有 限 状 态 机 


13. 3. 1 引言 

有 限 状 态 机 的 最 重要 应 用 之 一 是 语言 识别 。 在 设计 和 构造 程序 设计 语言 的 编译 器 时 ， 这 个 
应 用 起 着 根本 性 的 作用 。 在 13.2 节 中 ,我们 说 明了 可 以 用 带 输出 的 有 限 状 态 机 来 识别 语言 ， 
方法 是 当 读 取 的 输入 串 在 语言 中 时 输出 1， 否 则 输出 0。 但 是 ， 还 有 一 些 其 他 类 型 的 有 限 状 态 
机 ， 它 们 是 为 识别 语言 而 专门 设计 的 。 这 些 机 器 不 产生 输出 ， 但 有 终结 状态 。 一 个 串 能 被 它 识 
别 ， 当 且 仅 当 它 把 初始 状态 转变 为 终结 状态 之 一 。 


13. 3.2 串 的 集合 
在 讨论 不 带 输 出 的 有 限 状 态 机 之 前 ， 先 介绍 一 些 关 于 串 的 集合 的 重要 背景 材料 。 这 里 定义 
的 运算 将 广泛 用 于 有 限 状 态 机 识别 语言 的 讨论 中 。 
设 V 是 一 个 词汇 表 ，A、B 是 V' 的 子 集 。A 和 B 的 连接 是 所 有 形 如 zy 的 串 构成 
的 集合 ， 记 为 AB， 其 中 工 是 A 中 的 事 ，y 是 B 中 的 串 。 
例 1 设 A={0, 11}, B=={1, 10, 110}。 求 AB 和 BA。 
解 集合 AB 包括 所 有 A 中 串 和 B 中 串 的 连接 ， 故 
AB={01, 010, 0110, 111, 1110, 11110)} 
集合 BA 包括 所 有 B 中 串 和 A 中 串 的 连接 ， 故 
BA={10, 111, 100, 1011, 1100, 11011)} 可 
注意 ， 如 例 1 所 示 ， 对 于 字母 表 V 和 V' 的 子 集 A 与 B，AB=BA 不 一 定 成 立 。 
由 两 个 串 集 合 的 连接 的 定义 还 可 以 定义 A"(n 二 0，1，2，…)。 其 递归 定义 如 下 : 
A'’= {2) 
MMA n=0% 1: Ws 
例 2 设 A={1, 00}。 当 n=0， 1，2，3 时 , 求 4"。 
解 ” 我 们 知道 ，A'=={4}，A!= 二 A'A= 二 {4%}A== 们 ，00)}。 为 求 A*， 取 A 中 元 素 对 的 连接 。 
从 而 A: 二 {11，100，001，0000}。 为 求 A4，， 取 A* 和 A 中 的 元 素 进 行 连接 ， 由 此 得 到 A’ = 
{111，1100，1001，10000，0011，00100，00001，000000) 。 本 
设 A 是 六 的 一 个 子 集 。A 的 克 莱 因 闭 包 是 A 中 任意 多 个 串 的 连接 组 成 的 集合 ， 


记 为 A"， 多 A'=Ua. 

例 3 求 集合 A={0)}，B= 二 {0，1}，C 二 {11}) 的 克 莱 因 闭 包 。 

解 A 的 克 莱 因 闭 包 是 0 与 自己 的 任意 多 次 连接 , 故 A* 二 {0" |n 二 0，1，2，…}。B 的 克 
莱 因 闭 包 是 任意 多 个 串 的 连接 ， 但 这 些 串 只 能 是 0 或 1， 因 此 这 个 闭 包 是 字母 表 V 一 40，1) 上 
的 所 有 串 ， 即 B" =V" 。 最 后 ，C 的 克 莱 因 闭 包 是 11 与 自己 的 任意 多 次 连接 ， 所 以 C* 是 由 偶 
数 个 1 组 成 的 串 的 集合 ， 即 C" = 二 {1”|n=0, 1,， 2, …}。 4 


13. 3.3 有限 状态 自动 机 

现在 给 出 不 带 输出 的 有 限 状 态 机 的 定义 ， 这 样 的 机 器 也 叫做 有 限 状 态 自 动机 (finite-state 
automata) ， 这 也 是 在 本 节 中 将 使 用 的 术语 。( 注 意 : automata 的 单数 形式 是 automaton。) 这 些 
机 器 与 13. 2 节 中 研究 的 有 限 状 态 机 不 同 ， 它 们 不 产生 输出 ， 但 它们 有 一 个 终结 状态 集合 。 我 
们 将 看 到 ， 它 们 识别 将 初始 状态 变 为 终结 状态 的 字符 串 。 
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ES 国有 限 状 态 自动 机 M 一 (S，T，F，w ，F) 由 下 列 五 部 分 组 成 : 一 个 有 限 的 状态 集合 5; 
一 个 有 限 的 输入 字母 表 I; 一 个 转移 函数 f，f 为 每 个 状态 和 输入 对 指派 下 一 个 状态 (因此 有 f: SX 
1 一 S); 一 个 初始 状态 或 起 始 状态 yi 一 个 由 终结 状态 (或 可 接受 状态 ) 构 成 的 S 的 子 集 下 。 

有 限 状 态 自 动机 也 可 用 状态 表 或 状态 图 来 表示 。 在 状态 图 中 ， 终 结 状态 用 双 圈 表示 。 

例 4 构造 有 限 状 态 自动 机 M=(S，I，f，s。，F) 的 状态 图 ， 其 中 S={ 人 5, 5 ww ，s )， 
[一 (0，1)})，F 一 (%%，s)， 转 移 函 数 f 如 表 1 所 示 。 

解 ”所 求 的 状态 图 如 图 1 所 示 。 注 意 ， 输 入 0 和 1 都 将 s。 变 为 s,， 所 以 从 5 到 5 的 边 上 











有 0 和 1。 司 
表 1 
f 
输入 
状态 0 1 
50 $0 51 
$51 50 32 
52 $0 S50 
ES = 上 -二 - -- ( - 图 1 一 个 有 限 状 态 自动 机 的 状态 图 


转移 函数 的 扩展 有限 状态 自动 机 M=(S，TI，j，w，F) 的 转移 函数 可 以 进行 扩展 ， 使 
其 对 所 有 状态 与 串 的 对 都 有 值 ， 也 就 是 说 ， 太 可 以 扩展 成 这 样 一 个 函数 上: SXI" 一 S$。 设 z== 
zz 是 二 中 的 一 个 串 ， 则 状态 f(s, ，z) 是 这 样 得 到 的 : 从 状态 % 开始 ， 从 左 到 右 连续 地 
使 用 工 中 的 每 个 符号 。 从 5 进入 状态 s, = 二 f(s， Zi)， 然 后 进入 状态 5 一 sy ZL) 以 此 类 推 ， 
直到 Fo ，Z) 二 f(s，Zzi)。 形 式 上 ， 可 以 通过 如 下 公式 递归 地 为 确定 性 的 有 限 状 态 机 M= (S， 
I，f，s。， 卫 ) 定 义 其 扩展 状态 转移 函数 f: 

1) 对 于 状态 集合 S 中 的 每 一 个 状态 *， 有 f(s，) 二 s; 并且 

2) 对 于 所 有 的 ES，xEI*,，aE€I,， 有 f(s,， zxa)= 二 ff(f(s, x), a)。 

可 以 使 用 结构 化 归纳 和 递归 定义 来 证 明 扩展 转移 函数 的 这 个 性 质 。 例 如 ， 在 练习 15 中 要 
求证 明 对 于 状态 集合 S 中 的 每 一 个 状态 *， 工 和 >y 是 I" 中 的 串 ， 有 

flss 9) 一 ACT) 


13. 3.4 有 限 状态 机 的 语言 识别 

现在 定义 一 些 术语 ， 这 些 术 语 将 用 于 研究 有 限 状 态 自动 机 对 某 些 串 的 集合 的 识别 。 

称 串 工 可 以 被 机 器 M 王 (S，T，F，y ，F) 识 别 或 接受 ， 如 果 工 将 初始 状态 变 为 一 
个 终结 状态 ， 即 f(s,。，ZX) 是 下 中 的 一 个 状态 。 机 器 M 识别 (或 接受 ) 的 语言 是 M 识别 的 所 有 囊 


加 





斯 蒂 芬 . 科 尔 。 克 莱 因 (Stephen Cole Kleene，1909 一 1994) ” 克 莱 因 生 于 美国 康涅狄格 
州 的 哈 特 福 德 。 他 的 母亲 艾 丽 丝 。 莉 娜 。 科 尔 (Alice Lena Cole) 是 一 位 诗人 ， 他 的 父 
亲 十 斯 塔 夫 . 阿道夫， 克 菜 因 (Gustav Adolph Kleene) 是 一 位 经 济 学 教授 。 克 药 因 普 
就 读 于 艾 摩 斯 特 学 院 ，1934 年 ， 他 在 普林斯顿 大 学 获 博士 学 位 ， 导 师 是 著名 的 逻辑 学 
< 旋 ~ 家 丘 奇 (Alonzo Church) 。1935 年 ， 克 莱 因 成 为 威斯康星 大 学 的 教员 ， 除 了 几 次 短暂 
es / 多 本 的 离开 (包括 去 普林斯顿 高 等 研究 所 ) 外 ， 他 一 直 在 那里 任教 。 第 二 次 世界 大 战 期 间 ， 
他 成 为 美国 海军 预备 役 军官 学 校 的 航海 教师 ， 后 来 他 成 为 海军 研究 实验 室 的 主任 。 克 
莱 通 过 研究 可 计算 性 和 可 判定 性 问题 ， 对 递归 函数 论 做 出 了 重要 贡献 ， 并 且 证 明了 自动 机 理论 中 的 一 个 
中 心 结果 。 他 曾 担任 威斯康星 大 学 的 数学 研究 中 心 的 代理 主任 和 文理 学 院 的 院 长 。 他 还 曾 学 习 过 博物 学 ， 
并 发 现 了 一 族 以 前 没 记 载 过 的 蝴蝶 ， 因 此 这 族 蝴蝶 便 以 他 的 名 字 命 名 。 他 还 是 一 位 狂热 的 徒步 旅行 和 登 
山 爱好 者 。 此 外 ， 克 莱 因 还 很 擅长 讲 些 奇闻 轶 事 ， 他 的 大 嗓门 在 几 间 办 公 室 之 外 都 能 听 到 。 





Erte 说 


740 第 13 章 





的 集合 ， 记 为 L(JM)。 如 果 两 个 有 限 状态 自动 机 识别 相同 的 语言 ， 则 称 它们 是 等 价 的 。 
在 例 5 中 将 求 几 个 有 限 状 态 自动 机 所 识别 的 语言 。 
例 5 求 图 2 表示 的 有 限 状 态 自 动机 M,、M 和 Ms 所 识别 的 语言 。 
1 


0, 1 
开始 > WU 
名 el 
MI 





0, 1 


M3 
图 2 一 些 有 限 状态 自动 机 


解 M, 只 有 一 个 终结 状态 % ， 而 将 s。 变 为 自身 的 串 是 由 0 个 、1 个 或 更 多 连续 1 组 成 的 
串 。 所 以 LC(M)=={1"|n==0, 1,，2, …}。 

M, 只 有 一 个 终结 状态 s, ， 而 将 s。 变 为 ss 的 串 只 有 1 和 01， 所 以 工 COM:) 王 (1，01) 。 

AM; 的 终结 状态 有 s。 和 ss， 将 so 变 为 自身 的 串 有 4X，0，00，000，…， 即 由 零 个 以 上 (包括 
零 个 ) 连 续 的 0 构成 的 串 。 将 so 变 为 % 的 串 只 有 这 样 的 串 : 开头 是 零 个 以 上 (包括 零 个 ) 连 续 的 
0 构成 的 串 ， 接 着 是 10， 然 后 是 任意 的 串 。 故 LCM;s)=={0"，0"10z|n= 二 0, 1，2，…， ZK 是 任 
意 的 串 ) 。 | 

设计 有 限 状 态 自 动机 ”我们 经 常 可 以 构造 一 个 有 限 状态 自动 机 ， 通 过 仔细 添加 状态 和 转 
移 ， 决 定 哪 些 状 态 是 最 终 状 态 ， 使 得 这 个 有 限 状态 自动 机 可 以 识别 给 定 串 。 当 根据 需要 ， 包 含 
一 些 能 够 记录 输入 串 的 某 些 性 质 的 状态 时 ， 就 提供 了 一 个 带 有 有 限 存储 的 有 限 状 态 自动 机 。 例 
6 和 例 7 这 两 个 例子 给 我 们 说 明了 一 些 技术 ， 可 以 通过 使 用 这 些 技术 来 构造 能 够 识别 特定 类 型 
串 的 有 限 状态 自动 机 。 

例 6 构造 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 ， 使 得 它 可 以 识别 如 下 这 些 语言 。 

(a) 以 两 个 0 作为 开始 的 位 串 的 集合 。 

(b) 包 含 两 个 连续 0 的 位 串 的 集合 。 

(c) 不 包含 两 个 连续 0 的 位 串 的 集合 。 

(《d) 以 两 个 0 作为 结束 的 位 串 的 集合 。 

(e) 至 少 包含 两 个 0 的 位 串 的 集合 。 
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解 (a) 我 们 的 目标 是 构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 ， 使 得 该 自动 机 能 够 识别 以 两 个 0 
作为 开头 的 位 串 的 集合 。 除 了 初始 状态 s, 外 ， 还 包含 一 个 非 终结 状态 ss 。 如 果 第 一 位 是 0， 则 
状态 从 5 变 成 ss 。 然 后 ， 添 加 一 个 终结 状态 s; 如 果 第 二 位 是 0， 则 从 s% 变 成 ss。 当 到 达 状 态 
s; 时 ， 就 可 以 确定 输入 串 的 前 两 位 是 0， 因 此 无 论 后 续 串 的 内 容 是 什么 (如 果 有 )， 状 态 将 保持 
s% 不 变 。 读 者 可 以 验证 ， 图 3a 所 示 的 有 限 状态 自动 机 可 以 识别 以 两 个 0 开始 的 位 串 的 集合 。 





d) e) 
3 识别 例 6 中 的 语言 的 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 


(b) 我 们 的 目标 是 构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 使 得 该 自动 机 能 够 识别 包含 着 两 个 
连续 0 这 样 的 位 串 的 集合 。 除 了 初始 状态 s。 外 ， 还 包含 一 个 非 终 结 状态 s, 。 通 过 状态 s, ， 将 会 
告知 我 们 最 后 的 输入 位 是 0， 而 且 ， 不 论 该 位 的 前 一 位 是 1， 或 该 位 是 输入 串 的 第 一 位 。 还 包 
含 一 个 终结 状态 ss， 当 0 后 的 输入 仍 是 0 时 ,将 从 s; 跳 转 到 %: 。 如 果 在 输入 串 中 有 0 后 紧 接着 
的 是 1( 在 找到 连续 的 两 个 0 之 前 )， 那 么 将 跳 转 到 状态 % ， 并 且 重 新 开始 寻找 连续 的 0。 读 者 
可 以 验证 图 3b 所 示 的 有 限 状 态 自动 机 可 以 识别 包含 两 个 连续 0 的 位 串 的 集合 。 

(c) 我 们 的 目标 是 构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 ， 该 自动 机 能 够 识别 不 包含 两 个 连续 
0 的 位 串 的 集合 。 除 了 初始 状态 % 外， 该 状态 也 是 终结 状态 ， 还 包含 一 个 终结 状态 5。 当 0 
是 第 一 个 输入 字符 时 ， 状 态 从 so 跳 转 到 % 。 当 输入 字符 是 1 时 ， 状 态 跳 转 或 者 停留 在  。 添 
加 一 个 状态 s;， 当 输入 字符 是 0 时， 状态 从 5 跳 转 到 s, 。 当 状态 到 达 s 时， 就 表示 已 经 遇 到 
了 两 个 连续 的 0。 一 旦 到 达 状 态 s; ， 就 在 此 停留 并 保持 不 变 。 这 个 状态 不 是 终结 状态 。 读 者 
可 以 自行 验证 图 3c 所 示 的 有 限 状态 自动 机 能 够 识别 不 包含 两 个 连续 0 的 输入 串 的 集合 。[ 聪 
明 的 读者 将 会 注意 到 本 例 构 造 的 有 限 状 态 自动 机 与 (b) 部 分 构造 的 自动 机 之 间 的 关系 。 参 见 
练习 39。] 

(Cd) 我 们 的 目标 是 构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 该 自动 机 能 够 识别 以 两 个 连续 0 作 
为 结束 的 位 串 的 集合 。 除 了 初始 状态 so。 外 ， 还 包含 一 个 非 终结 状态 s; 。 如 果 第 一 位 是 0， 则 跳 
转 到 状态 ss 。 还 包含 一 个 终结 状态 ss。 如 果 0 之 后 的 输入 字符 仍然 是 0， 状 态 将 从 s 跳 转 到 s, 。 
如 果 在 0 之 后 的 输入 仍然 是 0， 则 保持 状态 s; 不 变 ， 原 因 是 最 后 输入 的 两 个 字符 仍然 是 0。 如 
果 此 时 状态 是 s;， 当 输入 位 是 1 时 ,将 跳 转 回 状态 % ， 然 后 重新 开始 搜索 连续 0 的 出 现 。 如 果 
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此 时 状态 是 5 ， 当 下 一 个 输入 位 是 1 时 ， 也 将 跳 转 到 状态 w% 。 读 者 可 以 自行 验证 图 3d 所 示 的 
有 限 状 态 自动 机 能 够 识别 以 两 个 连续 0 作为 结束 的 输入 串 的 集合 。 

\e) 我 们 的 目标 是 构造 一 个 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 ， 该 自动 机 能 够 识 包含 两 个 0 的 位 串 
的 集合 。 除 了 初始 状态 % 外 ， 还 包含 一 个 非 终结 状态 s, 。 状 态 将 一 直 保 持 在 w% ， 直 到 输入 0。 
当 输 入 串 中 遇 到 第 一 个 0 时 ， 状 态 跳 转 到 s, 。 添 加 一 个 终结 状态 %* ， 一 旦 在 输入 串 中 遇 到 第 二 
个 0， 将 从 状态 5 跳 转 到 s, 。 无 论 何 时 遇 到 输入 字符 为 1 时 ， 保 持原 状态 不 变 。 一 旦 到 达 状 态 
5%， 将 保持 不 变 。 状 态 % 和 状态 ss 分 别 用 来 告诉 我 们 已 经 在 输入 串 中 遇 到 1 个 或 2 个 0。 读 者 


可 以 自行 验证 图 3e 所 示 的 有 限 状 态 自动 机 能 够 识别 包含 两 个 0 的 输入 串 。 4 
例 7 构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 ， 使 得 该 自动 机 能 够 识别 包含 奇数 个 1， 并 且 以 
至 少 两 个 连续 0 作 结 束 的 位 串 的 集合 。 


解 我们 可 以 构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 通 过 添加 状态 记录 输入 串 中 1 的 个 数 的 
奇偶 性 ， 以 及 是 否 在 输入 串 的 尾部 遇 到 0 个 、1 个 或 者 至 少 2 个 0， 使 得 该 自动 机 可 以 识别 某 
种 类 型 的 位 串 。 

可 以 通过 初始 状态 so 来 告诉 我 们 目前 输入 的 位 串 包含 偶数 个 1， 并且 不 以 0 作为 结束 ( 空 
串 或 者 以 1 作为 结束 ) 。 除 了 初始 状态 外 ， 还 包含 其 他 5 个 状态 。 当 输入 位 串 包含 偶数 个 1 且 
以 1 个 0 作为 结束 时 ， 状态 跳 转 到 s,; 当 包 含 偶数 个 1 且 以 至 少 两 个 0 作为 结束 时 ， 状 态 跳 转 
到 s,; 当 包含 奇数 个 1 且 不 以 0 作为 结束 时 ， 状 态 跳 转 到 ss; 当 包 含 奇 数 个 1 且 以 1 个 0 作为 
结束 时 ， 状 态 跳 转 到 s, ; 当 包 含 奇数 个 1 且 以 两 个 0 个 作为 结束 时 ， 状 态 跳 转 到 s; ， 同 时 ss 也 
是 一 个 终结 状态 。 

读者 可 以 自行 验证 图 4 所 示 的 有 限 状态 自动 机 能 够 识别 包含 奇数 个 1 且 以 至 少 两 个 连续 0 
作为 结束 的 位 串 的 集合 。 4 





1 的 数目 偶数 偶数 偶数 奇数 奇数 奇数 
结束 时 0 的 数目 0 1 >2 0 1 S27 
图 4 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 该 自动 机 能 够 识别 包含 奇数 个 1 
且 以 至 少 两 个 0 结束 的 位 串 的 集合 


等 价 的 有 限 状 态 自动 机 在 定义 4 中 ， 我们 定义 当 两 个 有 限 状态 自动 机 能 够 识别 相同 的 语 
言 时 ， 它 们 是 等 价 的 。 例 8 给 出 了 两 个 等 价 的 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 的 例子 。 

例 8 证 明 图 5 所 示 的 有 限 状态 自动 机 Ms 和 M, 是 等 价 的 。 

解 ” 对 于 可 以 被 MX 识别 的 串 z，z 必须 从 状态 so 跳 转 终结 状态 5 或 者 终结 状态 %。 唯 一 
能 从 状态 s 跳 转 到 s, 的 串 就 是 串 1。 能 从 状态 so 跳 转 到 s, 的 串 是 以 0 作为 开始 的 串 ， 该 串 首 
先 从 mw 跳 转 到 ww ， 后 跟 0 个 或 者 多 个 0， 保 持 状态 ” 不 变 ， 然 后 跟 一 个 1， 状态 从 so 跳 转 到 
s% 。 除 了 以 上 这 些 串 外 ， 所 有 其 他 的 串 都 使 状态 从 % 跳 转 到 非 终结 状态 ( 留 给 读者 详细 地 填补 
这 些 内 容 )。 因 此 我 们 可 以 得 出 结论 ， 自 动机 Ms 所 识别 的 语言 LCM) 的 形式 是 0 个 或 多 个 0 后 
跟 一 个 1 的 串 的 集合 。 

对 于 可 以 被 Mi 识别 的 串 z，z 必须 使 状态 能 从 跳 转 到 终结 状态 % 。 因 此 ， 能 被 识别 的 
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图 5 Mo 和 Mi 是 等 价 有 限 状态 自动 机 


串 z 的 形式 是 以 若干 个 0 作为 开始 ， 这 样 会 保持 状态 so 不 变 ， 后 接 1 个 1， 跳 转 到 终结 状态 。 
全 是 由 0 组 成 的 位 串 是 不 会 被 识别 的 ， 因 为 它 只 能 使 我 们 保持 状态 w 不 变 , 但 % 是 非 终结 状 
态 。1 后 紧 接 着 是 一 个 0 的 位 串 也 不 会 被 识别 ， 因 为 它 会 跳 转 到 一 个 非 终 结 状态 sz。 因此 ， 结 
果 就 是 工 CMi ) 与 工 GM) 相 同 。 可 以 得 出 结论 Mo 与 Mi 是 等 价 的 。 

注意 有 限 状 态 自动 机 M, 只 有 3 个 状态 。 能 识别 出 0 个 或 多 个 0 后 紧 接 着 1 这 样 的 位 串 的 
自动 机 不 会 少 于 3 个 状态 (参见 练习 37) 。 4 

正如 例 8 所 说 明 的 ， 某 个 有 限 状 态 自动 机 可 能 比 它 等 价 的 自动 机 具有 更 多 的 状态 。 实 际 上 ， 
构造 用 来 识别 某 种 语言 的 有 限 状 态 自 动机 的 算法 可 能 会 比 需要 的 状态 多 。 不 必要 地 使 用 大 型 有 
限 状 态 自 动机 来 识别 语言 会 使 硬件 和 软件 应 用 效率 较 低 ， 并 且 代 价 较 高 。 当 有 限 状 态 自 动机 用 
于 编译 程序 时 ， 该 问题 随 之 而 来 ， 编 译 程序 用 于 将 源 程序 翻译 为 计算 机 能 够 识别 的 目标 程序 。 

练习 58 一 61 研究 了 一 个 过 程 ， 如 何 用 最 少 的 状态 构造 一 个 有 限 状 态 自 动机 使 之 等 价 于 一 
个 给 定 的 有 限 状态 自动 机 。 这 个 方法 称 为 自动 机 简化 。 在 练习 中 描述 的 这 个 过 程 ， 通 过 把 状态 
用 状态 的 等 价 类 来 替换 ， 减 少 了 状态 的 数量 。 如 果 对 每 个 输入 串 都 能 使 两 个 状态 跳 转 到 终结 状 
态 ， 或 者 都 使 这 两 个 状态 跳 转 到 某 个 非 终结 状态 ， 那 么 则 称 这 两 个 状态 是 等 价 的。 在 自动 机 简 
化 过 程 开 始 前 ， 从 开始 状态 使 用 任何 输入 都 不 可 达 的 状态 首先 被 删除 ， 删 除 这 些 状态 不 会 改变 
其 识别 的 语言 。 


13.3.5 非 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 

到 目前 为 止 所 讨论 的 有 限 状态 自动 机 都 是 确定 性 的 ， 因 为 对 每 对 状态 和 输入 值 ， 转 移 函 数 
只 给 出 唯一 的 下 一 个 状态 。 还 有 一 种 重要 的 有 限 状 态 自动 机 ， 它 对 每 对 输入 值 和 状态 ， 有 多 个 
可 能 的 下 一 个 状态 ， 这 样 的 机 器 称 为 非 确定 性 的 。 非 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 在 判断 哪些 语言 
可 以 由 有 限 状态 自动 机 识别 中 非常 重要 。 

ER 非 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 M 一 (S，I，f，s。， 下 ) 由 下 列 五 部 分 组 成 : 一 个 状态 
的 集合 S; 一 个 给 入 字母 表 Ti 一 个 转移 函数 /， 了 为 每 个 状态 和 输入 对 指派 一 个 状态 集合 ( 因 
此 有 f:SXI>P(S)); 一 个 初始 状态 s,; 还 有 一 个 由 终结 状态 构成 的 S 的 子 集 下 。 

非 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 也 可 用 状态 表 和 状态 图 来 表示 。 在 状态 表 中 ， 对 每 对 状态 和 输 
人 值 ， 列 出 所 有 可 能 的 下 一 个 状态 。 在 状态 图 中 ， 从 一 个 状态 到 每 个 可 能 的 下 一 个 状态 ， 都 画 





ume bi 
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一 条 边 ， 这 条 边 的 标号 是 导致 这 个 转移 的 一 个 或 多 个 输入 。 
例 9 求 状态 表 如 表 2 所 示 的 非 确 定性 的 有 限 状 态 自动 机 的 状态 图 。 终 结 状态 为 和 5。 
解 这 个 自动 机 的 状态 图 如 图 6 所 示 。 4 
表 2 














53 So0o» SI， 32 





图 6 状态 表 为 表 2 的 非 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 


例 10 求 状态 图 如 图 7 所 示 的 非 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 的 状态 表 。 


ums 


葛 丽 丝 ， 穆 雷 . 霍 普 (Grace Brewster Murray Hopper，1906 一 1992) 1906 年 ， 葛 
丽 丝 " 霍 普 出 生 于 纽约 。 她 自 幼 就 对 事物 是 如 何 运 行 的 有 着 浓厚 的 兴趣 。 在 她 7 岁 的 
时 候 ， 她 就 把 家 里 的 闹钟 拆 了 ， 以 探寻 它 运 作 的 机 制 。 她 对 数学 的 热爱 很 大 程度 上 是 
受到 了 她 母亲 的 影响 。 在 那个 女性 被 禁止 学 习 的 时 代 ， 她 的 母亲 获得 特 批 学 习 过 几何 
学 (但 不 是 代数 和 三 角 函 数 )。 霍 普 的 父亲 对 她 的 影响 也 很 大 。 她 的 父亲 是 一 个 成 功 的 
保险 经 纪 人 ， 殊 不 知 这 样 的 一 个 成 功 人 士 ， 曾 经 因为 循环 系统 出 了 问题 而 失去 了 双 
腿 。 他 鼓励 孩子 们 不 管 任何 事情 ， 只 要 她 们 用 心 去 做 ， 就 一 定 能 取得 成 功 。 他 也 一 直 
激励 霍 普 接受 更 高 的 教育 ， 而 不 仅仅 像 大 多 数 女 性 那样 平淡 无 奇 地 度 过 一 生 。 霍 普 的 父母 尽 全 力 让 她 接 
受 最 好 的 教育 ， 于 是 她 在 纽约 上 了 私立 的 小 学 和 中 学 。1924 年 她 考 入 瓦 萨 学 院 学 习 数 学 和 物理 ，1928 年 
她 大 学 毕业 。 接 着 ， 她 在 耶鲁 大 学 攻读 数学 专业 的 硕士 学 位 并 于 1930 年 毕业 。 同 年 ， 霍 普 嫁 给 了 在 纽约 
商学 院 任教 的 一 名 英语 老师 ， 但 婚姻 并 没有 持续 太 久 两 人 就 离婚 了 。1931 年 至 1943 年 ， 霍 普 在 瓦 萨 学 
院 担 任 数 学 系 教授 ，1934 年 她 获得 了 耶鲁 大 学 的 博士 学 位 。 

珍珠 港 事件 后 ， 出 生 于 军人 世家 的 霍 普 毅 然 决 定 辞 去 她 的 教师 工作 而 加 入 了 美国 海军 。 为 了 顺利 人 
伍 ， 霍 普 需 要 一 个 特殊 的 许可 证 才能 让 她 彻底 脱离 数学 专业 教授 的 位 置 。1943 年 ， 她 宣 拆 加 入 海军 预备 
役 部 队 ， 并 在 海军 女子 学 校 接 受训 练 。 之 后 ， 霍 普 被 分 配 到 了 哈佛 大 学 的 海军 军械 实验 室 工作 ， 主 要 为 
世界 第 一 台大 规模 自动 测序 的 数字 计算 机 编程 ， 这 人 台 计 算 机 用 来 帮助 海军 火炮 在 多 变 的 天 气 中 准确 地 瞄 
准 方位 。 人 们 认为 起 普 是 “漏洞 ”(bug)( 多 指 硬件 出 故障 ) 这 个 词语 的 创造 者 ， 但 事实 上 ， 早 在 霍 普 去 哈佛 
大 学 之 前 ， 这 个 词 就 已 经 被 人 使 用 了 。 但 霍 普 和 她 的 编程 团队 发 现 了 计算 机 硬件 中 继 上 的 一 个 缺陷 ， 这 
也 是 致使 系统 停止 运行 的 原因 。 这 个 有 名 的 “缺陷 ”被 记载 到 了 实验 室 图 书 中 。 于 是 ， 在 20 世纪 50 年 代 ， 
霍 普 发 明 一 个 新 词 “ 调 试 "(debug) 表 示 去 除 程序 中 错误 。 

1946 年 ， 美 国 海 军 告知 霍 普 年 纪 太 大 而 不 能 继续 服 现役 ， 于 是 她 选择 继续 留 在 哈佛 大 学 进行 民用 研 
究 。1949 年 ， 她 离开 哈佛 大 学 加 入 了 “ 埃 克 特 - 莫 克 利 ” 计 算 机 公司 ,帮助 开发 第 一 台 商 用 计算 机 ， 即 通用 
自动 计算 机 (UNIVAC)。 霍 普 在 这 里 工作 了 很 长 时 间 ， 直 到 雷 明 顿 兰 德 公司 接手 该 公司 并 与 斯 派 里 公司 合 
并 后 ， 她 才 离 开 了 这 个 公司 。 夫 普 一 直 非 常 看 好 计算 机 无 穷 的 潜能 ， 她 深 知 只 要 编程 和 应 用 上 做 得 好 ， 计 算 
机 终 将 被 广泛 使 用 。 特 别 是 编程 的 语言 ， 她 认为 可 以 用 英语 写 ， 而 不 一 定局 限于 计算 机 指令 。 为 了 实现 这 一 目 
标 ， 她 开发 了 第 一 台 编 译 器 ， 并 在 1952 年 发 表 了 第 一 篇 关于 编译 器 研究 的 论文 。 霍 普 也 被 称 做 “面向 商业 的 通 
用 语言 (COBOL) 之 母 "， 她 的 员工 借助 他 们 早期 的 工作 基础 构建 了 面向 COBLO 的 基本 语言 设计 框架 。 

1966 年 ， 霍 普 正 式 从 海军 预备 役 部 队 退 休 。 然 而 ， 仅 仅 7 个 月 之 后 ， 海 军 部 队 重 新 召回 她 ， 令 其 协 
助 高 级 海军 计算 机 语言 的 标准 化 制定 工作 。1983 年 ， 霍 尔 被 总 统 亲 自 授 予 海军 准将 军衔 ， 两 年 后 ， 提 升 
为 海军 少将 。 霍 普 退休 的 时 候 已 经 80 岁 高 龄 了 ， 美 国 海军 为 其 在 宪法 号 帆船 护卫 舰 上 举行 了 退休 仪式 。 
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解 这 个 自动 机 的 状态 表 如 表 3 所 示 。 








图 7 一 个 非 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 


非 确 定性 的 有 限 状态 自动 机 怎么 识别 串 z= 二 zzG… zs 呢 ? 第 一 个 输入 符号 xz 将 初始 状态 
5o 变 为 状态 集合 s 。 下 一 个 输入 符号 zx 将 5, 中 的 每 个 状态 都 变 为 一 个 状态 集合 。 设 * 是 这 些 
集合 的 并 集 。 将 这 个 过 程 继续 下 去 ， 在 某 个 步骤 中 ， 对 上 一 个 步骤 产生 的 每 个 状态 和 当前 的 输 
和 人 符号 都 要 求 其 产生 的 所 有 状态 。 使 用 工 从 so 所 能 得 到 的 状态 中 ， 如 果 有 一 个 终结 状态 ， 我 
们 就 识别 或 接受 串 zx。 非 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 所 识别 的 语言 是 这 个 自动 机 所 识别 的 所 有 串 
的 集合 。 

例 11 求 图 7 所 示 的 非 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 所 识别 的 语言 。 

解 ” 因 为 5 是 终结 状态 ， 当 输入 是 0 时 ， 有 从 5 到 自身 的 转移 ， 所 以 此 机 器 识别 所 有 零 
个 或 更 多 个 连续 的 0 组 成 的 串 。 因 为 % 也 是 终结 状态 ， 所 以 对 于 任何 串 ， 若 以 此 串 作 为 输入 时 
从 % 所 能 达到 的 状态 集中 包含 ss， 则 此 串 就 能 被 识别 。 这 样 的 串 只 有 : 零 个 或 更 多 个 连续 的 0 
和 后 面 跟 01 或 11 组 成 的 串 。 因 为 ss 和 ss 是 仅 有 的 终结 状态 ， 所 以 此 机 器 识别 的 语言 为 {0"， 
OOl, O"I1 nS0}: : | 

一 个 重要 的 事实 是 ， 非 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 所 能 识别 的 语言 也 能 被 确定 性 的 有 限 状 态 
自动 机 所 识别 。 在 13. 4 节 中 ， 我 们 将 利用 这 个 事实 确定 有 限 状 态 自 动机 能 够 识别 哪些 语言 。 

如 果 语 言 工 可 以 由 非 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 JM。 所 识别 ， 则 工 也 可 以 由 一 个 确 
定性 的 有 限 状 态 自动 机 Mi 来 识别 。 

证 ”我们 将 描述 怎样 从 非 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 M 构造 识别 工 的 确定 性 的 有 限 状 态 自 
动机 Mi 。M 的 每 个 状态 都 由 Mo 的 状态 集 的 一 个 子 集 构 成 ，Mi 的 初始 状态 是 {%}， 即 Mi 的 
初始 状态 是 Mo 的 初始 状态 构成 的 集合 。Mi 的 输入 集合 与 Mo 的 输入 集合 相同 。 

对 于 M 的 一 个 给 定 状态 {5; ，5;, ，…，5 }， 输 入 串 工 将 这 个 状态 变 为 这 个 集合 中 元 素 的 
下 一 个 状态 构成 的 集合 的 并 ， 即 集合 f(s; ，Z)，f(s;, ，ZX)，…，f(s;，Z) 的 并 。Mi 的 状态 是 
S 的 所 有 子 集 的 集合 ， 这 里 S 是 Mu 的 状态 集 ， 从 % 开始 ， 以 此 方式 求 得 。( 如 果 此 非 确定 性 
的 机 器 有 个 状态 ， 则 确定 性 的 机 器 就 有 2" 个 状态 ， 因 为 所 有 子 集 都 可 以 作为 状态 ， 包 括 空 
集 ， 尽 管 实际 使 用 的 状态 却 很 少 ,) 如 果 Ms 的 一 个 子 状态 集 含 有 终结 状态 ， 则 它 就 是 Mi 的 终 

假设 一 个 输入 串 可 以 由 M 识别 ， 则 用 这 个 串 从 so 出 发 可 以 到 达 的 状态 中 有 一 个 终结 状态 
(读者 应 能 对 这 一 点 做 归纳 证 明 ) 。 这 意味 着 ， 在 M, 中 ， 这 个 串 能 将 {s%} 引 导 至 这 样 一 个 状态 
集 ， 它 是 M 的 状态 集 的 一 个 子 集 且 包含 一 个 终结 状态 。 这 个 子 集 是 M 的 一 个 终结 状态 ， 所 
以 这 个 串 也 能 由 Mi 识别 。 而 且 ， 如 果 一 个 输入 串 不 能 由 M 识别 ， 则 它 也 就 不 能 导致 Mu 中 的 
任何 终结 状态 。( 读 者 应 该 能 够 给 出 它 的 详细 证 明 。) 因 此 这 个 输入 串 也 不 可 能 由 {s} 导 致 Mi 中 
的 一 个 终结 状态 。 4 

例 12 求 一 个 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 ， 能 与 例 10 中 的 非 确 定性 的 有 限 状态 自动 机 识别 
相同 的 语言 。 1 
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解 ” 所 求 的 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 如 图 8 所 示 ， 它 是 根据 例 10 中 的 非 确定 性 的 有 限 状 
态 自动 机 构造 的 。 此 确定 性 的 自动 机 的 状态 是 那个 非 确定 性 的 机 器 的 状态 集 的 子 集 。 对 于 一 个 
输入 符号 ， 一 个 子 集 的 下 一 个 状态 是 这 样 的 集合 : 它 由 这 个 子 集中 的 元 素 在 那个 非 确定 性 的 机 
器 中 的 所 有 下 一 个 状态 所 构成 。 例 如 ， 对 于 输入 0，({s,} 转 为 {s。 ，s;}， 因 为 在 那个 非 确定 性 的 
机 器 中 ，s。 有 到 它 自己 和 s, 的 转移 ; 集合 {5,。，ss} 对 输入 1 转 为 {s, ，ss}， 因 为 在 那个 非 确 定性 
的 机 器 中 ， 对 输入 1，s。 只 转 为 5 ，s, 只 转 为 s,; 集合 {5 ，5,)} 对 输入 0 转 为 {s;}， 因 为 在 那个 
非 确定 性 的 机 器 中 ， 对 输入 0，s% 和 5 都 只 转 为 ss 。 所 有 以 这 种 方法 得 到 的 子 集 都 包括 在 这 个 
确定 性 的 有 限 状 态 机 嚣 中。 注意 ， 空 集 也 是 这 个 机 器 的 一 个 状态 ， 因 为 它 是 {s;} 对 输入 1 的 所 
有 下 一 个 状态 构成 的 子 集 。 初 始 状 态 是 {s,}， 终 结 状态 是 那些 包含 5 或 5 的 状态 的 集合 。 喜 





图 8 与 例 10 中 非 确 定性 的 有 限 状 态 自动 机 等 价 的 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 


练习 
1. 设 A={0，11}，B 二 {00，01)}， 求 下 列 集合 。 
a)AB b)BA A? d) Bs 


2. 设 A 是 串 的 一 个 集合 。 证明 AZ = 二 BA=2。 
3. 求 所 有 串 的 集合 对 A 和 B， 使 得 AB={10, 111,，1010,，1000,，10111,，101000}。 
4. 证 明 下 列 等 式 成 立 。 


a) {4X}" = {4} b) 对 任意 串 的 集合 A,，(A*)'=A* 
5. 对 于 下 列 集合 A， 描 述 集合 A" 的 元 素 。 
a) {10)} b){111》 ec){0，01) d){1，101》 


6. 设 V 是 一 个 字母 表 ,， A 和 B 是 V' 的 子 集 。 证 明 : |AB|<4| |B3|。 
7. 设 V 是 一 个 字母 表 ,，A 和 B 是 V' 的 子 集 ,， 且 ASB。 证 明 : A* SB*，。 
8. 设 V 是 一 个 字母 表 ，A 是 V* 的 子 集 。 证 明 或 反 证 下 列 命题 。 


a)ACA? b) 如 果 A=A4:， 则 MEA ecA(A} 一 A 
DA)'=A* e)A* A=A" ?|A’|=|A|” 
9. 确定 下 列 集合 是 否 包 含 串 11101。 
a){0，1} b){1}" {0}* {1}° ce){11}{0}* {01} 
d){11}"* {01}° e){111}" {01}* {1} f){11, 0}{00, 101} 
10. 确定 下 列 集合 是 否 包 含 串 01001。 
a){0,1}" b){0}* {10}{1}* c) {010}* {0}* {1) 
d){010, 011}{00, 01}  e€){00}{0}* {01} f) {01}" {01}* 
11. 确定 下 列 串 是 否 可 由 图 1 中 的 确定 性 的 有 限 自动 机 识别 。 
a)111 b)0011 c)1010111 d)011011011 
12. 确定 下 列 串 能 否 由 图 1 中 的 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 所 识别 。 
a)010 b)1101 ©)1111110 d)010101010 


13. 对 于 下 列 每 个 集合 ， 确 定 其 中 的 每 个 串 是 否 都 能 由 图 1 中 的 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 所 识别 。 


14. 


15. 


23. 
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a){0) b) {0} {0}* ©) {1}{0}" 
d) {01}* e) {0}* {1}* DD {1}{0, 1}° 

证 明 : 如 果 M=={S，I，f，s。，F} 是 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 并 且 当 s€S， 输入 捉 zE 三 时 ， 
有 f(s，z) 二 s， 则 对 于 每 个 非 负 整数 x， 有 f(s，x") 二 s。( 这 里 ，x” 指 的 是 申 这 的 ”个 副本 的 连接 ， 
是 在 5.3 节 练习 37 中 递归 定义 的 。) 

给 定 一 个 确定 性 的 有 限 状态 机 M=(S，I，f，s。，F)， 使 用 结构 归纳 和 扩展 转移 函数 f 的 递归 定义 
来 证 明 : 对 于 所 有 的 状态 *E S, 输入 串 zEI*，yE1I*，,， 有 fC, zy)=f(fCs, z), y)。 

在 练习 16~22 中 ， 求 所 给 的 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 所 识别 的 语言 。 





构造 一 个 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 ， 它 能 识别 以 01 开始 的 所 有 位 串 构 成 的 集合 。 


24. 构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 它 能 识别 以 10 结束 的 所 有 位 串 构 成 的 集合 。 
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构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 它 能 识别 包含 串 101 的 所 有 位 串 构 成 的 集合 。 

构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 它 能 识别 不 包含 3 个 连续 0 的 所 有 位 串 构成 的 集合 。 

构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 ， 它 能 识别 恰好 包含 3 个 0 的 所 有 位 串 构成 的 集合 。 

构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 它 能 识别 至 少 包 含 3 个 0 的 所 有 位 串 构 成 的 集合 。 

构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 它 能 识别 包含 3 个 连续 1 的 所 有 位 串 构 成 的 集合 。 

构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 它 能 识别 以 0 或 11 开始 的 所 有 位 串 构 成 的 集合 。 

构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 它 能 识别 以 11 开始 和 结束 的 所 有 位 串 构成 的 集合 。 

构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 它 能 识别 包含 偶数 个 1 的 所 有 位 串 构 成 的 集合 。 

构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 它 能 识别 包含 奇数 个 0 的 所 有 位 串 构成 的 集合 。 

构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 它 能 识别 包含 偶数 个 0， 奇数 个 1 的 所 有 位 串 构 成 的 集合 。 
构造 一 个 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 ， 它 能 识别 包含 0 后 接 奇数 个 1 的 所 有 位 串 构成 的 集合 。 

构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 它 能 识别 包含 偶数 个 1， 奇数 个 0 的 所 有 位 串 构 成 的 集合 。 

构造 一 个 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 ， 它 能 识别 包含 1 个 或 多 个 1， 并 且 以 0 作 结 束 的 所 有 位 串 构成 的 集合 。 
构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 它 能 识别 包含 偶数 个 1， 偶 数 个 0 的 所 有 位 串 构 成 的 集合 。 

如 何 改造 有 限 状态 自动 机 M， 使 经 过 改变 的 自动 机 能 识别 集合 I* 一 LC(MD。 

使 用 练习 39 和 例 6 构造 的 有 限 状 态 自动 机 来 求 能 识别 如 下 集合 的 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 。 

a) 不 以 两 个 0 作为 开始 的 位 串 构成 的 集合 。 

b) 不 以 两 个 0 作为 结束 的 位 串 构成 的 集合 。 

中 包含 至 多 一 个 0 的 位 串 构成 的 集合 (也 就 是 说 ， 不 包含 至 少 两 个 0) 。 

使 用 练习 39 氢 述 的 方法 以 及 练习 25 构造 的 有 限 状 态 自动 机 ， 求 能 识别 不 包含 串 101 的 位 串 构成 集合 
的 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 。 

使 用 练习 39 叙述 的 方法 以 及 练习 29 构造 的 有 限 状 态 自动 机 ， 求 能 识别 不 包含 3 个 连续 1 的 所 有 位 串 
构成 集合 的 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 。 

在 练习 43 一 49 中 ， 求 所 给 的 非 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 所 识别 的 语言 。 
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49. 





1,0 

50. 求 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 它 能 与 练习 43 中 的 非 确 定性 的 有 限 状态 自动 机 识别 相同 的 语言 。 
51. 求 一 个 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 ， 它 能 与 练习 44 中 的 非 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 识别 相同 的 语言 。 
52. 求 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 它 能 与 练习 45 中 的 非 确 定性 的 有 限 状 态 自动 机 识别 相同 的 语言 。 
53. 求 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 ， 它 能 与 练习 46 中 的 非 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 识别 相同 的 语言 。 
54. 求 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 它 能 与 练习 47 中 的 非 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 识别 相同 的 语言 。 
55. 对 于 下 列 每 个 集合 ， 分 别 求 识 别 它 的 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 。 

a) {0} b){1, 00} * OO{1l"|n=2, 3, 4, } 
56. 对 于 练习 55 中 的 每 种 语言 ， 分 别 求 识别 它 的 非 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 并 且 ， 如 果 可 能 ， 使 之 所 

具有 的 状态 比 你 在 练习 55 中 所 给 的 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 更 少 。 
* $7. 对 于 由 个 数 相同 的 0 和 1 组 成 的 串 构成 的 集合 ， 证 明 没有 有 限 状 态 自 动机 能 够 识别 它 。 

在 练习 58 一 62 中 ， 我 们 介绍 了 一 种 技术 ， 该 技术 能 使 用 最 少 可 能 状态 数 构造 一 个 与 给 定 的 确定 性 的 
有 限 状 态 自 动机 等 价 的 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 。 假 设 M==(S，I，f，s。，F) 是 一 个 有 限 状态 自动 机 ， 
& 为 非 负 整数 。 令 Rs 是 自动 机 M 的 状态 集合 S 上 的 关系 ， 当 且 仅 当 对 于 每 个 输入 串 z 满足 1(z) 二 时 
(CCz) 表 示 串 并 的 长 度 ) ， 且 当 fs，z) 和 zt，z) 同 为 终结 状态 或 同 为 非 终 结 状态 时 ， 有 sRit。 而 且 , 令 
R, 是 自动 机 M 的 状态 集合 S 上 的 关系 ， 对 于 每 个 输入 串 z， 无 论 其 长 度 为 多 少 ， 当 上 且 仅 当 f(s，z) 和 
f(t，Zz) 同 为 终结 状态 或 非 终结 状态 时 ， 有 sR,t。 
* 58. a) 证 明 : 对 于 每 个 非 负 整 数 k，R 是 S 上 的 等 价 关 系 。 我 们 说 如 果 sRit， 则 状态 s 和 t 是 & 等 价 的 。 

b) 证 明 : R, 是 S 上 的 等 价 关 系 。 我 们 说 如 果 sR.t， 则 状态 s 和 zt 是 x 等 价 的 。 

©) 证 明 : 如 果 状 态 s 和 : 是 自动 机 M 的 两 个 & 等 价 状态 ， 其 中 & 是 正 整 数 ， 则 和 A 也 是 (k 一 1) 等 


价 的 。 
由 证 明 : 如 果 A 是 正 整数 ， 则 Ri 的 等 价 类 是 R,-1 等 价 类 的 细 分 。( 集 合 划分 的 细 分 在 9. 5 节 练 习 49 
的 引言 中 定义 。) 


e) 证 明 ， 对 于 每 个 非 负 整数 有， 如 果 s 和 zt 是 & 等 价 的 ， 则 它们 是 * 等 价 的 。 
人) 证 明 ; 在 给 定 的 RR, 等 价 类 中 ， 所 有 状态 都 是 终结 状态 或 都 不 是 终结 状态 。 
g) 证 明 : 如 果 s 和 t 是 民 , 等 价 的 ， 则 对 于 所 有 的 aETI，f(s，a) 和 f(:，a) 也 是 R, 等 价 的 。 
* 59. 证 明 : 存在 非 负 整数 xn， 使 得 自动 机 M 的 n 等 价 类 集合 与 (n 十 1) 等 价 类 集合 是 相同 的 。 然 后 证 明 : 
对 于 该 整数 n， 自 动机 M 的 n 等 价 类 集合 与 * 等 价 类 集合 等 价 。 
确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 M==(S，I，f，so。， 下 ) 的 商 自动 机 是 有 限 状 态 自动 机 (S, I,，f， [so jr,， 
F)， 其 中 状态 集合 5 是 S 的 x 等 价 类 ,对 及 的 所 有 状态 [sje, 和 输入 符号 aE€ I， 转移 函数 f 通过 
了 ([sjr,，4) 二 [f(s，a)jr, 来 定义 ,FF 是 包含 自动 机 M 的 终结 状态 的 R, 等 价 类 的 集合 。 
< 60. 2) 证 明 ， 状态 * 和 + 上 是 0 等 价 的 ， 当 且 仅 当 * 和 + 要么 都 是 终结 状态 ， 要 么 都 不 是 终结 状态 。 由 此 得 
出 自动 机 M 的 每 个 终结 状态 ， 即 R, 等 价 类 ， 只 包含 自动 机 M 的 终结 状态 。 
b) 证 明 : 如 果 & 是 正 整数 ， 状 态 * 和 + 上 是 & 等 价 的 ， 当 且 仅 当 对 于 所 有 的 输入 字符 aE I、f(s，a) 和 
f(t，a) 是 (k 一 1) 等 价 的 。 由 此 得 出 转移 函数 了 是 定义 良好 的 。 
e) 描 述 一 个 用 来 构造 有 限 自动 机 M 的 商 自动 机 的 过 程 。 
xx 61. a) 证 明 : 如 果 M 是 一 个 有 限 状态 自动 机 ,那么 其 商 自动 机 能 与 M 识别 相同 的 语言 。 
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b) 证 明 : 如 果 M 是 一 个 有 限 状态 自动 机 并 且 具 有 以 下 性 质 ， 对 于 自动 机 M 的 每 个 状态 *， 都 有 一 个 
串 zET* ,使 得 fs ，z) 一 %， 那 么 商 自动 机 的 状态 数 是 与 M 等 价 的 任何 一 个 有 限 状 态 自动 机 的 状 
态 数 的 最 小 值 。 
62. 回答 关于 下 图 所 示 的 有 限 状 态 自 动机 M 的 问题 。 





a) 当 & 一 0，1，2，3 时,， 求 M 的 & 等 价 类 ， 同 时 求 M 的 * 等 价 类 。 
b) 构 造 自动 机 M 的 商 自 动机 M 。 


13.4 语言 的 识别 
13.4. 1 引言 

我 们 已 经 知道 ， 有 限 状 态 自动 机 可 以 用 做 语言 识别 器 。 那 么 这 些 机 器 能 识别 什么 样 的 集合 
呢 ? 这 个 问题 虽然 看 起 来 极为 困难 ， 但 能 被 有 限 状 态 自动 机 所 识别 的 语言 有 一 个 简单 特征 。 这 
个 问题 由 美国 数学 家 斯 蒂 芬 。 克 菜 因 (Stephen Kleene) 于 1956 年 首先 解决 。 他 证 明了 一 个 集合 
能 够 被 一 个 有 限 状态 自动 机 识别 当 且 仅 当 这 个 集合 是 以 任意 顺序 通过 对 空 集 、 空 囊 和 单字 符 串 
的 连接 、 并 或 克 莱 因 闭 包 构 造 出 来 。 以 这 种 方法 构造 出 来 的 集合 称 为 正则 集合 。 在 13. 1 节 中 
我 们 定义 了 正则 文法 。 从 名 称 上 可 以 想到 ， 有 限 状态 自动 机 所 识别 的 正则 集合 与 正则 文法 之 间 
具有 某 种 联系 。 特 别 是 ， 一 个 集合 是 正则 的 当 且 仅 当 它 可 以 由 一 个 正则 文法 生成 。 

有 一 些 集合 不 能 由 任何 有 限 状 态 自 动机 识别 ， 我 们 将 给 出 这 样 一 个 集合 。 在 本 节 的 最 后 我 
们 将 简要 讨论 一 些 更 强大 的 计算 模型 ， 如 下 推 自 动机 和 图 灵机 。 正 则 集合 是 从 空 集 、 只 含 空 串 
的 集合 、 只 含 单字 符 的 集合 开始 ， 以 任意 顺序 通过 连接 、 并 和 克 莱 因 闭 包 运算 形成 的 集合 。 我 
们 将 看 到 ， 正 则 集合 是 有 限 状 态 自 动机 识别 的 语言 。 为 了 定义 正则 集合 ， 首 先 要 定义 正则 表 
达 式 。 

FEI 集合 I 上 的 正则 表达 式 的 递归 定义 为 : 

符号 ?是 一 个 正则 表达 式 ; 

符号 和 A 是 一 个 正则 表达 式 ; 

若 zET 时 ， 则 符号 工 是 一 个 正则 表达 式 ; 

当 A、B 是 正则 表达 式 时 ， 符 号 (AB)、(AUB) 和 A 都 是 正则 表达 式 。 

每 个 正则 表达 式 都 表示 一 个 由 下 列 规则 定义 的 集合 : 

表示 空 集 ， 即 没有 串 的 集合 ; 

4 表示 集合 (4} ， 即 空 串 组 成 的 集合 ; 

x 表 示 集 合 {z}， 它 只 包含 单个 符号 工 组 成 的 串 ; 

(4B) 表 示 4 和 B 代表 的 集合 的 连接 ， 

(AUB) 表 示 A 和 B 代表 的 集合 的 并 ; 

4 表示 A 代表 的 集合 的 克 莱 因 闭 包 。 

正则 表达 式 表示 的 集合 称 为 正则 集合 。 今 后 ， 正 则 集合 可 由 正则 表达 式 来 描述 ， 所 以 ， 当 
我 们 提 到 正则 集合 4 时 ， 指 的 是 此 正则 表达 式 4 表示 的 集合 。 注 意 ， 在 不 必要 时 ， 我 们 将 去 掉 
正则 表达 式 外 面 的 括号 。 
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例 1 说 明了 怎么 用 正则 表达 式 来 定义 正则 集合 。 

例 1 正则 表达 式 10" 、(10)” 、0U01、0(0U1) 和 (0 1) 所 规定 的 正则 集合 中 有 哪 
些 串 ? 

解 ”这些 正则 表达 式 所 表示 的 正则 集合 如 表 1 所 示 。 读 者 可 以 自行 验证 。 4 


1 
1 后面 跟 任意 多 个 0( 也 可 以 没有 0) 0(0UD: 
10 的 任意 多 个 副本 (包括 空 串 ) (0*1)* 
串 0 或 01 














正如 例 2 所 示 ， 找 到 一 个 表示 给 定 集合 的 正则 表达 式 是 非常 棘手 的 。 

例 2 找到 表示 下 列 集合 的 正则 表达 式 。 

Ca) 长 度 为 偶数 的 位 串 构 成 的 集合 。 

(b) 以 0 作为 结束 并 且 不 包含 11 的 位 串 构成 的 集合 。 

(c) 包 含 奇数 个 0 的 位 串 构成 的 集合 。 

解 〈a) 为 了 找到 长 度 为 偶数 的 位 串 构 成 的 集合 的 正则 表达 式 ， 我 们 可 以 利用 这 个 事实 ， 
该 串 是 由 空 串 或 者 长 度 为 2 的 位 串 连 接 构成 的 。 长 度 为 2 的 位 串 构 成 的 集合 可 以 通过 正则 表达 
式 (00U01U10U11) 来 表示 。 因 此 ， 长 度 为 偶数 的 位 串 的 集合 可 以 通过 (00U01U10U11)* 来 
表示 。 

(b) 以 0 作为 结束 且 不 包含 11 的 位 串 可 以 由 一 个 或 者 多 个 形 如 0 或 者 10 这 样 的 位 串 连 
接 构 成 。( 注 意 ， 这 样 一 个 位 串 一 定 包 含 形 如 00 或 者 10 这 样 形 式 的 位 串 ; 这 样 一 个 位 串 
也 不 能 以 单个 1 作为 结束 ， 因 为 我 们 知道 它 以 0 作为 结束 ) 。 由 此 得 出 结论 ， 不 包含 11 且 
以 0 作为 结束 的 位 串 构 成 的 集合 可 以 由 正则 表达 式 (0U10) (0U10) 来 表达 。[ 注 意 ， 由 
正则 表达 式 (0U10)' 表达 的 集合 包含 空 串 ， 而 不 属于 这 个 集合 ， 因 为 空 串 并 不 是 以 0 作为 
结束 的 。] 

(c) 包 含 奇数 个 0 的 位 串 至 少 包含 一 个 0。 属 于 该 集合 的 位 串 的 形式 是 以 空 串 ， 或 者 多 个 1 
开始 后 跟 一 个 0， 然 后 ， 后 跟 空 串 或 者 多 个 1。 也 就 是 说 ， 每 一 个 这 样 的 位 串 都 是 具有 1’01” 的 
形式 (其 中 7, & 为 非 负 整数 ) 。 由 于 这 样 的 位 串 包含 奇数 个 0， 所 以 最 初 部 分 之 后 的 其 余 位 可 以 
被 分 成 以 0 开始 ， 其 后 还 有 1 个 0 这 样 形式 的 段 。 每 个 段 的 形式 是 01*01'(p，g 是 非 负 整数 )。 
因此 ， 正 则 表达 式 工 01” (01 01  ) 可 以 表示 具有 奇数 个 0 的 位 串 构 成 的 集合 。 4 


13. 4. 2 ” 克 莱 因 定理 

1956 年 ， 克 莱 因 证 明了 正则 集合 就 是 有 限 状 态 自动 机 识别 的 集合 。 因 此 ， 这 个 重要 结论 
称 为 克 莱 因 定理 。 

三 本 品 克 莱 因 定理 一 个 集合 是 正则 的 ， 当 上 且 仅 当 它 可 由 一 个 有 限 状 态 自 动机 识别 。 

克 莱 因 定理 是 自动 机 理论 的 中 心 定理 之 一 ， 我 们 只 证 明 必要 性 部 分 ， 即 证 明 每 个 正则 集合 
都 可 由 一 个 有 限 状 态 自动 机 识别 。 充 分 性 部 分 ， 有 限 状 态 自动 机 识别 的 集合 都 是 正则 的 ， 留 做 
练习 。 

证 ”正则 集合 是 通过 正则 表达 式 定义 的 ， 而 正则 表达 式 是 递归 定义 的 。 所 以 ， 如 果 我 们 能 
证 明 下 列 事情 ， 那 么 我 们 就 证 明了 每 个 正则 集合 都 可 由 一 个 有 限 状 态 自动 机 识别 。 

了 ) 证 明 多 可 由 一 个 有 限 状 态 自 动机 识别 。 

2) 证 明 {A} 可 由 一 个 有 限 状 态 自动 机 识别 。 

3) 证 明 {a} 可 由 一 个 有 限 状态 自动 机 识别 ， 其 中 a 是 了 中 的 符号 。 

4) 当 A 和 B 都 可 由 有 限 状态 自动 机 识别 时 ， 证明 AB 也 可 由 有 限 状态 自动 机 识别 。 


uns 
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5) 当 A 和 B 都 可 由 有 限 状态 自动 机 识别 时 ， 证明 AUB 也 可 由 有 限 状 态 自 动机 识别 。 

6) 当 A 可 由 有 限 状 态 自 动机 识别 时 ， 证明 A 也 可 由 有 限 状 态 自动 机 识别 。 

下 面 分 别 讨论 每 个 任务 。 第 一 ,证明 名 可 以 由 非 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 来 识别 。 为 此 ， 
需要 构造 一 个 没有 终结 状态 的 自动 机 。 图 1a 就 是 这 样 的 一 个 自动 机 。 


#1 ——(" ) #% —(@) 开始 Cs) - 


a) by) c) 
1 识别 某 些 基本 集合 的 非 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 


第 三 ， 证 明 {X} 也 可 由 有 限 状态 自动 机 来 识别 。 为 此 需要 构造 一 个 识别 空 串 4 的 自动 机 ， 
并 且 除 了 4 之 外 ， 它 不 识别 任何 其 他 的 串 。 这 个 自动 机 可 以 这 样 来 构造 :初始 状态 % 也 用 做 终 
结 状态 ， 并 且 对 于 任何 其 他 的 串 ， 没 有 转移 能 将 % 变 为 终结 状态 。 图 1b 就 是 这 样 的 一 个 非 确 
定性 的 自动 机 。 

第 三 ,证明 {a} 也 可 由 非 确 定性 的 有 限 状 态 自动 机 来 识别 。 为 此 构造 如 下 机 器 : 初始 状态 
是 s。， 和 终结 状态 是 5， 对 于 输入 a 有 一 个 从 so。 到 的 转移 ， 且 没有 其 他 的 转移 。 这 个 机 器 识别 
的 唯一 的 串 是 <。 这 个 机 器 如 图 1c 所 示 。 

第 四 ,证明 如 果 A 和 B 都 是 可 由 有 限 状 态 自动 机 识别 的 语言 ， 则 AB 和 AUB 也 可 由 有 限 
状态 自动 机 识别 。 设 A 是 由 Ms 二 (Ss, IT， fas sa Fs) 识别 的 ，B 是 由 Ms 二 (Ss， 了 J， fs，5$s， 
Fa) 识别 的 。 

先 来 构造 识别 A 与 B 的 连接 AB 的 有 限 状 态 自 动机 Mas 二 (Sas， J， fas， sas， Fas)， 它 是 
由 识别 A 和 B 的 两 个 机 器 串联 而 成 的 ， 这 样 A 中 的 串 将 这 个 组 合 机 器 从 Ma 的 初始 状态 Ya 变 
为 Ms 的 初始 状态 ss。B 中 的 串 应 该 将 这 个 组 合 机 器 从 ss 变 为 此 组 合 机 器 的 一 个 终结 状态 。 
因此 我 们 进行 如 下 构造 。 令 Sm 是 S4U Ss[ 注 意 我们 假设 Sv 和 Ss 不 相交 ]。 初 始 状 态 se 就 是 
si 终结 状态 集 Fus 或 者 是 Ms 的 终结 状态 集 ， 或 者 当 且 仅 当 XE ANB 时 还 包括 se 。Mas 中 
的 转移 除了 包括 Ma 和 Ms 中 的 全 部 转移 之 外 ， 还 有 一 些 新 的 转移 。 对 于 MA 中 每 个 导致 终结 
状态 的 转移 ， 在 Ms 中 增加 一 个 在 同一 个 输入 上 从 同一 个 状态 到 ss 的 转移 。 这 样 ，A 中 的 串 
就 将 Ma 从 wm 变 为 中， 然后 忆 中 的 串 将 ss 变 为 Mag 的 一 个 终结 状态 。 而 且 ， 对 于 每 个 从 sa 
出 发 的 转移 ， 还 在 Mu 中 增加 一 个 从 ss 到 同一 个 状态 的 转移 。 图 2a 包括 了 这 个 构造 的 所 有 
说 明 。 

现在 构造 识别 AU 的 机 器 Maus 二 {Saus， T，faus， 5AUB， Faus}。 这 个 自动 机 是 将 Ma 
和 Ms 并 行 组 合 起 来 的 ， 它 使 用 一 个 新 的 初始 状态 ， 此 初始 状态 具有 ss 和 sa 所 具有 的 转移 。 
令 Saus 王 SaUSsU{sauas)， 其 中 ， saus 是 Maus 的 新 初始 状态 。 当 MEAUB 时 ， 令 终 结 状态 集 
Faus 是 Fa UFsUt{saus)}， 否 则 为 Fa UFs。Maus 中 的 转移 包括 了 M4 和 Ms 中 的 所 有 转移 ， 而 
且 对 输入 i 从 sa 到 状态 s 的 每 个 转移 ， 包 括 一 个 对 输入 i 从 saus 到 状态 s 的 转移 ; 对 输入 i 从 ss 
到 状态 * 的 每 个 转移 ， 包 括 一 个 在 输入 i 从 saus 到 状态 s 的 转移 。 这 样 ， 在 这 个 新 机 器 中 ，A 
中 的 串 将 从 saus 导 致 一 个 终结 状态 ，B 中 的 串 也 将 从 saus 导 致 一 个 终结 状态 。 图 2b 说 明了 
Maus 的 构造 。 

最 后 ， 构 造 识 别 A* 的 机 器 Ma* 三 (Sa* ，J, fa*， ssa， Fs* )， 其 中 A" 是 A 的 克 莱 因 闭 
包 。 令 Ss: 包含 S4 中 所 有 状态 和 一 个 附加 状态 sa+ ， 它 是 这 个 新 机 器 的 初始 状态 。 终 结 状态 集 
Fa* 包含 了 Fs 中 所 有 状态 和 初始 状态 sa+ ， 因 为 必须 要 识别 *。 为 了 识别 A 中 任意 多 个 串 的 连 
接 ， 我 们 包括 M 中 的 所 有 转移 ， 以 及 与 从 sa 出 发 的 转移 相 匹配 的 从 sa* 出 发 的 转移 、 与 从 sa 
出 发 的 转移 相 匹配 的 从 每 个 终结 状态 出 发 的 转移 。 有 了 这 个 转移 集 ， 对 于 由 A 中 的 一 些 串 连 
接 而 成 的 串 ， 当 A 中 的 第 一 个 串 读 完 时 ， 它 将 s 变 为 一 个 终结 状态 ， 当 A 中 的 第 二 个 串 读 完 
时 ， 它 又 回 到 一 个 终结 状态 ， 等 等 。 图 2c 说 明了 我 们 刚才 的 构造 。 q 
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对 M4 中 最 终 状 态 的 转移 产生 到 sp 的 转移 





来 自 Ms 中 sg 的 转移 产生 来 自 s4s=s4 的 转移 


开始 状态 为 s45=s4, 当 s4 和 sp 为 最 终 状 态 时 它 是 最 终 状 态 最 终 状态 包含 Ms 的 所 有 有 限 状态 


a) 


开始 MauB 





最 终 状态 为 M4 和 Ms 中 的 最 终 状态 


b) 


s4u8 是 新 状态 , 当 s4 或 ss 是 最 终 状 态 时 它 是 最 终 状 态 


来 自 s4 的 转移 产生 来 自 s4: 的 转移 和 所 有 Mi 的 最 终 状 态 


{ 
i Oe 


s4* 是 新 状态 , 它 是 最 终 状 态 4 最 终 状 态 包含 M4 中 的 所 有 最 终 状 态 
C 


图 2 构造 识别 连接 、 并 以 及 克 菜 因 闭 包 的 自动 机 


用 以 上 描述 的 过 程 ， 可 以 对 任意 正则 集合 构造 一 个 非 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 。 下 面 用 例 
3 来 说 明 这 一 点 。 

例 3 构造 一 个 非 确 定性 的 有 限 状 态 自动 机 来 识别 正则 集合 1”U01。 

解 首先， 构造 一 个 机 器 来 识别 工 。 为 此 ， 先 构造 一 个 识别 工 的 机 器 ， 再 使 用 在 定理 1 
的 证 明 中 描述 的 构造 Ma* 的 方法 。 其 次 ， 构 造 识 别 01 的 机 器 。 先 分 别 构造 识别 0 和 工 的 机 
器 ， 再 使 用 在 定理 1 的 证 明 中 描述 的 构造 Ms 的 方法 。 最 后 ， 用 在 定理 1 的 证 明 中 描述 的 构 
造 Maus 的 文法 ,构造 识别 1" U01 的 机 器 。 所 构造 的 有 限 状态 自动 机 如 图 3 所 示 。 上 述 各 个 
机 器 中 的 状态 被 标 以 不 同 的 下 标 ， 即 使 对 从 以 前 机 器 中 继承 下 来 的 状态 也 是 如 此 。 注 意 ， 这 
样 构造 的 机 器 并 不 是 识别 1 U01 的 最 简单 的 机 器 。 图 3b 是 识别 同一 个 集合 但 简单 得 多 的 
机 兢 。 4 
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机 器 识别 的 集合 
] 


01 


1* U0O1 


1*UOIl 





图 3 识别 1" U01 的 非 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 


13.4.3 正则 集合 和 正则 文法 

在 13. 1 节 中 介绍 了 短语 结构 文法 ， 还 定义 了 各 种 不 同类 型 的 文法 。 特 别 是 ， 定 义 了 正则 
文法 (或 3 型 文法 ) ， 这 是 一 个 形 如 G=(V，T，S，P) 的 文法 ， 文 法 的 每 个 产生 式 的 形式 是 
S>A4，A>a 或 A 一 aB， 其 中 4 是 终结 符 ,， A 和 B 是 非 终结 符 。 正 如 名 称 所 暗示 的 ， 正 则 文法 
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和 正则 集合 之 间 具 有 紧密 的 联系 。 

EEEE 较 一 个 集合 可 以 由 正则 文法 生成 ， 当 且 仅 当 它 是 一 个 正则 集合 。 

证 首先 证 明正 则 文法 生成 的 集合 是 正则 集合 。 设 G=(V，T，S，P) 是 一 个 正则 文法 ， 
其 生成 的 集合 是 L(G)。 为 了 证 明 L(G) 是 正则 的 ， 我们 构造 一 个 非 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 
M 二 CS，I，f，so， 王 ) 来 识别 L(G)。 对 G 的 每 个 非 终 结 符 A， 状 态 集 S 都 包含 一 个 相应 的 状 
态 sa。，S 还 包含 一 个 终结 状态 状态 ss。 初始 状态 % 是 从 初始 符号 S 构造 的 。M 的 转移 是 根据 G 
的 产生 式 按 以 下 方式 构造 的 : 如 果 A>a 是 一 个 产生 式 ， 则 包括 一 个 对 输入 a 从 sa 到 ss 的 转 
移 ; 如 果 A>aB 是 一 个 产生 式 ， 则 包括 一 个 在 输入 a 上 从 sa 到 ss 的 转移 。 终结 状态 集 包括 
ss， 如 果 SA 是 G 中 的 产生 式 ， 则 还 要 包括 % 。 不 难 证 明 ，M 识别 的 语言 与 文法 G 生成 的 语 


言 相等 ， 即 LC(MD 二 L(G)。 这 只 要 确定 导致 终结 状态 的 词 即 可 。 详 细 证 明 留 做 练习 。 4 
在 给 出 反方 向 的 证 明之 前 ， 先 说 明 怎 么 构造 一 个 非 确定 性 的 机 器 ， 它 能 识别 由 一 个 正则 文 
法 产生 的 集合 。 


例 4 构造 一 个 非 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 使 之 识别 正则 文法 G=C(V，T，S，P) 生 成 
的 语言 ， 其 中 V=({0，1，A，S)，T=(0，1)， 己 中 的 产生 式 为 S1A，S 一 0，S 一 1，A 一 
0A,， A 一 1]A 和 A 一 1。 

解 图 4 是 识别 工 (G) 的 非 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 的 状态 图 。 这 个 自动 机 是 根据 上 面 证 
明 描 述 的 过 程 构造 的 。 在 这 个 自动 机 中 ，s% 是 对 应 S 的 状态 ，s 是 对 应 A 的 状态 ，s, 是 终结 
状态 。 q 

现在 来 完成 定理 2 的 证 明 。 

证 ”现在 证 明 ， 如 果 一 个 集合 是 正则 的 ， 则 存在 一 个 生成 它 的 正则 文法 。 设 M 是 识别 这 
个 集合 的 一 个 有 限 状态 机 且 具 有 性 质 : M 的 初始 状态 % 对 任何 转移 都 不 是 下 一 个 状态 。( 可 以 
根据 练习 20 找到 这 样机 器 。) 文 法 G=(V，T，S，P) 的 定义 为 : G 的 符号 集 V 是 这 样 形成 的 ， 
对 S 的 每 个 状态 和 工 中 的 每 个 输入 符号 ， 指 派 V 中 一 个 符号 。G 的 终结 符 集 工 是 集合 IT。 初始 
符号 S 是 根据 初始 状态 so 构造 的 符号 。G 的 产生 式 集 P 是 根据 M 中 的 转移 构造 的 。 特 别 地 ， 
如 果 对 输入 a 状态 * 变 为 一 个 终结 状态 ， 则 P 中 就 包括 产生 式 A, 一 a， 其 中 A, 是 根据 状态 构 
造 的 非 终 结 符 。 如 果 对 输入 a 状态 s 变 为 状态 :， 则 P 中 就 包括 产生 式 A, 一 aA,。P 中 包括 产生 
式 SA4， 当 且 仅 当 XEL(CM)。 因 为 G 的 产生 式 对 应 于 M 的 转移 ， 且 导致 终结 符 的 产生 式 对 应 
于 导致 终结 状态 的 转移 ， 因 此 不 难 证 明 L(G) = 二 LCM) 。 详 细 证 明 留 做 练习 。 要 

例 5 说 明 怎 么 根据 自动 机 来 构造 文法 ， 使 得 该 文法 生成 的 语言 就 是 这 个 自动 机 识别 的 语言 。 

例 5 求 一 个 正则 文法 ， 使 之 生成 的 集合 是 图 5 表示 的 有 限 状 态 自 动机 所 识别 的 正则 集合 。 

解 ” 生 成 该 自动 机 所 识别 集合 的 文法 为 G 二 (V，T，S,， P), 其 中 V={S, A,， B, 0,1)， 
其 符号 S、A、B 分 别 对 应 于 状态 s。、s 和 s,，T 二 {0，1}， S 是 初始 符号 ， 产生 式 为 S>0A， 
S—>1B, S—>1, S—>X, A—>0A, A—1B, A—1, B>0A,， B>1B 和 Bl1.。 ,| 








图 4 识别 工 (G) 的 非 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 图 5 一 个 有 限 状 态 自动 机 


i 
Vm Wit 
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13.4.4 一 个 不 能 由 有 限 状 态 自 动机 识别 的 集合 
我 们 知道 ， 一 个 集合 能 够 由 有 限 状态 自动 机 识别 当 且 仅 当 它 是 正则 的 。 现 在 通过 给 出 这 样 
一 个 集合 来 证 明 存 在 不 是 正则 的 集合 。 证 明 这 个 集合 不 是 正则 的 技术 是 一 个 重要 方法 ， 可 以 用 


来 证 明 某 类 集合 不 是 正则 的 。 

例 6 集合 (0"1"|2=0，1，2，…} 是 由 所 有 先是 一 列 0， 后跟 同样 个 数 的 1 的 串 构成 的 。 
证 明 这 个 集合 不 是 正则 的 。 

解 ” 假 如 这 个 集合 是 正则 的 ， 则 存在 一 个 有 限 状 态 自动 机 M 二 (S，I，f，s。，F) 识 别 它 。 
设 N 是 这 个 机 器 中 状态 的 个 数 ， 即 N= |S| 。 因 为 M 能 识别 所 有 这 样 构成 的 串 : 先是 一 列 0， 
后 跟 同样 个 数 的 1， 所 以 它 必定 能 识别 0*1%。 设 5，5，5。，…，szwn 是 如 下 得 到 的 状态 序列 : 
以 so 开始， 以 0N1X 中 的 符号 作为 输入 ， 且 满足 5 二 f(s，0), ss 二 fC(5, 0), ,sy 二 f(sw-i1， 
DSS NE Cy 1)s 注意 ssw 是 一 个 终结 状态 。 


因为 只 有 六 个 状态 ， 所 以 根据 铝 梨 原理 ， 在 56， *"**» SN 这 头 NN 十 1 个 状态 中 ， 至 少 有 两 个 
是 相同 的 。 假 设 ;s;、s; 是 这 样 两 个 相同 的 状态 (0 过 i 二 j 三 N)， 则 这 表示 Js，0) 一 5%， 其 中 
t 二 一 i。 由 此 可 知 ，t 次 使 用 输入 0 后 ,可 以 得 到 一 个 从 s; 回 到 它 自己 的 循环 ,如 状态 图 6 
所 示 。 





图 6 0N1N 所 产生 的 通路 


现在 考虑 输入 串 00'1x 一 0%'1。 此 串 的 前 半 部 分 比 后 半 部 分 多 了 个 连续 的 0。 因为 这 个 
串 不 具有 形式 0"1"( 因 为 其 中 0 的 个 数 比 1 的 个 数 多 )， 所 以 不 能 被 M 识别 ， 因 此 f(s,，0™ 1) 
也 就 不 是 终结 状态 。 但 当 用 0N*'1* 作为 输入 时 ， 得 到 的 结束 状态 与 以 前 一 样 ， 即 sw 。 其 理由 是 
此 串 中 额外 的 上 个 0 只 是 领 着 我 们 沿 着 那个 循环 多 走 一 次 ， 并 将 s 再 带 回 它 自己 (如 图 6 所 示 )。 
然后 ， 此 串 的 剩余 部 分 所 导致 的 状态 与 以 前 完全 相同 。 这 个 矛盾 证 明了 {01 12 一 1，2，…)} 不 
是 正则 的 。 本 


13. 4.5 一些 更 强大 的 机 器 

很 多 计算 都 不 能 用 有 限 状态 自动 机 来 完成 ， 这 类 机 器 的 局 限 性 是 它们 只 有 有 限 的 存储 ， 因 
而 限制 了 它们 识别 那些 不 是 正则 的 语言 ， 如 {0"1" |2 王 0，1，2，…}。 因 为 一 个 集合 是 正则 的 ， 
当 且 仅 当 它 是 一 个 正则 文法 生成 的 语言 ， 例 6 证 明了 没有 正则 文法 能 够 生成 集合 {0"1" | 一 0， 
1，2，…}。 但 是 ， 有 一 个 上 下 文 无 关 文法 能 够 生成 这 个 集合 ， 此 文法 就 是 13. 1 节 例 5 所 给 出 
的 文法 。 

由 于 有 限 状态 自动 机 的 局 限 性 ， 所 以 有 必要 使 用 其 他 更 加 强大 的 计算 模型 。 下 推 自动 机 就 
是 这 样 一 个 模型 。 下 推 自 动机 除了 包括 有 限 状态 自动 机 的 所 有 部 件 外 ， 还 有 一 个 栈 ， 此 栈 能 够 
提供 无 限 的 存储 。 可 以 将 符号 放 在 栈 顶 ， 也 可 从 栈 顶 弹出 符号 。 下 推 自 动机 以 两 种 方式 识别 集 
合 。 甚 一， 如果 一 个 集合 是 所 有 这 样 的 串 构成 的 ， 当 它们 作为 输入 时 产生 空 栈 ， 则 此 集合 能 被 


二 


识别 。 其 二 ， 如 果 一 个 集合 是 所 有 这 样 的 串 构 成 的 ， 当 它们 作为 输入 时 导致 终结 状态 ， 则 此 集 
合 能 被 识别 。 可 以 证 明 ， 一 个 集合 能 被 下 推 自动 机 识别 当 且 仅 当 它 是 一 个 上 下 文 无 关 文 法 生成 
的 语言 。 

但 是 ， 还 有 一 些 集合 不 能 表示 成 上 下 文 无 关 文法 生成 的 语言 ， 如 集合 {0"1"2" |n 一 0，1， 
2，…}。 我 们 将 指出 为 什么 这 个 集合 不 能 被 下 推 自 动机 识别 ， 但 不 给 出 证 明 ， 因 为 还 没有 所 需 
的 方法 。( 但 本 章 的 补充 练习 28 给 出 了 一 个 证 明 方 法 。) 可 以 使 用 栈 来 查看 一 个 串 是 否 以 一 列 0 
开始 ， 后 再 跟 相同 个 数 的 1， 做 法 是 对 每 个 0( 只 要 读 到 多 个 0 时 ) 在 栈 上 放 一 个 符号 ， 对 每 个 1 
〈 只 要 读 到 的 0 后 面 多 个 1 时 ) 从 栈 中 弹出 一 个 这 样 符号 。 但 这 个 过 程 一 旦 完成 ， 栈 就 空 了 ， 也 
就 无 法 判断 此 串 中 是 否 还 有 与 0 个 数 相同 的 一 列 2。 

还 有 一 种 比 下 推 自动 机 更 强大 的 机 器 ， 叫 做 线性 有 界 自动 机 ， 它 能 识别 如 {0"1"2” |2 一 0， 
1，2，…} 的 集合 。 特 别 地 ， 线 性 有 界 自动 机 能 够 识别 上 下 文 有 关 文 法 。 但 是 ， 这 些 机 器 不 能 
识别 短语 结构 文法 生成 的 所 有 语言 。 为 避免 特殊 类 型 机 器 的 局 限 性 ， 我 们 使 用 一 种 称 为 图 灵机 
的 模型 ， 这 种 机 器 是 以 英国 数学 家 图 灵 的 名 字 命 名 的 。 图 灵机 除了 包括 有 限 状态 自动 机 的 所 有 
部 件 外 ， 还 有 一 个 带 ， 其 两 端 都 是 无 限 的 。 图 灵机 具有 在 带 上 读 和 写 的 能 力 ， 还 能 沿 着 带子 左 
右 移动 。 图 灵机 能 够 识别 短语 结构 文法 生成 的 所 有 语言 。 另 外 ， 它 还 能 用 来 为 在 计算 机 器 上 执 
行 的 所 有 计算 建 模 。 由 于 这 个 能 力 ， 图 灵机 在 理论 计算 机 科学 中 得 到 了 广泛 的 研究 。13. 5 节 
将 简要 介绍 图 灵机 。 


练习 
1. 用 文字 描述 下 列 每 个 正则 集合 中 的 串 。 
a)1°0 b)1 00° c)111U001 
d) (1U00)"* e) (00" 1)° f) (0U1) (0U1)* 00 
2. 用 文字 描述 下 列 每 个 正则 集合 中 的 串 。 
a)001° b) (01)* c)01U001° 
d)0C1I1U0)” e) (101° )* D(C0° UD11 


ums Be 





艾 伦 . 莫 思 森 . 图 灵 (Alan Mathison Turing，1912 一 1954) 图 灵 的 出 生 并 不 寻 
常 。 他 是 父亲 在 印度 民政 部 供职 时 孕 于 母 腹 ， 但 他 出 生 在 伦敦 。 他 在 孩提 时 代 就 对 化 
学 和 机 械 着 迷 ， 并 做 过 大 量化 学 实验 。 图 灵 曾 就 读 于 英国 的 谢 伯 恩 寄宿 学 校 。1931 
年 ， 他 获得 了 剑桥 大 学 国王 学 院 的 奖学金 。 在 毕业 论文 中 ， 他 重新 发 现 了 统计 学 中 的 
一 个 著名 定理 一 一 中 心 极限 定理 。 在 完成 毕业 论文 后 ， 他 被 选 为 该 学 院 的 研究 员 。 
1935 年 ， 他 对 数理 逻辑 中 的 判定 问题 着 了 迷 。 这 是 由 伟大 的 德国 数学 家 希 尔 伯 特 提出 
的 一 个 问题 ， 即 是 否 有 一 个 能 用 于 判断 任何 命题 是 否 为 真 的 一 般 方法 。 图 灵 喜 欢 跑步 
(后 来 ， 跑 步 成 为 他 的 一 项 业余 爱好 ， 并 参加 了 比赛 ) 。 一 天 ， 在 他 跑 完 步 休 息 的 时 候 ， 他 发 现 了 解决 判 
定 问题 的 关键 。 在 他 的 解决 方案 中 ， 他 发 明了 现今 称 为 图 灵机 的 东西 ， 并 用 它 作为 计算 机 器 的 最 初 模型 。 
利用 这 个 机 器 ， 他 发 现 了 一 个 不 能 用 一 般 方 法 判定 的 问题 ， 这 也 被 他 称 为 可 计算 数 的 问题 。 

从 1936 年 至 1938 年 ， 图 灵 在 普林斯顿 大 学 访问 ， 期 间 与 丘 奇 (Alonzo Church) 一 起 工作 。 丘 奇 也 解 
决 了 希 尔 伯 特 的 判定 问题 。1939 年 ， 图 灵 回 到 了 国王 学 院 。 但 在 第 二 次 世界 大 战 期 间 ， 他 加 入 了 英国 外 
交 部 ， 从 事 破 译 德国 密码 的 工作 。 他 对 机 械 的 德国 密码 机 Enigma 的 破解 为 赢得 这 场 战争 发 挥 了 不 可 替 
代 的 作用 。 

第 二 次 世界 大 战 后 ， 图 灵 从 事 早期 计算 机 的 研发 工作 。 他 对 机 器 的 思考 能 力 产生 了 浓厚 的 兴趣 。 他 
认为 如 果 一 台 计 算 机 在 对 问题 的 书面 答复 中 与 人 没有 区 别 ， 则 应 该 认为 它 是 具备 “思考 ”能力 的 。 他 对 生 
物 学 也 很 感 兴趣 ， 他 曾经 写 过 关于 有 机 体形 式 的 形成 和 发 展 的 书 。1954 年 ， 图 灵 服 氰 化 物 自杀 ， 没 有 留 
下 遗言 做 明确 解释 。 也 许 ， 涉 及 同性 恋 关 系 的 法 律 困扰 以 及 法 院 强 迫 他 进行 荷尔蒙 治疗 以 减少 他 的 性 冲 
动 的 行为 ， 是 促使 他 自杀 的 原因 。 
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. 判断 0101 是 否 属 于 下 列 正则 集合 。 
a)01* 0” b)0(C11) (01)°* c)0(10) "1 
d)0" 10(0U1) e) (01)* C11)° f)0°* (10UI11) 
g)0" (10)* 11 h)01C01U0)1°* 

. 判断 1011 是 否 属于 下 列 正则 集合 。 
a)10" 1 b)0* (10U11)” c)1(01) 1 
d)1*01(0U1D e) (10)" (11)°* f)1C00)* (11)° 
g) (10)* 1011 h) (1U00) (01U01° 

用 正则 表达 式 表达 下 列 集合 。 


a) 包 含 串 0、11、010 的 集合 。 

b)3 个 0 后 面 跟 两 个 或 两 个 以 上 0 形成 的 串 的 集合 。 
c) 串 的 长 度 为 奇数 的 集合 。 

d) 只 包含 一 个 1 的 串 的 集合 。 

e) 以 1 结束 ， 并 且 并 不 包含 000 形成 的 串 的 集合 。 


. 用 正则 表达 式 表达 下 列 集合 。 


a) 集 合 中 所 有 串 的 长 度 是 0、1、2。 

b) 集 合 中 的 串 是 由 两 个 0， 后跟 0 个 或 多 个 1， 并 且 以 0 作为 结束 的 串 构 成 。 
c) 集 合 中 的 串 每 遇 到 一 个 1， 后 跟 两 个 0。 

d) 集 合 中 的 串 以 00 作为 结束 ， 并 且 不 包含 11。 

e) 集 合 中 的 串 包含 偶数 个 1 。 


. 用 正则 表达 式 表 达 下 列 每 个 集合 。 


a) 一 个 或 更 多 的 0 后 面 跟 一 个 1 形成 的 串 的 集合 。 

b) 两 个 或 两 个 以 上 符号 后 面 跟 3 个 或 3 个 以 上 0 形成 的 串 的 集合 。 

c) 一 个 0 前 没有 1 或 一 个 1 前 没有 0 的 串 的 集合 。 

d) 集 合 包含 这 样 的 串 : 先是 个 数 与 2mod 3 相等 的 一 串 1， 后面 是 偶数 个 0。 


. 构造 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 来 识别 下 列 包含 在 中 的 集合 (其 中 工 是 一 个 字母 表 ) 。 


a) 厅 b) {A} c){a},， 其 中 aE€ET 

构造 非 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 来 识别 练习 8 中 的 每 个 集合 。 

求 识 别 下 列 集合 的 非 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 。 

a) (A, 0} b){0,11} c){0，11，000》 

证 明 : 若 A 是 一 个 正则 集合 ， 则 A 中 串 的 道 串 构成 的 集合 A* 也 是 正则 的 。 

用 克 莱 因 定理 的 证 明 中 描述 的 构造 方法 ， 求 识别 下 列 集合 的 非 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 。 

a)01* b)(0OU1)1* c)00(1* U10) 

用 克 莱 因 定理 的 证 明 中 描述 的 构造 方法 ， 求 识别 下 列 集合 的 非 确 定性 的 有 限 状 态 自动 机 。 

a)0"1°* b) (OU 11)* c)01* U00°1 

构造 非 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 用 它 识 别 正则 文法 G==(V，T，S，P) 生 成 的 语言 ， 其 中 V=={0， 
1，S，A，B}, T={0，1}，S 是 初始 符号 ， 产 生 式 集合 为 

a)S—>0A, S—>1B, A—>0, B—>0 

b)S—>1A, S—>0, S—>4, A—>0B, B—>1B, B—1 

c)S—>1B, S->0, A—>1A, A—>0B, A—>1, A—>0, B—1 

在 练习 15 一 17 中 ， 构 造 正 则 文法 G=(V，T，S，P)， 使 之 生成 的 语言 是 所 给 的 有 限 状 态 机 识别 的 
语言 。 
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在 定理 2 的 证 明 中 ， 从 正则 文法 构造 了 一 个 有 限 状 态 自 动机 。 证 明 : 此 自动 机 识别 这 个 文法 生成 的 
集合 。 

在 定理 2 的 证 明 中 ， 从 一 个 有 限 状态 自动 机 构造 了 一 个 正则 文法 。 证 明 : 此 文法 生成 这 个 自动 机 识 
别 的 集合 。 

证 明 : 每 个 非 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 等 价 于 另 一 个 这 样 的 非 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 它 的 初始 
状态 永 不 会 被 再 次 访问 。 

设 M=(S，T，j 太 ，s% ，F) 是 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 。 证 明 : M 识别 的 语言 L (MD 是 无 限 的 当 
且 仅 当 存在 一 个 能 被 M 识别 的 词 x 满足 1(zx) 宇 |S|。 

用 来 证 明 某 个 集合 不 是 正则 的 一 个 重要 技术 是 泵 引 理 。 泵 引 理 表述 为 : 如 果 M=(S, I, f,， 50， FF) 
是 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 ，z 是 M 识别 的 语言 LCM) 中 的 一 个 串 ，i(z) 宇 |S|， 则 存在 I* 中 
的 串 u、v 和 w， 使 得 z= 二 wvw，i(uv) 志 |S|,， i1(w) 宇 1， 且 wwiwEL(MD (i 二 0，1，2，…)。 证 明 泵 
“ 引 理 。[ 提 示 : 使 用 例 5 中 的 思想 。] 

使 用 练习 22 中 的 泵 引 理 证 明 : 集合 {0"1" |n 二 0，1，2,，…}) 不 是 正则 的 。 

使 用 练习 22 中 的 泵 引 理 证 明 : 集合 {1”|n 二 0，1，2，…} 不 是 正则 的 。 

使 用 练习 22 中 的 泵 引 理 证 明 : {0，1} 上 所 有 回 文 构成 的 集合 不 是 正则 的 。[ 提 示 : 考察 形 如 0N10N 
的 串 。] 

证 明 : 被 有 限 状 态 自动 机 识别 的 集合 是 正则 的 。( 这 是 克 莱 因 定 理 的 充分 性 部 分 。) 
假设 工 是 I* 的 子 集 ， 其 中 工 表示 非 空 符号 集合 。 如 果 zE 1" ， 则 令 L/z 二 {xzE1* |zzEL)。 如 果 


L/z 关 L/y， 则 说 对 于 XEI*" 和 ywyE1I*,，xz 和 yy 关于 L 是 可 区 分 的 。 对 于 串 zx， 如 果 zzE 工 ， 但 yz&L， 
或 者 zzKL, 但 yzEL， 则 称 串 > 关于 工 用 来 区 分 zx 和 y。 当 LL/z 二 L/y， 我们 说 工 和 yy 关于 工 是 不 可 区 
分 的 。 
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令 工 表示 所 有 以 01 作为 结束 的 位 串 构成 的 集合 。 证 明 11 和 10 关于 工 是 可 区 分 的 ，1 和 11 关 于 工 是 
不 可 区 分 的 。 

假设 M=(S，I，f，s。， 下 ) 是 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 。 证 明 : 如 果 工 和 y 是 集合 I" 中 的 两 个 关于 
LOCOM) 可 区 分 的 串 ， 那 么 FCse ，z) 天 so ，y) 。 

假设 工 是 I" 的 子 集 ， 并且 对 于 某 个 正 整数 n， 在 集合 I 中 有 个 串 使 它们 关于 工 互相 可 区 分 。 证 
明 : 每 个 能 识别 工 的 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 至 少 具 有 个 状态 。 

令 L, 表示 位 串 集 合 ， 该 集合 中 的 串 至 少 具 有 nn 位 ， 并 且 每 个 串 从 最 后 数 的 第 位 是 0。 使 用 练习 29 
的 思想 来 证 明 能 识别 L, 的 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 至 少 具 有 2" 个 状态 。 

使 用 练习 29 的 思想 来 证 明 由 回 文 串 构成 的 集合 是 非 正 则 的 。 


13.5 图 灵机 
13. 5.1 引言 


本 章 前 面部 分 研究 的 有 限 状 态 自动 机 不 能 作为 计算 的 通用 模型 ， 因 为 它们 有 其 自身 的 局 限 


性 。 例如， 有 限 状态 自动 机 虽然 能 识别 正则 集合 ,但 不 能 识别 许多 很 容易 描述 的 集合 ， 如 
{0"1" |n 宇 0}， 计 算 机 使 用 存储 才能 识别 这 些 集 合 。 可 以 用 有 限 状 态 自 动机 来 计算 一 些 相 对 简 
单 的 函数 (如 两 个 数 的 和 )， 但 不 能 用 它们 来 计算 计算 机 所 计算 的 函数 (如 两 个 数 的 积 )。 为 了 克 


we 
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服 这 些 不 足 ， 我 们 使 用 一 种 更 强大 的 机 器 ， 称 为 图 灵机 ， 它 是 以 著名 数学 家 和 计算 机 科学 家 图 
灵 (Alan Turing) 的 名 字 命 名 的 ， 他 在 20 世纪 30 年 代 发 明了 这 种 机 器 。 

图 灵机 主要 由 一 个 控制 器 和 一 个 带 组 成 ， 控 制 器 在 任何 时 候 都 处 于 有 限 多 个 不 同 状态 中 的 
某 个 状态 ， 带 被 分 成 许多 方 格 ， 且 两 端 都 是 无 限 的 。 当 图 灵机 的 控制 器 洛 着 带 来 回 移动 时 ， 它 
能 够 在 带 上 读 和 写 ， 并 根据 所 读 的 带 符号 改变 状态 。 图 灵机 比 有 限 状态 自动 机 更 强大 ， 因 为 它 有 
存储 能 力 ， 而 有 限 状 态 自动 机 却 没 有 。 我 们 将 说 明 怎 么 用 图 灵机 来 识别 集合 ， 包 括 识别 有 限 状 态 自 
动机 不 能 识别 的 集合 ， 还 将 说 明 怎 么 用 图 灵机 来 计算 函数 。 图 灵机 是 计算 的 最 通用 模型 ， 本 质 上 ， 
它 能 做 计算 机 能 做 的 任何 事情 。 注 意图 灵机 比 带 有 有 限 存储 能 力 的 真实 计算 机 更 强大 。 


13.5.2 图 灵机 的 定义 

下 面 给 出 图 灵机 的 形式 化 定义 。 之 后 将 根据 它 的 控制 头 的 动作 来 解释 这 个 形式 化 定义 ， 控 
制 头 的 动作 包括 读 或 写 带 上 的 符号 以 及 沿 着 带 左右 移动 。 

EEES 图 只 机 T= 二 (S,， J，f，5,) 由 下 列 各 部 分 组 成 :， 有 限 状态 集 S， 包 含 空白 符 BB 的 字 
母 表 J， 从 SXIT 到 SXIX{R, 工 ) 的 部 分 函数 f/， 及 初始 状态 wm 。 

在 2. 3 节 中 ， 部 分 函数 只 对 定义 域 中 的 某 些 元 素 有 定义 。 这 意味 着 上 述 部 分 函数 f 对 于 某 
些 ( 状 态 ， 符 号 ) 对 没有 定义 。 但 对 于 有 定义 的 对 ， 只 有 唯一 一 个 三 元 组 (状态 ， 符 号 ， 方 向 ) 与 
之 对 应 。 称 与 图 灵机 中 定义 的 部 分 函数 相对 应 的 5 元 组 是 该 机 器 的 转移 规则 。 

为 了 用 机 器 的 观点 来 解释 这 个 定义 ， 考 察 控制 器 和 带 ， 如 图 1 所 示 ， 带 被 分 成 小 方 格 ， 且 
两 端 都 是 无 限 的 ， 在 任何 时 刻 其 上 都 只 有 有 限 多 个 非 空白 符 。 图 灵机 运行 的 每 一 步 动 作 依赖 于 
部 分 函数 对 当前 状态 和 带 符号 的 值 。 





带 在 两 个 方向 都 是 无 限 的 
任何 时 刻 仅 有 有 限 多 个 非 空白 小 方 格 


图 1 图 灵机 的 表示 


在 每 一 步 ， 控 制 器 读 当 前 带 符号 zx。 如 果 控 制 器 处 于 状态 *， 且 部 分 函数 f 在 (s，z) 处 由 
f(s，Zz)= 二 (s'，x'，d) 定 义 ， 则 控制 器 

1) 进 入 状态 5。 

2) 在 当前 方 格 中 擦 掉 xz， 并 写 上 符号 x'。 

3) 如 果 d= 二 RR， 向 右 移动 一 个 方 格 ; 如 果 d 二 LL， 向 左 移动 一 个 方 格 。 

我 们 将 这 一 步 写成 五 元 组 (s，xz，s ，z'，d) 。 如 果 部 分 函数 f 在 (s，zx) 处 没有 定义 ， 则 图 
灵机 本 就 停机 。 

定义 一 个 图 灵机 的 常用 方法 是 指明 形 如 (s，z，s ，x'，d) 的 五 元 组 构成 的 一 个 集合 。 当 使 
用 这 个 定义 时 ， 就 隐 式 定义 了 状态 集 和 输入 字母 表 。 

在 运行 开始 的 时 候 ， 总 假设 图 灵机 处 于 初始 状态 s。 ， 且 处 于 带 上 最 左边 的 非 空白 符 上 。 如 
果 带 上 都 是 空白 符 ， 则 控制 头 可 以 处 于 任何 方 格 上 。 控 制 头 所 在 的 最 左边 的 非 空白 符 位 置 称 为 
该 机 器 的 初始 位 置 。 

例 1 说 明了 图 灵机 是 怎么 运行 的 。 

例 1 下 列 7 个 五 元 组 定义 一 个 图 灵机 T: (5s6，0, 5， 0, R), (5, 1, 5,，1, R)，, 
(ws Bm BR ny ms OR Ls ls wr Os Ls us Bs Sr Bi Rs (Sys ls 
53，0，R)。 当 工 在 图 2a 所 示 的 带 上 运行 时 ， 最 后 的 带子 是 什么 ? 
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a 

oe ei 
b) 

ea 
c) 
d) 


TT TTT 
e) 

HE 
全 

TT . 
g) 停机 


图 2 图 灵机 全 在 图 1 所 示 带 上 运行 的 步骤 


解 ” 在 开始 运行 时 ，T 处 于 状态 s。， 且 在 带 上 最 左边 的 非 空 白 符 上 。 第 一 步 ， 根据 五 元 组 
(s。，0，s。，0，R)， 读 最 左边 的 非 空白 方 格 中 的 0， 保持 状态 ss， 在 此 方 格 中 写 0， 向 右 移动 
一 个 方 格 。 第 二 步 ， 根 据 五 元 组 (s。 ，1，s; ，1，R)， 读 当前 方 格 中 的 1， 进 入 状态 s; ， 在 这 方 
格 中 写 1， 向 右 移 动 一 个 方 格 。 第 三 步 ， 根 据 五 元 组 (s,，0,， 5。，0,，R)， 读 当 前 方 格 中 的 0， 
进入 状态 mw， 在 该 方 格 中 写 0， 向 右 移 动 一 个 方 格 。 第 四 步 ， 根 据 五 元 组 (so， 1, 5，1,， R)， 
读 当前 方 格 中 的 1， 进 入 状态 % ， 在 该 方 格 中 写 1， 向 右 移动 一 个 方 格 。 第 五 步 ， 根 据 五 元 组 
(Ci，1，s ，0， 工 ) ， 读 当前 方 格 中 的 1， 进入 状态 s;， 在 该 方 格 中 写 0， 向 左 移动 一 个 方 格 。 
第 六 步 ， 根据 五 元 组 (s，1，ss，0，R)， 读 当 前 方 格 中 的 1， 进入 状态 %， 在 该 方 格 中 写 0， 
向 右 移动 一 个 方 格 。 最 后 ， 机 器 在 第 七 步 停机 ， 因 为 在 这 个 机 器 的 描述 中 ， 没 有 五 元 组 是 以 
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(ss ，0) 开 头 的 。 所 有 这 些 步 又 如 图 2 所 示 。 
注意 ， 工 将 带 上 第 一 对 连续 的 1 变 为 0 后 停机 。 | 


13.5.3 用 图 灵机 识别 集合 

可 以 用 图 灵机 来 识别 集合 。 为 此 ， 如 下 定义 终结 状态 的 概念 。 图 灵机 工 的 终结 状态 是 这 样 
的 状态 : 在 描述 工 的 五 元 组 中 ， 此 状态 不 是 任何 五 元 组 的 第 一 个 状态 (例如 ， 例 1 中 的 状态 s,)。 

现在 定义 图 灵机 识别 一 个 串 的 含义 是 什么 。 给 定 一 个 串 ， 我 们 在 连续 的 方 格 中 写 此 串 中 连 
续 的 符号 。 

设 V 是 字母 表 了 的 一 个 子 集 。 图 灵机 T= 二 (S，I，/，s56) 识 别 V' 中 的 事 工 当 且 仅 
当 若 将 x 写 在 带 上 , 丁 从 初始 位 置 开始 运行 ， 则 下 能 在 一 个 终结 状态 停机 。 称 下 能 识别 信 的 
子 集 A， 如 果 工 能 被 本 识别 当 且 仅 当 xz 属于 A。 

注意 ,为 了 识别 V' 的 子 集 A， 我 们 可 以 使 用 不 在 V 中 的 符号 。 也 就 是 说 ， 输 入 字母 表 I 
也 许 包含 不 是 V 中 的 符号 。 这 些 额 外 的 符号 常用 来 当做 标记 ( 见 例 3)。 

什么 情况 下 图 灵机 工 不 识别 中 的 串 工 呢 ? 答案 是 ， 当 z 的 符号 放 在 工 的 带 上 的 连续 方 
格 中 ， 工 从 初始 位 置 开 始 运 行 时 ,， 若 工 不 停机 ， 或 者 虽然 停机 ， 但 不 在 终结 状态 停机 ， 则 工 
不 识别 工 。( 读 者 应 该 明白 ， 这 是 定义 图 灵机 如 何 识 别 集合 的 许多 方法 中 的 一 种 。) 

例 2 说 明了 这 个 概念 。 

例 2 求 一 个 图 灵机 ， 使 之 能 识别 第 二 位 是 1 的 位 串 构 成 的 集合 ， 即 正则 集合 (0U D1CO0UD'。 

解 ”我 们 想 要 如 下 的 图 灵机 ， 它 从 最 左边 的 非 空 白带 方 格 开始 运行 ， 然 后 向 右 移动 ， 同 时 
判断 第 二 个 符号 是 否 为 1。 若 第 二 个 符号 是 1， 则 机 器 应 该 进入 终结 状态 ;如果 第 二 个 不 是 1， 
则 机 器 不 能 停机 ， 或 者 在 一 个 非 终结 状态 下 停机 。 

为 了 构造 这 样 的 图 灵机 ， 应 该 包括 五 元 组 (s,。 ，0，s,，0，R) 和 (s,。，1，s,，1，R) 来 读 第 
一 个 符号 ， 并 进入 状态 S10 下 一 步 ， 添加 五 元 组 (si， 0，sS，0， FR) 和 (5s,， 1, ss, 1, 及 ) 来 读 
第 二 个 符号 ， 当 这 个 符号 是 0 时 ， 进 入 状态 s;; 当 这 个 符号 是 1 时 ， 进 入 状态 ss 。 我 们 不 希望 
使 第 二 位 是 0 的 串 也 被 识别 ， 所以” 不 可 能 是 终结 状态 。 我 们 希望 ss 是 终结 状态 。 所 以 我 们 
要 加 入 五 元 组 (s; ，0，s, ，0，R) 。 因 为 我 们 不 想 识别 空 串 和 只 有 一 位 的 串 ， 所 以 还 加 入 五 元 组 
(ms Bs Sr Os Ris.B; Ws 0 RI, 

由 上 述 7 个 五 元 组 组 成 的 图 灵机 工 在 终结 状态 s; 终止 当 且 仅 当 此 位 串 至 少 有 2 位 ， 并 且 
第 二 位 是 1。 如 果 此 位 串 少 于 两 位 ， 或 者 其 第 二 位 不 是 1， 则 机 器 将 在 非 终 结 状态 si 终止 。 4 

给 定 一 个 正则 集合 ， 可 以 构造 一 个 总 是 向 右 移动 的 图 灵机 来 识别 它 ( 如 例 2) 。 为 了 构造 这 
样 的 图 灵机 ， 先 构造 一 个 识别 此 集合 的 有 限 状 态 自动 机 ， 然 后 再 用 此 有 限 状 态 自 动机 的 转移 函 
数 构造 一 个 图 灵机 ， 使 之 总 向 右 移动 。 

下 面 说 明 怎 么 构造 图 灵机 来 识别 非 正 则 集合 。 

例 3 求 识别 集合 {0"1" |n 宇 1) 的 图 灵机 。 

解 ” 为 了 构造 这 样 图 灵机 ， 使 用 辅助 带 符 号 M 作为 标记 。 令 V=={0, 1}, I 二 {0, 1,，M)}。 
我 们 希望 只 识别 V' 中 的 串 。 我 们 还 有 一 个 终结 状态 xs 。 图 灵机 依次 用 M 替换 串 中 最 左边 的 0， 
并 用 M 替换 串 中 最 右边 的 1， 这样 在 带 上 左右 移动 。 它 能 在 一 个 终结 状态 终止 当 且 仅 当 这 个 串 
的 构成 是 一 列 0 后 跟 一 列 相 同 个 数 的 1。 

虽然 这 很 容易 描述 ， 图 灵机 也 很 容易 执行 ， 但 我 们 想 要 使 用 的 图 灵机 本 身 却 有 点 复杂 。 标 
记 M 是 用 来 跟踪 已 经 检查 过 的 最 左边 和 最 右边 的 符号 。 所 用 的 五 元 组 是 : (%，0，3 ，M， 
Rw Can Os Bw Or Bs Sm lr ls Ry Cy WM sy LB i LY, 
Coys Dy as Ms Ls Cas ls Sn My Ls Gor Oy Bs Mi Ds (we WM Ss Ms RYO, Kis 
5 0 荆 )，(5， M56，M，R)，(s;，M，5s，M，R)。 例如 ， 当 机器 从 开始 一 直 运 行 到 停机 
时 ， 串 000111 将 依次 变 成 M00111、MoO011M、MM011M、 MM0O1MM、 MMM1MM.、 
MMMMMM。 注 意 ， 仅 显示 了 变化 的 部 分 ， 大 多 数 步 又 位 串 没 有 变化 。 
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解释 这 个 图 灵机 的 动作 和 它 为 什么 能 识别 集合 {0"1" |n 宇 1} 将 留 给 读者 作为 练习 (本 节 练 
习 13) q 

可 以 证 明 ， 一 个 集合 能 被 图 灵机 识别 当 且 仅 当 它 是 0 型 文法 生成 的 集合 ， 即 短语 结构 文法 
生成 的 集合 。 这 里 略 去 它 的 证 明 。 


13. 5. 4 用 图 灵机 计算 函数 

图 灵机 可 以 看 做 是 能 求 部 分 函数 的 值 的 计算 机 。 为 了 理解 这 一 点 ， 假 设 给 定 输入 串 工时 图 
灵机 工 能 够 停机 ， 且 停机 时 ， 串 y 在 它 的 带 上 。 因 此 可 以 定义 TCz) 一 y。 工 的 定义 域 是 使 工 能 
停机 的 串 构 成 的 集合 。 对 于 输入 z， 若 工 不 停机 ， 则 T(z) 没 有 定义 。 将 图 灵机 看 成 计算 串 的 函 
数值 的 机 器 是 有 用 的 ， 但 怎么 用 图 灵机 来 计算 定义 在 整数 、 整 数 对 或 整数 三 元 组 等 上 的 函数 呢 ? 

为 了 将 图 灵机 看 做 是 计算 & 元 非 负 整 数 集合 到 非 负 整数 集合 的 函数 (这 样 的 函数 称 为 数论 
函数 ) 的 计算 机 ， 需 要 找到 在 带 上 表示 整数 的 & 元 组 的 方法 。 为 此 ， 我 们 使 用 整数 的 一 元 表示 ， 
即将 非 负 整数 ”表示 成 有 z 十 1 个 1 的 串 。 例 如 ，0 表示 成 串 1、5 表示 成 串 111111。 为 了 表示 
& 元 组 (ma ，ns,…，mm4)， 我 们 先 写 nn 十 1 个 1， 后面 跟 一 个 星 号 ， 再 跟 nz 十 1 个 1， 再 跟 一 个 
星 号 ,等 等 ,以 nw 十 1 个 1 结尾。 例如， 四 元 组 (2，0，1，3) 可 以 表示 成 申 111 x 1 x 
1 % 1111, 

现在 能 将 图 灵机 看 成 计算 一 系列 数论 函数 工 ，T，…，T*，…。 函 数 TY 是 根据 工 在 & 元 
整数 组 上 的 动作 定义 的 。& 元 整数 组 被 表示 成 用 星 号 隔 开 的 一 些 一 元 表示 。 

例 4 构造 一 个 图 灵机 ， 它 将 两 个 非 负 整 数 相 加 。 

解 ”需要 构造 图 灵机 来 计算 函数 f(n,，n,) 二 nn 十 n;。 将 对 (nn,，n,) 表 示 成 这 样 的 串 : 先是 
十 1 个 1， 后 面 跟 一 个 星 号 ， 再 跟 十 1 个 1。 机 器 荆 应 以 这 个 串 作 为 输入 ， 并 在 带 上 产生 
mn 十 ns 十 1 个 1 作为 输出 。 实 现 这 个 任务 的 一 个 方法 是 ， 机 器 从 输入 串 最 左边 的 1 开始 运行 ， 
执行 去 掉 这 个 1 的 步骤 。 若 二 0， 则 停机 ， 此 时 ， 星 号 之 前 已 没有 1 了。 在 剩 下 的 1 中 ， 用 
最 左边 的 1 替换 星 号 ， 然 后 停机 。 下 列 五 元 组 能 做 到 这 一 点 : (so， 1, 5，B, R), (5s,，*， 
ss Bs RA Nis Ls Br Bs: Rs ss Ts Sy Ls RR: Cs Ks Bs Ls RY | 

不 幸 的 是 ， 即 使 是 相对 简单 的 函数 ， 构 造 图 灵机 来 计算 它 也 是 极为 费力 的 。 例 如 ， 在 许多 
书 中 都 有 计算 两 个 非 负 整数 乘积 的 图 灵机 ， 此 图 灵机 有 31 个 五 元 组 和 11 个 状态 。 如 果 构 造 计 
算 相 对 简单 的 函数 的 图 灵机 都 是 挑战 性 的 ， 那么 我 们 对 构造 更 加 复杂 函数 的 图 灵机 还 有 什么 指 
望 呢 ? 简化 这 个 问题 的 一 个 方法 是 使 用 多 带 图 灵机 ( 它 同 时 使 用 不 止 一 个 带子 )， 并 给 出 构造 复 
合 函 数 的 多 带 图 灵机 的 方法 。 可 以 证 明 : 对 任何 多 带 图 灵机 ， 存 在 一 个 单 带 图 灵机 ， 使 得 它们 
能 做 完全 相同 的 事情 。 


13. 5.5 不 同类 型 的 图 灵机 

图 灵机 的 定义 有 许多 变种 。 可 用 很 多 方法 来 扩展 图 灵机 的 能 力 。 例 如 ， 可 以 允许 图 灵机 在 
一 步 中 左 移 、 右 移 或 根本 不 动 ; 允许 图 灵机 操作 多 个 带子 ,nn 个 带 的 图 灵机 可 以 用 (2 十 3n) 元 
组 来 描述 ; 允许 带 是 二 维 的 ， 即 在 每 一 步 可 以 上 下 左右 移动 ， 而 不 像 在 一 维 带 上 那样 只 向 左 或 
向 右 移动 ; 还 可 以 允许 有 多 个 带头 ， 它 们 能 同时 读 不 同 的 方 格 。 而 且 ， 可 以 允许 图 灵机 是 非 确 
定性 的 ， 即 允许 (状态 ， 带 符号 ) 对 作为 第 一 个 元 素 出 现在 多 于 五 元 组 的 图 灵机 中 。 也 可 以 用 多 
种 方法 来 前 减 图 灵机 的 能 力 。 例 如 ， 可 以 限制 带 只 在 一 个 方向 是 无 限 的 ; 或 者 可 以 限制 带 字 和 母 
表 只 有 两 个 符号 。 图 灵机 的 所 有 这 些 变种 都 已 被 详细 地 研究 过 。 

重要 的 是 ,不 管 使 用 哪个 变种 的 图 灵机 ， 或 者 使 用 变种 图 灵机 的 哪个 组 合 ， 都 决 不 会 增加 
或 减少 机 器 的 能 力 。 这 些 变 种 的 任何 一 个 能 做 的 事 ， 本 节 定 义 的 图 灵机 都 能 做 到 ， 反 之 亦 然 。 
这 些 变种 之 所 以 还 有 用 ， 是 因为 有 些 时 候 ， 在 做 某 些 特殊 任务 时 ， 使 用 它们 比 只 使 用 定义 1 定 
义 的 图 灵机 容易 很 多 。 它 们 永远 不 会 扩展 机 器 的 能 力 。 有 时 候 ， 多 种 类 型 的 图 灵机 是 非常 有 用 
的 。 例 如 ， 证 明 对 于 每 个 非 确定 性 的 图 灵机 ， 都 有 一 个 确定 性 的 图 灵机 ， 二 者 能 识别 相同 的 语 
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言 。 我 们 就 可 以 用 具有 3 个 带 的 确定 性 的 图 灵机 来 证 明 。( 关 于 图 灵机 的 变种 以 及 它们 之 间 等 
价 性 表示 的 细节 内 容 ， 可 参考 [HoMoU101]。) 

除了 引入 图 灵机 的 概念 外 ， 图 灵 还 证 明了 ， 当 给 定 目标 图 灵机 的 编码 和 输入 后 ， 可 以 构造 
一 个 能 模仿 该 图 灵机 计算 的 单 图 灵机 。 这 样 的 图 灵机 称 为 通用 图 灵机 。 (如果 想 了 解 更 多 关于 
通用 图 灵机 的 内 容 ， 可 参考 关于 计算 理论 的 书籍 ， 如 [Si06] 。) 


13.5.6 丘 奇 -图 灵 论 题 

图 灵机 还 是 相对 简单 的 。 它 只 能 有 有 限 多 个 状态 ， 每 一 次 它们 只 能 在 一 维 带 上 读 或 写 一 个 
符号 。 但 结果 表明 ， 图 灵机 是 极其 强大 的 。 我 们 已 经 看 到 ， 可 以 构造 图 灵机 来 执行 数 的 加 法 和 
乘法 。 对 于 能 够 用 一 个 算法 计算 的 特殊 函数 ， 虽 然 很 难 实际 构造 图 灵机 来 计算 它们 ， 但 这 样 的 
图 灵机 总 是 能 够 找到 的 。 这 也 正 是 图 灵 发 现 这 种 机 器 的 最 初 目的 。 而 且 ， 可 以 用 大 量 的 证 据 来 
说 明 丘 奇 -图 灵 论 题 ， 该 论题 为 对 于 任何 可 用 有 效 算法 来 求解 的 问题 ， 都 存在 解 该 问题 的 图 灵 
机 。 但 它 还 是 称 为 是 论题 ， 而 不 是 定理 ， 因 为 有 效 算法 可 解 的 概念 是 非 形式 化 的 且 是 不 严格 
的 。 相 反 ， 图 灵机 定义 的 可 解 性 概念 是 形式 化 的 且 是 严格 的 。 当 然 ， 对 于 任何 问题 ， 只 要 它 能 
够 用 带 有 用 某 种 语言 写成 的 程序 的 计算 机 来 解 ， 即 使 使 用 了 无 限 多 的 存储 空间 ， 都 应 该 认为 是 
有 效 可 解 的 。( 注 意 : 不 同 于 现实 世界 中 的 计算 机 只 有 有 限 的 存储 空间 ， 图 灵机 具有 无 限 的 存 
储 空间 。) 

人 们 发 明了 许多 形式 理论 来 刻画 有 效 可 计算 性 概念 ， 其 中 有 图 灵 的 理论 、 丘 奇 的 4 演算 以 
及 克 莱 因 和 波斯 特 (Post) 提 出 的 理论 。 这 些 理论 表面 上 看 起 来 十 分 不 同 ， 但 令 人 惊奇 的 是 ， 它 
们 都 是 等 价 的 ， 因 为 可 以 证 明 它们 定义 了 完全 相同 的 函数 类 。 由 此 可 以 看 出 ， 图 灵 的 思想 虽然 
是 在 现代 计算 机 发 明之 前 形成 的 ， 但 确实 描述 了 计算 机 最 根本 的 能 力 。 有 兴趣 的 读者 如 果 想 讨 
论 这 些 不 同 的 理论 以 及 它们 的 等 价 性 ， 可 以 查阅 计算 理论 方面 的 书 箱 ， 例 如 LHoMoU101] 和 
[Si96] 。 

本 节 的 剩余 部 分 将 简单 地 研究 丘 奇 -图 灵 论 题 的 一 些 结果 ， 并 且 描 述 图 灵机 在 算法 复杂 度 
方面 的 重要 作用 。 我 们 的 目标 是 介绍 理论 计算 科学 中 的 重要 思想 ， 引 导 有 兴趣 的 同学 深入 学 
习 。 我 们 将 很 快 地 介绍 许多 领域 ， 而 不 会 详细 地 讲解 细节 内 容 。 我 们 的 讨论 与 本 书 前 面部 分 关 
于 计算 理论 的 章节 有 着 紧密 的 联系 。 


13. 5.7 计算 复杂 度 、 可 计算 性 和 可 判定 性 

贯穿 全 书 ， 我 们 已 经 讨论 了 很 多 问题 的 计算 复杂 度 。 我 们 用 解决 这 些 问题 的 最 有 效 算法 的 
操作 次 数 来 描述 这 些 问题 的 复杂 度 。 算 法 使 用 的 基本 操作 之 间 差 异 很 大 。 我 们 已 经 用 位 操作 、 
整数 的 比较 、 算 术 运 算 等 作为 标准 ， 度 量 了 不 同 问题 的 复杂 度 。 在 3. 3 节 中 ， 我 们 用 计算 复杂 
度 把 问题 进行 了 分 类 。 然 而 ， 用 于 度量 计算 复杂 度 的 操作 类 型 之 间 千 差 万 别 ， 所 以 这 个 定义 是 
不 准确 的 。 图 灵机 提供 了 一 种 方法 ， 能 够 使 计算 复杂 度 的 概念 更 为 准确 。 若 丘 奇 -图 灵 论 题 为 
真 ， 就 可 以 得 到 如 果 某 问题 可 以 用 一 个 有 效 的 算法 来 解决 ， 那 么 一 定 有 一 个 图 灵机 来 解决 这 个 
问题 。 当 图 灵机 用 来 解决 这 个 问题 时 ， 把 问题 的 输入 编码 成 符号 串 写 在 图 灵机 的 带 上 。 如 何 为 
输入 编码 ， 取 决 于 输入 的 定义 域 。 例 如 ， 把 正 整数 编码 成 串 1。 我 们 还 可 以 采用 别 的 方法 来 表 
达 整 数 对 、 负 整数 等 。 同 样 ， 对 于 图 算法 ， 我 们 需要 采用 一 种 方法 把 图 编码 成 符号 串 。 可 以 用 
多 种 方法 来 解决 这 个 问题 ， 比 如 可 以 基于 邻接 表 或 邻接 矩阵 (把 如 何 构造 邻接 表 或 邻接 矩阵 的 
细节 省 略 了 ) 。 然 而 ， 由 于 图 灵机 经 常 可 以 把 一 种 编码 方式 改 为 另 一 种 编码 ， 所 以 只 要 对 输入 
的 编码 方式 比较 有 效 ， 采 用 何 种 方法 都 无 关 紧 要 。 现 在 ， 我 们 就 采用 这 种 模型 把 3. 3 节 介绍 的 
有 关 计 算 复 杂 度 的 一 些 概念 准确 化 。 

使 用 图 灵机 最 容易 研究 的 一 类 问题 就 是 那些 可 以 用 “是 ”或 者 “不 是 ”来 回答 的 问题 。 

判定 问题 是 指 判 断 某 个 特定 类 型 的 命题 是 否 为 真 。 判 定 问题 也 称 为 “是 或 不 是 ” 
问题 。 
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对 于 一 个 判定 问题 ,我们 想 知道 是 否 存 在 一 个 算法 ， 能 判断 某 个 特定 类 型 的 命题 是 否 为 
真 。 例 如 ， 判 断 某 个 特定 整数 是否 是 素数 的 某 类 命题 。 由 于 关于 问题 “n 是 否 是 素数 ”的 答案 
可 能 是 “是 ”或 “ 否 ”， 因 此 该 问题 是 一 个 判定 问题 。 对 于 这 个 判定 问题 ,我们 可 能 想 知道 是 否 有 
算法 能 够 判定 关于 该 问题 的 描述 正确 与 否 ， 也 就 是 说 ， 对 于 一 个 整数 n， 判断 n 是 否 为 素数 。 
答案 就 是 有 一 个 判断 某 个 数 是 否 为 素数 的 算法 。 特 别 地 ， 在 3.5 节 中 我 们 讨论 了 这 样 一 个 算 
法 ,也 就 是 对 于 一 个 正 整 数 n,， 通过 检查 该 数 是否 能 被 不 超过 其 平方 根 的 素数 整除 来 判断 该 数 
是 否 是 素数 。( 还 有 很 多 其 他 的 方法 来 判定 一 个 正 整数 是 否 为 素数 。) 对 于 使 判定 问题 答案 为 正 
确 的 输入 是 所 有 可 能 输入 的 一 个 子 集 。 也 就 是 说 ， 它 是 输入 字符 串 集 合 的 子 集 。 换 名 话说 ， 解 
决 是 不 是 问题 ”与 识别 某 个 语言 是 相同 的 ， 该 语言 包含 了 所 有 位 串 ， 这 些 位 串 代 表 着 使 该 问题 
的 答案 为 “是 ”的 输入 值 。 因 此 ， 解 决 * 是 不 是 ?问题 与 识别 某 个 由 使 答案 为 “是 ”的 某 些 输入 值 组 
成 的 语言 是 相同 的 。 

可 判定 性 当 有 一 个 有 效 的 算法 能 够 判断 判定 问题 的 某 个 解 是 否 正 确 时 ， 我 们 说 这 个 问题 
是 可 解 的 或 者 说 是 可 判定 的 。 例 如 ,， “判定 一 个 正 整 数 是否 是 素数 ”这 样 一 个 问题 就 是 一 个 可 解 
的 问题 。 然 而 ， 如 果 不 存在 一 个 算法 来 解决 某 个 问题 ， 那 么 就 称 该 问题 是 不 可 解 的 或 者 说 不 可 
判定 的 。 为 了 证 明 某 个 问题 是 可 解 的 ， 只 需要 构造 一 个 算法 来 判定 某 类 特定 的 描述 是 否 正确 。 
男 一 方面 ， 为 了 证 明 某 个 问题 是 不 可 解 的 ， 需 要 证 明 不 存在 这 样 一 个 判定 算法 就 可 以 了 (事实 
上 ， 我 们 试图 找到 这 样 的 算法 ,但 失败 了 ， 不 能 证 明 该 问题 是 不 可 解 的 )。 

如 果 只 研究 判定 问题 ， 看 上 去 好 像 我 们 只 研究 自己 感 兴趣 的 一 小 部 分 问题 。 然 而 ， 大 多 数 
问题 都 可 以 改写 为 判定 问题 。 把 本 书 研 究 的 问题 改写 为 判定 问题 是 非常 复杂 的 ， 详 细 过 程 我 们 
不 在 这 里 讨论 了 。 感 兴趣 的 读者 可 以 查询 计算 理论 的 参考 书目 ,例如 [Wo87]， 该 书 详细 解释 
了 如 何 把 旅行 商 问 题 ( 在 10. 6 节 讨 论 ) 改 写 为 判定 问题 。( 要 把 旅行 商 问题 改写 为 判定 问题 ， 我 
们 首先 要 讨论 这 样 一 个 判定 问题 ， 是 否 存在 一 条 权 值 不 超过 & 的 哈密 尔 顿 回 路 ， 其 中 & 是 正 整 
数 。 经 过 努力 ， 对 于 不 同 & 值 ， 采 用 该 问题 的 解 找 到 哈密 尔 顿 回路 的 最 小 可 能 值 是 完全 有 可 
能 的 。) 

在 3.1 节 中 ， 我 们 介绍 了 停机 问题 ， 并 且 证 明 它 是 不 可 解 的 。 由 于 该 过 程 的 概念 定义 不 是 
很 准确 ， 所 以 3. 1 节 的 讨论 有 些 非 正式 。 停 机 问题 的 准确 定义 可 以 借助 图 灵机 来 完成 。 

EES 停机 问题 是 一 种 判定 问题 ， 对 于 给 定 的 输入 串 z， 图 灵机 本 最 后 是 否 能 停机 。 

有 了 停机 问题 的 定义 以 后 ， 我 们 有 了 定理 1。 

天 3 停机 问题 是 不 可 解 的 判定 问题 。 也 就 是 说 ， 当 给 定 图 灵机 三 的 编码 以 及 输入 串 
工 ， 没 有 图 灵机 能 够 判断 图 灵机 人 从 写 在 带 上 的 工 开 始 ， 最 终 是 否 停机 。 

这 里 我 们 仍然 应 用 3. 1 节 定 理 1 给 出 的 非 形式 化 定义 的 停机 问题 的 证 明 。 

其 他 不 可 解 问 题 还 包括 : 

(GD 判定 两 个 上 下 文 无 关 文 法 是 否 能 产生 相同 的 串 集 合 。 

(iD 对 于 给 定 的 一 些 绝热 瓦 ， 人 允许 重复 使 用 ， 但 不 能 相互 重 秋 ， 是 否 能 覆盖 整个 平面 ， 

Cii) 希 尔 伯 特 的 第 10 个 问题 : 对 于 任意 多 个 未 知 数 的 整 系数 不 定 方程 ， 要 求 给 出 一 个 可 
行 的 方法 ， 使 得 借助 于 它 ， 通 过 有 限 次 运算 ， 可 以 判定 该 方程 有 无 整数 解 。( 这 个 问题 是 1900 
年 希 尔 伯 特 提出 的 著名 的 23 个 问题 序列 中 的 第 10 个 。 他 预见 到 ， 解 决 这 些 问 题 所 做 的 工作 对 
于 推动 20 世纪 数学 进程 的 发 展会 起 到 重要 作用 。 俄 国 数学 家 马 蒂 亚 塞 维 奇 在 1970 年 证 明了 和 希 
尔 伯 特 第 10 个 问题 的 不 可 解 性 。) 

可 计算 性 ”如果 一 个 函数 可 以 被 图 灵机 计算 ， 那 么 就 称 其 是 可 计算 的 ， 否 则 是 不 可 计算 
的 。 使 用 一 个 可 数 的 参数 来 证 明 存 在 不 可 计算 的 数论 问题 是 相对 比较 简单 容易 的 ( 见 2.5 节 练 
习 39) 。 然 而 ， 实 际 产 生 这 样 一 个 函数 并 不 容易 。 作 为 本 节 练 习 31 引言 中 定义 的 忙碌 海 狸 函数 
就 是 一 个 不 可 计算 函数 的 例子 。 一 种 证 明 该 函数 不 可 计算 的 方法 就 是 证 明 它 比 任意 一 个 可 计算 
函数 增长 得 快 ( 见 练习 32) 。 
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需要 注意 的 是 ， 每 一 个 判定 问题 都 可 以 重 构成 一 个 函数 计算 的 问题 ， 也 就 是 ， 当 问题 的 解 
是 “是 ? 则 函数 值 为 1， 否则 为 0。 一 个 判定 问题 是 可 解 的 ， 当 且 仅 当 采 用 这 种 方法 构造 的 函数 
是 可 计算 的 。 

P 类 和 NP 类 在 3.3 节 我 们 非 形式 化 地 定义 了 了 类 和 NP 类 问题 。 现 在 我 们 可 以 使 用 确 
定性 的 和 非 确定 性 的 图 灵机 的 概念 来 精确 地 定义 其 概念 。 

我 们 首先 详细 说 明确 定性 的 和 非 确 定性 的 图 灵机 之 间 的 区 别 。 本 节 研 究 的 图 灵机 都 是 确定 
性 的 。 在 确定 性 的 图 灵机 T 一 (S，T，j，s%) 中 ， 转 移 规 则 是 由 从 SXT 到 SXIX{R, 工 } 的 部 
分 转移 函数 来 定义 的 。 因 此 ， 图 灵机 的 转移 规则 表示 为 五 元 组 (5，z，s，z' ，cd)， 没 有 两 个 转 
移 规则 以 相同 的 数 对 (*，z) 开 始 。 其 中 * 是 当前 状态 ，z 是 当前 带 上 的 符号 ，* 是 下 一 个 状态 ， 
z' 是 在 带 上 代替 x 的 符号 ，d 是 图 灵机 在 带 上 运行 的 方向 。 

在 非 确定 性 的 图 灵机 中 ， 人 允许 的 步骤 是 由 一 个 包含 五 元 组 的 关系 而 不 是 部 分 转移 函数 来 定 
义 。 去 掉 了 没有 两 个 转移 规则 以 相同 的 数 对 (s，z) 开 始 的 限制 。 也 就 是 说 ， 有 不 止 一 条 转移 规 
则 以 同一 个 (状态 ， 带 符号 ) 开 始 。 因 此 ， 在 非 确定 性 的 图 灵机 中 ， 对 于 某 些 正在 读 取 的 当前 状 
态 和 带 符 号 对 ， 存 在 转移 的 选择 。 在 非 确定 性 的 图 灵机 的 每 步 操作 中 ， 机 器 根据 当前 状态 和 带 
符号 对 的 值 ， 从 多 个 转移 规则 中 选择 一 个 。 选 择 哪 一 步 可 以 看 做 是 “ 猜 *。 与 确定 性 的 图 灵机 一 
样 ， 如 果 没 有 以 当前 状态 和 带 符号 定义 的 转移 规则 ， 则 非 确定 性 的 图 灵机 停机 。 给 定 一 个 非 确 
定性 的 图 灵机 工 ， 我 们 说 串 z 可 以 被 图 灵机 工 识别 ， 当 且 仅 当 机 器 从 写 在 带 上 的 工 的 初始 位 置 
开始 时 ， 存 在 以 终结 状态 结束 的 转移 序列 。 如 果 z 可 被 荆 识别 ， 当 和 且 仅 当 xzE A， 则 称 图 灵机 
工 可 以 识别 集合 A。 如 果 非 确定 性 的 图 灵机 工 能 够 识别 所 有 使 得 判定 问题 解 为 正确 的 输入 值 构 
成 的 集合 ， 则 称 判 定 问题 可 被 工 解 。 

ES 国 如果 一 个 判定 问题 能 由 确定 性 的 图 灵机 在 多 项 式 时 间 内 求解 ， 则 该 问题 属于 了 
类 问题 ， 即 多 项 式 时 间 问 题 。 也 就 说 ， 如 果 一 个 确定 性 的 图 灵机 工 和 一 个 多 项 式 了， 对 于 该 
问题 的 任何 长 度 为 了 的 事 ， 工 都 能 在 P(z) 步 内 停机 ， 我 们 说 该 问题 属于 卫 类 。 如 果 一 个 判定 
问题 能 由 非 确定 性 的 图 灵机 在 多 项 式 时 间 内 求解 ， 则 该 问题 属于 NP 类 问题 ， 即 非 确 定性 的 
多 项 式 时 间 问 题 。 也 就 是 说 ， 对 于 任 一 判定 问题 ， 如 果 存 在 一 个 非 确定 性 的 图 灵机 荆 和 一 个 
多 项 式 已 ， 对 于 该 问题 的 任何 长 度 为 于 的 实例 ， 工 都 能 在 PCn) 步 内 停机 ， 则 称 该 问题 是 NP 
类 问题 。 

P 类 问题 称 为 易 处 理 的 问题 ， 而 不 属于 P 类 问题 称 为 不 易 处 理 的 问题 。 对 于 某 个 P 类 问 
题 ， 一 定 存在 一 个 确定 的 图 灵机 能 够 在 多 项 式 时 间 内 ， 判 定 由 判定 命题 所 陈述 的 该 类 中 的 一 个 
特定 命题 是 否 正确 。 例 如 ， 判 定 某 个 数 在 长 度 为 n 的 序列 中 是 否 存 在 ， 有 一 个 易 处 理 问题 (对 
于 该 问题 的 证 明 ， 这 里 不 做 详细 解释 。 当 采用 图 灵机 时 ， 本 书 曾 描 述 的 用 于 算法 分 析 的 基本 思 
想 可 用 于 此 )。 对 于 一 个 NP 类 问题 ， 当 给 出 关于 该 问题 的 某 个 正确 陈述 时 ， 存 在 一 个 能 在 多 
项 式 时 间 内 判定 其 对 错 的 非 确定 性 的 图 灵机 ， 对 每 一 个 当前 的 状态 和 带 上 的 符号 ， 该 图 灵机 在 
每 一 步 都 能 在 允许 的 步骤 内 做 出 正确 的 猜测 。 非 确定 性 的 图 灵机 能 够 很 容易 地 确定 图 中 的 一 条 
简单 回路 穿 过 每 个 顶点 一 次 而 且 仅 一 次 ， 因 此 判定 某 个 图 是 否 存在 哈密 尔 顿 回路 这 个 问题 是 
NP 类 问题 。 这 需要 在 依次 增加 边 以 形成 回路 时 ， 做 出 一 系列 的 正确 的 猜测 。 由 于 每 个 确定 性 


uts 


丘 奇 (Alonzo Church，1903 一 1995) ” 丘 奇 出 生 于 华盛顿 特区 ， 曾 在 哥 廷 根 跟随 希 
尔 伯 特 学 习 ， 后 来 又 转学 到 阿姆斯特丹 。 从 1927 年 到 1967 年 ， 他 在 普林斯顿 大 学 执 
教 ，1967 年 他 调 到 加 州 大 学 洛杉矶 分 校 。 丘 奇 是 符号 逻辑 学 会 的 创始 人 之 一 。 他 对 可 
计算 性 理论 做 出 了 实质 性 的 贡献 ， 其 中 包括 对 判定 问题 的 解答 、 和 演算 的 发 明 ， 以 及 
对 现今 称 为 丘 奇 - 图 灵 论 题 的 陈述 。 克 莱 因 和 图 灵 都 是 丘 奇 的 学 生 。 他 在 度 过 了 90 岁 
生日 后 依旧 在 发 表 文 章 。 
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的 图 灵机 也 可 以 看 做 是 (状态 ， 带 符号 ) 对 只 在 转移 规则 中 出 现 一 次 的 非 确 定性 的 图 灵机 ， 所 以 
PSNP。 

在 计算 机 科学 中 ， 目 前 所 知 的 最 困惑 的 一 个 问题 就 是 ， 是 否 有 NPSP， 也 就 是 说 ， 是 否 
P 一 NP。 正 如 3. 3 节 提 到 的 ， 有 一 类 重要 的 问题 ， 即 NP 完全 问题 ， 一 个 问题 是 NP 完全 的 ， 
如 果 它 属于 NP 类 ， 并 且 如 果 能 证 明 当 它 属于 了 类 时 ， 所 有 NP 类 的 问题 都 属于 了 类， 那么 该 
问题 是 NP 完全 的 。 也 就 是 说 ， 一 个 问题 是 NP 完全 的 ， 如 果 存 在 一 个 能 够 在 多 项 式 时 间 内 求 
解 该 问题 的 算法 ， 意 味 着 对 于 每 个 NP 类 问题 ， 都 存在 一 个 能 够 在 多 项 式 时 间 内 求解 该 问题 的 
算法 。 本 书 中 ， 我 们 已 经 讨论 了 几 个 不 同 的 NP 完全 问题 ， 例 如 判定 一 个 简单 图 是 否 存在 哈密 
尔 顿 回路 以 及 判定 一 个 元 命题 是 否 是 重 言 式 。 


练习 

1. 设 人 是 下 列 五 元 组 定义 的 图 灵机 : (50, 0, 5 1, R), (5s, 1, 51, 0, R), (so, B, 5, 0, R), 
(5s1，0，52， 1,， 工 )，(51，1，51，0，R) 和 (si!，B，s;，0，L)。 对 于 下 列 的 初始 带 ， 判 断 工 停 机 时 的 
最 终 带 。 假 设 工 从 初始 位 置 开 始 执行 。 
a) 


b) -IB[I8[1[o0T118181B1 


BB) Bil 加 | 夺 中 生 吓 咯 


d) 

2. 设 开 是 下 列 五 元 组 定义 的 图 灵机 : 《56,0, 51,， 0, R), (50, 1, 5, 0, LL), (5s,，B, 5, 1, R), 
(is Os Baer Ls Rs Cow ly Buy 1 RD)s (srs By Ws Os RON BB jam 0: 对 于 下 列 捕 补 始 
带 ， 判 断 工 停机 时 的 最 终 带 。 假 设 工 从 初始 位 置 开 始 执行 。 


a) …|[5[15[oll[o[lT3aTsST… 
b) …[5T5IITII1TITBTBTBST… 
© LI5[5[olo[5[olo[sT… 
d) “TIBIBIBIBIBIBIBIBI 


引 对 于 由 和 元 组 C50 0 ,soy 0 R), 《so 1, Ss 0 RY, (so B, si B, RY, Csis Os ss 0 RYs 
(s1，1，so，1，R) 和 (s1，B，s; ，B，R) 描 述 的 图 灵机 ， 当 给 定 
a)11 作为 输入 时 ， 它 能 做 什么 ? 

b) 任 意 一 个 位 串 作 为 输入 时 ， 它 能 做 什么 ? 

4. 对 于 五 元 组 C50y 0, 50; 1， R), (sy， ly so0s 1 RY), (C56, B, sis B; LL), (si; 1; sss 1; 了) 描述 的 
图 灵机 ， 当 给 定 
a)101 作为 输入 时 ， 它 能 做 什么 ? 

b) 一 个 任意 的 位 串 作 为 输入 时 ， 它 能 做 什么 ? 

S$. 对 于 五 元 组 (50， 1; 5，0, R), (nm 1, 5 1l, R), Csi, 0, ss, 0, R), Csz, 0 359 1， 工 )) 《5329 
1 >. i Lo RY Coo Ls wos Ts LD, Woys OF on Gr EDy Cor Ts Sys a Dds Ci Or dos LT RV 
述 的 图 灵机 ， 当 给 定 
a)11 作为 输入 时 ， 它 能 做 什么 ? 

b) 全 部 由 1 构成 的 位 串 形 成 的 集合 作为 输入 时 ， 它 能 做 什么 ? 

6. 构造 一 个 带 符号 为 0、1 和 B 的 图 灵机 ， 对 于 给 定 的 输入 位 串 ， 在 带 的 最 末端 增加 一 个 1， 而 其 余 符号 
保持 不 变 。 

7. 构造 一 个 带 符号 为 0、1 和 B 的 图 灵机 ， 它 将 带 上 第 一 个 0 替换 为 1， 而 其 余 符 号 保持 不 变 。 

8. 构造 一 个 带 符号 为 0、1 和 B 的 图 灵机 ， 对 于 给 定 的 输入 位 串 ， 它 将 带 上 所 有 0 替换 为 1， 而 所 有 的 1 


保持 不 变 。 
9. 构造 一 个 带 符号 为 0、1 和 了 的 图 灵机 ， 对 于 给 定 的 输入 位 串 ， 它 将 带 上 除 最 左边 的 1 以 外 的 所 有 1 
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替换 为 0， 而 其 余 符 号 保持 不 变 。 
10. 构造 一 个 带 符号 为 0、1 和 B 的 图 灵机 ， 对 于 给 定 的 输入 位 串 ， 它 将 带 上 首先 出 现 的 两 个 连续 的 1 替 


11. 
12. 
13. 
14. 


15. 
16. 
3 
18. 
19; 


20. 
21. 
22. 
23. 
24. 
25., 
26. 


换 为 0， 而 其 余 符 号 保持 不 变 。 
构造 一 个 图 灵机 ， 它 识别 的 集合 是 所 有 以 0 结尾 的 位 串 组 成 的 集合 。 
构造 一 个 图 灵机 ， 它 识别 的 集合 是 所 有 至 少 包含 两 个 1 的 位 串 组 成 的 集合 。 
构造 一 个 图 灵机 ， 它 识别 的 集合 是 所 有 包含 偶数 个 1 的 位 串 组 成 的 集合 。 
对 于 例 3 中 的 图 灵机 ， 若 从 下 列 每 个 串 开 始 运行 ， 写 出 其 每 一 步 的 带 内 容 。 


a)0011 


b)00011 


c)101100 d)000111 


例 3 中 的 图 灵机 识别 一 个 串 当 且 仅 当 此 串 具 有 形式 0"1" (其 中 是 一 个 正 整 数 )， 试 说 明 原 因 。 
构造 识别 集合 {0”1" |n 宇 0) 的 图 灵机 。 

构造 识别 集合 {0"1"2” |n 宇 0} 的 图 灵机 。 

它 计 算 函 数 f(n) ==n 十 2， 其 中 又 是 非 负 整数 。 


构造 一 个 图 灵机 ， 
构造 一 个 图 灵机 ， 
是 非 负 整数 。 

构造 一 个 图 灵机 ， 
构造 一 个 图 灵机 ， 
构造 一 个 图 灵机 ， 
构造 一 个 图 灵机 ， 
构造 一 个 图 灵机 ， 
构造 一 个 图 灵机 ， 
构造 一 个 图 灵机 ， 


它 计算 下 列 函 数 : 


当 n 宇 3 时，f(n)==n 一 3; 当 n= 二 0，1， 2 时 ，f(n)= 二 0, 其 中 


它 计算 函数 f(n)= 二 nn mod 3。 


它 计 算 下 列 函 数 : 
它 计算 下 列 函 数 : 
它 计算 下 列 函 数 : 
它 计 算 下 列 函 数 : 
它 计算 下 列 函数 : 
它 计 算 下 列 函数 : 


当 n 宇 5 时 ，f(n)= 二 3; 当 2 一 0，1，2，3 或 4 时 ， 太 2) 一 0。 
fln) 二 2n， 其 中 是 非 负 整数 。 

f(n) 二 3n， 其 中 是 非 负 整数 。 

对 于 所 有 非 负 整数 对 mm 和 n:，flni， nz) 二 nz 十 2。 

对 于 所 有 非 负 整数 nn 和 ns， flm, ni) 二 min{m， ns}。 

对 于 所 有 非 负 整数 ni 和 ns，f(m,， nz)= 二 nn 十 nz 十 1。 


假设 T 和 T 是 图 灵机 ， 分 别 具 有 不 相交 的 状态 集 S; 和 S; ， 转 移 函 数 分 别 为 户 和 f;。 我 们 可 以 采 
用 如 下 的 方式 来 定义 图 灵机 工 T;， 即 T 和 Ts 的 合成 。T Ti 的 状态 集 是 S1 U 5; 。TT 以 TT 的 起 始 状 
态 开始 。 首 先 ， 使 用 函数 fi 执行 T, 的 转移 ， 但 不 包括 使 得 T 停机 的 那 一 步 。 然 后 ， 对 使 得 TT 停机 的 
所 有 移动 ， 除 移动 到 T; 的 开始 状态 外 ， 都 执行 相同 的 Ti 转移 。 从 这 点 来 看 ，TT, 的 移动 与 T 的 移动 
相同 。 
27. 通过 求 练习 18 和 练习 22 构造 的 图 灵机 的 合成 ， 构 造 一 个 图 灵机 计算 函数 f(n) 二 2n 十 2。 
28. 通过 求 练习 18 和 练习 23 构造 的 图 灵机 的 合成 ， 构 造 一 个 图 灵机 计算 函数 f(n) 二 3(n 十 2) 二 3n 十 6。 
29. 下 列 哪些 问题 是 判定 问题 ? 
a) 比 nn 小 的 最 小 素数 是 多 少 ? 
b) 图 G 是 否 是 二 分 图 ? 
c) 给 定 串 的 集合 ， 是 否 有 有 限 状 态 自 动机 能 识别 该 集合 ? 
d) 给 定 一 个 棋盘 和 某 种 类 型 的 多 格 骨牌 (参见 1. 8 节 )， 模 盘 是 否 可 用 这 种 类 型 的 骨牌 平 铺 ? 
下 列 哪 些 问 题 是 判定 问题 ? 
a) 正 整数 序列 ca ，a ，…a 是 否 是 递增 序列 ? 
b) 简 单 图 G 的 顶点 是 否 可 用 3 种 颜色 着 色 ， 使 得 没有 相 邻 的 顶点 着 色相 同 。 
ce) 图 G 中 度数 最 大 的 顶点 是 什么 ? 
d) 给 定 两 个 有 限 状态 机 ， 它 们 是 否 能 识别 相同 的 语言 ? 
国 设 B(n) 是 具有 nn 个 状态 且 字母 表 为 {1，B} 的 图 灵机 从 空白 带 开始 运行 后 在 带 上 所 能 打印 的 1 的 最 大 
个 数 。 根 据 给 定 的 值 n 确定 B(n) 这 个 问题 称 为 忙碌 海 狸 问题 (busy beaver problem)， 该 问题 由 拉 多 
(Tibor Rado) 于 1962 年 首先 研究 。 现 在 已 经 知道 ，B(2)= 二 4，B(3) 二 6，B(4) 二 13。 但 当 n 宇 5 时 ，B(n) 
等 于 什么 还 不 知道 。B(z) 增 长 得 很 快 ， 目 前 所 知 B(5) 宇 4098，B(6) 宇 3. 5 X10 。 
x 31. 通过 寻找 下 面 的 图 灵机 来 证 明 B(2) 至 少 是 4: 该 图 灵机 有 两 个 状态 ， 字 母 表 是 {(1，B}， 在 停机 时 ， 
带 上 有 4 个 连续 的 1。 
xx 32. 证 明 : 函数 B(n) 不 能 用 任何 图 灵机 来 计算 。[ 提 示 : 假设 有 一 个 图 灵机 用 二 进 制 计算 B(z) 。 构 造 一 
个 图 灵机 T， 从 空 带 开 始 ， 写 下 n 的 二 进 制 表 示 ， 计 算 B(n) 并 表示 成 二 进 制 ， 然 后 将 BC(n) 从 二 进 制 
表示 转换 为 一 元 表示 。 证 明 当 充分 大 时 ,TT 的 状态 数 可 以 小 于 BC(n)， 导 致 矛 盾 .] 


30. 
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关键 术语 和 结论 

术语 

字母 表 或 词汇 表 (alphabet or vocabulary) : 用 来 构造 串 的 元 素 组 成 的 集合 。 

语言 (language) : 字母 表 上 所 有 串 构 成 的 集合 的 一 个 子 集 。 

短语 结构 文法 ((，T，S， 忆 ) ，phrase-structure grammar) : 语言 的 一 种 描述 ， 包 括 字 母 表 VV、 
终结 符 集 T、 初 始 符号 S 和 产生 式 集 P。 

产生 式 w>wi (the production w>wi): 只 要 语言 的 某 个 串 中 出 现 了 w， 就 可 将 此 串 中 的 包装 
换 为 ri 。 

WWs( 由 wi 派生 ww,，w, is directly derivable from ro ) ，ros 是 从 按 如 下 方式 得 到 的 : 用 产 
生 式 将 w, 中 的 某 个 串 蔡 换 为 另 一 个 串 。 

zi 他 ta (由 派生 tw ，rwws is derivable from zw ) :rz 是 从 wi 按 如 下 方式 得 到 的 ， 用 一 系列 产 
生 式 将 某 些 串 蔡 换 为 另 一 些 串 。 

0 型 文法 (type 0 grammar) : 任意 短语 结构 文法 。 

1 型 文法 (type 1 grammar) : 是 一 种 短语 结构 文法 ， 但 其 产生 式 都 具有 形式 ww 一 w; ， 其 中 vw 一 
LAr 和 mw 一 /rr， 其 中 AENi 1, rr，wE(NUT)'* 有 日 w 关 4 或 w= 二 S 和 ww, 二 7*， 但 S 不 能 
出 现在 任何 其 他 产生 式 的 右边 。 

2 型 (或 上 下 文 无 关 ) 文 法 (type 2，or context-free grammar): 是 一 种 短语 结构 文法 ,但 其 产生 
式 都 具有 形式 A 一 w, ， 其 中 A 是 一 个 非 终 结 符 。 

3 型 (或 正则 ) 文 法 (type 3，or regular grammar): 是 一 种 短语 结构 文法 ， 其 产生 式 的 形式 是 
A>aB，A->a 或 Ss 一 *?， 其 中 A、B 是 非 终 结 符 ，S 是 初始 符 ，a 是 一 个 终结 符 。 

派生 (或 语法 分 析 ) 树 (derivation(or parse)tree) : 一 个 带 根 的 有 序 树 ， 其 根 表 示 2 型 文法 的 初始 
符 ， 内 部 顶点 表示 非 终 结 符 ， 叶 表示 终结 符 ， 顶 点 的 儿子 是 产生 式 右 边 按 从 左 到 右 顺序 排 
列 的 符号 ， 父 亲 表示 的 符号 都 在 左边 。 

巴克 斯 -诺尔 范式 (Backus-Naur form) : 上 下 文 无 关 文 法 的 一 种 描述 ， 在 这 种 描述 中 ， 将 左边 非 
终结 符 相 同 的 所 有 产生 式 合并 成 一 个 式 子 ， 式 子 的 右边 是 这 些 产生 式 不 同 的 右边 ， 并 用 竖 
线 符 将 其 分 开 ， 用 尖 括 号 将 非 终结 符 插 起 来 ， 符 号 一 被 换 成 :: 二 。 

有 限 状 态 机 器 (S，JI，O，f，g，56) 或 米兰 机 (finite-state machine(S, JI, O, f,， g,， 50)ora 
Mealy machine) : 一 个 六 元 组 ， 包 括 状态 集 S、 输 入 字母 表 I、 输 出 字母 表 O、 转 移 函 数 f 
(对 每 个 状态 与 输入 对 ， 指 派 下 一 个 状态 )、 输 出 函数 g( 对 每 个 状态 与 输入 对 ， 指 派 一 个 
输出 ) 和 一 个 初始 符 so 。 

AB(A 和 B 的 连接 ，concatenation of A and B): 由 A 中 的 串 和 B 中 的 串 连 接 而 成 的 串 构 成 
的 集合 。 

A"(A 的 克 菜 因 闭 包 ，Kleene closure of A): 由 人 A 中 任意 多 个 串 连 接 而 成 的 串 构 成 的 集合 。 

确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 (S, IJ，f，s。， 下 ，deterministic finite-state automaton) : 一 个 五 元 
组 ， 包括 状 态 集 S、 输 入 字母 表 工 _ 转移 函数 f( 对 每 个 状态 与 输入 对 ， 指 派 下 一 个 状态 )、 
初始 符 % 和 终结 状态 集 下 。 

非 确 定性 的 有 限 状 态 自动 机 (S，T，F，w， 下 ，nondeterministic finite-state automaton): 一 个 
五 元 组 ， 包 括 状 态 集 S、 输 入 字母 表 I、 转 移 函 数 f( 对 每 个 状态 与 输入 对 ， 指 派 下 一 个 可 
能 状态 的 集合 ) 、 初 始 符 s。 和 终结 状态 集 下 。 

自动 机 识别 的 语言 (language recognized by an automaton) : 将 自动 机 从 初始 状态 带 到 终结 状态 
的 输入 串 构成 的 集合 。 

正则 表达 式 (regular expression) : 如 下 递归 定义 的 表达 式 ， 杀 、) 和 输入 字母 表 中 的 每 个 符号 工 
都 是 正则 表达 式 ; 当 4 和 B 是 正则 表达 式 时 ，(AB)、(AUB) 和 A“ 都 是 正则 表达 式 。 
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正则 集合 (regular set) : 正则 表达 式 定 义 的 集合 。 

图 灵机 (T 二 S，I，f，s。，Turing machine): 由 下 列 各 部 分 组 成 的 四 元 组 : 有 限 状 态 集 S、 包 
含 空白 符 B 的 字母 表 I、 从 SXT 到 SXIX({R, 工 } 的 一 个 部 分 函数 、 初 始 状 态 * 。 

非 确定 性 的 图 灵机 (nondeterministic Turing machine) : 对 于 每 个 (状态 ， 带 符号 ) 对 可 能 包含 不 
止 一 条 转换 规则 的 图 灵机 。 

判定 问题 (decision problem): 是 指 这 样 一 类 问题 ,判断 某 个 特定 类 型 的 命题 中 的 命题 是 否 
为 真 。 

可 解 问题 (solvable problem): 该 问题 的 性 质 是 具有 一 个 有 效 的 算法 能 够 求解 该 问题 的 所 有 
实例 。 

不 可 解 问题 (unsolvable problem) : 该 问题 的 性 质 是 不 存在 一 个 有 效 的 算法 能 够 求解 该 问题 的 所 
有 实例 。 

可 计算 函数 (computable function) : 函数 值 可 以 通过 图 灵机 来 计算 的 函数 。 

不 可 计算 函数 (uncomputable function) ;函数 值 不 可 以 通过 图 灵机 来 计算 的 函数 。 

P 类 ， 多 项 式 时 间 问 题 类 (P，the class of polynomial-time problems) : 该 类 问题 能 由 确定 性 的 图 
灵机 在 输入 大 小 的 多 项 式 时 间 内 求解 。 

NP 类 ， 非 确定 性 多 项 式 时 间 问 题 类 (NP，the class of nondeterministic polynomial-time problems) : 
一 个 问题 能 由 非 确定 性 的 图 灵机 在 输入 大 小 的 多 项 式 时 间 内 求解 ， 则 该 问题 属于 NP 类 
问题 。 

NP 完全 (NP-complete) : 该 类 问题 是 NP 类 问题 的 子 集 ， 并 且 该 类 问题 具有 这 样 的 性 质 ， 如 果 
其 中 之 一 属于 P 类 ， 则 NP 类 中 的 所 有 问题 也 都 属于 P 了 类 。 


结论 

对 每 个 非 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 存 在 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 它 们 识别 相同 的 
集合 。 

克 菜 因 定 理 (Kleene”s theorem) : 一 个 集合 是 正则 的 当 和 且 仅 当 它 可 由 一 个 有 限 状态 自动 机 来 
识别 。 

一 个 集合 是 正则 的 当 且 仅 当 它 可 由 一 个 正则 文法 生成 。 

停机 问题 是 不 可 解 的 。 


复习 题 
1. a) 定 义 短 语 结构 文法 。 
b) 一 个 串 可 以 由 短语 结构 文法 从 串 多 派生 出 来 ”的 含义 是 什么 ? 
2. a) 什 么 是 短语 结构 文法 生成 的 语言 ? 
b) 设 短语 结构 文法 G 如 下 : 词汇 表 为 {S，0，1)， 终结 符 集 为 了 二 {0，1}， 初 始 符号 为 S， 产 生 式 为 
S000S 和 S 一 1。G 生成 的 语言 是 什么 ? 
中 给 出 生成 集合 {01" |n 二 0，1，2，…)} 的 短语 结构 文法 。 


3. 3) 定义 一 个 1 型 文法 。 b) 给 出 一 个 是 文法 但 不 是 1 型 文法 的 例子 。 
中 定义 2 型 文法 。 d) 给 出 一 个 是 1 型 文法 但 不 是 2 型 文法 的 例子 。 
e) 定 义 一 个 3 型 文法 。 人 给 出 一 个 是 2 型 文法 但 不 是 3 型 文法 的 例子 。 
4. 2) 定义 一 个 正则 文法 。 b) 定 义 一 个 正则 语言 。 


c) 证 明 : 集合 {0"1" |mw、n 二 0，1，2，…} 是 一 个 正则 语言 。 
5. a) 什 么 是 巴克 斯 -诺尔 范式 ? 
b) 选 择 英语 的 一 个 子 集 ， 给 出 其 巴克 斯 -诺尔 范式 。 
6. a) 什 么 是 有 限 状态 机 ? 
b) 说 明 怎么 用 有 限 状态 机 建立 下 列 自动 售 货 机 的 模型 : 它 只 接受 25 分 硬币 ， 在 放 入 75 分 之 后 ， 它 发 
售 一 简 软 饮料 。 
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7. 求 能 被 如 下 的 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 识别 的 串 的 集合 。 


2 
区 的) 一 (一 sO 


8. 构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 能 识别 以 1 开始， 并 且 以 1 结束 的 串 形 成 的 集合 。 
9. a) 什 么 是 一 个 串 集 合 的 克 莱 因 闭 包 ? b) 求 集合 {11，0} 的 克 莱 因 闭 包 。 
10. a) 定 义 一 个 有 限 状 态 自 动机 。 
b) “一 个 串 由 一 个 有 限 状 态 自 动机 识别 ?的 含义 是 什么 ? 
. 11. a) 定 义 一 个 非 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 。 
b) 试 证 ， 对 于 每 个 非 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 存 在 一 个 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 ， 它 们 识别 相同 的 语言 。 
12. a) 定 义 一 个 集合 TI 上 的 正则 表达 式 集 。 b) 解 释 怎么 用 正则 表达 式 表 示 正 则 集合 。 
13. 叙述 克 莱 因 定理 。 
14. 试 证 : 一 个 集合 可 由 正则 文法 生成 当 且 仅 当 它 是 一 个 正则 集合 。 
15. 给 出 一 个 不 能 由 有 限 状 态 自 动机 识别 的 集合 的 例子 ， 并 证 明 没 有 有 限 状 态 自动 机 能 够 识别 它 。 
16. 定义 一 个 图 灵机 。 
17. 描述 如 何 用 图 灵机 来 识别 集合 。 
18. 描述 如 何 用 图 灵机 计算 数论 函数 。 
19. 什么 是 不 可 解 的 判定 问题 ? 给 出 一 个 例子 。 


补充 练习 
* 1. 求 识别 下 列 每 个 语言 的 一 个 短语 结构 文法 。 
a) 形 如 0”1” 的 位 串 的 集合 ， 其 中 是 一 个 非 负 整数 。 
b) 位 串 的 集合 ， 其 中 0 的 个 数 是 1 的 个 数 的 两 倍 。 
c) 形 如 wi 的 位 串 的 集合 ， 其 中 也 是 位 串 。. 
* 2. 求 产 生 集合 {0”|n 宇 0} 的 一 个 短语 结构 文法 。 
在 练习 3 和 4 中 ，G=(V，T，S，P) 是 一 个 上 下 文 无 关 文 法 , 其 中 V={(,), S, A, B}, T={(,)}， 
S 是 初始 符号 ， 产生 式 有 S 一 A,， A 一 AB, A 一 B, B 一 (A),， B>()，S 一 4。 
3. 构造 下 列 串 的 派生 树 。 
a)(()) b)()(()) ec) OO)) 
* 4. 证 明 : 工 (G) 就 是 第 5 章 补充 练习 63 的 导语 中 定义 的 括号 的 合式 串 集合 。 
称 一 个 上 下 文 无 关 文 法 是 二 义 的 ， 如 果 L(G) 中 有 一 个 词 有 两 个 派生 ， 且 将 这 两 个 派生 看 做 带 根 的 有 
序 树 时 ， 产 生 两 个 不 同 的 派生 树 。 
5. 设 文法 G=(V，T，S，P), 其 中 V=={0，S},， T=={0}，S 是 初始 符号 ， 产 生 式 有 S 一 0S，S 一 S0 和 
S-~0。 构 造 0: 的 两 个 不 同 派生 树 ， 从 而 证 明 G 是 二 义 的 。 
6. 设 文法 G=(V，T，S，P) 为 : V={0，S}，T=(0)，S 是 初始 符号 ， 产 生 式 有 S 一 0S 和 SS 一 0。 证 明 
G 是 非 二 义 的 。 
7. 设 A 和 B 是 V* 的 两 个 有 限 子 集 ， 其 中 V 是 一 个 字母 表 。 问 |AB|=|BA | 肯定 成 立 吗 ? 
8. 设 V 是 一 个 字母 表 ，A、B 和 C 是 V' 的 子 集 。 证 明 或 反 证 下 列 各 式 。 
a)A(BUC)=ABUAC b)A(BNMNC)=ABNAC 
© AB)C= A(BC) dd) (AUB)' =A* UB: 
9. 设 V 是 一 个 字母 表 ,，A 和 B 是 V' 的 子 集 。 从 A* SB 能 和 否 推出 ASB? 
10. 正则 表达 式 (2" )(0U (12" )) " 表示 的 串 集合 是 什么 ( 串 的 符号 在 集合 {0，1，2} 中 )? 
如 下 递归 定义 集合 T 上 正则 表达 式 的 星 高 度 h(E): 
h(2)=0; 
若 xETI， 则 jx) 一 0; 
车 E 和 Es 是 正则 表达 式 ， 则 ACE UE))==h((BEiE;)) 二 max(h(E), h(E,)); 


11. 


* 12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


共 卫 7， 


* 18. 


19. 


20. 
21. 
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若 卫 是 正则 表达 式 ， 则 h(E* )= 二 h(E) 十 1。 
求 下 列 正则 表达 式 的 星 高 度 
a)0"1 b)0*1°* c) (0* 01)° dO 1 
e) (010°" )(1° 01* )* (C01)* (10)* )* fD (CO )1)* 0)* )1)* 
对 下 列 每 个 正则 表达 式 ， 求 一 个 表示 相同 语言 但 具有 最 小 星 高 度 的 正则 表达 式 。 
a)(0"1°)°" b) (0(01* 0)* )” cu AKON (WL* ya 
构造 一 个 带 输出 的 有 限 状 态 机 ， 若 到 目前 为 止 读 到 的 输入 位 串 中 含有 4 个 或 4 个 以 上 的 1， 则 它 输出 
1。 然 后 再 构造 一 个 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 来 识别 这 个 集合 。 
构造 一 个 带 输出 的 有 限 状 态 机 器 ， 若 到 目前 为 止 读 到 的 输入 位 串 中 含有 4 个 或 4 个 以 上 连续 的 1， 则 
它 输出 1。 然 后 再 构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 来 识别 这 个 集合 。 
构造 一 个 带 输出 的 有 限 状 态 机 器 ， 若 到 目前 为 止 读 到 的 输入 位 串 以 4 个 或 4 个 以 上 连续 的 1 结尾 ， 则 
它 输出 1。 然 后 再 构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 来 识别 这 个 集合 。 
在 有 限 状 态 机 中 ， 称 状态 * 是 从 状态 ;可 达 的 ， 如 果 存 在 输入 串 z 使 得 f(s，z) 二 s。 称 状态 是 瞬 
变 的 ， 若 没有 非 空 输入 串 z 使 得 1(s*，z) 一 *。 称 状态 * 是 一 个 沉积 点 ， 若 对 于 任意 输入 串 z 都 有 
(5，z) 一 5。 对 下 列 状 态 图 所 示 的 有 限 状 态 机 ， 回 答 问 题 a) 一 d) 。 
a) 哪 些 状 态 是 从 so 可 达 的 ? 
b) 哪 些 状 态 是 从 ss 可 达 的 ? 
c) 哪 些 状 态 是 瞬 变 的 ? 
d) 哪 些 状 态 是 沉积 点 ? 





设 集合 S、I 和 0O 都 是 有 限 集合 , 且 |S|=n、|I|=k&、|0|=m。 

a) 可 以 构造 多 少 个 不 同 的 有 限 状 态 机 (米兰 机 )M=(S，I，O，f，g，so0) (其 中 初始 状态 so 可 以 任意 
选择 )? 

b) 可 以 构造 多 少 个 不 同 的 摩尔 机 M 二 (S，I，O，f，g，so)( 其 中 初始 状态 so 可 以 任意 选择 )? 

设 集合 S 和 了 是 有 限 集合 , 且 |S|=n，| 了 | =&。 在 下 列 情形 下 ， 存 在 多 少 个 不 同 的 有 限 状 态 自动 机 

(S，I，f，s。，F) (其 中 初始 状态 s。 以 及 由 S 的 终结 状态 构成 的 子 集 F 可 以 任意 选择 )? 

a) 如 果 机 器 是 确定 性 的 。 

b) 如 果 机 器 是 非 确定 性 的 。( 注 意 : 这 包括 确定 性 的 自动 机 。) 

对 于 具有 如 下 状态 图 的 非 确定 性 的 自动 机 ， 构 造 一 个 与 之 等 价 的 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 。 





练习 19 中 的 自动 机 识别 的 语言 是 什么 ? 
构造 有 限 状 态 自 动机 识别 下 列 集合 。 
a)0”(10)“ b) CO1U11D"* 10° (OUI) eCO0IUCGID) )” 


关 关 


关 关 
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* 22. 求 表 示 由 0 和 1 组 成 的 下 列 串 集合 的 正则 表达 式 。 

a) 偶 数 个 1 与 奇数 个 0 交替 出 现 。 
b) 包 含 至 少 2 个 连续 的 0 或 3 个 连续 的 1。 
c) 不 包含 3 个 连续 的 0 或 2 个 连续 的 1 。 

* 23. 证 明 : 若 A 是 一 个 正则 集合 ， 则 A 也 是 。 

* 24. 证 明 : 车 A 和 B 都 是 正则 集合 ， 则 A 站 B 也 是 。 

* 25. 求 识别 由 0 和 1 组 成 的 下 列 串 集合 的 有 限 状 态 自 动机 。 

a) 以 不 超过 3 个 连续 的 0 开始 ， 且 至 少 包含 2 个 连续 的 1。 
b) 包 含 偶数 个 符号 ， 且 不 含 101。 
c) 有 3 个 由 2 个 或 2 个 以 上 的 1 组 成 的 块 ， 且 有 至 少 2 个 0。 

* 26. 用 13. 4 节 的 练习 22 所 给 的 泵 引 理 证 明 : {0”|”EN)} 不 是 正则 的 。 

* 27. 用 13. 4 节 的 练习 22 所 给 的 泵 引 理 证 明 : {12 |p 是 素数 } 不 是 正则 的 。 

* 28. 对 于 上 下 文 无 关 语 言 ， 有 与 正则 集合 的 泵 引 理 类 似 的 结果 。 设 L(G) 是 上 下 文 无 关 语 言 G 识别 的 语 
言 。 此 结果 是 存在 常量 N， 如 果 z 是 L(G) 中 的 一 个 词 ， 且 i(z) 宇 N， 则 z 可 以 写成 wvwzy， 其 中 
lvwz) 夺 N，i(vz) 宇 1， 且 uv'wz'y 属于 工 (G) (天 0，1，2，3，…)。 用 这 个 结果 证 明 ， 不 存在 上 下 
文 无 关 文 法 工 (G) 满 足 {0"1"2" |n 二 0，1，2，…})。 

* 29. 构造 一 个 能 计算 函数 Fa ，nz) 二 max(ni，nz) 的 图 灵机 。 

* 30. 构造 一 个 图 灵机 ， 它 能 计算 如 下 函数 : 当 nn 时 ， fn, m)=n—nm; 当 no < 时 ， flm, m)=0。 


计算 机 课题 

按 给 定 的 输入 和 输出 写 程序 。 

. 给 定 短语 结构 文法 的 产生 式 ， 根 据 乔 姆 斯 基 分 类 方法 ， 判 断 此 文法 所 在 的 类 。 

. 给 定 短语 结构 文法 的 产生 式 ， 求 使 用 20 条 或 更 少 的 产生 式 规 则 生成 的 所 有 串 。 

. 给 定 2 型 文法 的 巴克 斯 -诺尔 范式 ， 求 使 用 20 条 或 更 少 的 规则 生成 的 所 有 串 。 

. 给 定 一 个 上 下 文 无 关 文法 的 产生 式 和 一 个 串 ， 如 果 这 个 串 在 此 文法 生成 的 语言 中 ， 产 生 这 个 串 的 派生 树 。 
. 给 定 一 个 摩尔 机 的 状态 表 和 一 个 输入 串 ， 产 生 此 机 器 生成 的 输出 串 。 

给 定 一 个 米兰 机 的 状态 表 和 一 个 输入 串 ， 产 生 此 机 器 生成 的 输出 串 。 

. 给 定 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 的 状态 表 和 一 个 串 ， 判 断 这 个 串 能 否 由 此 自动 机 识别 。 

. 给 定 一 个 非 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 的 状态 表 和 一 个 串 ， 判 断 这 个 串 能 否 由 此 自动 机 识别 。 

. 给 定 一 个 非 确 定性 的 有 限 状 态 自 动机 的 状态 表 ， 构 造 一 个 识别 相同 语言 的 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 的 
状态 表 。 

xx 10. 给 定 一 个 正则 表达 式 ， 构 造 一 个 非 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 ， 识 别 这 个 表达 式 表示 的 集合 。 
11. 给 定 一 个 正则 文法 ， 构 造 一 个 有 限 状 态 自 动机 识别 这 个 文法 生成 的 语言 。 

12. 给 定 一 个 有 限 状 态 自动 机 ， 构 造 一 个 正则 文法 生成 这 个 自动 机 所 识别 的 语言 。 

* 13. 给 定 一 个 图 灵机 ， 求 一 个 给 定 的 输入 串 所 产生 的 输出 串 。 


计算 和 探索 


用 一 个 计算 程序 或 你 自己 编写 出 的 程序 做 下 面 的 练习 。 

. 通过 检查 所 有 具有 两 个 状态 且 字 母 表 为 {1，B} 的 图 灵机 ， 求 解 两 个 状态 的 忙碌 海 狸 问题 。 
. 通过 检查 所 有 具有 3 个 状态 且 字 母 表 为 {1，B} 的 图 灵机 ,求解 3 个 状态 的 忙碌 海 狸 问题 。 
. 通过 检查 所 有 具有 4 个 状态 且 字 和 母 表 为 {1，B}) 的 图 灵机 ， 求 具有 4 个 状态 的 忙碌 海 狸 机 器 。 
. 尽力 解 5 个 状态 的 忙碌 海 狸 问 题 ， 进 展 越 多 越 好 。 

. 尽力 解 6 个 状态 的 忙碌 海 狸 问题 ， 进 展 越 多 越 好 。 


写作 课题 


用 本 教材 以 外 的 资料 ， 按 下 列 要 求 写成 论文 。 
1. 描述 怎么 用 利 登 梅 耶 系 统 (Lidenmeyer system) 建 立 某 种 类 型 植物 的 生长 模型 。 利 登 梅 耶 系统 用 带 产 生 
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式 的 文法 来 建立 植物 生长 的 各 种 不 同方 式 的 模型 。 


. 对 于 各 种 程序 设计 语言 ， 如 Java、LISP、ADA 和 数据 库 语 言 SQL， 给 出 描述 其 语法 的 巴克 斯 -诺尔 范 


式 ( 或 扩展 的 巴克 斯 -诺尔 范式 ) 规 则 。 


. 解释 在 拼写 检查 程序 中 ， 怎 么 使 用 有 限 状 态 机 。 

. 解释 在 网 络 协议 研究 中 ， 怎 么 使 用 有 限 状 态 机 。 

. 解释 在 语音 识别 程序 中 ， 怎 么 使 用 有 限 状 态 机 。 

. 比较 摩尔 机 和 米兰 机 在 设计 硬件 系统 和 计算 机 软件 中 的 应 用 。 

. 解释 概念 有限 状 态 自 动机 极 小 化 ”。 给 出 一 个 程序 来 实现 这 个 极 小 化 。 

. 给 出 细胞 自动 机 的 定义 ， 以 “生命 的 游戏 ”(Game of Life) 为 例 ， 解释 它们 的 应 用 。 

. 定义 下 推 自动 机 ， 解 释 怎么 用 下 推 自动 机 来 识别 集合 。 下 推 自动 机 能 识别 哪些 集合 ? 给 出 验证 你 的 答 


案 正 确 性 的 证 明 概 要 。 


. 定义 线性 有 界 自动 机 ， 解 释 怎么 用 线性 有 界 自动 机 来 识别 集合 。 线 性 有 界 自动 机 能 识别 哪些 集合 ? 


给 出 验证 你 的 答案 正确 性 的 证 明 概 要 。 


. 查找 图 灵 对 现 称 为 图 灵机 的 机 器 的 原始 定义 。 定 义 这 样机 器 的 动机 是 什么 ? 

. 描述 “通用 图 灵机 ”(Universal Turing Machine) 的 概念 。 解 释 怎么 构造 这 样 的 机 器 。 

. 解释 能 够 用 非 确 定性 的 图 灵机 而 不 能 用 确定 性 的 图 灵机 的 应 用 种 类 。 

. 证 明 : 一 个 图 灵机 能 够 模拟 一 个 非 确 定性 的 图 灵机 的 任何 动作 。 

. 证 明 : 一 个 集合 能 被 图 灵机 识别 当 且 仅 当 它 能 由 短语 结构 文法 生成 。 

. 描述 4 演算 的 基本 概念 。 解 释 怎么 用 它 来 研究 函数 的 可 计算 性 。 

. 试 证 : 一 个 具有 个 带 的 图 灵机 能 做 的 任何 事情 ， 本 章 所 定义 的 图 灵机 也 都 能 做 。 

. 试 证 : 一 个 在 两 个 方向 都 有 无 限 带 的 图 灵机 能 做 的 任何 事情 ， 只 在 一 个 方向 有 无 限 带 的 图 灵机 也 都 


能 做 。 
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本 书 中 ， 我 们 假设 了 一 组 实数 集合 和 正 整 数 集合 的 显 式 公 理 。 在 这 个 附录 中 ， 我们 将 列 出 
这 些 公理 并 解释 如 何 从 这 些 公理 导出 一 些 在 正文 中 不 加 证 明 就 引用 的 基本 事实 。 


A. 1 实数 公理 

标准 的 实数 公理 包括 域 ( 或 代数 ) 公 理 ， 用 于 规定 基本 算数 运算 的 法 则 和 序 公理 ， 用 于 规定 
实数 顺序 性 质 的 公理 。 

域 公理 ”首先 介绍 域 公 理 。 通 常 ， 我 们 将 两 个 实数 xz 与 y 的 和 以 及 积分 别 记 做 并 十 y 和 
TX。，y。( 注 意 z 与 y 的 积 通常 记 做 zy 而 省 略 表示 乘法 的 点 。 在 本 附录 中 ， 我 们 不 用 这 种 简化 符 
号 ， 但 是 在 正文 中 会 用 到 。) 另 外 ， 通 常 约 定 ， 先 做 乘法 后 做 加 法 ， 除 非 使 用 了 括号 。 尽 管 这 些 
陈述 也 是 公理 ， 但 通常 称 为 是 定律 或 法 则 。 这 些 公理 的 前 两 条 告诉 我 们 当 把 两 个 实数 相 加 或 相 
乘 时 ， 结 果 还 是 一 个 实数 。 这 就 是 封闭 律 。 

。 加 法 封闭 律 ” 对 于 所 有 实数 zx 和 >y，z 十 y 是 实数 。 

。 乘法 封闭 律 ” 对 于 所 有 实数 zx 和 >y，z，"y 是 实数 。 

接 下 来 两 个 公理 告诉 我 们 当 把 三 个 实数 相 加 或 相 乘 时 ， 无 论 什 么 运算 顺序 都 能 得 到 同样 的 
结果 。 这 就 是 结合 律 。 

。 加 法 结合 律 ” 对 于 所 有 实数 z+、y 和 xz，(Zz 十 y) 十 z 二 zx 十 (y 十 z)。 

。 乘法 结合 律 ” 对 于 所 有 实数 zz、y 和 xz,， (zx*y)*z=xX，(y* z)。 

另外 两 个 代数 公理 告诉 我 们 ， 对 两 个 数 做 加 法 或 乘法 时 顺序 并 不 重要 。 这 就 是 交换 律 。 

。 加 法 交换 律 ” 对 于 所 有 实数 工 和 ?了 ，z 十 y 一 > 十 Z。 

。 乘法 交换 律 ” 对 于 所 有 实数 zx 和 >y，Zz，y 一 y，7。 

接 下 来 两 个 公理 告诉 我 们 0 和 1 分 别 是 实数 集 的 加 法 单位 元 和 乘法 单位 元 。 即 ， 当 我 们 对 
一 个 实数 加 0 或 者 乘 1 时 不 会 改变 这 个 实数 。 这 就 是 单位 元 律 。 

。 加 法 单位 元 律 ” 对 于 每 个 实数 z，z 十 0 二 0 十 Zz 三 工 。 

。 乘法 单位 元 律 ” 对 于 每 个 实数 zx，Zz。1 一 1，Zz 一 Z。 

虽然 这 看 起 来 很 明显 ， 但 我 们 还 是 需要 下 面 的 公理 。 

。 单位 元 公理 ”加 法 单位 元 0 和 乘法 单位 元 1 是 不 一 样 的 ， 即 0 关 1。 

还 有 两 个 公理 告诉 我 们 ， 对 于 每 个 实数 ， 都 存在 一 个 实数 加 上 该 实数 后 得 到 0; 而 对 于 每 
个 非 零 实 数 ， 都 存在 一 个 实数 乘 上 该 实数 后 得 到 1。 这 就 使 北 律 。 

。 加 法 的 逆 律 ” 对 于 每 个 实数 zx， 存在 一 个 实数 一 z( 称 为 工 的 加 法 逆 ) 使 得 二 (一 并 一 


《一 人) 十 元 一 0 。 
。 乘法 的 逆 律 ”对 于 每 个 非 零 实 数 z， 存 在 一 个 实数 1/z( 称 为 之 的 乘法 逆 ) 使 得 二 
(1VZz) 一 (1/z)。zZ 一 1。 


实数 的 最 后 一 个 代数 公理 是 分 配 律 ， 它 告诉 我 们 乘法 对 加 法 可 分 配 。 即 ， 先 把 一 对 实数 相 
加 再 乘 以 第 三 个 实数 ， 或 者 先 将 两 个 实数 中 的 每 一 个 与 第 三 个 实数 相 乘 再 把 两 个 乘积 相 加 ， 我 
们 将 得 到 同样 的 结果 。 

。 分 配 律 ” 对 于 所 有 实数 zx、y 和 zz， 有 Zz* Cy 十 2)= 二 Zz*，y 十 TZ，z 和 (Zz 十 Y) ，z 一 XT，zx 十 y， 之 。 

序 公理 ” 接 下 来 ,我 们 叙述 实数 的 序 公 理 ， 它 规定 了 实数 集 上 的 “大 于 ”( 记 做 二 ) 的 性 质 。 
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当 工 大 于 y 时 ， 我 们 写成 x>y( 和 ?<z); 当 zy 或 +==y 时 ,我 们 写成 z+ 宇 y( 和 y 二 x)。 第 
一 个 公理 告诉 我 们 ， 给 定 两 个 实数 ， 恰 好 有 三 种 可 能 性 之 一 发 生 : 两 个 数 相 等 ; 第 一 个 数 大 于 
第 二 个 数 ; 第 二 个 数 大 于 第 一 个 数 。 这 就 是 三 分 律 。 

。 三 分 律 ” 对 于 所 有 实数 工 和 y，z= 一 >y、z>>y、y> 工 中 恰好 有 一 个 为 真 。 

. 接 下 来 的 公理 称 为 传递 律 ， 它 告诉 我 们 ， 如 果 第 一 个 数 大 于 第 二 个 数 而 第 二 个 数 又 大 于 第 

三 个 数 ， 则 第 一 个 数 大 于 第 三 个 数 。 

。 传递 律 ”对 于 所 有 实数 z、y 和 >z， 如 果 让 z>>y 和 y 二 z， 则 zx 这 xz。 

我 们 还 有 两 个 相 容 律 ， 它 告诉 我 们 当 在 一 个 大 于 关系 的 两 边 加 上 一 个 数 时 ， 大 于 关系 依然 
成 立 ; 当 在 一 个 大 于 关系 两 边 乘 上 一 个 正 整 数 ( 即 满足 z>0 的 实数 z) 时 ， 大 于 关系 依然 成 立 。 

。 加 法 相 容 律 ”对 于 所 有 实数 zx、> 和 >z， 如 果 z>>， 则 z 十 xz 之 y 十 >。 

。 乘法 相 容 律 ” 对 于 所 有 实数 z、y 和 zx， 如 果 zy 和 zx 这 0， 则 工 * zy， xz。 

我 们 留 给 读者 (参见 练习 15) 来 证 明 对 于 所 有 实数 zx、y 和 z， 如 果 z>y 和 >z*<0， 则 z， 
z<y。zx。 即 在 一 个 不 等 式 两 边 乘 以 一 个 负 实 数 改 变 不 等 式 的 方向 。 

实数 集 的 最 后 一 个 公理 是 完备 性 。 在 叙述 该 公里 前 ， 还 需要 一 些 定义 。 首 先 ， 给 定 实数 的 
一 个 非 空 子 集 A， 我 们 说 实数 5 是 A 的 一 个 上 界 ， 如 果 对 于 A 中 的 每 个 实数 a 有 4b 宇 a。 一 个 实 
数 s 是 A 的 最 小 上 界 ， 如 果 s 是 A 的 一 个 上 界 且 只 要 t 是 A 的 一 个 上 界 时 就 有 s 二 i。 

。 完备 性 ”实数 的 每 个 有 上 界 的 非 空 子 集 均 有 一 个 最 小 上 界 。 


A.2 利用 公理 证 明基 本 事实 


我 们 所 列 的 公理 可 以 用 来 证 明 许 多 之 前 常常 引用 而 又 没有 显 式 证 明 的 性 质 。 这 里 给 出 一 些 
能 用 公理 证 明 的 结论 的 例子 ， 而 将 更 多 性 质 的 证 明 留 作 练习 。 虽 然 我 们 要 证 明 的 结论 看 似 相当 
明显 ， 但 仅 用 我 们 给 出 的 公理 证 明 还 是 富有 挑战 性 的 。 

实数 的 加 法 单位 元 0 是 唯一 的 。 

证 ”为 了 证 明 实 数 的 加 法 单位 元 0 是 唯一 的 ， 假 设 0' 也 是 一 个 实数 的 加 法 单位 元 。 这 意味 
着 当 工 是 实数 时 有 0' 十 z 王 z 十 0 一 z。 由 加 法 单位 元 律 可 得 0 十 0' 二 0'。 因 为 0 "是 加 法 单位 元 ， 所 
以 我 们 知道 0 十 0' 二 0。 从 而 可 得 0 一 0 ， 因 为 两 者 均等 于 0 十 0 。 这 就 证 明了 0 是 实数 唯一 的 加 法 单 
位 元 。 < 

实数 工 的 加 法 北 是 唯一 的 。 

证 令 z 为 实数 。 假 设 >》 和 z 均 为 zx 的 加 法 逆 。 则 ， 


7 一 0 十 y 由 加 法 单位 元 律 
一 (z 十 Z) 十 y 因为 z 是 xz 的 加 法 逆 
一 z 十 (Z 十 y) 由 加 法 的 结合 律 
一 z 十 0 因为 y 是 z 的 加 法 逆 
一 z 由 加 法 单位 元 律 。 
从 而 可 得 > 一 >z。 4 


定理 1 和 2 告诉 我 们 加 法 单位 元 和 加 法 闭 是 唯一 的 。 定 理 3 和 4 告诉 我 们 乘法 单位 元 和 非 
零 实 数 的 乘法 道 也 是 唯一 的 。 证 明 留 作 练 习 。 

了 实数 的 乘法 单位 元 1 是 唯一 的 。 

让 非 索 实 数 过 的 乘法 逆 是 唯一 的 。 

对 于 每 个 实数 zx，Zz。0 一 0。 

证 ”假设 z 是 实数 。 由 加 法 逆 律 ， 存 在 一 个 实数 y 是 z "0 的 加 法 逆 ， 所 以 有 zx， 0 十 ?二 
0。 由 加 法 单位 元 律 ，0 十 0 二 0。 利 用 分 配 律 ， 可 知 z，0 二 zx。 (0 十 0) 二 zx，0 十 z，* 0。 从 而 可 得 

0 二 xz，0 十 y= 二 (xz，0 十 xz。，0) 十 y 
接 下 来 ， 注 意 由 加 法 结合 律 以 及 因为 zx， 0 十 y 二 0， 可 得 
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( 冰 。0 十 Z。，0) 十 y 一 示 。，0 十 (Z。0 十 y) 王 过。 0 十 0 

最 后 ， 由 加 法 单位 元 律 ， 可 知 zx。0 十 0 二 z。0。 因 此 ，z， 0 一 0。 4 

对 于 所 有 实数 工 和 y， 如 果 工 " y 王 0， 则 zx 二 0 或 y 一 0。 

证 ”假设 zx 和 > 是 实数 且 z，y=0。 如 果 Zz 天 0， 则 由 乘法 逆 律 ，z 有 一 乘法 首 1/z 使 得 
Z。(]1/z) 王 (1/z)。z 一 1。 因 为 zx。y 王 0， 所 以 由 定理 5 可 得 (1/z)。(z。y) 王 (1/z)。0 一 
利用 乘法 结合 律 ， 有 ((1/z)。z)。y 王 0。 这 意味 着 1。y 王 0。 由 乘法 单位 元 律 ， 可 知 1。y 一 y， 
所 以 y 二 0。 因 此 ,或 者 z==0 或 者 y=0。 4 

实数 集 的 乘法 单位 元 1 大 于 加 法 单位 元 0。 

证 “由 三 分 律 可 知 ，0 一 1，0>1,， 或 者 1 盖 0。 由 单位 元 公理 可 知 ，0 天 1。 

所 以 ,假设 0>1。 我 们 证 明 这 个 假设 会 导致 矛盾 。 由 加 法 闭 律 ，1 有 加 法 逆 一 1 满足 1 十 


(一 1) 二 0; 加 法 相 容 性 告诉 我 们 ，0 十 (一 1 之 1 十 (一 1)==0; 加 法 单位 元 律 告诉 我 们 ,0 十 (一 1) = 
一 1。 因 此 ， 一 1 之 0， 而 由 乘法 相 容 性 可 得 ，( 一 1)。( 一 1) 二 (一 1)。0。 由 定理 5， 最 后 一 个 不 等 
式 的 右边 是 0。 由 分 配 律 可 得 ，( 一 1)。( 一 1) 十 (一 1)。1= 王 (一 1)。( 一 1 十 1) 一 (一 1)。0 王 0。 所 
以 ， 最 后 这 个 不 等 式 的 左边 ，( 一 D)。( 一 1) ， 是 一 1 唯一 的 加 法 逆 ， 所 以 该 不 等 式 的 左边 等 于 1。 
因此 最 后 这 个 不 等 式 变 成 了 1>0， 与 三 分 律 矛 盾 ， 因 为 我 们 已 经 假设 了 0>1。 

因为 我 们 知道 0 关 1 而 0 之 1 也 是 不 可 能 的 ， 所 以 由 三 分 律 可 得 结论 1 二 0。 4 


接 下 来 的 定理 告诉 我 们 ， 对 于 每 个 实数 都 存在 一 个 整数 (这 里 的 整数 是 指 0、 任 意 多 个 1 的 
和 ， 以 及 这 些 和 的 加 法 逆 ) 大 于 该 实数 。 这 个 结论 归功 于 希腊 数学 家 阿 基 米 德 。 这 个 结论 可 以 
在 欧 几 里 得 的 Elements) 第 5 卷 中 找到 。 

阿 基 米 德 性 质 ”对 于 每 个 实数 xz 存在 一 个 整数 n， 使 得 n> 工 。 

证 假设 zz 是 一 个 实数 ， 使 得 对 每 个 整数 nn 都 有 nn 三 z<。 则 z 是 整数 集合 的 一 个 上 界 。 由 
完备 性 可 得 ， 整 数 集合 有 一 个 最 小 上 界 M。 因 为 M 一 1<M 而 M 是 整数 集合 的 最 小 上 界 ， 所 以 
M 一 1 不 是 整数 集合 的 上 界 。 这 意味 着 存在 一 个 整数 满足 之 M 一 1。 这 蕴含 着 zw 十 1 之 M， 与 
M 是 整数 集合 的 上 界 矛 盾 。 4 


A.3 正 整 数 集合 的 公理 

现在 要 列 的 公理 规定 正 整 数 集合 作为 整数 集合 的 子 集 必须 满足 4 个 关键 的 性 质 。 在 本 书 
中 ， 我 们 假定 这 些 公理 为 真 。 

。 公理 1 数 1 是正 整数 。 

。 公理 2 ”如 果 n 是 正 整数 ， 则 nn 十 1， 即 的 后 继 ， 也 是 正 整 数 。 


Tins 四 


阿 基 米 德 (Archimedes， 公 元 前 287 年 一 公元 前 212 年 ) 阿 基 米 德 是 古代 最 伟大 
的 科学 家 和 数学 家 之 一 。 他 出 生 在 叙 拉 古 ， 一 个 位 于 西西 里 岛 的 希腊 城邦 国家 。 他 父 
.1 亲 Phidias 是 一 位 天 文学 家 。 阿 基 米 德 在 埃及 的 亚历山大 接受 的 教育 。 完 成 学 业 后 重 
返 叙 拉 古 ， 并 在 那里 度 过 终生 。 很 少 有 人 知道 他 的 个 人 生活 ， 我 们 甚至 不 知道 他 是 否 
结婚 生子 。 公 元 前 212 年 ， 罗 马 人 和 人 侵 人 氢 拉 古 时 阿 基 米 德 被 罗马 士兵 杀害 。 
阿 基 米 德 在 几何 学 上 做 出 了 许多 重要 发 现 。 他 在 二 千 多 年 前 所 描述 的 曲线 下 面积 
的 计算 方法 被 重新 发 明 后 成 为 积分 学 的 一 部 分 。 阿 基 米 德 还 发 明了 一 种 方法 来 表示 采 
用 常规 希腊 方法 表达 不 了 的 大 整数 。 他 发 现 了 计算 球体 以 及 其 他 固体 物 的 体积 的 方 
法 ， 他 计算 了 r 的 近似 值 。 阿 基 米 德 是 一 位 杰出 的 工程 师 和 发 明 家 。 他 的 抽水 机 器 ， 现 在 称 为 是 阿 基 米 
德 螺旋 抽水 机 ， 至 今 还 在 应 用 。 或 许 他 最 著名 的 发 现 是 浮力 原理 ， 它 告诉 我 们 浸入 液体 中 的 物体 会 变 轻 ， 
变 轻 的 量 正好 等 于 它 所 排 开 的 液体 的 重量 。 有 些 历 史 故 事 告诉 我 们 阿 基 米 德 是 最 早 的 裸奔 者 ， 当 他 有 了 
这 个 发 现时 ， 赤 裸 着 身体 在 叙 拉 古 的 街道 上 奔跑 并 高 喊 “ 尤 里 卡 ”( 意 思 是 “我 发 现 了 ”) 。 第 二 次 布 匿 战争 
时 期 ， 他 还 巧妙 地 利用 机 器 阻挡 了 围攻 狂 拉 古 的 罗马 大 军 好 几 年 .。 
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。 公理 3 每 个 大 于 1 的 正 整数 是 一 个 正 整数 的 后 继 。 

。 公理 4 良 序 性 正 整 数 集合 的 每 个 非 空 子 集 都 有 一 个 最 小 元 。 

5.1 节 和 5.2 节 已 经 证 明了 和 良 序 原理 等 价 于 数学 归纳 法 原理 。 

。 数学 归纳 法 原理 ”如 果 S 是 正 整 数 集合 使 得 1€ S 上 且 对 于 所 有 正 整 数 上 ， 如 果 zES， 则 

?十 1ES， 则 S 就 是 正 整数 集合 。 

大 多 数 数学 家 认为 实数 系统 是 已 经 存在 的 ， 且 实数 是 满足 这 个 附录 里 列 出 的 公理 。 可 是 ， 
19 世纪 的 数学 家 开发 了 一 些 技术 ， 从 最 基本 的 数 的 集合 出 发 来 构造 实数 集合 。( 实 数 构造 过 程 
有 时 候 在 数学 本 科 生 的 高 级 课程 中 学 习 。 例 如 ， 可 以 在 [Mo91] 中 找到 一 种 处 理 方式 .) 过 程 的 
第 一 步 是 利用 公理 1 一 3、 良 序 性 或 数学 归纳 法 公理 来 构造 正 整 数 集合 。 然 后 ， 再 定义 正 整数 
的 加 法 和 乘法 。 一 旦 有 了 定义 ， 可 以 利用 整数 序 偶 的 等 价 类 来 构造 整数 集合 ， 其 中 Ca， 纪 一 
(Cc，dq) 当 且 仅 当 ea 十 4 一 2 十 c。 整 数 的 加 法 和 乘法 可 以 利用 这 些 序 偶 来 定义 (参见 练习 21) 。 (等 
价 关 系 和 等 价 类 在 第 9 章 中 讨论 了 。) 接 下 来 ， 再 利用 整数 序 偶 的 等 价 类 来 构造 有 理 数 集合 ， 这 
里 序 偶 中 第 二 个 整数 不 能 为 零 ， 其 中 (a， 忆 六 (c，qd) 当 且 仅 当 a .cd=2，c。 有 理 数 的 加 法 和 乘 
法 可 以 利用 这 些 序 偶 来 定义 (参见 练习 22) 。 利 用 无 限 序列 ， 可 以 从 有 理 数 集合 来 构造 实数 集 
合 。 有 兴趣 的 读者 会 发 现 值得 阅读 这 样 构造 步 又 的 更 多 细节 。 


练习 
在 你 解答 这 些 练习 时 ， 给 出 的 证 明 中 只 能 用 到 这 个 附录 中 的 公理 和 定理 。 

. 证 明定 理 3， 它 叙述 实数 的 乘法 单位 元 是 唯一 的 。 

. 证 明定 理 4， 它 叙述 对 于 每 个 非 零 实 数 zx，z 的 乘法 逆 是 唯一 的 。 

. 证 明 对 于 所 有 实数 和 y， 有 (一 x) ， y= 二 xz，( 一 y) 二 一 (z，。y)。 

. 证 明 对 于 所 有 实数 和 y， 有 一 (z 十 y)= 二 (一 ZX) 十 (一 y)。 

, 证 明 对 于 所 有 实数 zx 和 yy， 有 (一 z)。( 一 y) 一 工 *y。 

. 证 明 对 于 所 有 实数 zx、> 和 z， 如 果 zz 十 z 一 ?十 xz， 则 zx 一 y。 

, 证 明 对 于 每 个 实数 zx， 有 一 (一 z) 王 工 。 

用 xz 一 y==z 十 (一 y) 来 定义 实数 z 和 y 的 差 z 一 y， 其 中 一 y 是 y 的 加 法 道 ; 并 用 xz/y 王 z， (1/y) 来 定 
义 商 zx/y， 其 中 > 天 0，1/y 是 y 的 乘法 逆 。 
8. 证 明 对 于 所 有 实数 z 和 >y，z 一 > 当 且 仅 当 一 y 一 0。 
9. 证 明 对 于 所 有 实数 和 y， 有 一 x 一 y= 二 一 (zx 十 y)。 
10. 证 明 对 于 所 有 非 零 实数 xz 和 y，1/(z/y) 二 y/z， 其 中 1/(z/y) 是 z/y 的 乘法 逆 。 
11. 证 明 对 于 所 有 实数 w、z、y 和 xz， 如 果 z 关 0 且 z 关 0， 则 (w/z) 十 (y/2z)= 二 (w* zz 二 x* y)/(z* x)。 
12. 证 明 对 于 每 个 正 实数 zx，1/z 也 是 一 个 正 实数 。 
13. 证 明 对 于 所 有 正 实数 z 和 y， xz，*，y 也 是 一 个 正 实数 。 
14. 证 明 对 于 所 有 实数 zx 和 >， 如 果 z>0 且 y<0, 则 x，y<0。 
15. 证 明 对 于 所 有 实数 x、y 和 xz， 如 果 z>>y 且 z<0， 则 z。，z<y，z。 
16. 证 明 对 于 每 个 实数 z，z 关 0 当 且 仅 当 x? 二 0。 
17. 证 明 对 于 所 有 实数 w、z、y 和 xz， 如 果 wz 且 y 过 xz， 则 ww 十 y 达 x 十 z。 
18. 证 明 对 于 所 有 正 实数 z 和 y， 如果 z=<y, 则 1/z>1/y。 
19. 证 明 对 于 每 个 正 实数 zx， 存在 一 个 正 整 数 n 使 得 n，* z 二 1。 

x 20. 证 明 每 两 个 不 同 的 实数 之 间 存 在 一 个 有 理 数 ( 即 具 有 z/y 形式 的 数 ， 其 中 zx 和 y 是 整数 且 y 隆 0)。 
练习 21 和 22 涉及 本 书 第 9 章 中 讨论 的 等 价 关 系 的 概念 。 

* 21. 定义 正 整 数 序 偶 集 合 上 的 关系 一 如 下 : (w，Zx) 一 (y，z) 当 且 仅 当 ww 十 x 二 x 十 y。 证 明 运 算 [(w， 
7z)]-+[Cy, 2z)]- =[Cw++y, z+z)]~ 和 [Cw, xz)]~ * L(y, z)]~- =[Cw* y+z* xz, ZX* y+w* 
z)]- 是 良 定义 的 ， 即 它们 不 依赖 于 计算 所 选取 的 等 价 类 的 代表 元 。 

x 22. 定义 整数 序 偶 (第 二 个 元 素 非 零 ) 上 的 关系 盖 如 下 : (w，z) 盖 (》，z) 当 且 仅 当 凤 。，>z 一 z。?。 证 明 运 
算 [(z，z]~ 十 [(y， 中 ]~ 一 [(ww， >z 十 z。y，Zz。z)]~ 和 [(w，z)]~。[(y，z)]~ 王 [CCww。》，Zz。 
z)]~ 是 良 定 义 的 ， 即 它们 不 依赖 于 计算 所 选取 的 等 价 类 的 代表 元 。 
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指数 与 对 数 函 数 





在 这 个 附录 中 我 们 将 回顾 指数 函数 和 对 数 函 数 的 一 些 基 本 性 质 。 这 些 性 质 全 书 都 会 用 到 。 
需要 进一步 了 解 这 些 方面 的 学 生 可 以 参考 初等 数学 或 微 积 分 的 书籍 ， 例 如 在 推荐 读物 中 提 到 的 
那些 书籍 。 


B. 1 指数 函数 
令 nn 是 正 整 数 ,5b 是 一 个 固定 的 正 实数 。 函 数 f,(n) 二 2 定义 为 
filn)=6"=6 Dosepe…ep 
这 里 等 式 右边 是 个 5 相 乘 。 


我 们 可 以 用 微 积 分 中 的 技术 对 于 所 有 实数 z 来 定义 函数 f,(z) 二 5*。 函 数 f(x) 二 67 称 为 
是 以 b 为 底 的 指数 函数 。 这 里 我 们 不 讨论 当 zz 不 是 整数 时 如 何 计 算 以 5 为 底 的 指数 函数 的 值 。 

指数 函数 所 满足 的 两 个 重要 性 质 由 定理 1 给 出 。 其 证 明和 相关 性 质 可 以 在 微 积 分 教材 中 
找到 。 

令 忆 是 一 个 正 实 数 ， 工 和 y 是 实数 。 则 

D5? 二 bb”， 且 

2)(6)’=6”. 

某 些 指数 函数 的 函数 图 如 图 1 所 示 。 


一 
© 


DW om, 0 





0 1 2 
1 以 1/2、2 和 5 为 底 的 指数 函数 图 


B.2 对 数 函 数 
假设 5 是 一 个 实数 ,5 二 1。 则 指数 函数 六 是 严格 递增 的 (在 微 积分 中 已 证 的 事实 )。 这 是 一 
个 从 实数 集 到 非 负 实数 集 的 一 个 一 一 对 应 。 因 此 ， 这 个 函数 具有 逆 函 数 log, xz， 称 为 以 5 为 底 
的 对 数 函 数 。 换 言 之 ， 如 果 5 是 一 个 大 于 1 的 实数 而 x 是 一 个 正 实数 ， 则 
Diomi= 一 六 


这 个 函数 在 工 点 的 值 称 为 是 以 b 为 底 x 的 对 数 。 
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由 定义 可 得 

log, 0 一 工 
定理 2 给 出 了 对 数 函 数 的 一 些 重要 性 质 。 
了 网 邻 5 是 大 于 1 的 实数 。 则 
1) logs (zy) 二 logs X 十 log。y， 当 工 和 yy 是 正 实数 时 ， 且 
2) logs (zx’”) 二 y log, XTX， 当 工 是 正 实 数 而 y 是 实数 时 。 


证 因为 log, (zy) 是 满足 bg(zy) = zy 的 唯一 实数 ， 所 以 为 证 明 第 1 部 分 只 要 证 明 





Biogsz+logby =Zxy 即 可 。 由 定理 1 的 第 1 部 分 ， 有 


Dlr+logsy sie b'ssr hssY 


一 zy 


为 证 明 第 2 部 分 ， 只 要 证 明 BY”%” 二 zx” 即 可 。 由 定理 1 的 第 2 部 分 ， 有 


Be 一 《Boss 
一 XY 4 
下 面 的 定理 将 两 个 不 同 底 的 对 数 联系 起 来 。 
加 令 za 和 已 是 大 于 1 的 实数 ， 令 工 是 正 实 数 。 则 
log, zx=log, x/log, a 
证 为 了 证 明 这 个 结果 ， 只 需要 证 明 


Dogaz * logsa = 





即 可 。 由 定理 1 的 第 2 部 分 ， 有 3 


Dogar'logsa si ( Diogis ) iogaz 
一 > Cloga 


= 郊 ， 2 
y=logx 


得 证 。 4 


以 本 书 通 篇 将 用 记号 log zx 来 记 log; z。 


因为 本 书 中 对 数 最 常用 的 底 是 5 二 2， 所 


函数 f(x) 二 log z 的 图 如 图 2 所 示 。 根 据 


定理 3， 当 底数 5 不 是 2 时 ， 可 以 得 到 一 个 函 
数 (1/log b)log x， 即 函数 log zx 的 常量 倍数 。 1 2 3 4 5 


练习 
和 


2. 


2 f(z)= 二 log zz 的 图 


将 下 列 数 量 表达 为 2 的 寡 次 。 

a)2。2: 《223 e)26 
计算 下 列 各 值 。 

a)log, 1024 b)logz 1/4 c)log: 8 


. 假设 log, x 二 y， 其 中 z 是 一 个 正 实数 。 计 算 下 列 各 值 。 


a)1log。 工 b)logs 工 c)logis 工 


. 令 a、b 和 c 是 正 实数 。 证 明 aomw: 一 cowe 。 
. 对 于 所 有 实数 zx， 画 出 f(x)==5 的 函数 图 ， 如 果 5 取 值 为 


a)3 b)1/3 c)1 


. 对 于 正 实数 =， 画 出 f(z) 一 logsz 的 函数 图 ， 如果。 取 值 为 


a)4 b)100 c)1000 
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伪 代 码 


本 书 中 的 算法 采用 自然 语言 和 伪 代 码 描 述 。 伪 代码 是 介 于 过 程 步 又 的 自然 语言 描述 和 用 实 
际 编程 语言 描述 过 程 的 规范 之 间 的 一 种 中 间 体 。 采 用 伪 代 码 的 优势 包括 书写 和 理解 的 简单 性 以 
及 容易 从 伪 代 码 生成 实际 (各 类 编程 语言 的 ) 计 算 机 代码 。 这 里 描述 我 们 使 用 的 伪 代 码 中 特定 类 
型 的 语句 或 高 级 指令 。 伪 代码 中 每 条 语句 可 以 翻译 成 某 种 特定 编程 语言 的 一 条 或 多 条 语句 ， 这 
些 语句 有 的 可 以 翻译 成 一 条 或 多 条 (很 可 能 是 很 多 ) 计 算 机 的 低级 指令 。 

该 附录 描述 本 书 使 用 的 伪 代 码 的 格式 和 语法 。 伪 代码 的 设计 目标 是 其 基本 结构 类 似 于 常用 
编程 语言 中 的 结构 ， 如 目前 教学 中 最 常用 的 C 十 十 和 Java。 然 而 ， 我 们 用 的 伪 代 码 会 比 正 式 编 
程 语言 更 宽松 些 ， 因 为 我 们 将 允许 使 用 自然 语言 的 步骤 描述 。 

该 附录 并 不 是 为 了 做 形式 化 研究 。 相 反 ， 只 是 为 学 生 在 学 习 本 书 中 给 出 的 算法 描述 以 及 当 
他 们 要 用 伪 代 码 来 完成 练习 时 作为 一 种 参考 指南 。 


C. 1 过 程 语句 
算法 的 伪 代 码 以 一 个 过 程 语句 开始 ， 给 出 算法 的 名 称 、 列 出 输入 变量 、 描 述 每 个 输入 变量 
的 类 型 。 例 如 ， 语 句 


procedure maximum(L: 整数 列表 ) 


就 是 算法 的 伪 代 码 描述 的 第 一 条 语句 ， 该 算法 起 名 为 maximum， 它 找 出 整数 列表 工 中 的 最 大 值 。 


C.2 赋值 和 其 他 类 型 的 语句 

赋值 语句 用 来 将 值 赋 给 变量 。 在 赋值 语句 中 左边 是 变量 名 而 右边 是 一 个 可 能 涉及 常量 、 已 
经 被 赋值 的 变量 或 过 程 中 定义 的 函数 的 表达 式 。 右 边 可 以 包含 任何 普通 的 算术 运算 。 可 是 ， 在 
本 书 的 伪 代 码 中 ， 它 可 以 包含 任何 良 定义 的 运算 ， 即 使 这 个 运算 只 有 在 实际 编程 语言 中 用 许多 
条 语句 才能 实现 。 

符号 :一 用 于 表示 赋值 。 这 样 ， 赋 值 语句 具有 下 列 形式 ， 


变量 :一 表达 式 


例如 ， 语 名 


将 a 的 值 赋 给 变量 max。 像 下 面 这 样 的 语句 


Zz :二 列表 工 中 的 最 大 整数 


也 是 可 以 使 用 的 。 它 将 开设 置 成 列表 工 中 的 最 大 整数 。 要 将 这 条 语句 翻译 成 实际 编程 语言 时 可 
能 需要 用 到 多 条 语句 。 另 外 ， 指 令 


交换 a 和。 
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可 以 用 来 交换 a 和 2。 我 们 也 可 以 用 若干 条 语句 来 表达 这 一 条 语句 (参见 练习 2)， 但 是 为 了 简 
单 ， 我 们 经 常 首选 采用 这 种 简化 的 伪 代 码 形式 。 


C.3 注释 


在 本 书 的 伪 代 码 中 ， 花 括号 内 的 语句 不 会 被 执行 。 这 样 的 语句 用 做 注释 或 提醒 以 便 解 释 过 
程 是 如 何 工 作 的 。 例 如 ， 语 名 


可 以 用 来 提醒 读者 在 过 程 执行 到 这 一 点 时 变量 z 等 于 列表 工 中 的 最 大 元 素 。 


C.4 条 件 结构 
我 们 会 用 到 的 条 件 结构 的 最 简单 形式 是 


或 


证 条 件 then 
一 组 语句 





这 里 ， 检 查 条 件 ， 如 果 为 真 ， 则 执行 给 出 的 语句 或 一 组 语句 。 特 别 是 ， 伪 代码 





告诉 我 们 如 果 条 件 为 真 ， 一 组 语句 中 的 语句 是 按 顺 序 执行 的 。 

例如 ，3.1 节 的 算法 1， 找 出 整数 集合 中 的 最 大 元 ， 我 们 使 用 条 件 语句 来 检查 对 于 每 个 变 
量 是 否 max<a;。 如 果 是 ， 则 将 a; 的 值 赋 给 max。 

通常 ， 我 们 需要 使 用 更 为 一 般 的 结构 。 当 我 们 希望 在 指定 条 件 为 真 时 做 一 件 事 ， 而 为 假 时 
做 另 一 件 事 时 就 要 用 到 这 样 的 结构 。 我 们 使 用 结构 


证 条 件 then 语句 1 
else 语句 2 


注意 语句 1 和 语句 2 中 的 一 条 或 两 条 可 以 替换 为 一 组 语句 。 
有 时 ， 我 们 需要 用 更 为 通用 的 条 件 语句 形式 。 条 件 结构 的 通用 形式 是 


站 条 件 1 then 语句 1 
else if 条 件 2 then 语句 2 
else 证 条 件 3 then 语句 3 


else 证 条 件 ”then 语句 了 
else 语句 2 十 1 
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当 使 用 这 个 结构 时 ， 如 果 条 件 1 为 真 ， 则 执行 语句 1， 然 后 程序 退出 该 结构 。 另 外 ， 如 果 
条 件 1 为 假 ， 程 序 检查 条 件 2， 如 果 为 真 ， 则 执行 语句 2， 等 等 。 这 样 ， 如 果 前 面 z 一 1 个 条 件 
没有 一 个 成 立 ,但 是 条 件 n 成立 ， 则 执行 语句 wn。 最 后 ， 如 果 条 件 1、 条 件 2、…、 条 件 n 中 没 
有 一 个 为 真 ， 则 执行 语句 n 十 1。 注 意 nn 十 1 条 语句 中 的 任何 一 个 均 可 以 蔡 换 成 一 组 语句 。 


C.5 循环 结构 
本 书 中 的 伪 代 码 有 两 种 类 型 的 循环 结构 。 第 一 个 是 “for” 结 构 ， 它 具有 下 列 形式 


for 变量 :一 初 值 to 终 值 
语句 


或 


for 变量 :一 初 值 to 终 值 
一 组 语句 


其 中 初 值 和 终 值 是 整数 。 这 里 ， 循环 开 始 时 ， 如 果 初 值 小 于 等 于 终 值 ， 就 将 初 值 赋 给 变量 ， 然 
后 用 变量 的 这 个 值 执行 这 个 结构 后 面 的 语句 。 然 后 变量 加 1， 用 变量 的 这 个 新 值 执行 语句 或 一 
组 语句 。 重 复 这 一 过 程 直 到 变量 等 于 终 值 为 止 。 在 用 等 于 终 值 的 变量 执行 指令 后 ， 算 法 进入 下 
一 个 语句 。 当 初 值 大 于 终 值 时 ， 循 环 中 的 语句 不 会 被 执行 。 

我 们 可 以 用 “for” 循 环 结构 来 找 出 正 整 数 1 到 的 总 和 ， 伪 代码 如 下 。 














sum :一 0 
for ;i :一 1 ton 


sum :一 sum 十: 





另外 ， 本 书 还 会 用 到 更 为 通用 的 “for” 语 句 ， 形 式 如 下 : 


for 所 有 具有 某 种 性 质 的 元 素 | 


这 意味 着 接 下 来 的 语句 或 一 组 语句 会 针对 具有 某 种 性 质 的 元 素 被 连续 执行 。 
我 们 将 使 用 的 第 二 类 循环 结构 是 “while” 结 构 。 具 有 下 列 形式 : 


while 条 件 
语句 


或 


while 条 件 
一 组 语句 


当 使 用 这 种 结构 时 ， 检 查 给 定 的 条 件 ， 如 果 为 真 ， 则 执行 后 面 的 语句 ， 这 可 能 会 影响 作为 
条 件 的 一 部 分 变量 的 值 。 当 这 些 指 令 执行 后 ， 如 果 条 件 依 然 为 真 ， 再 次 执行 这 些 指令 。 重 复 这 
一 过 程 直到 条 件 变 成 假 为 止 。 作 为 一 个 例子 ， 我 们 可 以 用 下 列 一 组 包含 while” 结构 的 伪 代 码 
找 出 整数 1 到 的 总 和 。 











sum :一 0 
while n>0 


sum :一 Sum 十 7 


n:=n—1 
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注意 任何 “for” 结 构 都 可 以 转换 成 一 个 “while” 结 构 ( 参 见 练习 3)。 可 是 ， 通 常理 解 “for” 结 
构 更 容易 些 。 所 以 ， 当 有 可 能 时 ， 我 们 优先 使 用 “for” 结 构 而 不 是 相应 的 “while” 结 构 。 


C.6 由 套 循环 


循环 或 条 件 语句 中 经 常会 用 到 其 他 循环 或 条 件 语句 。 本 书 所 用 的 伪 代 码 中 ， 我 们 采用 连续 
的 缩 进 来 表示 嵌 套 的 循环 ， 这 就 是 循环 中 的 循环 ， 以 及 哪个 语句 组 对 应 哪个 循环 。 


C. 7 过 程 中 使 用 过 程 
我 们 可 以 在 一 个 过 程 中 使 用 另 一 个 过 程 (或 者 在 递归 程序 中 使 用 自身 ) ， 只 需 简 单 地 写 出 另 
一 过 程 的 名 称 ， 加 上 过 程 的 输入 。 例 如 ， 


max(L) 


用 输入 列表 工 来 执行 max 过 程 。 当 那个 过 程 的 所 有 步 又 执行 完毕 后 ， 继 续 执行 本 过 程 中 的 下 
一 条 语句 。 


C.8 返回 语句 
我 们 用 一 个 return 语句 来 说 明 一 个 过 程 在 什么 地 方 产生 输出 。return 语句 具有 下 列 形式 


return x 


产生 z 当前 值 作为 输出 。 输 出 zx 可 以 涉及 一 个 或 多 个 函数 的 值 ， 包 括 正在 计算 中 的 同一 个 函 
数 ， 但 位 于 更 小 处 的 值 。 例 如 ， 语 句 


用 来 以 n 一 1 为 输入 调用 该 算法 。 这 意味 着 用 等 于 n 一 1 的 输入 再 次 运行 该 算法 。 


练习 
1. 下 列 两 个 赋值 语句 构成 的 语句 组 有 什么 区 别 ? 
a :=b 


b:=c 








和 
b:=c 
a :=b 
2. 给 出 一 个 过 程 ， 利 用 赋值 语句 来 交换 变量 x 和 y 的 值 。 为 此 ， 最 少 需要 多 少 个 赋值 语句 ? 
3. 证 明 下 列 形式 的 循环 
for i :一 初 值 to 终 值 
语句 
可 以 写成 “while” 结 构 。 
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可 供 更 深入 学 习 本 书 相 关 主 题 的 资源 有 印刷 品 和 相关 网 站 。 印 刷 品 就 在 本 节 描 述 。 阅 读 材 
料 按 章节 列 出 并 按 特 定 主题 介绍 。 特 别 值得 一 提 的 还 有 一 些 通用 的 参考 文献 。 罗 森 (Rosen) 撰 
写 的 《离散 和 组 合 数 学 手册 》(Hand book of Discrete and Combinatorial Mathematics)[Ro00] 是 一 
本 综合 性 的 参考 书 ， 你 会 发 现 这 是 一 本 特别 有 用 的 书 。 关 于 离散 数学 应 用 的 更 多 详情 可 以 在 
Michaels 和 Rosen 的 [LMiRo91j] 中 找到 ， 这 个 在 本 书 的 配套 网 站 上 也 有 在 线 版 。 关 于 计算 机 科 
学 的 许多 主题 ， 也 包括 本 书 讨论 的 主题 的 更 深入 论述 可 参考 Gruska 的 [Gr97]。 本 书 中 提 到 的 
许多 数学 家 和 计算 机 科学 家 的 传记 信息 可 以 在 GillispieLGi70] 和 MacTutor 网 站 (http://www- 
history. mcs. st-and. ac. uk/) 上 找到 。 

要 寻找 相关 的 网 站 ， 可 以 参考 本 书 配套 网 站 上 网 络 资源 指南 中 给 出 的 链接 。 配 套 网 站 的 地 
址 是 www. mhhe. com/rosen。 

第 1 章 

一 个 有 趣 的 学 习 逻 辑 的 方法 是 阅读 LewisCarroll 的 书 L[Ca78]。 逻 辑 的 一 般 性 参考 文献 包括 
M. Huth 和 M. Ryan 的 LHuRy04]、Mendelson 的 [Me09]、Stoll 的 [St74] 以 及 Suppes 的 
[Su87]j。 关 于 离散 数学 中 逻辑 的 综述 性 文献 可 参见 Gries 和 Schneider 的 [GrSc93]。 系 统 规范 说 
明 的 讨论 可 参见 Ince 的 LIn93]。Smullyan 的 骑士 和 无 赖 迷 题 在 [Sm78] 中 有 介绍 。 他 撰写 了 许 
多 有 趣 的 关于 逻辑 迷 题 的 书 ， 包 括 [Sm92] 和 [Sm98]。Prolog 语言 在 Nilsson 和 Maluszynski 的 
LNiMa95] 以 及 Clocksin 和 Mellish 的 LCIMe94] 中 有 深入 的 讨论 。 证 明 的 基本 方法 可 参见 
Cupillari 的 [Cu05 ]、IMorash 的 [Mo91 ]、Solow 的 [So09]、Velleman 的 [Ve06] 和 Wolf 的 
[Wo98]。 构 造 证 明 的 科学 方法 和 技巧 在 P6lya 的 三 本 书 [Po62]、[Po71] 和 [Po90] 中 有 非常 有 
意思 的 讨论 。 涉 及 使 用 多 米 诺 和 多 联 多 米 诺 骨牌 来 拼接 棋盘 问题 的 讨论 可 参见 Golomb 的 
[Go94] 和 Martin 的 [Ma91] 。 

第 2 章 

Lin 和 Lin 的 [LLiLi81] 是 一 本 易 读 的 关于 集合 及 其 应 用 的 教科 书 。 集 合 论 的 公理 化 发 展 可 
以 参见 Halmos 的 [Ha60]、Monk 的 [Mo69] 和 Stoll 的 LSt74]。Brualdi 的 LBr09]， 以 及 
Reingold、Nievergelt 和 Deo 的 [ReNiDe77] 包 含 了 多 重 集 的 介绍 。 模 糊 集 及 其 在 专家 系统 和 人 
工 智能 方面 的 应 用 在 Negoita 的 LNe85] 和 Zimmerman 的 [Zi91] 中 有 论述 。 微 积分 方面 的 书籍 ， 
如 Apostol 的 [Ap67]、Spivak 的 [Sp94]， 以 及 Thomas 和 Finney[ThFi96]， 包 含 对 函数 的 讨 
论 。 关 于 整数 序列 的 最 好 的 书 是 Sloan 和 Plouffe 的 [SIP195]。 关 于 证 明 的 书籍 ， 如 [Ve06]， 通 
常会 有 某 种 程度 的 可 数 性 论述 。Stanat 和 McAllister 的 LStMc77] 有 一 完整 章节 论述 可 数 性 。 
Aigner、Ziegler 和 Hoffman 的 LAiZiHo09j] 的 第 17 章 给 出 了 关于 基数 和 连续 统 假设 的 非常 好 的 
讨论 。 关 于 计算 机 科学 所 需 数 学 基础 的 讨论 可 参见 Arbib、Kfoury 和 Moll 的 [ArKfMo80】]、 
Bobrow 和 Arbib 的 [BoAr74]、Beckman 的 [Be80]， 以 及 Tremblay 和 Manohar 的 [TrMa75 ]。 
矩阵 及 其 运算 在 所 有 线性 代数 书籍 中 都 有 论述 ， 如 Curtis 的 [Cu84] 和 Strang 的 [St09] 。 

第 3 章 

Knuth 的 LKn77] 和 Wirth 的 LWi84] 是 关于 算法 主题 最 易 理 解 的 入 门 文 章 。 算 法 入 门 的 最 
佳 书籍 有 Cormen、Leierson、Rivest 和 Stein 的 [CoLeRiSt09] 以 及 Kleinberg 和 Tardos 的 
LKITa05]。 关 于 函数 大 O 估计 的 更 广泛 的 资料 可 参见 Knuth 的 [Kn97a]。 关 于 算法 及 其 复杂 度 
的 一 般 性 参考 文献 包括 Aho、Hopcroft 和 Ullman 的 LAhHoUl74]，Baase 和 VanGelder 的 
[BaGe99]，Cormen、Leierson、Rivest 和 Stein 的 [CoLeRiSt09]，Gonnet 的 [Go84]，Goodman 和 
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Hedetniemi 的 [GoHe77]，Harel 的 [Ha87]，Horowitz 和 Sahni 的 [HoSa82]，Kreher 和 Stinson 
的 LKrSt98]，Knuth 撰写 的 关于 计算 机 程序 设计 技巧 的 著名 的 系列 从 书 [Kn97a] 、[Kn97bj 和 
[Kn98 ]，Kronsj6 的 [Kr87]，Levitin 的 [Le06]，Manber 的 [Ma89]，Pohl 和 Shaw 的 
[PoSh81]，Purdom 和 Brown 的 [PuBr85]，Rawlins 的 [Ra92]，Sedgewick 的 [Se03]，Wilf 的 
[Wi02]， 以 及 Wirth 的 [Wi76]。 排 序 和 搜索 算法 及 其 复杂 度 的 深入 研究 可 参见 Knuth 的 
[Kn98]。 

第 4 章 

关于 数论 的 参考 文献 包括 Hardy 和 Wright 的 [HaWrWiHe08]，LeVeque 的 [Le77]，Rosen 
LRo10]， 以 及 Stark 的 [St78]。 更 多 有 关 数 论 的 历史 可 参见 Ore[ Or88]。 计 算 机 算术 的 算法 讨 
论 在 Knuth 的 LKn97bj] 以 及 Pohl 和 Shaw 的 [LPoSh81] 中 有 讨论 。 更 多 关于 寻找 素数 和 因子 分 解 
算法 的 信息 可 参见 Crandall 和 Pomerance 的 [CrPo10]。 数 论 在 密码 学 中 的 应 用 可 参见 Denning 
的 [De82]，Menezes、vanOorschot 和 Vanstone 的 [MeOoVa97]，Rosen 的 [Rol10]，Seberry 和 
Pieprzyk 的 [SePi89]，Sinkov 的 [Si66]， 以 及 Stinson 的 [St05]。Rivest、Shamir 和 Adleman 在 
[RiShAd78] 中 描述 了 RSA 公共 密 钥 系统 。 有 关 Cocks 的 发 现 可 参见 [Si99]， 这 也 提供 了 关于 
密码 学 历史 的 一 个 有 趣 的 故事 。 

第 5 章 

数学 归纳 法 的 入 门 介绍 可 参见 [Gul0] 和 Sominskii 的 [So61]。 全 面 介 绍 数 学 归纳 法 和 递归 
定义 的 书籍 包括 Liu 的 [Li85]，Sahni 的 [Sa85]，Stanat 和 McAllister 的 [StMc77]， 以 及 
Tremblay 和 Manohar 的 [TrMa75]。 计 算 几 何在 LDeOrll] 和 [Or00] 中 有 论述 。1928 年 ， 由 
W. Ackermann 引入 的 Ackermann 函数 出 现在 递归 函数 论 中 (例如 ， 参 见 Beckman 的 LBe80] 和 
McNaughton 的 LMc82]) 以 及 某 些 集合 论 算法 的 复杂 度 分 析 中 (参见 Tarjan 的 [Ta83]) 。 递 归 论 
的 研究 可 参见 Roberts 的 LRo86 ]，Rohl 的 [Ro84]， 以 及 Wand 的 [Wa80]。 程 序 正 确 性 以 及 用 
来 证 明 程序 正确 的 推理 机 的 有 关 讨 论 可 参考 Alagic 和 Arbib[AlAr78]，Anderson 的 [An79]， 
Backhouse 的 [Ba86 ]，Sahni 的 [Sa85]， 以 及 Stanat 和 McAllister 的 [StMc77]。 

第 6 章 

计数 技术 及 其 应 用 的 一 般 性 参考 文献 包括 Allenby 和 Slomson 的 LAlSl10]，Anderson 的 
[An89]，Berman 和 Fryer 的 [BeFr72]，Bogart 的 [Bo00]，Bona 的 [Bo07]，Bose 和 Manvel 的 
[BoMa86 ]，Brualdi 的 [Br09]，Cohen 的 [Co78]，Grimaldi 的 [Gr03]，Gross 的 [Gr07] ，Liu 的 
[Li68]，P6lya、Tarjan 和 Woods 的 [PoTaWo83]，Riordan 的 [Ri58]，Roberts 和 Tesman 的 
[RoTe03]，Tucker 的 [Tu06]， 以 及 Williamson 的 [Wi85]。Vilenkin 的 LVi71] 包 含 了 一 组 组 合 
问题 及 解答 。 一 组 更 难 一 些 的 组 合 问题 可 参见 Loviasz 的 [Lo79]。 关 于 IP 地 址 和 数据 报 的 相关 
信息 可 参 Comer 的 [Co05]。 铝 梨 原 理 的 应 用 可 参见 Brualdi 的 LBr09]，Liu 的 [Li85]， 以 及 
Roberts 和 Tesman 的 [ReTe03]。 一 组 广泛 的 组 合 恒等式 可 以 在 Riordan 的 [Ri68] 以 及 Benjamin 
和 Quinn 的 [BeQu03] 中 找到 。 组 合算 法 ， 包 括 生 成 排列 和 组 合 的 算法 ， 在 Even 的 LEv73]， 
Lehmer 的 [Le64]， 以 及 Reingold、Nievergelt 和 Deo 的 [ReNiDe77] 中 有 描述 。 

第 7 章 

离散 概率 论 的 一 些 有 用 的 参考 文献 包括 Feller 的 [Fe68]，Nabin 的 [Na00]， 以 及 Ross 的 
LRo09a]。Ross 的 [Ro02] 侧 重 于 概率 论 在 计算 机 科学 中 的 应 用 ， 给 出 了 许多 平均 情形 复杂 度 分 
析 的 例子 ， 并 涵盖 了 随机 方法 。Aho 和 Ullman 的 LAhUl95] 有 对 概率 论 在 计算 机 科学 中 的 重要 
的 多 方面 论述 ， 其 中 包括 概率 论 的 编程 应 用 。 随 机 方法 的 讨论 占据 了 Aigner、Ziegler 和 
Hoffman 的 [AiZiHo09] 中 一 章 的 篇 幅 ， 该 书 是 一 部 专著 ， 致 力 于 聪敏 、 有 启发 和 漂亮 的 证 明 ， 
也 就 是 Paul Erd6s 所 描述 的 来 自 ( 天 书 》(The Book) 的 证 明 。 随 机 方法 更 广泛 的 论述 可 参见 
Alon 和 Spencer 的 LAlSp00]。Bayes 定理 在 LPaPi01] 中 有 论述 。 更 多 有 关 垃 圾 邮件 过 滤 的 资料 
可 以 在 [Zdo5] 中 找到 。 
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第 8 章 

利用 递 推 关 系 建立 不 同 的 模型 可 参见 Roberts 和 Tesman 的 [RoTe03] 以 及 Tucker 的 
[Tu06]。 常 系数 线性 齐 次 递 推 关系 和 相关 的 非 齐 次 递 推 关系 的 完整 讨论 可 参见 Brualdi 的 
[Br09]，Liu 的 [Li68]， 以 及 Mattson 的 [Ma93]。 分 而 治之 算法 及 其 复杂 度 分 析 在 Roberts 和 
Tesman 的 [RoTe03] 以 及 Stanat 和 McAllister 的 [StMc77] 中 有 论述 。 整 数 和 矩阵 的 快速 乘法 的 
描述 可 以 在 Aho、Hopcroft 和 Ullman 的 [AhHoU174] 以 及 Knuth 的 LKn97b] 中 找到 。 关 于 生成 
函数 的 一 个 非常 好 的 介绍 可 参见 P6lya、Tarjan 和 Woods 的 [PoTaWo83]。 生 成 函数 的 深入 研 
究 可 参考 Brualdi 的 [Br09]，Cohen 的 [Co78]，Graham、Knuth 和 Patashnik 的 [GrKnPa94]， 
Grimaldi 的 [Gr03]， 以 及 Roberts 和 Tesman 的 [RoTe03]。 更 多 容 斥 原理 的 应 用 可 参见 Liu 的 
[Li85] 和 [Li68]，Roberts 和 Tesman 的 [RoTe03]， 以 及 Ryser 的 [Ry63]。 

第 9 章 

关系 (包括 等 价 关 系 和 偏 序 关 系 ) 的 一 般 性 参考 文献 有 Bobrow 和 Arbib 的 LBoAr74]， 
Grimaldi 的 [Gr03]，Sanhi 的 [Sa85]， 以 及 Tremblay 和 Manohar 的 [TrMa75 ]。Date 的 [Da82] 
以 及 Aho 和 Ullman 的 LAhU195] 给 出 了 关于 数据 库 关系 模型 的 讨论 。Roy 和 Warshall 撰写 的 寻 
找 传递 闭 包 的 原始 论文 可 分 别 在 LRo59] 和 [Wa62] 中 找到 。 有 向 图 的 研究 可 参见 Chartrand、 
Lesniak 和 Zhang 的 [ChLeZh05 ]，Gross 和 Yellen 的 [GrYe05]，Robinson 和 Foulds 的 
[RoFo80]，Roberts 和 Tesman 的 [RoTe03]， 以 及 Tucker 的 [LTu06]。 格 在 信息 流 中 的 应 用 在 
Denning 的 [De82] 中 有 讨论 。 

第 10 章 

图 论 的 一 般 性 参考 文献 包括 Agnarsson 和 Greenlaw 的 [AgGr06]、Aldous、Wilson 和 Best 
的 [AlWiBe00 ]，Behzad 和 :Chartrand 的 [BeCh71 ]， Chartrand、Lesniak 和 Zhang 的 
[ChLeZh05]，Chartrand 和 Zhang 的 [ChZh04]，Bondy 和 Murty 的 [BoMul0]，Chartrand 和 
Oellermann 的 [ChOe93]，Graver 和 Watkins 的 [GrWa77]，Roberts 和 Tesman 的 [RoTe03] ， 
Tucker 的 [Tu06]，West 的 [We00]，Wilson 的 [Wi85]， 以 及 Wilson 和 Watkins 的 [WiWa90]。 
图 论 的 大 量 应 用 可 参见 Chartrand 的 [Ch77]，Deo 的 [De74]，Foulds 的 [Fo92]，Roberts 和 
Tesman 的 [RoTe03]，Roberts 的 [Ro76]，Wilson 和 Beineke 的 [WiBe79]， 以 及 McHugh 的 
[Mc90]。 利 用 图 论 研究 社交 网 络 及 其 他 类 型 网 络 的 深入 讨论 可 参见 Easley 和 Kleinberg 的 
[EaK110] 以 及 Newman 的 [Ne10]。 涉 及 大 图 (包括 Web 图 ) 的 应 用 可 参见 Hayes 的 LHa00a] 和 
[Ha00b]。 图 论 算法 的 综述 性 描述 可 参见 Gibbons 的 [Gi85] 以 及 Kocay 和 Kreher 的 [KoKr04]。 
图 论 算 法 的 其 他 文献 包括 Buckley 和 Harary 的 [BuHa90]，Chartrand 和 Oellermann 的 
[ChOe93]，Chachra、Ghare 和 Moore 的 [ChGhMo79]，Even 的 LEv73] 和 [LEv79]，Hmu 的 
[Hu82]， 以 及 Reingold、Nievergelt 和 Deo 的 [ReNiDe77]。 欧 拉 关 于 哥 尼 斯 堡 七 桥 问题 的 原始 
论文 的 翻译 版 可 在 Euler 的 [Eu53] 中 找到 。Dijkstra 算法 的 研究 可 参见 Gibbons 的 [Gi85]，Liu 
的 [Li85]， 以 及 Reingold、Nievergelt 和 Deo 的 [ReNiDe77] 。Dijkstra 原始 论文 可 在 [Di59] 中 找 
到 。Kuratowski 定理 的 证 明 可 在 Harary 的 [Ha69] 和 Liu 的 [Li68] 中 找到 。 图 的 交叉 数 和 厚度 
的 研究 可 参见 Chartrand、Lesniak 和 Zhang 的 [ChLeZh05]。 图 着 色 和 四 色 定 理 的 文献 可 参考 
Barnette 的 [Ba83] 以 及 Saaty 和 Kainen 的 [SaKa86]。 四 色 定 理 最 初 的 攻克 在 Appel 和 Haken 的 
[ApHa76] 中 有 记录 。 图 着 色 的 应 用 在 Roberts 和 Tesman[RoTe03] 中 有 描述 。 图 论 的 历史 可 参 
考 Biggs、Lloyd 和 Wilson 的 [BiLIWi86]。 并 行 处 理 的 互联 网 络 在 Akl 的 [LAk89] 以 及 Siegel 和 
Hsu 的 [SiHs88] 中 有 讨论 。 

第 11 章 

树 的 研究 可 参见 Deo 的 [De74]，Grimaldi 的 [Gr03]，Knuth 的 [Kn97a]，Roberts 和 
Tesman 的 [RoTe03]， 以 及 Tucker 的 [Tu06]。 树 在 计算 机 科学 中 的 应 用 在 Gotlieb 和 Gotlieb 
的 [GoGo78]，Horowitz 和 Sahni 的 [HoSa82]， 以 及 Knuth 的 [LKn97a，98] 中 均 有 描述 。 
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Roberts 和 Tesman 的 [RoTe03] 讨 论 了 树 在 许多 不 同 领 域 中 的 应 用 。 前 级 码 和 哈 夫 曼 编码 可 参 
见 Hamming 的 LHa80]。 回 溯 是 一 种 古老 的 技术 ，Lucas 在 1891 年 撰写 的 书 LLu91] 中 就 有 用 它 
来 求解 maze 谜 题 。 如 何 利用 回溯 技术 求解 问题 的 广泛 讨论 可 参见 Reingold、Nievergelt 和 Deo 
的 LReNiDe77]。Gibbons 的 [Gi85] 以 及 Reingold、Nievergelt 和 Deo 的 [ReNiDe77] 包 含 生 成 树 
和 最 小 生成 树 的 构造 算法 的 讨论 。 和 寻找 最 小 生成 树 算法 的 背景 及 历史 可 参见 Graham 和 Hell 的 
LGrHe85]。Prim 和 Kruskal 分 别 在 LPr57] 和 [Kr56] 中 描述 了 他 们 寻找 最 小 生成 树 的 算法 。 
Sollin 的 算法 是 一 个 非常 适合 并 行 处 理 的 算法 例子 ， 虽然 Sollin 从 未 发 表 过 算法 ,但 他 的 算法 
在 Even 的 LEv73] 以 及 Goodman 和 Hedetniemi 的 [GoHe77] 中 均 有 描述 。 

第 12 章 

布尔 代数 的 研究 可 参见 Hohn 的 LHo66]，Kohavi 的 LKo86]， 以 及 Tremblay 和 Manohar 的 
LTrMa75]。 布 尔 代数 在 逻辑 电路 和 开关 电路 中 的 应 用 在 Hayes 的 LHa93]，Hohn 的 [Ho66]， 
Katz 和 Borriello 的 [KaBo04]， 以 及 Kohavi 的 LKo86] 中 均 有 描述 。 用 图 来 研究 积 之 和 表达 式 的 
极 小 化 的 原始 论文 是 Karnaugh 的 [Ka53] 以 及 Veitch 的 LVe52]。Quine-McCluskey 方法 的 介绍 
可 参见 McCluskey 的 [Mc56] 以 及 Quine 的 [Qu52] 和 [Qu55]。 阅 值 函 数 的 讨论 参见 Kohavi 的 
[Ko86]。 

第 13 章 

形式 语法 、 自 动机 理论 和 计算 理论 的 一 般 性 参考 文献 包括 Davis、Sigal 和 Weyuker 的 
[DaSiWe94]，Denning、Dennis 和 Qualitz 的 [DeDeQu81 ]，Hopcroft、Motwani 和 Ullman 的 
[ HoMoUlo6 ]，Hopkin 和 Moss 的 [HoMo76 ]，Lewis 和 Papadimitriou 的 [ LePa97 ]， 
McNaughton 的 [Mc82]， 以 及 Sipser 的 [Si06]。 米 勒 机 和 摩尔 机 最 早 由 Mealy[Me55] 以 及 
Moore[Mo56] 引 入 。Kleene 定理 的 原始 证 明 可 以 在 LK156] 中 找到 。 功 能 强大 的 计算 模型 ， 包 括 
下 推 自 动机 和 图 灵机 ， 在 Brookshear 的 [Br89]，Hennie 的 [He77]，Hopcroft 和 Ullman 的 
[HoUl79]，Hopkin 和 Moss 的 [HoMo76]，Martin 的 [Ma03]，Sipser 的 [Si06]， 以 及 Wood 的 
[Wo87] 中 均 有 讨论 。Barwise 和 Etchemendy 的 L[LBaEt93] 是 很 好 的 图 灵机 人 门 的 书 。 关 于 图 灵 
机 及 相关 机 器 的 历史 和 应 用 有 趣 的 文章 可 在 Herken 的 LHe88] 中 找到 。 人 忙碌 海 狸 机 最 早 由 Rado 
在 [Ra62] 中 提出 ， 有 关 信 息 可 参见 Dewdney 的 [De84] 和 [De93]，Herken 的 LHe88] 中 Brady 的 
论文 ， 以 及 Wood 的 [Wo87]。 

附录 

关于 实数 和 整数 公理 的 讨论 可 参见 Morash 的 [Mo91]。 指 数 和 对 数 函 数 的 详细 处 理 可 参考 
微 积 分 书籍 ， 如 Apostol 的 [Ap67]，Spivak 的 [Sp94]， 以 及 Thomas 和 Finney 的 LThFi96 ] 。 
Pohl 和 Shaw 的 [PoSh81] 使 用 了 具有 附录 C 中 所 描述 的 同样 特性 的 伪 代 码 形式 。 大 多 数 关 于 算 
法 的 书籍 ， 如 Cormen、Leierson、Rivest 和 Stein 的 [CoLeRiSt09] 以 及 Kleinberg 和 Tardos 的 
[KITa05] ， 都 会 使 用 一 种 与 本 书 伪 代码 类 似 的 伪 代 码 版 本 。 
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